Szamelmélet 1. zh 2001. oktéber 26.

. Keressiink olyan x és y egész szamokat, amelyekre 581x + 119y = 7.
Megoldds: Kibgvitett euklideszi algoritmussal:

581 119
581 1 0
119 0 1
-14 1 -5
7 8 =39

Tehat © = 8 és y = —39 egy megoldasa az egyenletnek.

. Hatdrozzuk meg azokat az n természetes szamokat, amlelyekre o(n) = d(n) + 4.

Megoldds: Mivel n oszt6i kozott van n is, o(n) > d(n) + (n — 1), és igy o(n) = d(n) + 4-b6l n <5
kovetkezik. 1-t6l 5-ig ellendrizve o(n) és d(n) értékét latjuk, hogy csak n = 4 (itt o(n) = 7 és
d(n) =3) és n =5 (itt o(n) = 6 és d(n) = 2) megoldasok.

. Bizonyitsuk be, hogy 2" nem osztdja n!-nak. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre 27!
osztdja nl-nak?

Megoldds: 2 kitevGje n! kanonikus alakjaban: [%] + [2%] + [2%] +...+ [2—1t} < %—&— 2% + 2% +...+ 2% =
n-(3+5 +-+5)=n-(1-5) <n (ahol 2" <n < 2°*1) {gy 2" nem osztoja nl-nak. Az is
lathat6 ebbdl, hogy 2"~1 csak akkor lehet osztéja m!-nak, han—1>n- (1 — 2%), amibgl n < 2
kovetkezik, és igy 2 < n miatt n = 2!, Erre az n-re pedig valoban teljesiil az oszthatosag: 2°!

kanonikus alakjaban a 2 kitevSje 2071 4+ 2072 ... 4241 =2 — 1.

. Oldjuk meg a 25295 + 17z — 3 = 0 (mod 83) kongruencidt!

Megoldds: © = 0 (mod 83) lathatéan nem megoldés, és x Z 0 (mod 83)-ra z (mod 83), és igy
1% =1 (mod 83). Tehat 252105 + 172 — 3 = 252 + 172 — 3 = 422 — 3 = 0 (mod 83). Ekvivalens
atlalakitasokkal ebbdl:

82 —

422 = 3 (mod 83)
84z = 6 (mod 83).
x =6 (mod 83)
. Legyenek p és q kilonbézé primszamok. Bizonyitsuk be, hogy (p+1)7+(¢+1)? — (p+q+2) oszthato

pq-val.
Megoldds: A kis Fermat-tételt hasznalva modulo p és modulo g:

P+ +(@+1) —(p+q¢+2)=1"4+(¢+1) - (¢+2) =0 (mod p) és
P+1)'+(@+1)"=(p+q+2)=(p+1)+1" = (p+2) =0 (mod q).
Tehat a kifejezés oszthaté p-vel és g-val is, és igy (p,q) = 1 miatt pg-val is.

. Adjuk meg mindazokat a természetes szamokat, amelyekre o(n) osztdja n-nek!
1, X2

Megoldds: Legyen n = p{" p5* ...p¢" kanonikus alakban, ahol p; < ps < ... < p,. Ekkor
p(n) =p o = 1)ps* H(p2 — 1) p pr — 1) | PRS2 P

ekvivalens a
(p1 —D(p2 — 1) (pr — 1) | p1p2 - pr

oszthatosaggal.

Ha n 2-hatvany, akkor az oszthatosag teljesiil.

Ha n nem 2-hatvany, akkor ¢(n) oszthaté p — 1-gyel valamely paratlan primre, és igy ¢(n),
és kovetkezésképpen n is paros. Ebbél kovetkezik, hogy r > 2, p1 =2, és po — 1,...,p, — 1 mind
paros. Viszont pips---p, nem oszthatd 4-gyel, igy r = 2, és po — 1 | p1pa-b6l (p2 — 1,p2) = 1
miatt py — 1 | 2 kovetkezik, tehat po = 3, és ekkor teljesiil is az oszthatésag. Tehat azok a o(n) | n
feltételt n = 2230 alakt szamok elégitik ki, ahol a, 3 > 0, és a = 0 esetén 3 = 0.



7. Bizonyitsuk be, hogy minden k természetes szamhoz van k eqgymdst kévetd szdm, amelyek kozil egyik
sem primhatvdny.

Megoldds:
(K+DD)2+2,((k+1)D*+3,... (k+ D)+ (k+1)

ilyen szamok, ugyanis 2 < a < k + 1-re

((k:—l—l)!)2+a:a<<@>2-a+l>,

k+ 1) 2
ahol (k+1) egész, mert a szerepel (k + 1)! tényez6i kozott, és (a, (@) -a+ 1) = 1, tehat
a

mindegyik szdmnak legaldbb két kiilonbo6z6 primosztoja van.



