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1. Bevezetés

Ebben a fejezetben, az [1] munka alapjan rovid attekintést adunk a halozat-
elméletrdl, bemutatjuk a leghiresebb hal6zatmodelleket, tovabba definidljuk
a legfontosabb definiciokat.

Az utobbi id6ben egyre felkapottab kutatasi teriiletté valt a halozatelmélet.
A téma népszeriiségét az hozta, hogy a valoés, mindennapi életben és sza-
mos tudomanyagban is el6fordulnak hatalmas és Gsszetett hélozatok, mint
példaul az informatika vilagaban (WWW, Internet |2]), szociologidban ( tar-
sadalmi kapcsolatok [3|) pszichologiaban, biologiaban (sejtek vagy fehérjék
kozotti kolesonhatashalozat [4, 5]) tovabbé a gazdasagtudmanyban is [6].
Halozatelméleti kutatasok soran, alapvets feladat feltérképezni az adott héa-
lozat struktirajat, mert az meghatarozza a halozat tulajdonséigait és miiko-
dését, példaul egy tarsadalmi halé topologidja befolyasolja az informaciok
vagy betegségek terjedésének koriilményeit a népességben.

A matematikai modellek bevezetésére azért van sziikségiink, mert a valos ha-
lozatok legtébb esetben tul nagyok ahhoz, hogy explicit leirast tudjunk roluk
adni. Példaul a Fold népessége meghaladta a hét milliard {6t 7], a World Wi-
de Web mérete tobb tizmillidrdos nagységrendi (8], a Humén Genom Projekt
harmincezer génrél és harommillional tobb béazispar szekvencidjarol hozott
letre adatbankot [9)].

1.1. Torténeti attekintés

A halozatok matematikai modellezése visszanytlik egészen a késGi 1950-es
évekre, amikor Erdgs Palnak és Rényi Alfrédnak koszénhetGen a véletlen
grafok teriilete a kutatasok kozéppontjaba keriiltek [10]. A szamitastechni-
ka rohamos fejlédése lehetévé tette a valos halozatok hatékonyabb vizsgala-
tat. Barabasi Albert-Lasz16, magyar szarmazasu fizikus, valamint Duncan J.
Watts szociologus és Steven Strogatz matematikus kutatasai soran az ezred-
fordulon megjelent korszakalkoto cikkeik, ahhoz a meglep6 tényhez vezettek,

hogy szamos valos halézat - fiiggetleniil az eredetiiktsl és funkcidjuktol - meg-



egyez6 strukturalis sajatossagokat mutatnak. A két legfontosabb ilyen kozos
halozattopologiai jellemvonas a skalamentesség és a kis vilag tulajdonsag (5.
és 6. definiciok), tovabba a természetben fellelhets egyik héalozat fejlédése
sem véletlenszerd. Az Erdés P4l és Rényi Alfréd altal bevezetett Erdgs-Rényi
modell és altalanositasai nem rendelkeznek ezekkel a sajatossagokkal, ezért
nem alkalmasak valos halozatok modellezésére, igy 1j matematikai modellek

bevezetésére volt sziikség.

1.2. Definicidk és jelolések

A hélézatokat grafokkal tudjuk a leghatékonyabban modellezni, ehhez ebben
az alfejezetben definialjuk a legfontosabb halozat- és grafelméleti fogalmakat,
tovabba bevezetiink jeloléseket, amiket a dolgozat tovabbi részében hasznalni
fogunk. Feltételezziik, hogy az olvaso rendelkezik grafelméleti alapfogalmak

ismeretével, amihez jo attekintést nyujthatnak példaul a kévetkezd konyvek:
|11, 12].

1. Definicié. Legyen V halmaz és E CV XV egy V-n értelmezett kétvdlto-
20s reldcid, amire teljesiil, hogy Yu,v € V : (u,v) € E < (v,u) € E. Ekkor a
G = (V, E) rendezett pdrt, a V halmaz feletti irdnyitatlan grifnak nevezziik.
AV halmazt a G(V, E) grif csicshalmazdnak nevezzik és V(G)-vel jeloljik.

Hasonldan, G élhalmazdra a tovdbbiakban E(G) jeldléssel fogunk hivatkozni.

2. Definicié. Az u,v € V(G) csicsok d(u,v) tdvolsdiga a G grifban, az u és
v csticsok kozott hizddd, (eqyik) legrovidebb it hossza. Ha u és v egybeesnek,
akkor d(u,v) = 0, tovdbbd ha u és v csicsok kézdtt nincs 1it, akkor d(u,v) =

= Q.

3. Definici6. Egy dsszefiiggd G graf dtmérdje, a két legtdvolabbi cstucsdnak

tdavolsdga, mas szoval az dsszes csucspdr kozotti tavolsagok mazrimuma, azaz

Diam(G) = m‘z}%cG) d(u,v). Ha G nem dsszefiiggd, akkor Diam(G) = oo.
RIS

4. Definicié. A P(k) = py fokszameloszlds, azt a valdszintséget jeléli, hogy

eqy véletlenszerden kivdlasztott csics k fokszammal rendelkezik.
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5. Definicié. FEgy hdlozatot skdlamentes hdlozatnak neveziink, ha a fokszdm-
eloszldsa hatvdanyrendet kovet, vagyis hatvanytorvény szerint viselkedik. [135].

Tehdt P(k) a k valamely v > 1 hatvdnydval ardnyos, azaz
P(k) < k77 (1)
A walds hdlozatok esetében a v kitevdre dltaldban 2 < ~v < 3 teljestil.

6. Definicié. A kis vildg tulajdonsdg pedig azt jelenti, hogy a csicsok kozotti
tdavolsdg relative kicsi a hdlozat méretéhez képest, pontosabban bdarmely két
csics kozotti 1 tdvolsdg, ardnyos a hdlézat méretének logaritmusdval [14],
azaz

[ x log|V|. (2)

1.3. Matematikali modellek

1.3.1. Erdés—Rényi-modell

Az Erdés—Rényi-modell egy véletlen grafot hoz létre. A modellnek két szoro-

san Osszefiiggs véaltozata van:

e A G(n,m) modell, egyenletes eloszlas szerint valaszt egy grafot, az

Osszes n csucsiu és m éli graf koziil.

e A G(n,p) modellben kezdetben van egy n cstcst iiresgraf, majd minden

csucspart, egyméastol fiiggetleniil p valoszintiséggel Gsszekotiink [10].

1.3.2. Barabasi—Albert-modell

A modell bevezetését a fent emlitett kozos halozattopologiai tulajdonsagok
motivaltak [13]. A Barabasi-Albert-modell, egy id6ben fejl6ds, azaz minden
lépésben névekvs grafot hoz 1étre, szemben az ErdGs-Rényi modellel, ahol a
graf mérete egy el6re adott paraméter. A modell konstrukcidéja mogott az az
elv hizodik meg, hogy a vildigunkban taladlhaté halézatok nem egyenlGség-

re torekvdek, mas szavakkal: "aki gazdag, még gazdagabb lesz", példaul ha
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egy kozosséghez csatlakozik egy Gjonnan érkezd ember, akkor nagyobb valo-
szintiséggel ismerkedik meg, baratkozik meg egy népszertd, szocidlisan aktiv
személlyel, akinek sok ismerGse, baritja van, mint akinek kevesebb. Grafel-
méleti kifejezésekkel, egy 10j csiics nagyobb valbszintiséggel lesz szomszédja
egy olyan csticsnak, amelyiknek nagyobb a fokszadma, mint egy olyan csics-
nak, amelyiknek kisebb a fokszama.

A modell heurisztikus konstrukcidja tehéat a kovetkezd:

e Kezdetben van egy adott, kis (mg) méretd iires G graf.

e Fejlédés kozben, az i. 1épésben hozzdadunk G; grathoz egy 1Gj v cstcsot,

és Osszekotjiik m < mg darab, mar létezd cstccesal.

e Preferencialis kapcsolodas: Annak a valészintisége, hogy az i. 1épésben

egy 4j v € V(G;) és egy mar létez6 u € V(G;_1) cstics kozott lesz él:

i deg(u) deg(u)
TS el 2EG) @

1. Megjegyzés. Ahogy emlitettem, ez a konstrukcic matematikailag nem
teljesen preciz, hiszen kezdetben nincs eqy darab €l sem, igy nulla valdszini-
séggel kotnénk dssze az (mo+1). jovevény csicsot, a mdr meglévd csicsokkal.
Bollobds Béla, magyar matematikus, tette a modell konstrukcidjdit matema-

tikailag pontossd [15].

1.3.3. Watts-Strogatz-modell

A modell bevezetését a kis vilag tulajdonsag motivalta [14]. A Watts—Strogatz-

modell (egydimenzits alakja) a kovetkezsképen épiil fel:

e Kezdetben van egy n hosszi (C,,) kor, amit kibovitiink wj élekkel gy,
hogy minden csiics szomszédségban alljon a téle legfeljebb k tavolsagra

lévé csticsokkal, ahol £ > 1 el6re adott paraméter.

e Majd egy el6re adott p valosziniiséggel, egymastol fiiggetleniil minden

él végpontjat, egy masik cstucsra cseréljiik.



1. dbra. Illusztracié a Watts—Strogatz-modell konstrukcidjara. A képet a Wolfram Mathe-
matica program segitségével készitettem.

2. Fraktalos és onhasonl6 hal6zatok

A kovetkezd fejezetben a [1]-es munkat kovetve attekintést adunk a fraktalos
halézatok fogalmérol és azokat jellemz6 tulajdonsagokrol.

A XX. szézadban a fraktalok egyre népszeriibb kutatési teriileté valtak [16],
hiszen a matematikan kiviil mas tudoményagakban is 1éteznek fraktalos je-
lenségek, mint példaul a fizikiban [17], kémidban [18], kozmologidban [19]
de még a tdzsdei folyamatokban is [20]. Az 6nhasonlosag valamint a fraktal
fogalméat és magat az elnevezést Benoit Mandelbrot vezette be [21], tovabba
kiterjesztette a fraktél értelmezését természeti jelenségekre is, igy példaul egy
levél erezete [22], tengerpartok [23], hopelyhek [24], felhdk [25] vagy akar egy
nagyvaros metrovonalhalozata [26] is mutathat fraktélos strukturat.

Az el6bb emlitett mintdk mind geometriai alakzatok (kivéve a metrovonal-
halozatot), a halozatelmélet fejlédésével természetesen meriilt fel a kérdeés,
hogy vajon a valos héalozatok lehetnek-e fraktalosak illetve onhasonloak?
Az 1. fejezetben bemutattuk a komplex hélézatokat jellemz§ legfontosabb
tulajdonsagokat a kisvildg topoldgidt és a skdlamentességet. Eleinte ugy tiint,
hogy ezek a jellemzdk, illetve a fraktalitds és az 6nhasonlosag ellentmonda-
nak egymasnak és nem lehetnek egyszerre jelen ugyanabban a halézatban, de
az el6z6 évtizedben C. Song, S. Havlin és H. Makse bevezettek a halozatokra
vonatkozoan fraktdlos és az dnhasonlosag tulajdonsidgokra egy-egy heurisz-
tikus fogalmat, és ezalapjan megmutattak szamos valos halozatrol (példaul
a WWW halojarol vagy egy sejt fehérjehalozatarol), hogy fraktalosak [27].

Az altaluk bevezetett, matematikailag nem pontos definiciok alapjan egy ha-
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lozatot fraktdlosnak neveziink, ha a dobozszamlilas modszerrel, a halozat
teljes lefedéséhez sziikséges dobozok minimélis szdma, a dobozok méretének
fiiggvényében hatvanyrendben cseng le. A dolgozat 2.1 részében alaposan ko-
riiljarjuk a dobozszdmlalas problémat, illetve ennek segitségével definialjuk
majd a fraktalos halozatok dimenzidjat is.

Azt a halozatot, aminek a fokszameloszlasa valtozatlan marad a renormaélas
alatt, onhasonld hdlézatnak nevezziik [28]. A renormalasi folyamatot a 2.2

alfejezetben fogom ismertetni.

2.1. Dobozszamlalé modszer

Ebben az alfejezetben, az el6z6 bekezdésben emlitett fraktalos halozatok fo-
galméahoz sziikséges, dobozszamlalo médszert fogom ismertetni.

A hagyomaéanyos értelemben vett fraktalok dimenzi6janak meghatarozasara,
egyik lehetséges modszer a dobozszamlalas. Legyen a fraktal egy n-dimenzios
Euklideszi-térbeli H halmaz (lehet altalanositani (M, d) metrikus térre is).
Ahhoz, hogy kiszamoljuk ennek a fraktalnak a dobozdimenziojat, képzeljiik
el, hogy a fraktal egy n-dimenzi6s racson fekszik és a négyzetracsok felelnek
meg a dobozoknak. Szdmoljuk meg, minimalisan mennyi négyzetracs sziiksé-
ges ahhoz, hogy lefedjiik ezt az H halmazt. A dimenzié meghatarozasahoz azt
kell megfigyelni, hogy hogyan valtozik a lefedéshez sziikséges dobozok szama,
a dobozok méretének fiiggvényében [29]. A 2. dbran lathato a dobozszamla-
lasra egy példa Nagy-Britannia tengerpartjanak kérvonalan. Nagy-Britannia
fraktalos partvonalaval illetve annak hosszanak kiszamitasaval Benoit Man-
delbrot foglalkozott elGszor [23].

Legyen a fedéshez sziikséges ¢ méreti dobozok minimélis szama N.. Ekkor a

H fraktal dobozdimenziojat a kovetkezSképpen definiéljuk [16]:

dlmdoboz<H) T (155% W

(4)



2. abra. Illusztraci6 a dobozdimenzié szamolésara, Nagy-Britannia tengerpartjanak frak-
talos kérvonalan. A kép forrasa: [33]

A dobozdimenzionak efféle meghatarozasa Hermann Minkowski és Geor-
ges Bouligand matematikusok nevéhez fiiz6dik, ezért gyakran Minkowski—
Bouligand-dimenzioként hivatkoznak ra. A fraktalok dimenzidéjanak mésik,

elterjedtebb meghatarozasi modszerét Hausdorff dolgozta ki 30, 31, 32|.

A halozatelméletben a dobozdimenzio szamolasa hasonloképpen alakul [34].
Legyen adott egy G graf és egy [z € N dobozméret. Particionaljuk G csicsa-
it ugy, hogy egy lp méretl doboznak egy B C V(G) csucshalmaz felel meg,
aminek barmelyik két eleme kdzotti tavolsag hossza kisebb mint (5. Masképp
fogalmazva, egy [ méreti doboz csticsai altal kifeszitett részgraf atmeérdje
legfeljebb Ig — 1. A G lefedéshez sziikséges dobozok minimalis szaméat Ng-vel
jeloljiik és mivel ez a szam nyilvanvaléan fiigg a dobozok méretétsl, ezért I
méretii dobozok esetén erre a mennyiségre Np(lp)-ként fogunk hivatkozni.
Példaul Ip = 1 esetén, N megegyezik az adott halozat méretével (|V(G)]).
Viszont Np = 1, ha lp > I5**, ahol I = maxycv@)d(u,v) + 1, azaz

halozat atmérdje plusz egy.

A 2. fejezet bevezetésében megemlitettem, hogy egy halozatot fraktalosnak
neveziink, ha a dobozszamlalassal kapott Np(lp) hatvanyrendben cseng le (5

fiiggvényében. Azaz
Ni(lp) =~ 15" (5)



2. Megjegyzés. A tudomdnyos kutatdsok szdimos teriletén eldfordul, hogy
az empirikus adatok ldtszolag hatvanyredbei eloszldst kovetnek. A [35] cikkben
megmutatjik, hogy ezt a fogalmat (mint példdul a fraktdlos hdalézatok heurisz-
tikus definicidjdt), hogyan lehetne statisztikai modszerekkel matematikailag
pontossd tenni. Az eljdrdsuk sordn a tapasztalati és elméleti eloszlds dsszeha-
sonlitdsdra Kolmogorov-Szmirnov-proban alapulo statisztikai tesztet haszndl-

nak.

Egy halozat dobozdimenzidja (dp) azt mutatja meg, hogy ez a lecsengés
mennyire gyors. Tehat a dobozdimenziot a (5)-bdl a kovetkezSképp tudjuk

definialni:

i5(G) 20 ia (©) o
0g(1/lp)

feltéve, hogy (5 > 1.

A dobozszamlalast kozvetleniil vissza lehet vezetni, a grafelmélet egyik
leghiresebb NP-nehéz problémajara, a graf szinezésre [36], ezzel a doboz-
szamlalas probléma is NP-nehéznek bizonyult [37] (lasd: 1. tétel). Ez azt
jelenti, hogy nem tudunk megadni olyan algoritmust, ami viszonylag rovid
id6n beliil meg tudna adni a pontos megoldast, viszont rengeteg kozelits elja-
ras létezik, amelyek kozos célja megkeresni Ng(lg) miniméalis értékét minden
lehetséges g esetén. Ezen modszerek koziil néhanyat alaposan be fogok mu-

tatni a dolgozat késGbbi részében.

1. Tétel. A dobozszamldldis NP-nehéz probléma.

Bizonyitds. A bizonyitas el6bb emlitett redukalason alapul, amivel meg tu-

dunk adni a dobozszamlalasra egy modszert.

A visszavezetés a kovetkezSképpen torténik: legyen adott egy G graf. Ah-
hoz, hogy egy adott [p ismeretében megkapjuk az optimélis megoldasat az
Ng(lg) értékének, elGszor konstrualjuk meg G-nek egyfajta G’ dualisat, ahol
u,v € V(G') cstuespar kozott akkor, és csak akkor fut él, ha a G grafban
d(u,v), azaz u és v kozotti tavolsag, nagyobb vagy egyenls mint I5. A 3. ab-

ran lathato erre egy példa [p=3 paraméter valasztasaval. Ezutan megadjuk a

10



G G
T O T
O . O—=
szinezés l
NI
3. abra. Illusztréacié a dobozszamalas gréafszinezésre vald visszavezetésére. A kép forrasa:
[34]

G’ grafnak egy jo szinezését, azaz minden cstcshoz hozzarendeliink pontosan
egy szint agy, hogy barmelyik két szomszédos csiics szine nem lehet azonos.
Az igy kapott szinosztalyok megfelelnek egy-egy doboznak a G grafban [34].
Ez az eljaras jo, hiszen azok a csiicsok, amelyek azonos szintiek, kisebb, mint
[ tavol vannak egymastol G-ben, hiszen ha legalabb lp tavol lennének, ak-
kor G'-ben 6ssze lennének kotve és a szinezéskor kiilonbo6zo szineket kaptak
volna, ami ellentmondashoz vezet. Masképp fogalmazva, ha G-ben u és v
kozotti tavolsdg nagyobb mint g, akkor nem tartozhatnak egy dobozba. G’
graf megkonstrualdsakor u és v csiicsok kozott kdzvetlen él fog futni, igy nem
lehetnek azonos szintiek G’ szinezésekor. Mivel kiilonb6z6 szintek, ezért kii-
16nb62z8 szinosztalyokba, dobozokba fognak tartozni. Forditva, ha G-ben u és
v kozotti tavolsag kisebb, mint [z, akkor lehetséges, hogy ezek a csicsok egy
dobozba fognak esni. G’-ben u és v kozott nem fut él, igy megengedett hogy
a szinezéskor azonos szint kapjanak, azaz ugyanabba a dobozba tartozzanak.
Igy tehat Np(G) megegyezik G kromatikus szamaval (x(G)), azaz a G’ j6

szinezéséhez felhasznilt szinek minimalis szémaéaval. Il

2.1.1. Kozelit6 eljarasok

Adott G graf esetén, az egyik leghatékonyabb kozelité modszert a dobozszam-
lalasra gy kaphatjuk, hogy az 1. tétel bizonyitasaban leirtakat kovetjiik és
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4. abra. A dobozszamlalas illusztralasa, [p = 4 méret dobozokkal. A képet a Wolfram Ma-
thematica program segitségével és a 2.1.1.1 alfejezetben leirt CBB algoritmus Mathematica
kodjaval készitettem.

a duélis G’ graf szinezésekor a mohd szinezést alkalmazzuk. Errdl részlete-
sebben tobbek kozt a [38] cikkben lehet olvasni.

A probléméanak egy masik megkozelitésében a szinezés helyett, a szélességi
bejarast hasznaljuk fel a dobozok kialakitasahoz. Azok az algoritmusok, amik
szélességi bejarasra épiilnek, gy mikodnek, hogy el6szor kivalasztunk egy
kozépponti ¢ cstcsot, ez alkotja a doboz kozéppontjat, és ehhez vessziik fel
lépésenként az adott dobozhoz tartoz6 tobbi csiicsot, amik mind a c¢ csics
rg sugaru kérnyezetébdl keriilnek ki, azzal a megszokott feltétellel, hogy bar-
mely kett6 cstcs kozott a tavolsag kisebb legyen, mint [g. Az ilyen elven
miikodd eljarasokat angolul burning (égetd) algoritmusoknak nevezik, mert a
szélességi bejaras a tiiz terjedéséhez hasonlé modon jarja be a hélozatot és a
koézépponti csiicsokbol kiindulva igy haladva kapjuk meg a dobozokat alkoto
cstcsokat.

Az eredeti [ dobozméret a dobozok atmérGjét jelentette, a most bevezetett
rp pedig a dobozok sugarara utal, és a két mérdszam g = 2rg + 1 modon
fligg 6ssze (vannak kivételes esetek amikor ez a viszony nem teljesiil, példaul
ha a doboz csucsai egy kort alkotnak).

A tovabbiakban egy dobozt kompaktnak fogunk nevezni, ha a doboz mére-
tére nézve maximalis szamu csicsokat tartalmazza, azaz nem létezik olyan
dobozon kiviili cstcs a hélozatban, ami része lehetne a doboznak. Valamint

egy v cstics szomszédja egy B doboznak, ha v ¢ B, és Ju € B, hogy (u,v) €
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€ E(G), azaz a v csticsnak van legalabb egy B dobozbeli szomszédja.

Az alapdtlet egy doboz elkészitéséhez az, hogy kiindulunk a halozat egy tet-
szGleges ¢ csiicsabdl és egyesével valasztunk csticsokat a dobozhoz ¢ szom-
szédsagabol addig, amig kompakt nem lesz a doboz. Osszefoglalva elGszor

minden cstcsot fedetlennek tekintiink, majd:

1. A doboz kozéppontjanak kivalasztunk egy véletlen csticsot a fedetlen

csucsok kozil.

2. Az 0Osszes olyan fedetlen cstcsrol, ami szomszédja az adott doboznak,
megnézziik, hogy kevesebb mint /g tavol vannak-e a doboz Gsszes csi-
csatol. Azok a csucsok amelyek teljesitik ezt a feltételt, bekeriilnek a
dobozba.

3. Addig ismételjiik a 2. 1épést, amig kompakt nem lesz a doboz. Ha ezt

elértiik, akkor a fedetlen csticsok halmazabol kivonjuk a doboz csticsait.

4. Addig ismételjiik az 1., 2. és 3. 1épéseket, amig el nem fogynak a fedetlen

csacsok.

;;;;;;

igényel. Emiatt most ismertetiink egy masik médszert, ami ugyanezt az ered-
ményt adja, sokkal kevesebb id§ alatt. Ennek a neve CBB (compact-box-
burning) algoritmus. A CBB miikddési elvére, a konnyebb érthetéség érdeké-
ben, el6szor analogian alapuld geometriai magyarazatot adunk (5. abra).

Vegyiink egy véletlen Cy pontot és a Cy-t6l legfeljebb g tavolsagra 1évé pon-
tok halmazat a sikon, azaz egy Cy kozéppontu lg sugari koérlapot. A tovab-
biakban ezt B?f(CO) vagy csak By, (Cp)-vel fogjuk jelolni. Ezutan valasszunk
ki egy véletlen Cy # Cj pontot a B;,(Cy) korlapbol és vegyiik a B, (Ch)
korlapot. A doboz lehetséges pontjai a By, (Cy) N By, (Cy) halmazbol fognak
kikeriilni. Majd a Cy (Cy # Cp, C1) pontot ebbdl a metszetbdl valasztjuk ki,
és vessziik a Cy ponthoz tartozo korlapot, majd a C3 (C3 # C;,i € {0,1,2})

pont a (7, B, (Ci) metszet eleme lesz, és ezt az iteraciot folytatva olyan
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5. abra. A CBB algoritmus analégiaja egy kétdimenzios euklideszi (vagy metrikus) téren.
Kép forrasa: [38]

halmazt kapunk, amiben barmely két pont legfeljebb [p tavol vannak egy-
méstc')l, azaz VOZ, Oj € nzozo BlB»(Ci) C BlB (Oo), 1 75 j esetén, d(CI, Cj> <lg.

Adott G graf esetén a Bf (v) (v € V(G)) hasonléan jelentse a v csics Ip
sugart kornyezetében 1évG csicsok halmazat. A CBB algoritmus tehat az
elébbi iteraciokat hajtja végig, azzal a modositassal, hogy sik helyett egy
grafon van értelmezve (BZR,: helyett BZC; ), és természetesen addig tart az ite-
ralas, amig taldlunk 4j csticsot a folyamatosan sziikiil6 metszetben.

Osszefoglalva, a CBB algoritmus a kovetkezs pontokat hajtja végre [38]:
1. Legyen C' a még fedetlen csticsok halmaza (kezdetben C' = V(G)).
2. Valasszunk C-bél egy véletlen c csiicsot és vegyiik ki C-bél.

3. Toéroljiink C-b6l minden olyan v csicsot, amire d(v,c¢) > Ip.

4. Tsmételjiik a 2. és 3. 1épéseket, amig a C' halmaz iires nem lesz. Ha ezt

elértiik, a valasztott ¢ cstcsok egy kompakt dobozt fognak alkotni.
5. Ismételjiik az 1., 2., 3., 4. pontokat, amig az egész halézaot le nem
fedjiik.
2.1.1.1 A CBB algoritmus programkoédja

A kovetkezd sorokban a 2.1.1. alfejezetben részletezett CBB algoritmus prog-
ramkodja lathato, amit a Wolfram Mathematica programnyelven irtam meg.

Erre azért volt sziikség, mert a Mathematica-ban nincsen beépitett fiiggvény
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a dobozdimenzié szamolasara és ez elengedhetetlen a 4.4. fejezetben leirt

halézatmodell részletes vizsgélataihoz.

CBB[GRAF , r | := Module[{graf, dobozok, UnCoveredNodes, CoveredNodes},
graf = GRAF;
UnCoveredNodes = VertexList [graf];
dobozok = {};
While [Length[UnCoveredNodes | != 0,
Module[{ Centernode, VisitedNodes, C, intersection}, (*

Amig vannak fedetlen csicsok (kezdetben minden csics fedetlen), addig

kivdlasztunk egy kitintetett véletlen csiucsot a fedetlenek
kézil, és ez lesz a center csidcs.
C halmaz:= a center r sugarid kérnyezetébe
esé6, centeren kivili csidcsok halmaza. *)
Centernode = RandomChoice[UnCoveredNodes];
VisitedNodes = {Centernode };
C = Complement |
VertexList [

NeighborhoodGraph[graf, Centernode, r]], {Centernode}];
AppendTo[ VisitedNodes , RandomChoice[C]];
intersection =
Intersection |

Complement |

VertexList [ NeighborhoodGraph[grafff , VisitedNodesS[[—1]], rr]],
Flatten [{ VisitedNodesS[[ —1]], dobozokkk}]], CC];

(* intersection:= A C halmaz és a C halmazbsl egy véletlen csics r sugari ké

rnyezetébe esé csicsok halmazdnak metszete. (Ezekbél

a kérnyezetekbdl
mindig ki kell

vonni a kérnyezetek kézéppontjdt)

Mivel az elézé parancsban hozzdadtuk a VisitedNodes listdhoz C-bel:
ez csidcs a lista —1. azaz utolsdé eleme x)

While| Length|[intersection] != 0,

AppendTo[ VisitedNodes , RandomChoice[intersection ]]; (*

Amig az intersection halmaz nem tres,

csicsot, ezé€rt

addig a metszetbsl kivdlasztunk egy véletlen
cstucsot €s hozzdadjuk a VisitedNodes listdhoz,

majd az intersection—t feluld
rjuk gy, hogy elmetsszik az intersection—t

az 4j véletlen csidcs r sugard ké
rnyezetébe esé csicsok halmazdval, és ez a metszet lesz az 1uj intersecton.x*)

intersection =

Intersection|[intersection ,

Complement |

VertexList [ NeighborhoodGraph[grafff, VisitedNodesS[[—1]], rr]],
Flatten [{ VisitedNodesS[[ —1]], dobozokkk}]] ]];

(*Ha mdr nincs az intersection halmazban tobb elem, akkor a dobozok nevid listd

eddig folyamatosan bévilé VisitedNodes listdt. Amikor a
kilsé ciklus egyszer végig fut, akkor a ciklus végén ez a VisitedNodes
lista megfelel egy doboznak. A dobozok pedig ezeknek a dobozoknak a listd
ja lesz. Végezetil pedig ez a dobozok nevd lista
*)

AppendTo[dobozok, VisitedNodes];

hoz hozzdadjuk, az

lesz a program kimenete

UnCoveredNodes = Complement [ UnCoveredNodes, VisitedNodes ];
VisitedNodes = {};
intersection = {}]];

dobozok]

2.2. Renormalas

A 2. fejezet bevezetésében ismertettiik az nhasonl6 halozat fogalmat, aminek

megértéséhez sziikséges a renormalasi folyamat ismerete. Emlékeztet6iil: C.
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Song, S. Havlin és H. Makse énhasonlé hélézatnak olyan halozatot tekintet-

tek, aminek a fokszameloszlasa valtozatlan marad a renormélas alatt [28]. Ez

a fogalom persze matematikailag egyaltalan nem pontos, s6t a renormaélasra

egyik halozat fokszameloszlédsa sem lehet invarians, a halézat folyamatos zsu-

gorodasa miatt. Természetesen arra gondoltak, hogy a fokszam-eloszlast leird

gorbe marad valtozatlan a
Tehat, ha egy G oOnhasonld graf fokszdm-
eloszlasa hatvanyrendben cseng le ~ Kkite-
v6 szerint, akkor a G grafbol renormalés-
sal kapott G® graf fokszAmeloszldsa is hat-
vanyrendben cseng le v kitevS szerint. Bar
ez a megfogalmazas matematikai szempont-
b6l még mindig nem pontos. B&vebben az
[1] munkéban talalhato ennek a kérdésnek az
alapos koriiljarasa. A most kovetkez6 sorok-
ban a renormélasi folyamatot fogjuk ismertet-

ni.

A folyamat lényege, hogy kisebb méretiivé és
atlathatobba tegyiik a komplex halbézatokat
tgy, hogy ezalatt megérizziik a halozat f6 szer-
kezeti jellemvonéasit. A renormalast az onha-
sonlosag fogalma motivalta azaz hogy bizonyos
halozatok hasonléan néznek ki, kiilénb6z6 na-
gyitasok alatt [39, 1]. A tovabbiakban a kiilon-
b6z6 nagyitasi szinteknek, a renormalasi folya-
mat léptékei fognak megfelelni.

A renormélasi folyamat minden egyes lépése

renormalas alatt.

@@a c>:>.

6. dbra. A renormalasi folyamat
demonstralasa. (a) A renormalas
bemutatéasa kis halézaton, kiilon-
b6z6 lp paraméterekkel. (b) A
WWW halézatanak renormaléasa
Il = 3 dobozméret vilasztasa
esetén. a WWW haldja dnhason-
16, azaz a fokszameloszlasa inva-
ridns a renormaélasra. Kép forra-
sa: [27]

egy G grafhoz egy masik GRU8) grafot rendel hozza. Egy ilyen lépésnél a

G grafon elGszor végrehajtunk egy dobozfedést (lasd: 2.1) egy adott Ip do-

bozmérettel. Majd ha ezek a dobozok elkésziiltek, minden dobozt egy-egy
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csicesal reprezentalunk, és ezek kozott a (renormalt dobozknak megfelels)
cstucsok kozott pontosan akkor fut él, ha az altaluk reprezentalt megfelels
dobozok kozdtt fut legalabb egy él a G grafban. Az igy kapott renormalt G
grafra megismételjiik ezt az eljarast, egészen addig, amig a graf Ossze nem
zsugorodik egy darab csicsba [27]. A 6. Abran lathato egy-egy példa a renor-

malasi folyamatra.

A halozatelméleti nhasonlosag, a hagyomanyos geometriai fraktalok esetével
ellentétben, altalanosabb jellemzGje a halozatoknak, hiszen a nem fraktalos
halozatok is lehetnek 6nhasonloak [39], mint példaul az Internet (ahol csu-
csoknak az atvalasztok és szamitogépek felelnek meg, éleknek pedig a koézot-
tiik futo kabelek).

(a) Halézat idébeli fejlédése

- = = |

(b) Renormalas . \U{

7. abra. Illusztracio arra, hogyan lehet a renormalasi folyamattal ,yvisszamenni az idében”.
(a) A 4.4 fejezetben részletezett SHM halozatmodell id6ben valo fejlsdése. (b) Az (a)
adbran kifejl6dott grafra alkalmazzuk a renormaéléasi folyamatot Iz = 4 dobozméret va-
lasztdsaval. Az abrat a Wolfram Mathematica program segitségével készitettem, altalam
megirt renormalo (lasd: 2.2.1) és grafgeneralo programkodokkal

A renormaléas folyamat amellett, hogy attekinthet6vé teszi egy halbézat

struktirajat, arra is alkalmas, hogy feltarjuk bizonyos halézatok a fejlédésé-
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nek menetét, nevezetesen a biologiai halozatokét [39]. Kénnyd meggondolni,
hogy ha id6ben fejléd6é halézatra alkalmazzuk a renormalast, akkor ezt a
folyamatot tekinthetjiik gy, mintha visszamennénk az id6ben. A 7. dbran
lathato erre egy szemléltets példa, amihez a 4.4. részben leirt halézatmodellt

hasznaltam fel.

2.2.1. A renormailas programkédja

A kovetkezd sorokban a renormalési folyamat altalam megirt programkod-
ja lathato, amit a 7. abranak elkészitésekor is felhasznaltam. A kodban a
dobozfedés elvégzéséhez a 2.1.1.1. alfejezetben leirt CBB algoritmus koédot

hasznaltam fel.

renorms[gr , lb_| := Module[{ajgraf, doboz, gréafok, renorm},
renorm [Graf_, IB_] := Module[{ dobozok},
dobozok = CBB[Graf, 1B]; (* A renorm figgvény végrehajt egy dobozfedést a CBB kozels
té algoritmussalx)
Fold [ VertexContract[#1, #2] &, Graf, dobozok]]; (*x Majd minden egyes dobozt &sszehitz
egy—egy csidcsba *)
ajgraf = gr;
grafok = {ajgraf};
While [ EdgeCount[ajgraf] > 1, AppendTo[grafok, renorm|[ajgraf, 1b]]; (% Amig a kapott
normdlt grdf mérete nagyobb mint egy, addig hattatjuk rd a renorm figgvénytx)
ajgraf = grafok[[ —1]]];
GraphicsColumn [grafok ]]

3. Asszortativitas

Az asszortativitas a grafok egy mérGszama, aminek fogalmat Newman vezet-
te be 2002-ben [40], és a mai napig kutatok széles kore foglalkozik ezzel a
teriilettel [41, 42, 43|. Az asszortativitas lényegében azt mutatja meg, hogy
egy halozat adott tulajdonsagt csicsai kozott milyen gyakran taladlunk éle-
ket, azaz hogy inkdbb a hasonl6 tulajdonsagi csticsok, vagy épp az ellenkezd
tulajdonsagi csucsok allnak szorosabb Gsszekottetésben. Példaul a szocidlis
halékban tipikus, hogy a csticsok dltalaban a hozzajuk hasonl6 tulajdonsagi
csicsokkal vannak szomszédsagban [44]. Az asszortativitas mértékét leggyak-
rabban a grafok cstcsainak fokszamai alapjan hatarozzak meg (fokszamkor-

relacio). A fokszamon kiviil lehet vizsgalni példaul a csticsok mag jellegét
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(coreness), cstucskozottiségét (node betweenness), illetve azt is, hogy mennyi
az adott csticsbol legfeljebb k 1épéssel elérhetd cstucsok szama. Ezeken kiviil
olyan tulajdonsigokat is hozzarendelhetiink a csticsokhoz, amik nem a graf
alis halok esetében olyan jellemz&ket is, ami alapjan kiilonb6z6 osztalyokba
tudjuk sorolni a népességet, mint példaul az egyének jovedelme vagy iskolai
végzettsége. A 3.1.2 alfejezetben megmutatjuk, hogyan lehet altalanositani a

fokszamkorrelacio otletét, csticsokhoz rendelt tetszdleges tulajdonsagokra.

A p asszortativitds egy skalarmennyiség, ami tetszéleges értékeket vehet fel,
a [—1,1] intervallumbol (lasd: 3.1). Ha egy adott G grafra a p értéke pozitiv,
akkor G-t asszortativnak, valamint ha p negativ, akkor G-t diszasszortativ-
nak nevezziik. A p = 0 esetre azt mondjuk, hogy a graf korrelalatlan. Példaul,
ha az asszortativitast a fokszamok alapjan szamitjuk (pp), akkor a pp sze-
rint asszortativ grafokban a magasabb fokszamu csticsok altalaban magas
fokszamu cstcsokkal, az alacsony fokszami csticsok pedig altalaban alacsony
fokszamu cstcsokkal dllnak kapcsolatban. Diszasszortativ esetben pedig alta-
laban a nagy fokszamu csticsok kolesonosen kis fokszamu csiicsokkal vannak
szomszédsagban. Ebbdl kifolyolag az asszortativitas hordoz némi informéciot

az adott halozat felépitésének szerkezetérdl.

3.1. Az asszortativitds mérészamai

3.1.1. Asszortativitasi egyiitthat6é (Assortativity coefficient)

Az aszzortativitas eredeti definicioja (lasd: [40]) a valoszintiségi valtozok ko-

zotti (Pearson-féle) linearis korrelacio koncepci6jan alapszik.

7. Definicid. Legyenek X és Y wvalosziniségi vdltozok, rendre ux, py vdr-
hato értékekkel és ox, oy szordsokkal. Ekkor X ésY korreldcidja a kovetkezd
képlettel szdmithato:

cov(X,Y) E[(X —px) (Y — py)]

pxy = corr(X,Y) = = =
0x0y O0x0y
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_ E[XY]— pxpy )

O0x0y

Legyen G(V, E) n csucsu graf D = (dy < dy < ... < d,,) fokszdmsorozattal.
A (7) egyenletbdl szarmaztatott Newman-féle asszortativitas egyiitthatoja

G-nek a kovetkezd: .
> jk(ejr — 4;qx)
j7k
= 8
PD 03 ( )

Ahol

e j és k a megmarado fokszamokat jelolik (ezcess/remaining degree),
vagyis j = d(v) — 1 (v € V(G))

e ¢, annak a valoszinisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott él két
végpontjan j és k megmarado fokszami csicsok vannak. Mivel ej :
D? — R valoszintségi mérték, ezért > e =1

Jik
e ¢, a D fokszamsorozattal megadott konfigurdcids modell (9. definici6)

megmaradé fokszameloszlasa lenormalva. g, = Wg# (lasd: 3. tétel)
qr és eji, kozott a kovetkez$ kapcesolat all fenn a konﬁgura(:los modell-
ben: Z e;j = Gi, valamint e;; = ¢;q; [44]. Azaz g;, annak a valoszintsége,
hogy égy véletlenszerden kivalasztott él, egyik végpontjan k£ fokszamu
csiies van.

2
® 0, a g eloszlasanak szorasat jeloli, azaz 03 =Y Kq — (Z k’qk) .
k

Osszefoglalva, az asszortativitasi egyiitthatot a Pearson-féle korrelacios egyiitt-
hatoval szamoljuk, agy hogy X és Y valosziniiségi valtozokat, egy véletlen-
szertien kivalasztott él két végpontjanak megmarado fokszaménak feleltetjiik
meg. A v;,v; csucsok d;, d; fokszama helyett azért a megmarado fokszamot
hasznaljuk, mert abbdl indulunk ki, hogy v; és v; még nincsenek osszekotve,

azaz ekkor még d; — 1 és d; — 1 fokszdmuk van.
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8. Definicié. Egy G(V, E) grdf (d;)}, fokszdmsorozata, a G csiucsainak fok-
szamainak sorozata, nemnovekvd sorrendben felirva, azaz dy > dy > d3 >
> ..>d,.

9. Definicié. A konfigurdcios modell egy adott fokszimsorozattal rendelke-
20 véletlen grdfot hoz létre. Tehdt eqy véletlen fiigguény, aminek a bemenete
eqy (d;)Py = (dy,da,...,d,) € N" természetes szdmokbdl dllé nemndévekvd

sorozat (dy > dy > d3 > ... > d, ), amire teljesil hogy, > d; pdros. A konfi-

gurdcids modell a (d;)?_, sorozathoz hozzdrendel egy n csicsi (nem feltétlentil
eqyszertd) véletlen K grdfot igy, hogy a vy, vs, ..., v, csticsokhoz rendre kioszt
di,ds, ..., d, darab féléleket. Majd egyenld valdsziniséggel kivdlaszt eqy félél
pdrt, és dsszekoti dket. Ezt az eljardst addig folytatja, amig vannak szabad

félélek. Igy az eredményiil kapott véletlen K graf fokszimsorozata (d;)?-,.

2. Tétel. A konfigurdcios modellben, annak a valdszinisége, hogy a v; €és v;

csucsok kozott fut él:

kik;
2e — 1

P (vi,v;) = (9)

Bizonyitds. Legyen d(G) = (di,ds,...,d,) az n csicsbol és e élbdl allo G
graf fokszamsorozata. A konfiguraciés modell létrehoz egy H grafot gy,
hogy el6szor kiosztja a vy, v, ...,v, € V(H) csicsokhoz a 2e félélet, ugy
hogy Vi € {1,2,...,n}-re a v; csics d; felelet kap (d(v;) = d;). Ekkor a v;
és v; csucsokat d;d;-féleképpen tudjuk osszekotni egy éllel. Ezutan a modell
egyenld valoszintiséggel kivalaszt egy félélpart és osszekoti Gket, és ezt addig
ismétli, amig el nem fogynak a félélek. Annak a valoszintisége, hogy a modell
Osszekot egy konkrét félélpart, megegyezik Tll—vel, hiszen egy kitiintetett
felélet 2e — 1 masik félélhez kapcsolhatjuk, mindegyikhez ugyanolyan valo-
szintiséggel. Legyen az X (k,[) valoszintiségi valtozo annak az eseménynek az
indikatora, hogy az v és vé- félélek kozott van él (k € {1,2,...,d;} = K, és

le{12,....d} =L).



Az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy

1
2¢ —1°

E (X (k1)) = P(v},v)) € E(H)] = (10)

Tehat (10) és a varhato érték linearitdsa miatt a keresett valoszindség a

kovetkezs:

Pl(vi,v;) € E(H) =E | Y X(k1) | =) E(X(k,1)) = d; djz—l_l (11)
keK keK ]
leL leL

3. Tétel. Legyen (d;)I, fokszamsorozat, valamint legyen K a konfigurdcids
modellel a (d;)}_, fokszdmsorozathoz rendelt véletlen grif. Fkkor qx azt a va-
loszintiségét jeloli, hogy eqy véletlenszerden kivdlasztott €l eqyik végpontjdn k

foki csics van, tovdbbd q. = k;;;’““ [44]

Bizonyitds. Legyen G graf és D : V(G) — N valoszintiségi valtozd, ami
k értéket vesz fel, ha egy véletlen szertien kivalasztott csiics k fokszammal
rendelkezik. Ekkor természetesen P(D = k) = py. Tovabba tegyiik fel, hogy
E(D) és E(D?) léteznek és végesek vagyis, hogy G nem iires graf, mivel:

2e = Zdi = Z kng = nz kpr, = nE(D). (12)
i k k

A ¢, meghatarozasahoz a kérdés tehat az, hogy egy tetszéleges nem izolalt
cstics szomszédai koziil kivalasztva egy v cstucsot, mi annak a valoszintisége,
hogy v-nek k fokszama van. Konnyt latni, hogy ¢ kiilonbo6zik pg-tol, hiszen
v-t egy él mentén értiik el, eleve d(v) > 1, amit a py esetén nem tettiink fel.
A G gratban dsszesen 2e (|[V(G) = n és |E(G)| = e) félél van. Egy k foku
csticshoz tehat k félélen keresztiil juthatunk el kozvetleniil egy masik csticsbol.

Legyen ny a k fokt csicsok szama G-ben. Ekkor egy tetszéleges nem izolalt
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u csucs egyik félélébsl kiindulva 2e — 1 masik félélhez csatlakozhatunk, és az
ny, darab k-foka csticshoz pedig kny, féleképpen kéthetjitk u egyik felélét. Igy
felhasznalva (12)-t a keresett valoszintiseég:

kg knpe  kpe  kpe  kpe  kpr kp (13)

2e—1 2 Ze L3 d; %Zjnj_ijj_E<D)’
J J J

ahol n; = #{v € V(G) : d(v) = j}.

Mivel nem a fokszdmokat figyeljiik, hanem a megmaradd fokszamokat
ezért, (13) miatt:

_ (k + 1)pg (14)

k= —— .
%:Jpj O

3.1.1.1 R korrelaciés egyiitthaté

A [45] cikk alapjan bemutatunk egy ehhez hasonlo, de 1ényegesen egyszeriibb
R(k;, k;) korrelacios egyiitthatot.
R(ki, kj) = (15)
A (15) egyenletben szereplé a szamlalo is és a nevez$ is annak a valoszi-
niiségét jeloli, hogy egy tetszéleges ¢l két végpontjan k; és k; fokd csticsok
vannak, csak a szamlaloban 1évé P(k;, k;) a G graf éleire, a nevezében 16v6
valoszintiség pedig a d(G) alapjan készitett K konfiguracios modell éleire vo-
natkozik (lasd: 2. tétel). R(k;, k;) tehat megmutatja, hogy a G graf mennyire
korrelalt a korrelalatlan K-val szemben. Példaul ha egy adott G graf ese-
tén az R(k;, k;) hanyados nagyobb mint egy, akkor a G halozatban nagyobb

valoszintiséggel talalunk éleket a k; és k; fokszami cstcsok kozott.
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3.1.2. Szomszédok atlagos fokszama (Neighborhood connectivity)

Az asszortativitasi egyiitthato mellett, egy méasik gyakran hasznalt eszkoz az
asszortativitas kimutatésara a k foku csicsok és szomszédaik atlagos foksza-
(vi,v;) € E(G) vagyis, hogy a v; és v; cstcsok kozott fut él. Tehat a G graf
v; csticsanak a szomszédaival vett fokszamuk szerinti korrelacioja a kovetke-
z6képpen van definialva |46]:

> d

vjvino,

(16)

Egy G grafban a k foku csicsok szomszédainak atlagos fokszdma a kovetke-

z6képpen szamolhato:

|d<z> kknn(vi) 1
Ko (k) = qup(k’\k) — 2= = Z d (17)
k/

n
k dj ‘H’UZ':
di=k

VU

Ahol P(K'|k) annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott él
két végpontjan egy k és egy k' fokszamu cstucs talalhato. Tovabba, a korabbi

jeloléseknek megfelelGen, n; a k fokt csicsok széma.

3. Megjegyzés. A k,,(v;) jelolésben az nn alsd index a vizsgdlt v; csics
(legkdzelebbi) szomszédaira utal (nearest neighbours). Kiterjeszthetjik a meg-
figyelést, a szomszédokon kivil az v;-t6l legfeljebb | tdvolsdgra lévd csicsok
fokszamaira is (ki (k;)), példdul | = 2 paraméter vdlasztdsa esetén a szom-

szédok szomszédainak fokszamdt is figyelembe vessziik.

3.1.2.1 A szomszédok atlagos tulajdonsaga

Ebben az alfejezetben bemutatom, hogy a sajat elgondolésaim alapjan, ho-
gyan lehetne kiterjeszteni az el6z6 alfejezetben definialt asszortativitasi mé-

részamot mas, csticsokhoz rendelt tulajdonsagokra.
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Legyen G(V, E) graf és egy t : V(G) — R tulajdonsagfiiggvény. Ekkor a
szomszédok atlagos fokszamat a kdvetkezGképp tudjuk altalanositani:

Legyen t,,(t;) a v; € V(G) csics szomszédainak tulajdonsigainak atlaga,

azaz
lZ t(v;)

bon (Vi) = el 18
() = 2 (18)

Tovabba a T tulajdonsagu cstucsok korrelacioja a kévetkezd:

| (Z) tnn<vi>
v;i|t(vy)=T

b (T) = —— 19
(1) = " (19)

Ahol, Vi ={v € V(G) : t(v) = T} azaz a T tulajdonsagi csucsok halmaza.

4. Megjegyzés. A 3.1.1.1 részben bemutatott R korreldcios egyiitthatdt is
lehet dltaldnositani olyan t' tulajdonsdgfigguényre, ahol t' fiigg a hdlézat to-
poldgidjdatol (példdul csicskozottiség, kizpontisdg). Legyen G(V, E) grdf, py

fokszdmeloszldssal, valamint K a py fokszdmeloszldsi konfigurdcics modell.

S Dt (v))pi
~ Dt (w)pi

Ry (20)

Ahol t/.(v;) tulajdonsdgfiggvény a K grdf csicsain van értelmezve, azaz t.. :
V(K)—R.

Természetesen szordsnégyzet helyett szamolhatunk a t' tulajdonsdgfigguény
vdrhatoértékével is, de bizonyos esetekben az Rpe egyitthatoval szemben Rg
nem tudja megkilonboztetni a kilonbozd topologidji hdlozatokat [47] (ldsd:
4.2 alfejezet).

Zif E(t' (v:))pi

e = SR

(21)
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Csucskozottiség (Betweenness centrality) A csticsokon értelmezett ¢
tulajdonsagfiiggvénynek vehetjiik példaul a csicskozottiséget, és tobbek ko-
zOtt ez alapjan is megvizsgalhatjuk a csticsok (C,,) korrelaciojat. Mind-
emellet csticsok fokszamanak és csticskozottiségének kapcesolata énmagaban
is adhat némi informaciot a halozat struktiarajarol [47]. A 4.2. alfejezetben
részletesebben megvizsgaljuk, hogy van-e Osszefiiggés a fraktalitas és csics-
kozottiség kozott, tovabbé a 4.2 részben szimulédcidkat is végziink majd ezzel

kapcsolatban.

10. Definici6. Legyen G(V, E) grif. Egy v € V(Q) esics C csiicskdzittisé-
ge:

C(v;) = Z Uﬂk—(w) (22)

0’ .
v;, v €V (G) gk

Ahol 0 (v;) a legrévidebb v;-n keresztiil halado v, és vy, kozotti (G-beli) utak
szamat jeloli, o pedig az Osszes v; és vy, kozotti legrovidebb Gt szama.
Tehat v € V(G) cstueskozottisége azzal aranyos, ahany legrovidebb 1t halad

a v csucson keresztiil a G gratban.

11. Definici6. Legyen G(V, E) grdf, p; fokszameloszldssal. A (20) alapjin a

csueskozottiség Re korreldcidja G-ben a kévetkezd [47]:

S (C ()
N SDA(Colwa))p,

Re (23)

4. Fraktalos halozatok eredete

Az 1. fejezetben bemutatott skalafiiggetlen halozatmodellek (példaul Barabasi—
Albert-modell) nem bizonyultak 6énhasonlo vagy fraktalos halozatoknak, an-
nak ellenére, hogy a fokszameloszlasuk lecsengése megegyezs lehet fraktalos

halézatok fokszdmeloszlasaval. Emiatt egy halozat fokszameloszlasabol nem
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tudjuk megmondani, hogy az fraktélos vagy sem. Ebben a fejezetben azt fog-
juk megvizsgalni, hogy milyen jellemzé&i lehetnek a fraktalos halozatoknak,
és megvizsgaljuk, hogy erre megfelel§ mérdszam lehet-e a csicsok kozotti
asszortativitas, vagy a cstcsok fokszama és cstcskozottisége kozotti korrela-

ci6 mértéke.

4.1. Asszortativitas mint fraktalitas okozdja

Természetesen meriilt fel a kérdés, hogy mi okozhatja egy halozat fraktalos
topologiajat. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk valaszolni, azt kell megfigyelni,
hogy milyen torvényszertiségek uralkodnak a halozat fejlédése kozben, neve-
zetesen, hogy a hal6zathoz tijonnan érkezd csticsok hogyan csatlakoznak a
méar meglévs csucsokhoz [45]. Példaul lattuk az 1. részben, hogy a Barabasi—
Albert-modell bevezetését az az elv motivalta, hogy ,aki gazdag, az még
gazdagabba valik”. C. Song, S. Havlin és H. Makse a [45] cikkiikben tgy sej-
tik, hogy a fraktalos halozatok fejlédésére vonatkozbéan a kérdéses szabalyra
a valaszt a csiicsok és a dobozok kozotti korrelacio adja.

A korrelacio meghatarozasara az elsé kisérletiik az volt, hogy megvizsgaltak

kiilonb6z6 halozatokra vonatkozoan az 3.1.1.1. alfejezetben definialt R(kq, ko)

_ P(kiko)
P’l‘(k17k2)

zatok szerkezete mennyire kiilénbozik a véletlen, korrelalatlan halézatstruk-
taratol [45).

Az egyik lehetséges modszert arra, hogy a kiilonb6z6 halozatokat oszté-

korrelacios egyiitthatot, ami megmutatja, hogy a fraktalos hélo-

lyokba soroljuk a korrelaltsdguk alapjan, tgy kaphatjuk, ha kiszamoljuk az
R(ky, k2) hanyadosokat és lenormaljuk az adott halozat méretével. Azonban
az R aranyszamot vizsgéalva, a pp korrelacios egyiitthatohoz hasonloan (lasd:
5. megjegyzés) kideriilt, hogy a legtobb valos halozat antikorrelaltnak bizo-
nyult a konfiguraciés modellel kapott korrelalatlan hasonméasukkal szemben
|45]. Ez azért van, mert annak ellenére, hogy a konfiguracioés modell korrela-
latlan, a (9) egyenletbdl latszik, hogy a csomopontok (relative nagy fokszamu
csticsok) joval nagyobb valoszintséggel lesznek szomszédai egymasnak, mint

a kis fokszami csicsok. Kovetkezésképen ezzel a modszerrel, az R viszony-
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szammal nem lehet megkiilonboztetni a fraktalos és nem fraktélos halézato-
kat egyméastol. Ebbgl kifolyolag a [45] cikkben azt vizsgaltak meg, hogy a
halézatok egyméshoz képest mennyire korreldltak, tehat a kapott kiillonb6zo
R aranyokat hasonlitottak Gssze egymassal, és azt az eredményt kaptak, hogy
a csomopontok kozotti taszitds nagysaga a kiilonboz6 valos halézatokban a
kovetkez§: Konfiguracidos-modell < Internet < WWW < Fehérjehdlozat <
Anyagcsere halozatok. Ebbdl a megfigyelésbdl adododan a fraktalos halozatok
esetében tipikusabb, hogy a nagy fokszami csicsok taszitjak egymést (disz-
asszortativak) [40]. Mas szavakkal, a csomopontok kézott nem jellemz6 a koz-
vetlen él, szomszédaikat f6leg relative kis fokszamu csticsok alkotjak. Tovabba
a nem fraktalos halozatok kompaktabb hélozatok és gyakran futnak élek a
csomopontok kozott, mint példaul a mar emlitett Internet halojaban, ami jo-
val kisebb mértékd antikorrelaltsagot mutat a fraktdlos WWW-vel szemben
[45].

Természetesen ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy egy hélozat fejlodé-
se kozben allandd-e a csomopontok kozotti taszitas, és hogy pontosan meg
tudjuk vizsgilni a fraktalossiag és a disszartotavitas kapcsolatat, nem elég
azt megfigyelni, hogy egy adott fraktalos haldézat mennyire diszasszortativ,
hanem az eredeti halézaton kiviil, a hal6zaton végrehajtott renormaélasi fo-
lyamat alatt kapott renormélt halozatokat is elemezniink kell a korrelaltsag
szempontjabol. Ha az igy kapott eredmények kozel azonosak, illetve ugyan-
ezt az eljarast nem fraktéalos halozatokon alkalmazva mas eredményeket ka-
punk, akkor a 2.2. részben leirtak alapjan koévetkeztethetiink arra, hogy ez
a tulajdonsag, azaz a csomodpontok kozotti taszitas jelensége végigkiséri a
fraktalos halézatokat a fejlédésiik soran. A 4.4. alfejezetben bemutatunk egy
halézatmodellt, aminek bevezetését az el6bbi tulajdonsagok motivaltak, és
ennek segitségével demonstraljuk majd a fraktalos halozatok fejlédésének fo-
lyamatéat is, valamint ezen a modellen szamitégépes szimulacidk segitségével

megvizsgaljuk az asszortativitas és fraktalitas kapcsolatat.

5. Megjegyzés. A fokszimokra alkalmazott Pearson-féle r korreldcios egyiitt-

hato, vagyis az (8) egyenletben definidlt pp nem alkalmas a fraktdlos és nem
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fraktdlos hdlozatok megkiilonbéztetésére, mert vizsgdlatok alapjdn bebizonyo-
sodott [48], hogy a legtobb valds hdldzat pp korreldcids egyiitthatdja negatativ,
kivéve a szocidlis hdldzatokét [40, 44], valamint a vizsgdlatokbdl arra kivet-
keztettek, hogy pp nem invaridns a renormdldsi folyamatra [45]. Tovdbbd a
[49] cikkben megmutattdk, hogy szamos diszasszortativ skdlafiggetlen grafban,
a csicsok szamdval a végtelenhez tartva (griflimesz, ldsd: [50]) a pp korreld-
cids egyiitthatd nem lehet negativ. Igy a korreldcid vizsgdlatdra a szomszédos
csucsok fokszdmdnak nagysdg szerinti sorrendjébdl szdmolhato mennyiséget

javasolnak.

4.2. Csuicskozottiség és fraktalitas kapcsolata

A fraktalos és nemfraktalos halozatok kiilonbségeinek feltérképezésére egy
masik lehetséges Ut, a csticsok csticskozottiségeinek vizsgalata. A 3.1.2.1 al-
fejezetben definialtuk a csucskozottiség fogalmat (10. definicio), és ismertet-
tiik, hogy egy cstics cstucskozottisége azzal ardnyos, ahany legrovidebb it
halad keresztiil rajta. A csicskozottiség fontos jellemzGje a valds halozatok
csticsainak, példaul a kozlekedési halozatot tekintve a szallitas, kozlekedés
hatékonyabb, ha az a legrévidebb utakon keresztiil torténik, tovabba kulcs-
fontossagiak azok a cstucsok, amiknek magas a cstucskozottisége. Masrészrol,
ha noveljiik a magas csticskozottiségii cstucsok kapacitasat, akkor a szallitas
még hatékonyabba valik [51].

Ebben az alfejezetben a [47] munkat kovetve megmutatjuk, hogy a frakté-
los halozatokban Aaltalaban kisebb korrelacié van a csticsok fokszdma és a
csucskozottisége kozott, mint a nemfraktalos halozatokban. A [47] cikkben
négy valés halézaton végeztek kisérleteket, tobbek kozott a WWW és az
Internet halojan is, és arra kivetkeztettek, hogy amig a nemfraktalos haloza-
tokban egy csiics csicskozottisége aranyosan névekszik a fokszamaval, addig
egy fraktalos halozatban a relative kis fokszamiu cstucsoknak is lehet magas
cstcskozottisége. Tovabba megmutattak, hogy néhény véletlen élet hozzé-

adva egy fraktalos hal6zathoz jelentGsen lecsokken a kis fokszamu csicsok
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csucskozottisége, ezzel szemben ugyanez az eljaras egy nem fraktalos haloza-

ton, lényegesen kisebb hatassal van a csticskozottiségekre.

*  MNemfraktalos haldzat

L Fraktalos haldzat

k|
(=]
T
=]
[=1 o}
L=
[=]
=]

8. abra. A Song-Havlin—-Makse-modell (4.4. alfejezet) altal generalt ugyanakkora méretd
fraktalos és nem fraktalos halozatok csicsainak fokszamainak és cstucskozottiségeinek kor-

« e,

Altalanosan elfogadott tény [52], hogy szamos hélézatban, ha egy cstics
magas fokszammal rendelkezik, akkor magasabb csticskozottiséggel is, hiszen
minél tobb szomszédja van egy csicsnak, annédl nagyobb az esélye, hogy jo
néhany legrovidebb Gt halad keresztiil rajta, masrészrél annak az esélye, hogy
egy kis fokszamu csicson halad 4t nagy mennyiségi legrévidebb 1t meglehe-
tésen kicsi szokott lenni, kivéve a fraktalos halozatok esetében. A 8. abran
jol latszik, hogy a fraktélos halozat esetében a kis foku csticsok cstcskozotti-
ségének értéke relative nagy skalan mozognak, tovabba ezeknek a csicsoknak
szamottevs része megkozelitSleg akkora csicskozottiséggel rendelkezik, mint
a legnagyobb csomoépontok. Masfelsl a nemfraktalos halézatban erds korre-
lacio &ll fenn a csicsok fokszama és csticskozottisége kozott.

A kiilonb6z6 hélézatokban és halozatmodellekben a csticsok fokszama és
csucskozottisége kozotti korrelaciot a 11. definicioban bevezetett R egyiitt-

hatoval vizsgaltak meg. Emlékeztetdiil, az Ro(k) egyiitthato, hasonldéan az
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R(k1, ko) egyiitthatohoz, 6sszehasonlitja az eredeti halozatot, a halozat fok-
szamsorozataval készitett konfiguracios modellel, a k-foki csticsok cstcsko-
zOttiségének oo (k) szordsa alapjan. Ha egy adott k értékre, a oc(k) nagy
értéket vesz fel, akkor gyengébb korrelacio van a k fokszam és a k fokszamu
csucsok csiceskdzottisége kozott, hiszen ez azt jelenti, hogy a k foku cstcsok
csticskOzottiségének értéke nagy mértékben szorodik a varhato értéktsl. A 8.
abra jol szemlélteti, hogy a fraktélos halozat esetében kis foki csiicsokhoz

nagy oc(k) érték tartozik.

Fraktalos haldzat Memfraktalos haldzat
20000 . 10% “
L ] [
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9. abra. Fraktalos és nemfraktalos halozatok és a fokszamsorozatukhoz rendelt konfigura-
cios modell altal létrehozott grafok csucsainak fokszdmainak és csticskozottiségeinek korre-

logaritmikus 4brazolas ebben az esetben megtéveszts lenne. A héalézatok generalasdhoz s
Song—Havlin—-Makse-modellt hasznaltam. A képet a Wolfram Mathematica program segit-
ségével készitettem.

Tovabba a fraktilos halozatokat tekintve, a kisebb fokszamu csiicsok ko-
rében a oc(k) értéké jelentGsen nagyobb, mint a halozatok fokszémsoroza-
tahoz rendelt konfiguracids modell esetében, mig a nemfraktélos halozatokat
és a hozzajuk tartozo konfiguricidos modelleket Gsszevetve a k foku cstucsaik
oc(k) tulajdonséguk alapjan azt kapjuk, hogy megkozelitGleg azonos értéke-
ket vesznek fel, s6t bizonyos nemfraktalos halozatokban a C'(k) szorasa még
kisebb is lehet, mint a konfiguraciéos modellben [47]. A 9. abran lathato erre
egy demonstracid, ami az el6z6 megfigyelést igazolja. Tehat a fraktalos hélo-

zatokban a cstcsok cstcskozottisége és fokszama kézott gyengébb korrelacio
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van, mint a nemfraktalos hal6zatokban. Koénnyti meggondolni, hogy ez annak
kovetkezmeénye, hogy a fraktalos halozatok csomopontjai ritkan talalunk éle-
ket, igy a legrovidebb utaknak muszaj kisebb fokszamu csiicsokon is keresztiil
haladniuk.

4.3. Fraktalos hal6zatok robusztussaga

A halozatelméleti robusztussag fogalma megmutatja, hogy mennyire ellenal-
16 egy graf a tAmadasokkal szemben. A robusztussag meghatarozasahoz azt
figyeljiik meg, hogy hogyan valtozik egy hélozat struktardja, mikézben té-
madjuk, azaz éleket vagy csticsokat tévolitunk el belgle. A tamadasok alatt
meg lehet vizsgalni példaul, hogy hogyan valtozik a graf atmérdje, legalabb
mennyi csiicsot vagy élet kell torélni, hogy szétessen a graf, vagy hogy hogyan
fiigg a komponensek szdma a tordlt csicsok hanyadanak fiiggvényében. Sza-
mos védekezs és tamado stratégia létezik, errdl részletesebben a [53] cikkben
lehet olvasni.

A tamadasok lehetnek célzottak vagy véletlenszeriiek. Célzott tamadas ese-
tében a tAmado kivalaszt konkrét cstcsokat vagy éleket valamilyen szempont
alapjan (példaul fokszam, csucskozottiség), aztan kiiktatja Gket. Véletlen té-
madas esetén, a torolni kivant csticsokat vagy éleket véletlenszertien valasztja
ki. A nemfraktalos héalozatok, mint példaul az Internet, kiillonésen érzéke-
nyek a célzott tamadasokra [54|, hiszen ezekben a halozatokban, ellentétben
a fraktalos halozatokkal [45], a csomopontok kozott altalaban fut kozvetlen
él, s6t sokszor taldlni egy kézépponti csomopontot, ami minden csomopont-
tal kapcsolatban all, kovetkezésképpen ha kitoroliink néhanyat a legnagyobb
fokszamokkal rendelkez6 csticsok koziil, akkor a halozat rengeteg relative kis
komponensekre fog szétesni, ami az Internet esetében katasztrofalis kovet-
kezményekkel jarna [55].

A vizsgéalatok alapjan a fraktalos halozatok robusztusabbnak bizonyultak,
a nemfraktalos halozatokkal szemben, ami a csomoépontok kozotti taszitas
jelenségének koszonhets [45]. Ez magyardzatot adhat arra, hogy a biologi-

ai halozatok, mint példaul a sejthélézat, miért rendelkeznek erésen frakta-
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los szerkezettel, hiszen ezaltal ellendllobbak az olyan td&madasokkal szemben,

mint példaul a fertézések vagy mutaciok [56].

4.4. Song—Havlin—Makse-modell

A Song-Havlin—-Makse-modell bevezetését az motivalta, hogy demonstralni
tudjak a fraktalos halozatok novekedését valamint, hogy vizsgaljak a frak-
talitds és az asszortativitds kapcsolatat gy, hogy egy paraméterrel allitani
tudjak a csomopontok kozotti taszitas mértékét. A cél az volt, hogy egy olyan
fejléds halozatmodellt hozzanak létre, ami skalafiiggetlen, kis-vilag topologi-
aju és fraktalos. Ahhoz, hogy teljesiiljenek vagy részben teljesiiljenek ezek a

tulajdonsigok, a kovetkezs feltételekre volt sziikség.

Legyen a modell altal generalt graf a ¢ € N id6pontban Gy, tovabba legyen
N(t) = |V(Gy)|, L(t) = Diam(Gy) és k;(t) = d(v;), ahol v; € V(G;). Ekkor
vVt > 1-re,

N(t) =nN(t —1), (24)
k’l(t) = Skl(t — 1), Vvi € Gt—17 (25)
L(t) + Lo = a(L(t — 1) + Ly), (26)

Aholn > 1, s > 1 és a > 1 id6ben alland6 konstansok [45]. A (24) egyenlet
biztositja, hogy fejlédés kozben a halézat mérete hatvarnyredben noveked-
jen, ugyanis kideriilt szamos valos halézatrol, hogy a méretiik ilyen iitem-
ben gyarapodik [57]. A (25) egyenletet a Barabasi-Albert féle preferencialis
kapcsolodas elve [13] motivalta. Ezéltal lesz a modell fokszam eloszlasa ska-
lafiiggetlen, azaz P(k) ~ k=7. Végiil a (26) egyenlet a modell &tmérgjének
id6beli névekdését irja le, ahol a meghatarozza, hogy a modell kis-vilag to-
meggondolni, hogy az dtmérd novelésével novekszik a dobozfedéshez sziiksé-
ges dobozok minimalis szdma, valamint az 5. fejezetben ezt demonstralni is

fogjuk ezen a modellen.
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Korabban emlitettem, hogy az asszortativitas vizsgalatdnak érdekében allit-
hatova tették egy p paraméter altal a csomoépontok kozotti taszitds mértékét.
Megmutatjuk, hogy ezaltal két kiilonb6z6 héalozattipust, illetve ezek keve-
rékét tudjuk majd létrehozni. Mindkét f6tipus skalafiiggetlen, de az egyik
nemfraktalos kis-vilag, mig a masik fraktalos strukttaraval rendelkezik. A p

paraméter alkalmas megvalasztasaval a modell egyszerre lehet fraktalos és

C s

4.4.1. A modell konstrukci6ja

A modell egy iranyitatlan halozatot hoz létre.

Kezdetben van egy kis graf, altalaban két csics, amik 6ssze vannak kotve
egy éllel. Majd minden egyes lépésnél, minden egyes él mindkét végpontja
m-m darab utodcsticsot hoz létre, azaz minden v csucsnak m - deg(v) utodja
keletkezik. Ezt kivetGen minden egyes (u,v) élet egyméastol fiiggetleniil p va-
loszintiséggel torliink, és ha ezaltal egy (w,y) él torlésre keriilt, akkor a w és
y utodai kozott kivalasztunk x darab (w',y’) cstcspart olyan modon, hogy
w’' a w, Yy az y csiucs valamelyik utodja, majd osszekotjiik ket egy-egy éllel.
gy ebbdl latszik, hogy a p paraméter értékétsl fiigg a csomopontok kozotti
taszitas nagysaga. Ha az = tényezd értékét példaul egynek valasztjuk, akkor
az eredeti (u,v) élet lényegében athelyezziik az u és v valamelyik utodparja
kozé. Természetesen adodik, hogy x = 1 paraméter valasztasa esetén a mo-
dell egy fa, x > 1 esetén értelemszertien nem teljesiil a kérmentesség. A 10.
abra a modell fejlédését mutatja be, p = 1 és m = 3 paraméterek vilasztasa

esetén.
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10. abra. A Song-Havlin—-Makse-modell fejlédése. Az abrahoz a grafokat a Wolfram Ma-
thematica programmal készitettem.

Osszefoglalva, a modell fejlédése kozben az t. iteraciorol a kovetkezdkép-
pen adodik az (t + 1).:

1. Y(u,v) € E(Gy) élre, u és v general m-m darab utodot.

(ulvu27 ceoy U, V1, V2, ... 7Um)
2. Vie{1,2,...,m}re (u,u;) € E(G41), &s (v,v;) € E(Giy1)

3. Majd p valoszintiséggel, egyméstol fiiggetleniil torliink V(u,v) € E(Gy)
élet és, ha ezéltal egy (w,y) élet kitoroltiink, akkor
(wi17yj1)7 (wim yj2)7 SR (wzamij) € E(Gt-i-l)a ahol (ila Z'27 s 7®x) és
(1,2, -+, Jz) az (1,2,...,x) egy-egy véletlen egymastol fiiggetlen per-

mutacidja és x < m

A modell generalo kodjat Mathematica-ban irtam meg és a 11. abran egy a

kod 4ltal generalt véletlen graf lathato.
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11. abra

4.4.2. HADG-modell

A [58] cikkben az eredeti Song—Havlin-Makse-modellt DGM-nek (Dynamical
Growth Model), azaz dinamikusan fejl6d6 modellnek nevezik. A cikk szerzéi,
az altaluk modositott DG-modellt HADG modellnek nevezik (Hub Attrac-
tion Dynamical Growth Model), azaz magyarul olyan dinamikusan fejlédé
modell, amiben a csomo6pontok kozott vonzodas all fenn.

A 4.1 fejezetben megemlitettiik, hogy a [45] cikkben megfigyelték, hogy a
p értékének novelésével egyszerre nétt a modell fraktalitasa is, igy arra a
kovetkeztetésre jutottak, hogy az asszortativitas, pontosabban a csomoépon-
tok kozotti taszitas okozza egy halozat fraktalos szerkezetét. Ezenkiviil mas
hasonl6é kutatasok is azt allitjak, hogy a fraktélos, skalamentes halozatok di-
szasszortativak [59], ezzel szemben egy masik cikkben [58] arra az eredményre
jutottak, hogy a fraktélos hélézatokban is lehetnek élek a csomopontok k-
zOtt, tovabba ezt demonstraljak is egy olyan halézatmodellen, ami az el6z6
alfejezetben (4.4) bemutatott Song—Havlin—Makse-modell egy modositasa.
Ebben az alfejezetben a moédositott modell konstrukciojat fogjuk bemutat-
ni, valamint az 5. fejezetben részletesen megvizsgaljuk a két halozatmodell
fraktalitasat, asszortativitasat, valamint ezen két tulajdonsag korrelaciojat is.
A modositott Song—Havlin—-Makse-modell abban kiilonb6zik az elbbitél, hogy

a p paraméter nem elére megadott konstans, hanem dinamikusan valtozik,
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attol fiiggben, hogy egy él két végpontjan mekkora fokszami csicsok talal-
hatoak, ezért a modositott modell esetében erre a paraméterre p;; jeléléssel
fogunk hivatkozni. A p;; paraméterrel be tudjuk allitani kiilon-kiilén, hogy
a modell fejlédése kdzben, mekkora valoszintiséggel legyen él két csomdpont,
illetve két alacsony fokszami cstcs kozott. A [58] cikk allitasa szerint, ha a
modellt olyan paraméterekkel allitjuk be, hogy a csomoépontok kézott nagy
valoszintiséggel, viszont a kisebb fokszamu csicsok kozott kisebb valoszind-
séggel fusson él, akkor még mindig egy olyan skalafiiggetlen fraktalos ha-
l6zatot kapunk, amiben a csomoépontok kozott gyakoriak az élek. Tovabba
megmutattak, hogy ilyen tipusiu valos fraktalos halozat a szinészek kollabo-
raci6 alapi szocialis halozata, amirél mar korabban belatték, hogy fraktalos
[27].

A modositott modell fejlédése az eredeti modelltdl csak az élek torlésére vo-
natkozo6 valoszintiség alakuldsdban kiilonbozik, ami ahogy méar emlitettem,
fiige az élek végpontjan 16ve csiicsok fokszamatol. Tehat a modell fejlédése

kozben t. iteraciorol a (t + 1).-re a p valoszintiség a kovetkezs:

ki (t—1)+k; (t—1)
. =
’ b, kiilsnben,
ahol Ky (t — 1) = r‘?(aGX )d(vi), tovabba T,a és b, 0 < a,b,T < 1 el6re
v; € t—1

adott paraméterek. Osszefoglalva, ha egy e él mindkét végpontjanak fok-
szama lenormélva a grafban taladlhatd legnagyobb fokszdmmal még mindig
nagyobb mint T, akkor a annak a valoszintisége, hogy az e élet kitordljiik.

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor e torlésének valoszintsége b.

4.4.3. Moé6dositott HADG-modell

Ebben az alfejezetben a sajat elgondolasaim alapjan modositott Song—Havlin—
Makse-modellt fogom bemutatni. Tulajdonképpen az el6z6 alfejezetben be-
mutatott modell konstrukci6janak egy tovabbgondolasa, ami abban kiilon-

bozik az el6z6 kettd modelltdl, hogy nincsen el6re adott p valdsziniiségi para-
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méter, hanem az élek torlésének valoszintisége az élek végpontjainak atlagos
fokszamatol fiigg. A tovabbiakban erre a mennyiségre élfokszamként fogok

hivatkozni.

deg(it, v) = k) = %d(u) + %d@) (27)

A modell fejlédése kozben a t. iteraciorol a (t + 1).-re az (u,v) él torlésének

valoszintisége a kovetkezs:

17.(=1) | 1.(t—1) (t=1)
o Kt Kad |
ahol 0 < Y < 1 elére adott paraméter, valamint k'as) = I‘EI(%X )d(vi). AzY
Vi€ t—1

paraméter segitségével beallithatjuk, hogy mekkora fokszamiu élek torlésének
valoszintisége legyen a legnagyobb. Példaul egy él torlésének a valoszintsé-
ge Y =1 értékadas esetén egyenesen aradnyos, Y = 0 paramétervalasztassal
pedig forditottan ardnyos, az adott él fokszamaval. Azaz Y = 0 esetén a kis
fokszamu csticsokat 0sszekdtd élek nagyobb valdszintiséggel torl6dnek, mint
a csomoOpontokat Osszekotd élek, tovabba Y = 1 esetén a csomoépontokat
Osszekotd élek sokkal nagyobb valoszintiséggel torlédnek, mint a kis foksza-
mu cstucsokat 0sszekotd élek. A modell kiilonlegességét az adja, hogy VY €
€ [0,1]-ra a halozat fraktalos struktarat mutat (lasd 12. abra). Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy ha a halézatokban a csticsokat a fokszamuk szerint
kiilénb06z6 csoportokra osztjuk, akkor a fraktalos halozatokat gy lehetne jel-
lemezni, hogy egy bizonyos csoportba tartozé cstcsok kozott erds taszitas all
fenn. Ez a bizonyos csoport lehet a csomdpontokbol allé csicsok halmaza, de
akér lehet a kis vagy kozepes fokszamiu csicsok halmaza is. Tehat az el6z6
alfejezetben bemutatott modell, és az altalam moddositott modell is cafolja
a [27] valamint [47] cikkekben leirtakat, hiszen a fraktalos halozatokban is

lehetnek élek a csomodpontok kozott.
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12. dbra. Az altalam moédositott modell fraktalitdsanak vizsgalata kiilonboz6 Y paraméter
valasztasokkal.

5. Vizsgalatok

Ebben a fejezetben, ahogy a dolgozat korabbi részeiben tobbszor emlitettem,
kiilonb6z6 haldzatelméleti vizsgalatokat fogunk elvégezni az el6zé fejezetek-
ben leirtakhoz kapcsolédoan. A vizsgalatok fényomvonaldt a fraktalitis és
asszortativitas kapcsolatanak tanulmanyozasa adja, amiket a Song-Havlin—
Makse-modellen, illetve ennek modositasain fogunk végrehajtani. Az elem-
zéseket a Mathematica programozési nyelv segitségével, a sajat kodjaim fel-

hasznélasaval készitettem el.

5.1. Vizsgalatok a Song—Havlin—-Makse-modellen

Els6sorban megmutatjuk, hogy valoban a p paraméter valasztasan milik a
modell fraktalitisa. A 13. abra jol szemlélteti, hogy p paraméterrel nove-
lésével novekszik a dobozfedéshez sziikséges dobozok minimalis szama, és
fraktalos halozatok esetében, a 2. fejezetben leirt meghatarozés szerint ( 5.
egyenlet), logaritmikus abrazolassal Ng(lg) pontjai egy egyenesre illeszked-
nek, aminek meredeksége dg. Tovabba a nemfraktalos héalozatokat tekint-

ve, Np(lg) nagysagrenddel gyorsabban csokken [p fiiggvényében, szemben
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a fraktalos halozatokkal. Tehat a p = 0 paraméter valasztas esetén a mo-

dell egy nemfraktalos grafot hoz létre, valamint p fokozatos novelésével egyre

fraktalosabb grafot kapunk.
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13. abra. A Song-Havlin-Makse-modell altal generalt azonos méretd grafok fraktalita-
sdnak vizsgalata, a p paraméter fiiggvényében. A dobozszamlalas elvégzéséhez a 2.1.1.
alfejezetben részletezett CBB algoritmus kédjat hasznéltam fel.

A 14. abran a modell atlagos pp assszortativitdsat vizsgaltuk p fliggvé-
nyében. A 14. és a 13. abrékat egyiittesen figyelve azt tapasztaljuk, hogy p
fiiggvényében egyiittesen valtozik a modell fraktalitasa és az asszortativitasa.
Ez a megfigyelés alatamasztja a 4.1. alfejezetben leirtakat, ahol a [45] munkat
kovetve ismertettiik azt a kovetkeztetést, hogy a csomoépontok kozotti taszi-

tas, azaz a diszasszortativitas a fraktalitas okozoja.

5.2. Vizsgalatok a HADG-modellen

A tovabbiakban a modositott Song-Havlin-Makse-modellen, avagy HADG-
modellen fogunk vizsgalatokat végezni, elsGsorban a 4.4.2. alfejezetben leir-
takkal kapcsolatban, pontosabban a [58| cikk elemzéseit fogjuk tjraszimulal-

ni, majd a kapott eredményeket tanulméanyozzuk, és Gsszevetjiik az eredeti
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14. abra. A Song-Havlin-Makse-modell atlagos pp asszortativitisa a p paraméter fligg-
vényében. A modell fejlédése kdzben, minden egyes idépontban a pp(p) ilyen gorbét vesz

fel.

modellen végzett elemzések eredményeivel. A [58] cikk értelmében, a most

kovetkezd eredményeknek cafolniuk kell a [27] cikk kovetkeztetéseit.
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Ng (t gl
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15. abra. A moédositott Song-Havlin-Makse-modell fraktalitdsanak vizsgalata b fliggvényé-

ben.

A 15. abran jol latszik, hogy @ = 0, T = 0.5 fix paraméterek mellett,

b fiiggvényében a modell dobozszamléilas fiiggvénye kozeliti a fraktalos ha-
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l6zat grafikonjat. Szemléletesen, ha a csomopontok kozott 1 valoszintiséggel
meghagyjuk az éleket, de a kisebb fokszamu csicsok kozott 1 valoszintiség-
gel toroljiik az éleket, akkor egy olyan fraktalos héalozatot kapunk, amiben a
csomopontok kozott fut él.

Habar a [58] cikk ir6i a T paraméter fiiggvényében nem végeztek kisérlete-
ket, a 16. abra segitségével azt szeretnénk demonstralni, hogy érdemesebb
nagyobb T' értéket valasztani, hiszen szemben a cikk allitasaval, T = 0.5 ese-
tén ranézésre nem tiinik egyértelmiien fraktalosnak a modell, tovabba T' = 0.8
értékadas esetén még mindig egy olyan grafot kapunk, amiben a csomopon-

tok kozott fut él, és fraktalitds szempontjabol is meggy6z6bb eredményeket

kapunk.
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16. abra. A modell fraktalitdsanak vizsgalata T fiiggvényében, fix a = 0, b = 1 paraméterek
mellett.

A 17. abran latszik, hogy mivel a médositott modellben a csomdpontok
kozott fut él, igy b fiiggvényében atlagosan novekszik az asszortativitasa, hi-
szen minél nagyobb valoszintiséggel torliink éleket a kis fokszamu csicsok ko-
z0tt (és Osszekotjiik az utodaikat), annal gyakoribbak lesznek az élek a kisebb
foku cstucsok kozott. Tovabba mivel a legnagyobb csomopontok szomszédaik
egymasnak, mindemellett a kisfoki csicsok szomszédai kozott is gyakoribbak

a kis foku cstcsok, igy a graf asszortativitasa nyilvanvaléan névekszik.
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Osszefoglalva, a HADG-modell bizonyos paramétervalasztasok esetén olyan
fraktalos grafot hoz létre, amiben a csomopontok kozott fut él, tovabba az
asszortativitdsa nagyobb mint a nemfraktalos asszortativitasa. Kovetkezés-
képpen teljesen ellentmond a [45] cikk feltevéseinek, miszerint a diszasszor-
tativitas, pontosabban a csomoépontok kozotti taszitds okozza egy halozat
fraktalitasat.

- T=04
T=06
T=0.95
T=0.97

_ T=0.99
0os] T=1 (SHM)

bbb

30

n
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17. 4bra. A modell asszortativitasdnak vizsgalata b fiiggvényében, kiilonboz6 1" értékekre.
Jol latszik, hogy az 1-hez kozeli T értékek nem kozelitik az T = 1 paraméter esetén
kapott graf asszortativitasat. Konnytd meggondolni, hogy ha a moédositott modellen, T =
= 1 értékadés mellett, ugyanazt a grafot kapjuk, mint az eredeti modellen p = b paraméter
esetén, hasonléan, ha T' = 0, akkor ezzel ugyanazt kapjuk, mint az eredeti modellben p = a
esetén.

5.3. Vizsgalatok a moédositott HADG-modellen

Ebben az alfejezetben a 4.4.3. alfejezetben bemutatott, altalam modositott
modellen végrehajtott vizsgélatok eredményeit fogjuk ismertetni. Vélemé-
nyem szerint ez a modell alkalmasabb a [27] cikk eredményeinek cafolasara,
mint a HADG-modell, hiszen, ahogy a 18. abra is szemlélteti, a két latszo-
lag kiilonb6z6 grafon értelmezett Np(lp) fliggvények ugyanolyan eloszlast
kovetnek. Tehat mindkét graf fraktalos szerkezettel rendelkezik, az is, ami-
ben a csomoépontok koézott fut él, illetve az a graf is, amiben a csomdpontok

kozott taszitas all fenn. Tovabba a HADG-modellen végzett fraktalitasvizsga-
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lat a 16. grafikonjaval dsszehasonlitva, a sajat modellen az Ng(lg) fiiggvény
pontjai, ahogy azt elvarnank (logaritmikus abrazolas esetén) megkozelitGleg
egy egyenesre esnek, mig a HADG-modell esetében egy torott egyenesre. Az-
az a sajat modell esetében nem létezik egy olyan [* dobozméret, hogy az
Ng(lp) fiiggvény az [* ponttol kezdve gyorsabb mértékben tartana a fligg-

vény hatarértékéhez.
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18. abra. A modell altal generalt két kiillonbozd strukturaju graf fraktalitasanak vizsgalata.
Az Y paramétert, a kék szind graf esetében egynek, a narancssarga graf esetén nullanak
vélasztottam, igy az el6bbi grafban a csomépontok kozott taszitas all fenn, mig az utobbi
grafban a csomoépontok Gssze vannak kotve.

A 19. dbran, a modell asszortativitasat vizsgaltuk Y fiiggvényében. Azt
tapasztaltuk, hogy az Y paraméter értékének novelésével novekedett a mo-
dell diszasszortativitasa, hasonl6 okokbdl, mint a HADG-modell esetében,
hiszen Y = 0 esetén, a modell konstrukci6jabol adédodan, egy-egy kis fok-
szamu csics és egy-egy csomopont kdzott nagyobb valoszintiséggel talalunk
éleket, mint Y = 1 esetén, amikor a csomopontok kozott erds taszitas van,
valamint gyakoribbak a kis fokszamu cstcsokat és csomépontokat 6sszekotd
élek. Igy természetesen adodik, hogy Y novelésével névekszik a modell disz-

asszortativitasa.
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19. dbra. A modell pp asszortativitasdnak vizsgalata Y fiiggvényében.

A 18. és 19. grafikonokat Gsszevetve kapjuk, hogy mig a modell asszor-
tativitasa valtozott Y fliggvényében, a fraktalitasa allando maradt, tehat

fiiggetlen a fraktalitids az asszortativitastol.

A modell konstrukciojabol adodoan, természetesen a [47] cikk, 4.2. alfeje-
zetben leirt eredményeit is cafolja. A most kovetkezd vizsgalatokkal ramuta-
tunk, hogy egy halozat cstucsainak fokszamainak és csicskozottisége kozotti
korrelacio fliggetlen attol, hogy a héalézat fraktalos vagy sem.

A 20. abran lathato, hogy mig a modell minden Y € [0,1] paraméter valasztas

140000 |
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100000 [ge
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20. &dbra. A modell cstucsainak fokszdmainak és csicskozottiségeinek kapcsolatanak vizs-
géalata.
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esetén fraktalos grafot generdl, addig a csiicsok fokszama és csticsk6zottisége

k6zotti kiilonbség nem fliggetlen Y értékétsl. A 21. dbraval csupan azt szeret-
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21. abra. A Song-Havlin—-Makse-modell csticsainak fokszdmainak és cstcskozottiségeinek
kapcsolatdnak vizsgélata. A Song—Havlin—Makse-modell p = 1 paramétervalasztassal még
fraktalos strukturaval rendelkezik.

nénk illusztralni, hogy mar a Song-Havlin-Makse-modellel is cafolni lehet azt
az allitast hogy a nemfraktalos halozatokban a cstucsok fokszama és cstcsko-
zottisége kozott erds korrelacio all fenn, hiszen a Song—Havlin-Makse-modell
p = 0 és p = 0.1 paraméterek esetén nemfraktalos grafokat generalnak, de
az utobbi esetben, mar olyan grafot general, amiben gyakoriak az olyan kis
foku csticsok, amiken szamos legrévidebb 1t halad keresztiil.

Osszefoglalva, a modellen végzett vizsgalatokkal cafoltuk, helyesebben mond-
va pontositottuk a |27| cikk szerzGinek sejtését, hiszen fraktalos halozatokban
is futhatnak élek a csomoépontok kozott. A fraktalitas eléréséhez, ahogy ko-
rabban méar emlitettem, elegendd, ha a csicsok egy bizonyos csoportja 1ép fel
erGs taszitas, és ennek a csoportnak nem feltétleniil kell a csomopontoknak
lennie. Tovabba cafoltuk a [47] cikk azon eredményeit, miszerint a fraktélos
halézatokban lényegesen kisebb korrelacié all fenn a csicsok csicskozottisége

és fokszama kozott, mint a nemfraktalos halézatokban.
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6. Osszefoglalas, kitekintés

A dolgozat {6 nyomvonalét a fraktalitis és asszortativitas kapcsolatanak vizs-
galata adja. A [27, 59| cikkek megjelenése 6ta mar-méar elfogadott ténynek
szamit, hogy amig a nemfraktalos haldézatokban altalaban futnak élek a cso-
mopontok kozott, a fraktalos hélozatokban a csomépontok kozott erds taszi-
tas all fenn. Azonban az |58, 60| cikkek, tovabba a szakdolgozat végeredménye
megcéfolja ezt a sejtést, hiszen az [58] munka alapjan, olyan halézatmodelle-
ket mutattunk be, amik fraktalos struktiraval rendelkeznek, annak ellenére,
hogy futnak élek a csomoépontjaik kézétt, mindemellett ilyen ilyen tipusi va-
16s fraktéalos halozat a szinészek kollaboracié alapt szocialis halézata is.

A bevezetésben egy altalanos hélozatelmeéleti attekintést adtunk, és definial-
tuk a legfontosabb halozatelméleti fogalmakat, mint példaul a skalafiigget-
lenség és a kisvilag-topolodgia, valamint bemutattuk a leghiresebb hél6zatmo-
delleket. A masodik fejezetben elGszor ismertettiik a geometriai fraktalok, a
dobozszamlalés, az 6nhasonlosig és a renormalas fogalmat, majd megmutat-
tuk, hogyan lehet a fraktalitds és az onhasonlosag fogalmat kiterjeszteni a
halézatokra, a dobozszamléilas és a renormalasi folyamat segitségével.

A harmadik fejezetben néhany kiilonbéz6 mérdszamon keresztiil ismertet-
tiik az asszortativitas fogalméat, majd megmutattuk a sajat elképzeléseink
alapjan, hogy hogyan lehetne altalanositani barmilyen csiicsokhoz rendelt
tulajdonsagra a csicsok kozott mért korrelaciot.

Ezt kovetGen a negyedik fejezetben, 0sszekétve a mésodik és harmadik feje-
zetben leirtakat, részleteztiik, hogy milyen jellemzd&i lehetnek a fraktalos hélo-
zatoknak, ami megkiilonbozteti ket a nemfraktalos halozatoktol. A [27, 47]
munkak eredményeit bemutatva elemeztiik, hogy erre megfelel6 mérdszam
lehet-e a csticsok kozotti asszortativitds vagy a csicsok fokszama és csicsko-
zottisége kozotti korrelacio mértéke.

A dolgozat 6todik fejezetében vizsgalatokat végeztiik harom héalézatmodel-
len. Az elsé halozatmodell, a [27] cikk szerzéi altal konstrualt Song—Havlin—
Makse-modell, amin keresztiil kifejtettiik a szerzék sejtését, miszerint a frak-
talos halozatokat a csomoépontok kozotti taszités jelensége, azaz a teljes halo-
zatot tekintve erGsebb diszasszortativitas jellemzi. Ezt kvetGen a [58] munka
alapjan, majd a sajat elgondoldsaim alapjan bemutattuk egy-egy variansat
a Song-Havlin-Makse-modellnek, amikkel az el6bbi sejtést cafoltuk, hiszen
ezekkel a modellekkel olyan grafokat generaltunk, amik fraktélos strukti-
raval rendelkeztek és emellett a csomopontok kozott futott él. Tovabba a
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sajat variansmodell konstrukcidjanak készonhetGen ramutattunk arra, hogy
az okozhatja egy halozat fraktalitasat, ha a halozat csicsait, a fokszamaik
alapjan kiilénb6z6 csoportokba rendezziik, akkor egy bizonyos ilyen csoport
cstcsai kozott erds taszitas all fenn.

A dolgozat téméjat illetGen, még szamos nyitott kérdés van ezen a teriileten,
példaul milyen tovabbi mérészamokkal lehetne megkiilonboztetni a fraktalos
és nemfraktalos halozatokat egymastol. Az 5. fejezetben bemutatott vizsgé-
latokon kiviil, mas szempontok alapjan is végezhetnénk elemzéseket, példa-
ul megfigyelhetnénk, hogy véletlen élek hozzaadaséval, hogyan valtozik egy
halozat fraktalitasa, asszortativitdsa, vagy a cstcsok fokszaméanak és csics-
kozottiségének korrelacioja. Tovabba, vehetnénk vizsgalatok alapjaul mas,
esetleg determinisztikusan fejléds, fraktalos halozatmodelleket.

Véleményem szerint a halozatelmélet kifejezetten érdekes része a matemati-
kadnak, hiszen a mindennapi életben is szamtalan helyen talalkozunk héléza-
tokkal. A tudomanyag ujdonsaganak koszonhetGen, tele van izgalmas kérdé-
sekkel, amikkel szamos magyar kutato is foglalkozik, valamint feltehetéleg a
diplomamunkam témajanak is ezt a teriiletet fogom valasztani.
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