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1. Bevezetés

Ebben a fejezetben, az [1] munka alapján rövid áttekintést adunk a hálózat-

elméletr®l, bemutatjuk a leghíresebb hálózatmodelleket, továbbá de�niáljuk

a legfontosabb de�níciókat.

Az utóbbi id®ben egyre felkapottab kutatási területté vált a hálózatelmélet.

A téma népszer¶ségét az hozta, hogy a valós, mindennapi életben és szá-

mos tudományágban is el®fordulnak hatalmas és összetett hálózatok, mint

például az informatika világában (WWW, Internet [2]), szociológiában ( tár-

sadalmi kapcsolatok [3]) pszichológiában, biológiában (sejtek vagy fehérjék

közötti kölcsönhatáshálózat [4, 5]) továbbá a gazdaságtudmányban is [6].

Hálózatelméleti kutatások során, alapvet® feladat feltérképezni az adott há-

lózat struktúráját, mert az meghatározza a hálózat tulajdonságait és m¶kö-

dését, például egy társadalmi háló topológiája befolyásolja az információk

vagy betegségek terjedésének körülményeit a népességben.

A matematikai modellek bevezetésére azért van szükségünk, mert a valós há-

lózatok legtöbb esetben túl nagyok ahhoz, hogy explicit leírást tudjunk róluk

adni. Például a Föld népessége meghaladta a hét milliárd f®t [7], a World Wi-

de Web mérete több tízmilliárdos nagyságrend¶ [8], a Humán Genom Projekt

harmincezer génr®l és hárommilliónál több bázispár szekvenciájáról hozott

létre adatbankot [9].

1.1. Történeti áttekintés

A hálózatok matematikai modellezése visszanyúlik egészen a kés®i 1950-es

évekre, amikor Erd®s Pálnak és Rényi Alfrédnak köszönhet®en a véletlen

gráfok területe a kutatások középpontjába kerültek [10]. A számítástechni-

ka rohamos fejl®dése lehet®vé tette a valós hálózatok hatékonyabb vizsgála-

tát. Barabási Albert-László, magyar származású �zikus, valamint Duncan J.

Watts szociológus és Steven Strogatz matematikus kutatásai során az ezred-

fordulón megjelent korszakalkotó cikkeik, ahhoz a meglep® tényhez vezettek,

hogy számos valós hálózat - függetlenül az eredetükt®l és funkciójuktól - meg-
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egyez® strukturális sajátosságokat mutatnak. A két legfontosabb ilyen közös

hálózattopológiai jellemvonás a skálamentesség és a kis világ tulajdonság (5.

és 6. de�níciók), továbbá a természetben fellelhet® egyik hálózat fejl®dése

sem véletlenszer¶. Az Erd®s Pál és Rényi Alfréd által bevezetett Erd®s-Rényi

modell és általánosításai nem rendelkeznek ezekkel a sajátosságokkal, ezért

nem alkalmasak valós hálózatok modellezésére, így új matematikai modellek

bevezetésére volt szükség.

1.2. De�níciók és jelölések

A hálózatokat gráfokkal tudjuk a leghatékonyabban modellezni, ehhez ebben

az alfejezetben de�niáljuk a legfontosabb hálózat- és gráfelméleti fogalmakat,

továbbá bevezetünk jelöléseket, amiket a dolgozat további részében használni

fogunk. Feltételezzük, hogy az olvasó rendelkezik gráfelméleti alapfogalmak

ismeretével, amihez jó áttekintést nyújthatnak például a következ® könyvek:

[11, 12].

1. De�níció. Legyen V halmaz és E ⊆ V ×V egy V -n értelmezett kétválto-

zós reláció, amire teljesül, hogy ∀u, v ∈ V : (u, v) ∈ E ⇔ (v, u) ∈ E. Ekkor a
G = (V,E) rendezett párt, a V halmaz feletti irányítatlan gráfnak nevezzük.

A V halmazt a G(V,E) gráf csúcshalmazának nevezzük és V (G)-vel jelöljük.

Hasonlóan, G élhalmazára a továbbiakban E(G) jelöléssel fogunk hivatkozni.

2. De�níció. Az u, v ∈ V (G) csúcsok d(u, v) távolsága a G gráfban, az u és

v csúcsok között húzódó, (egyik) legrövidebb út hossza. Ha u és v egybeesnek,

akkor d(u, v) = 0, továbbá ha u és v csúcsok között nincs út, akkor d(u, v) =

=∞.

3. De�níció. Egy összefügg® G gráf átmér®je, a két legtávolabbi csúcsának

távolsága, más szóval az összes csúcspár közötti távolságok maximuma, azaz

Diam(G) = max
u,v∈V (G)

d(u, v). Ha G nem összefügg®, akkor Diam(G) =∞.

4. De�níció. A P (k) = pk fokszámeloszlás, azt a valószín¶séget jelöli, hogy

egy véletlenszer¶en kiválasztott csúcs k fokszámmal rendelkezik.
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5. De�níció. Egy hálózatot skálamentes hálózatnak nevezünk, ha a fokszám-

eloszlása hatványrendet követ, vagyis hatványtörvény szerint viselkedik. [13].

Tehát P (k) a k valamely γ ≥ 1 hatványával arányos, azaz

P (k) ∝ k−γ (1)

A valós hálózatok esetében a γ kitev®re általában 2 < γ < 3 teljesül.

6. De�níció. A kis világ tulajdonság pedig azt jelenti, hogy a csúcsok közötti

távolság relatíve kicsi a hálózat méretéhez képest, pontosabban bármely két

csúcs közötti l távolság, arányos a hálózat méretének logaritmusával [14],

azaz

l ∝ log|V |. (2)

1.3. Matematikai modellek

1.3.1. Erd®s�Rényi-modell

Az Erd®s�Rényi-modell egy véletlen gráfot hoz létre. A modellnek két szoro-

san összefügg® változata van:

• A G(n,m) modell, egyenletes eloszlás szerint választ egy gráfot, az

összes n csúcsú és m él¶ gráf közül.

• AG(n, p)modellben kezdetben van egy n csúcsú üresgráf, majd minden

csúcspárt, egymástól függetlenül p valószín¶séggel összekötünk [10].

1.3.2. Barabási�Albert-modell

A modell bevezetését a fent említett közös hálózattopológiai tulajdonságok

motiválták [13]. A Barabási�Albert-modell, egy id®ben fejl®d®, azaz minden

lépésben növekv® gráfot hoz létre, szemben az Erd®s�Rényi modellel, ahol a

gráf mérete egy el®re adott paraméter. A modell konstrukciója mögött az az

elv húzódik meg, hogy a világunkban található hálózatok nem egyenl®ség-

re törekv®ek, más szavakkal: "aki gazdag, még gazdagabb lesz", például ha
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egy közösséghez csatlakozik egy újonnan érkez® ember, akkor nagyobb való-

szín¶séggel ismerkedik meg, barátkozik meg egy népszer¶, szociálisan aktív

személlyel, akinek sok ismer®se, barátja van, mint akinek kevesebb. Gráfel-

méleti kifejezésekkel, egy új csúcs nagyobb valószín¶séggel lesz szomszédja

egy olyan csúcsnak, amelyiknek nagyobb a fokszáma, mint egy olyan csúcs-

nak, amelyiknek kisebb a fokszáma.

A modell heurisztikus konstrukciója tehát a következ®:

• Kezdetben van egy adott, kis (m0) méret¶ üres G0 gráf.

• Fejl®dés közben, az i. lépésben hozzáadunk Gi gráfhoz egy új v csúcsot,

és összekötjük m ≤ m0 darab, már létez® csúccsal.

• Preferenciális kapcsolódás: Annak a valószín¶sége, hogy az i. lépésben

egy új v ∈ V (Gi) és egy már létez® u ∈ V (Gi−1) csúcs között lesz él :

P i
u =

deg(u)∑
w∈V (Gi)

deg(w)
=

deg(u)

2|E(Gi)|
(3)

1. Megjegyzés. Ahogy említettem, ez a konstrukció matematikailag nem

teljesen precíz, hiszen kezdetben nincs egy darab él sem, így nulla valószín¶-

séggel kötnénk össze az (m0+1). jövevény csúcsot, a már meglév® csúcsokkal.

Bollobás Béla, magyar matematikus, tette a modell konstrukcióját matema-

tikailag pontossá [15].

1.3.3. Watts-Strogatz-modell

Amodell bevezetését a kis világ tulajdonság motiválta [14]. AWatts�Strogatz-

modell (egydimenziós alakja) a következ®képen épül fel :

• Kezdetben van egy n hosszú (Cn) kör, amit kib®vítünk új élekkel úgy,

hogy minden csúcs szomszédságban álljon a t®le legfeljebb k távolságra

lév® csúcsokkal, ahol k ≥ 1 el®re adott paraméter.

• Majd egy el®re adott p valószín¶séggel, egymástól függetlenül minden

él végpontját, egy másik csúcsra cseréljük.
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1. ábra. Illusztráció a Watts�Strogatz-modell konstrukciójára. A képet a Wolfram Mathe-
matica program segítségével készítettem.

2. Fraktálos és önhasonló hálózatok

A következ® fejezetben a [1]-es munkát követve áttekintést adunk a fraktálos

hálózatok fogalmáról és azokat jellemz® tulajdonságokról.

A XX. században a fraktálok egyre népszer¶bb kutatási területé váltak [16],

hiszen a matematikán kívül más tudományágakban is léteznek fraktálos je-

lenségek, mint például a �zikában [17], kémiában [18], kozmológiában [19]

de még a t®zsdei folyamatokban is [20]. Az önhasonlóság valamint a fraktál

fogalmát és magát az elnevezést Benoit Mandelbrot vezette be [21], továbbá

kiterjesztette a fraktál értelmezését természeti jelenségekre is, így például egy

levél erezete [22], tengerpartok [23], hópelyhek [24], felh®k [25] vagy akár egy

nagyváros metróvonalhálózata [26] is mutathat fraktálos struktúrát.

Az el®bb említett minták mind geometriai alakzatok (kivéve a metróvonal-

hálózatot), a hálózatelmélet fejl®désével természetesen merült fel a kérdés,

hogy vajon a valós hálózatok lehetnek-e fraktálosak illetve önhasonlóak?

Az 1. fejezetben bemutattuk a komplex hálózatokat jellemz® legfontosabb

tulajdonságokat a kisvilág topológiát és a skálamentességet. Eleinte úgy t¶nt,

hogy ezek a jellemz®k, illetve a fraktalitás és az önhasonlóság ellentmonda-

nak egymásnak és nem lehetnek egyszerre jelen ugyanabban a hálózatban, de

az el®z® évtizedben C. Song, S. Havlin és H. Makse bevezettek a hálózatokra

vonatkozóan fraktálos és az önhasonlóság tulajdonságokra egy-egy heurisz-

tikus fogalmat, és ezalapján megmutatták számos valós hálózatról (például

a WWW hálójáról vagy egy sejt fehérjehálózatáról), hogy fraktálosak [27].

Az általuk bevezetett, matematikailag nem pontos de�níciók alapján egy há-
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lózatot fraktálosnak nevezünk, ha a dobozszámlálás módszerrel, a hálózat

teljes lefedéséhez szükséges dobozok minimális száma, a dobozok méretének

függvényében hatványrendben cseng le. A dolgozat 2.1 részében alaposan kö-

rüljárjuk a dobozszámlálás problémát, illetve ennek segítségével de�niáljuk

majd a fraktálos hálózatok dimenzióját is.

Azt a hálózatot, aminek a fokszámeloszlása változatlan marad a renormálás

alatt, önhasonló hálózatnak nevezzük [28]. A renormálási folyamatot a 2.2

alfejezetben fogom ismertetni.

2.1. Dobozszámláló módszer

Ebben az alfejezetben, az el®z® bekezdésben említett fraktálos hálózatok fo-

galmához szükséges, dobozszámláló módszert fogom ismertetni.

A hagyományos értelemben vett fraktálok dimenziójának meghatározására,

egyik lehetséges módszer a dobozszámlálás. Legyen a fraktál egy n-dimenziós

Euklideszi-térbeli H halmaz (lehet általánosítani (M,d) metrikus térre is).

Ahhoz, hogy kiszámoljuk ennek a fraktálnak a dobozdimenzióját, képzeljük

el, hogy a fraktál egy n-dimenziós rácson fekszik és a négyzetrácsok felelnek

meg a dobozoknak. Számoljuk meg, minimálisan mennyi négyzetrács szüksé-

ges ahhoz, hogy lefedjük ezt azH halmazt. A dimenzió meghatározásához azt

kell meg�gyelni, hogy hogyan változik a lefedéshez szükséges dobozok száma,

a dobozok méretének függvényében [29]. A 2. ábrán látható a dobozszámlá-

lásra egy példa Nagy-Britannia tengerpartjának körvonalán. Nagy-Britannia

fraktálos partvonalával illetve annak hosszának kiszámításával Benoit Man-

delbrot foglalkozott el®ször [23].

Legyen a fedéshez szükséges ε méret¶ dobozok minimális száma Nε. Ekkor a

H fraktál dobozdimenzióját a következ®képpen de�niáljuk [16] :

dimdoboz(H) := lim
ε→0

log Nε (H)

log (1/ε)
(4)
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2. ábra. Illusztráció a dobozdimenzió számolására, Nagy-Britannia tengerpartjának frak-
tálos körvonalán. A kép forrása: [33]

A dobozdimenziónak e�éle meghatározása Hermann Minkowski és Geor-

ges Bouligand matematikusok nevéhez f¶z®dik, ezért gyakran Minkowski�

Bouligand-dimenzióként hivatkoznak rá. A fraktálok dimenziójának másik,

elterjedtebb meghatározási módszerét Hausdor� dolgozta ki [30, 31, 32].

A hálózatelméletben a dobozdimenzió számolása hasonlóképpen alakul [34].

Legyen adott egy G gráf és egy lB ∈ N dobozméret. Particionáljuk G csúcsa-

it úgy, hogy egy lB méret¶ doboznak egy B ⊆ V (G) csúcshalmaz felel meg,

aminek bármelyik két eleme közötti távolság hossza kisebb mint lB. Másképp

fogalmazva, egy lB méret¶ doboz csúcsai által kifeszített részgráf átmér®je

legfeljebb lB−1. A G lefedéshez szükséges dobozok minimális számát NB-vel

jelöljük és mivel ez a szám nyilvánvalóan függ a dobozok méretét®l, ezért lB

méret¶ dobozok esetén erre a mennyiségre NB(lB)-ként fogunk hivatkozni.

Például lB = 1 esetén, NB megegyezik az adott hálózat méretével (|V (G)|).
Viszont NB = 1, ha lB ≥ lmaxB , ahol lmaxB = maxu,v∈V (G)d(u, v) + 1, azaz

hálózat átmér®je plusz egy.

A 2. fejezet bevezetésében megemlítettem, hogy egy hálózatot fraktálosnak

nevezünk, ha a dobozszámlálással kapott NB(lB) hatványrendben cseng le lB

függvényében. Azaz

NB(lB) ≈ l−dBB (5)
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2. Megjegyzés. A tudományos kutatások számos területén el®fordul, hogy

az empirikus adatok látszólag hatványredbei eloszlást követnek. A [35] cikkben

megmutatják, hogy ezt a fogalmat (mint például a fraktálos hálózatok heurisz-

tikus de�nícióját), hogyan lehetne statisztikai módszerekkel matematikailag

pontossá tenni. Az eljárásuk során a tapasztalati és elméleti eloszlás összeha-

sonlítására Kolmogorov-Szmirnov-próbán alapuló statisztikai tesztet használ-

nak.

Egy hálózat dobozdimenziója (dB) azt mutatja meg, hogy ez a lecsengés

mennyire gyors. Tehát a dobozdimenziót a (5)-b®l a következ®képp tudjuk

de�niálni :

dB(G) ≈
log (NlB (G))

log(1/lB)
, (6)

feltéve, hogy lB > 1.

A dobozszámlálást közvetlenül vissza lehet vezetni, a gráfelmélet egyik

leghíresebb NP-nehéz problémájára, a gráf színezésre [36], ezzel a doboz-

számlálás probléma is NP-nehéznek bizonyult [37] (lásd: 1. tétel). Ez azt

jelenti, hogy nem tudunk megadni olyan algoritmust, ami viszonylag rövid

id®n belül meg tudná adni a pontos megoldást, viszont rengeteg közelít® eljá-

rás létezik, amelyek közös célja megkeresni NB(lB) minimális értékét minden

lehetséges lB esetén. Ezen módszerek közül néhányat alaposan be fogok mu-

tatni a dolgozat kés®bbi részében.

1. Tétel. A dobozszámlálás NP-nehéz probléma.

Bizonyítás. A bizonyítás el®bb említett redukáláson alapul, amivel meg tu-

dunk adni a dobozszámlálásra egy módszert.

A visszavezetés a következ®képpen történik: legyen adott egy G gráf. Ah-

hoz, hogy egy adott lB ismeretében megkapjuk az optimális megoldását az

NB(lB) értékének, el®ször konstruáljuk meg G-nek egyfajta G′ duálisát, ahol

u, v ∈ V (G′) csúcspár között akkor, és csak akkor fut él, ha a G gráfban

d(u, v), azaz u és v közötti távolság, nagyobb vagy egyenl® mint lB. A 3. áb-

rán látható erre egy példa lB=3 paraméter választásával. Ezután megadjuk a
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3. ábra. Illusztráció a dobozszámálás gráfszínezésre való visszavezetésére. A kép forrása:
[34]

G′ gráfnak egy jó színezését, azaz minden csúcshoz hozzárendelünk pontosan

egy színt úgy, hogy bármelyik két szomszédos csúcs színe nem lehet azonos.

Az így kapott színosztályok megfelelnek egy-egy doboznak a G gráfban [34].

Ez az eljárás jó, hiszen azok a csúcsok, amelyek azonos szín¶ek, kisebb, mint

lB távol vannak egymástól G-ben, hiszen ha legalább lB távol lennének, ak-

kor G′-ben össze lennének kötve és a színezéskor különböz® színeket kaptak

volna, ami ellentmondáshoz vezet. Másképp fogalmazva, ha G-ben u és v

közötti távolság nagyobb mint lB, akkor nem tartozhatnak egy dobozba. G′

gráf megkonstruálásakor u és v csúcsok között közvetlen él fog futni, így nem

lehetnek azonos szín¶ek G′ színezésekor. Mivel különböz® szín¶ek, ezért kü-

lönböz® színosztályokba, dobozokba fognak tartozni. Fordítva, ha G-ben u és

v közötti távolság kisebb, mint lB, akkor lehetséges, hogy ezek a csúcsok egy

dobozba fognak esni. G′-ben u és v között nem fut él, így megengedett hogy

a színezéskor azonos színt kapjanak, azaz ugyanabba a dobozba tartozzanak.

Így tehát NB(G) megegyezik G′ kromatikus számával (χ(G)), azaz a G′ jó

színezéséhez felhasznált színek minimális számával.

2.1.1. Közelít® eljárások

AdottG gráf esetén, az egyik leghatékonyabb közelít® módszert a dobozszám-

lálásra úgy kaphatjuk, hogy az 1. tétel bizonyításában leírtakat követjük és

11



4. ábra. A dobozszámlálás illusztrálása, lB = 4méret¶ dobozokkal. A képet a WolframMa-
thematica program segítségével és a 2.1.1.1 alfejezetben leírt CBB algoritmusMathematica
kódjával készítettem.

a duális G′ gráf színezésekor a mohó színezést alkalmazzuk. Err®l részlete-

sebben többek közt a [38] cikkben lehet olvasni.

A problémának egy másik megközelítésében a színezés helyett, a szélességi

bejárást használjuk fel a dobozok kialakításához. Azok az algoritmusok, amik

szélességi bejárásra épülnek, úgy m¶ködnek, hogy el®ször kiválasztunk egy

középponti c csúcsot, ez alkotja a doboz középpontját, és ehhez vesszük fel

lépésenként az adott dobozhoz tartozó többi csúcsot, amik mind a c csúcs

rB sugarú környezetéb®l kerülnek ki, azzal a megszokott feltétellel, hogy bár-

mely kett® csúcs között a távolság kisebb legyen, mint lB. Az ilyen elven

m¶köd® eljárásokat angolul burning (éget®) algoritmusoknak nevezik, mert a

szélességi bejárás a t¶z terjedéséhez hasonló módon járja be a hálózatot és a

középponti csúcsokból kiindulva így haladva kapjuk meg a dobozokat alkotó

csúcsokat.

Az eredeti lB dobozméret a dobozok átmér®jét jelentette, a most bevezetett

rB pedig a dobozok sugarára utal, és a két mér®szám lB = 2rB + 1 módon

függ össze (vannak kivételes esetek amikor ez a viszony nem teljesül, például

ha a doboz csúcsai egy kört alkotnak).

A továbbiakban egy dobozt kompaktnak fogunk nevezni, ha a doboz mére-

tére nézve maximális számú csúcsokat tartalmazza, azaz nem létezik olyan

dobozon kívüli csúcs a hálózatban, ami része lehetne a doboznak. Valamint

egy v csúcs szomszédja egy B doboznak, ha v /∈ B, és ∃u ∈ B, hogy (u, v) ∈
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∈ E(G), azaz a v csúcsnak van legalább egy B dobozbeli szomszédja.

Az alapötlet egy doboz elkészítéséhez az, hogy kiindulunk a hálózat egy tet-

sz®leges c csúcsából és egyesével választunk csúcsokat a dobozhoz c szom-

szédságából addig, amíg kompakt nem lesz a doboz. Összefoglalva el®ször

minden csúcsot fedetlennek tekintünk, majd:

1. A doboz középpontjának kiválasztunk egy véletlen csúcsot a fedetlen

csúcsok közül.

2. Az összes olyan fedetlen csúcsról, ami szomszédja az adott doboznak,

megnézzük, hogy kevesebb mint lB távol vannak-e a doboz összes csú-

csától. Azok a csúcsok amelyek teljesítik ezt a feltételt, bekerülnek a

dobozba.

3. Addig ismételjük a 2. lépést, amíg kompakt nem lesz a doboz. Ha ezt

elértük, akkor a fedetlen csúcsok halmazából kivonjuk a doboz csúcsait.

4. Addig ismételjük az 1., 2. és 3. lépéseket, amíg el nem fogynak a fedetlen

csúcsok.

Habár ezt az algoritmust könny¶ implementálni, nagyon sok számítási id®t

igényel. Emiatt most ismertetünk egy másik módszert, ami ugyanezt az ered-

ményt adja, sokkal kevesebb id® alatt. Ennek a neve CBB (compact-box-

burning) algoritmus. A CBB m¶ködési elvére, a könnyebb érthet®ség érdeké-

ben, el®ször analógián alapuló geometriai magyarázatot adunk (5. ábra).

Vegyünk egy véletlen C0 pontot és a C0-t®l legfeljebb lB távolságra lév® pon-

tok halmazát a síkon, azaz egy C0 középpontú lB sugarú körlapot. A továb-

biakban ezt BR2

lB
(C0) vagy csak BlB(C0)-vel fogjuk jelölni. Ezután válasszunk

ki egy véletlen C1 6= C0 pontot a BlB(C0) körlapból és vegyük a BlB(C1)

körlapot. A doboz lehetséges pontjai a BlB(C0) ∩BlB(C1) halmazból fognak

kikerülni. Majd a C2 (C2 6= C0, C1) pontot ebb®l a metszetb®l választjuk ki,

és vesszük a C2 ponthoz tartozó körlapot, majd a C3 (C3 6= Ci, i ∈ {0,1,2})
pont a

⋂2
i=0BlB(Ci) metszet eleme lesz, és ezt az iterációt folytatva olyan
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5. ábra. A CBB algoritmus analógiája egy kétdimenziós euklideszi (vagy metrikus) téren.
Kép forrása: [38]

halmazt kapunk, amiben bármely két pont legfeljebb lB távol vannak egy-

mástól, azaz ∀Ci, Cj ∈
⋂∞
k=0BlB(Ci) ⊂ BlB(C0), i 6= j esetén, d(Ci, Cj) ≤ lB.

Adott G gráf esetén a BG
lB
(v) (v ∈ V (G)) hasonlóan jelentse a v csúcs lB

sugarú környezetében lév® csúcsok halmazát. A CBB algoritmus tehát az

el®bbi iterációkat hajtja végig, azzal a módosítással, hogy sík helyett egy

gráfon van értelmezve (BR2

lB
helyett BG

lB
), és természetesen addig tart az ite-

rálás, amíg találunk új csúcsot a folyamatosan sz¶kül® metszetben.

Összefoglalva, a CBB algoritmus a következ® pontokat hajtja végre [38] :

1. Legyen C a még fedetlen csúcsok halmaza (kezdetben C = V (G)).

2. Válasszunk C-b®l egy véletlen c csúcsot és vegyük ki C-b®l.

3. Töröljünk C-b®l minden olyan v csúcsot, amire d(v, c) ≥ lB.

4. Ismételjük a 2. és 3. lépéseket, amíg a C halmaz üres nem lesz. Ha ezt

elértük, a választott c csúcsok egy kompakt dobozt fognak alkotni.

5. Ismételjük az 1., 2., 3., 4. pontokat, amíg az egész hálózaot le nem

fedjük.

2.1.1.1 A CBB algoritmus programkódja

A következ® sorokban a 2.1.1. alfejezetben részletezett CBB algoritmus prog-

ramkódja látható, amit a Wolfram Mathematica programnyelven írtam meg.

Erre azért volt szükség, mert a Mathematica-ban nincsen beépített függvény
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a dobozdimenzió számolására és ez elengedhetetlen a 4.4. fejezetben leírt

hálózatmodell részletes vizsgálataihoz.

CBB[GRÁF_, r_ ] := Module [ { gr á f , dobozok , UnCoveredNodes , CoveredNodes } ,

gr á f = GRÁF;

UnCoveredNodes = VertexLi s t [ gr á f ] ;

dobozok = {} ;

While [Length [ UnCoveredNodes ] != 0 ,

Module [ { Centernode , VisitedNodes , C, i n t e r s e c t i o n } , (∗
Amí g vannak fede t l en csúcsok ( kezdetben minden csúcs fede t l en ) , addig

kivá lasztunk egy k i t ün t e t e t t vé l e t l e n csúcsot a fedet lenek

közül , és ez l e s z a center csúcs .

C halmaz:= a center r sugarú környezet ébe

es® , centeren k í vü l i csúcsok halmaza . ∗)
Centernode = RandomChoice [ UnCoveredNodes ] ;

Vis i tedNodes = {Centernode } ;

C = Complement [

VertexLi s t [

NeighborhoodGraph [ gr á f , Centernode , r ] ] , {Centernode } ] ;

AppendTo [ Vis itedNodes , RandomChoice [C ] ] ;

i n t e r s e c t i o n =

Intersection [

Complement [

VertexLi s t [ NeighborhoodGraph [ g r a f f f , Vis itedNodesS [ [ −1 ] ] , r r ] ] ,

Flatten [ { Vis itedNodesS [ [ −1 ] ] , dobozokkk } ] ] , CC] ;

(∗ in tersec t ion := A C halmaz és a C halmazbó l egy vé l e t l e n csúcs r sugarú kö

rnyezet ébe es® csúcsok halmazának metszete . (Ezekb® l a környezetekb® l

mindig ki k e l l vonni a környezetek középpontjá t )

Mivel az e l ®z® parancsban hozzáadtuk a VisitedNodes l i s t ához C−b e l i csúcsot , ezé r t

ez csúcs a l i s t a −1. azaz uto l s ó eleme ∗)
While [ Length [ i n t e r s e c t i o n ] != 0 ,

AppendTo [ Vis itedNodes , RandomChoice [ i n t e r s e c t i o n ] ] ; (∗
Amí g az intersec t ion halmaz nem üres , addig a metszetb® l k ivá lasztunk egy vé l e t l e n

csúcsot és hozzáadjuk a VisitedNodes l i s t ához , majd az intersect ion−t f e l ü l í

rjuk úgy , hogy elmetsszük az intersect ion−t az ú j vé l e t l e n csúcs r sugarú kö

rnyezet ébe es® csúcsok halmazával , és ez a metszet l e s z az ú j intersecton . ∗)
i n t e r s e c t i o n =

Intersection [ i n t e r s e c t i o n ,

Complement [

VertexLi s t [ NeighborhoodGraph [ g r a f f f , Vis itedNodesS [ [ −1 ] ] , r r ] ] ,

Flatten [ { Vis itedNodesS [ [ −1 ] ] , dobozokkk } ] ] ] ] ;

(∗Ha már nincs az intersec t ion halmazban több elem , akkor a dobozok nev¶ l i s t á

hoz hozzáadjuk , az eddig folyamatosan b®vü l ® VisitedNodes l i s t á t . Amikor a

kü l s ® c i k lu s egyszer vé gig fut , akkor a c ik lu s végén ez a VisitedNodes

l i s t a megfe le l egy doboznak . A dobozok pedig ezeknek a dobozoknak a l i s t á

ja l e s z . Vé gezetü l pedig ez a dobozok nev¶ l i s t a l e s z a program kimenete

∗)
AppendTo [ dobozok , Vis i tedNodes ] ;

UnCoveredNodes = Complement [ UnCoveredNodes , Vis i tedNodes ] ;

Vis i tedNodes = {} ;

i n t e r s e c t i o n = { } ] ] ;

dobozok ]

2.2. Renormálás

A 2. fejezet bevezetésében ismertettük az önhasonló hálózat fogalmát, aminek

megértéséhez szükséges a renormálási folyamat ismerete. Emlékeztet®ül: C.
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Song, S. Havlin és H. Makse önhasonló hálózatnak olyan hálózatot tekintet-

tek, aminek a fokszámeloszlása változatlan marad a renormálás alatt [28]. Ez

a fogalom persze matematikailag egyáltalán nem pontos, s®t a renormálásra

egyik hálózat fokszámeloszlása sem lehet invariáns, a hálózat folyamatos zsu-

gorodása miatt. Természetesen arra gondoltak, hogy a fokszám-eloszlást leíró

görbe marad változatlan a renormálás alatt.

6. ábra. A renormálási folyamat
demonstrálása. (a) A renormálás
bemutatása kis hálózaton, külön-
böz® lB paraméterekkel. (b) A
WWW hálózatának renormálása
lB = 3 dobozméret választása
esetén. a WWW hálója önhason-
ló, azaz a fokszámeloszlása inva-
riáns a renormálásra. Kép forrá-
sa: [27]

Tehát, ha egy G önhasonló gráf fokszám-

eloszlása hatványrendben cseng le γ kite-

v® szerint, akkor a G gráfból renormálás-

sal kapott GR gráf fokszámeloszlása is hat-

ványrendben cseng le γ kitev® szerint. Bár

ez a megfogalmazás matematikai szempont-

ból még mindig nem pontos. B®vebben az

[1] munkában található ennek a kérdésnek az

alapos körüljárása. A most következ® sorok-

ban a renormálási folyamatot fogjuk ismertet-

ni.

A folyamat lényege, hogy kisebb méret¶vé és

átláthatóbbá tegyük a komplex hálózatokat

úgy, hogy ezalatt meg®rizzük a hálózat f® szer-

kezeti jellemvonásit. A renormálást az önha-

sonlóság fogalma motiválta azaz hogy bizonyos

hálózatok hasonlóan néznek ki, különb®z® na-

gyítások alatt [39, 1]. A továbbiakban a külön-

böz® nagyítási szinteknek, a renormálási folya-

mat léptékei fognak megfelelni.

A renormálási folyamat minden egyes lépése

egy G gráfhoz egy másik GR(lB) gráfot rendel hozzá. Egy ilyen lépésnél a

G gráfon el®ször végrehajtunk egy dobozfedést (lásd: 2.1) egy adott lB do-

bozmérettel. Majd ha ezek a dobozok elkészültek, minden dobozt egy-egy
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csúccsal reprezentálunk, és ezek között a (renormált dobozknak megfelel®)

csúcsok között pontosan akkor fut él, ha az általuk reprezentált megfelel®

dobozok között fut legalább egy él a G gráfban. Az így kapott renormált GR

gráfra megismételjük ezt az eljárást, egészen addig, amíg a gráf össze nem

zsugorodik egy darab csúcsba [27]. A 6. ábrán látható egy-egy példa a renor-

málási folyamatra.

A hálózatelméleti önhasonlóság, a hagyományos geometriai fraktálok esetével

ellentétben, általánosabb jellemz®je a hálózatoknak, hiszen a nem fraktálos

hálózatok is lehetnek önhasonlóak [39], mint például az Internet (ahol csú-

csoknak az útválasztók és számítógépek felelnek meg, éleknek pedig a közöt-

tük futó kábelek).

7. ábra. Illusztráció arra, hogyan lehet a renormálási folyamattal �visszamenni az id®ben�.
(a) A 4.4 fejezetben részletezett SHM hálózatmodell id®ben való fejl®dése. (b) Az (a)
ábrán kifejl®dött gráfra alkalmazzuk a renormálási folyamatot lB = 4 dobozméret vá-
lasztásával. Az ábrát a Wolfram Mathematica program segítségével készítettem, általam
megírt renormáló (lásd: 2.2.1) és gráfgeneráló programkódokkal

.

A renormálás folyamat amellett, hogy áttekinthet®vé teszi egy hálózat

struktúráját, arra is alkalmas, hogy feltárjuk bizonyos hálózatok a fejl®désé-
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nek menetét, nevezetesen a biológiai hálózatokét [39]. Könny¶ meggondolni,

hogy ha id®ben fejl®d® hálózatra alkalmazzuk a renormálást, akkor ezt a

folyamatot tekinthetjük úgy, mintha visszamennénk az id®ben. A 7. ábrán

látható erre egy szemléltet® példa, amihez a 4.4. részben leírt hálózatmodellt

használtam fel.

2.2.1. A renormálás programkódja

A következ® sorokban a renormálási folyamat általam megírt programkód-

ja látható, amit a 7. ábrának elkészítésekor is felhasználtam. A kódban a

dobozfedés elvégzéséhez a 2.1.1.1. alfejezetben leírt CBB algoritmus kódot

használtam fel.

renorms [ gr_ , lb_ ] := Module [ { ú j g r á f , doboz , gr á fok , renorm } ,

renorm [ Graf_ , lB_ ] := Module [ { dobozok } ,

dobozok = CBB[ Graf , lB ] ; (∗ A renorm függvény vé grehajt egy dobozfedé s t a CBB kö ze l í

t ® algoritmussal ∗)
Fold [ VertexContract [#1 , #2] &, Graf , dobozok ] ] ; (∗ Majd minden egyes dobozt összehúz

egy−egy csúcsba ∗)
ú j g r á f = gr ;

gr á fok = {ú j g r á f } ;

While [ EdgeCount [ ú j g r á f ] > 1 , AppendTo [ gr á fok , renorm [ ú j g r á f , lb ] ] ; (∗ Amí g a kapott

normá l t grá f mé rete nagyobb mint egy , addig hat tat juk rá a renorm függvényt∗)
ú j g r á f = gr á fok [ [ − 1 ] ] ] ;

GraphicsColumn [ gr á fok ] ]

3. Asszortativitás

Az asszortativitás a gráfok egy mér®száma, aminek fogalmát Newman vezet-

te be 2002-ben [40], és a mai napig kutatók széles köre foglalkozik ezzel a

területtel [41, 42, 43]. Az asszortativitás lényegében azt mutatja meg, hogy

egy hálózat adott tulajdonságú csúcsai között milyen gyakran találunk éle-

ket, azaz hogy inkább a hasonló tulajdonságú csúcsok, vagy épp az ellenkez®

tulajdonságú csúcsok állnak szorosabb összeköttetésben. Például a szociális

hálókban tipikus, hogy a csúcsok általában a hozzájuk hasonló tulajdonságú

csúcsokkal vannak szomszédságban [44]. Az asszortativitás mértékét leggyak-

rabban a gráfok csúcsainak fokszámai alapján határozzák meg (fokszámkor-

reláció). A fokszámon kívül lehet vizsgálni például a csúcsok mag jellegét
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(coreness), csúcsközöttiségét (node betweenness), illetve azt is, hogy mennyi

az adott csúcsból legfeljebb k lépéssel elérhet® csúcsok száma. Ezeken kívül

olyan tulajdonságokat is hozzárendelhetünk a csúcsokhoz, amik nem a gráf

topológiájából származnak, mint például súlyokat, kapacitásokat vagy szoci-

ális hálók esetében olyan jellemz®ket is, ami alapján különböz® osztályokba

tudjuk sorolni a népességet, mint például az egyének jövedelme vagy iskolai

végzettsége. A 3.1.2 alfejezetben megmutatjuk, hogyan lehet általánosítani a

fokszámkorreláció ötletét, csúcsokhoz rendelt tetsz®leges tulajdonságokra.

A ρ asszortativitás egy skalármennyiség, ami tetsz®leges értékeket vehet fel,

a [−1,1] intervallumból (lásd: 3.1). Ha egy adott G gráfra a ρ értéke pozitív,

akkor G-t asszortatívnak, valamint ha ρ negatív, akkor G-t diszasszortatív-

nak nevezzük. A ρ = 0 esetre azt mondjuk, hogy a gráf korrelálatlan. Például,

ha az asszortativitást a fokszámok alapján számítjuk (ρD), akkor a ρD sze-

rint asszortatív gráfokban a magasabb fokszámú csúcsok általában magas

fokszámú csúcsokkal, az alacsony fokszámú csúcsok pedig általában alacsony

fokszámú csúcsokkal állnak kapcsolatban. Diszasszortatív esetben pedig álta-

lában a nagy fokszámú csúcsok kölcsönösen kis fokszámú csúcsokkal vannak

szomszédságban. Ebb®l kifolyólag az asszortativitás hordoz némi információt

az adott hálózat felépítésének szerkezetér®l.

3.1. Az asszortativitás mér®számai

3.1.1. Asszortativitási együttható (Assortativity coe�cient)

Az aszzortativitás eredeti de�níciója (lásd: [40]) a valószín¶ségi változók kö-

zötti (Pearson-féle) lineáris korreláció koncepcióján alapszik.

7. De�níció. Legyenek X és Y valószín¶ségi változók, rendre µX , µY vár-

ható értékekkel és σX , σY szórásokkal. Ekkor X és Y korrelációja a következ®

képlettel számítható:

ρX,Y = corr(X, Y ) =
cov(X, Y )

σXσY
=

E [(X − µX) (Y − µY )]
σXσY

=
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=
E [XY ]− µXµY

σXσY
(7)

Legyen G(V,E) n csúcsú gráf D = (d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn) fokszámsorozattal.

A (7) egyenletb®l származtatott Newman-féle asszortativitás együtthatója

G-nek a következ®:

ρD =

∑
j,k

jk(ejk − qjqk)

σ2
q

(8)

Ahol

• j és k a megmaradó fokszámokat jelölik (excess/remaining degree),

vagyis j = d(v)− 1 (v ∈ V (G))

• ejk annak a valószín¶sége, hogy egy véletlenszer¶en kiválasztott él két

végpontján j és k megmaradó fokszámú csúcsok vannak. Mivel ejk :

D2 → R valószín¶ségi mérték, ezért
∑
j,k

ejk = 1

• qk a D fokszámsorozattal megadott kon�gurációs modell (9. de�níció)

megmaradó fokszámeloszlása lenormálva. qk =
(k+1)pk+1∑

j
jpj

(lásd: 3. tétel)

qk és ejk között a következ® kapcsolat áll fenn a kon�gurációs modell-

ben:
∑
j

eij = qi, valamint eij = qiqj [44]. Azaz qk annak a valószín¶sége,

hogy egy véletlenszer¶en kiválasztott él, egyik végpontján k fokszámú

csúcs van.

• σq a qk eloszlásának szórását jelöli, azaz σ2
q =

∑
k

k2qk −
(∑

k

kqk

)2

.

Összefoglalva, az asszortativitási együtthatót a Pearson-féle korrelációs együtt-

hatóval számoljuk, úgy hogy X és Y valószín¶ségi változókat, egy véletlen-

szer¶en kiválasztott él két végpontjának megmaradó fokszámának feleltetjük

meg. A vi, vj csúcsok di, dj fokszáma helyett azért a megmaradó fokszámot

használjuk, mert abból indulunk ki, hogy vi és vj még nincsenek összekötve,

azaz ekkor még di − 1 és dj − 1 fokszámuk van.
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8. De�níció. Egy G(V,E) gráf (di)ni=1 fokszámsorozata, a G csúcsainak fok-

számainak sorozata, nemnövekv® sorrendben felírva, azaz d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥
≥ . . . ≥ dn.

9. De�níció. A kon�gurációs modell egy adott fokszámsorozattal rendelke-

z® véletlen gráfot hoz létre. Tehát egy véletlen függvény, aminek a bemenete

egy (di)
n
i=1 = (d1, d2, . . . , dn) ∈ Nn természetes számokból álló nemnövekv®

sorozat (d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ . . . ≥ dn), amire teljesül hogy,
n∑
i

di páros. A kon�-

gurációs modell a (di)
n
i=1 sorozathoz hozzárendel egy n csúcsú (nem feltétlenül

egyszer¶) véletlen K gráfot úgy, hogy a v1, v2, . . . , vn csúcsokhoz rendre kioszt

d1, d2, . . . , dn darab féléleket. Majd egyenl® valószín¶séggel kiválaszt egy félél

párt, és összeköti ®ket. Ezt az eljárást addig folytatja, amíg vannak szabad

félélek. Így az eredményül kapott véletlen K gráf fokszámsorozata (di)
n
i=1.

2. Tétel. A kon�gurációs modellben, annak a valószín¶sége, hogy a vi és vj

csúcsok között fut él :

Pr(vi, vj) =
kikj
2e− 1

(9)

Bizonyítás. Legyen d(G) = (d1, d2, . . . , dn) az n csúcsból és e élb®l álló G

gráf fokszámsorozata. A kon�gurációs modell létrehoz egy H gráfot úgy,

hogy el®ször kiosztja a v1, v2, . . . , vn ∈ V (H) csúcsokhoz a 2e félélet, úgy

hogy ∀i ∈ {1,2, . . . , n}-re a vi csúcs di félélet kap (d(vi) = di). Ekkor a vi

és vj csúcsokat didj-féleképpen tudjuk összekötni egy éllel. Ezután a modell

egyenl® valószín¶séggel kiválaszt egy félélpárt és összeköti ®ket, és ezt addig

ismétli, amíg el nem fogynak a félélek. Annak a valószín¶sége, hogy a modell

összeköt egy konkrét félélpárt, megegyezik 1
2e−1 -vel, hiszen egy kitüntetett

félélet 2e − 1 másik félélhez kapcsolhatjuk, mindegyikhez ugyanolyan való-

szín¶séggel. Legyen az X(k, l) valószín¶ségi változó annak az eseménynek az

indikátora, hogy az vki és vlj félélek között van él (k ∈ {1,2, . . . , di} = K, és

l ∈ {1,2, . . . , dj} = L).

X(k, l) =

{
1 (vki , v

l
j) ∈ E(G)

0 (vki , v
l
j) /∈ E(G)
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Az el®z®ek alapján tudjuk, hogy

E (X(k, l)) = P[(vki , vlj) ∈ E(H)] =
1

2e− 1
. (10)

Tehát (10) és a várható érték linearitása miatt a keresett valószín¶ség a

következ®:

P[(vi, vj) ∈ E(H)] = E

∑
k∈K
l∈L

X(k, l)

 =
∑
k∈K
l∈L

E (X(k, l)) = didj
1

2e− 1
(11)

3. Tétel. Legyen (di)
n
i=1 fokszámsorozat, valamint legyen K a kon�gurációs

modellel a (di)
n
i=1 fokszámsorozathoz rendelt véletlen gráf. Ekkor qk azt a va-

lószín¶ségét jelöli, hogy egy véletlenszer¶en kiválasztott él egyik végpontján k

fokú csúcs van, továbbá qk =
(k+1)pk+1∑

j
jpj

. [44]

Bizonyítás. Legyen G gráf és D : V (G) → N valószín¶ségi változó, ami

k értéket vesz fel, ha egy véletlen szer¶en kiválasztott csúcs k fokszámmal

rendelkezik. Ekkor természetesen P(D = k) = pk. Továbbá tegyük fel, hogy

E(D) és E(D2) léteznek és végesek vagyis, hogy G nem üres gráf, mivel :

2e =
∑
i

di =
∑
k

knk = n
∑
k

kpk = nE(D). (12)

A qk meghatározásához a kérdés tehát az, hogy egy tetsz®leges nem izolált

csúcs szomszédai közül kiválasztva egy v csúcsot, mi annak a valószín¶sége,

hogy v-nek k fokszáma van. Könny¶ látni, hogy qk különbözik pk-tól, hiszen

v-t egy él mentén értük el, eleve d(v) ≥ 1, amit a pk esetén nem tettünk fel.

A G gráfban összesen 2e (|V (G) = n és |E(G)| = e) félél van. Egy k fokú

csúcshoz tehát k félélen keresztül juthatunk el közvetlenül egy másik csúcsból.

Legyen nk a k fokú csúcsok száma G-ben. Ekkor egy tetsz®leges nem izolált
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u csúcs egyik féléléb®l kiindulva 2e− 1 másik félélhez csatlakozhatunk, és az

nk darab k-fokú csúcshoz pedig knk féleképpen köthetjük u egyik félélét. Így

felhasználva (12)-t a keresett valószín¶ség:

knk
2e− 1

≈ knpk
2e

=
kpk
2e
n

=
kpk

1
n

∑
j

dj
=

kpk
1
n

∑
j

jnj
=

kpk∑
j

jpj
=

kpk
E(D)

, (13)

ahol nj = #{v ∈ V (G) : d(v) = j}.

Mivel nem a fokszámokat �gyeljük, hanem a megmaradó fokszámokat

ezért, (13) miatt:

qk =
(k + 1)pk+1∑

j

jpj
(14)

3.1.1.1 R korrelációs együttható

A [45] cikk alapján bemutatunk egy ehhez hasonló, de lényegesen egyszer¶bb

R(ki, kj) korrelációs együtthatót.

R(ki, kj) =
P (ki, kj)

Pr(ki, kj)
, (15)

A (15) egyenletben szerepl® a számláló is és a nevez® is annak a valószí-

n¶ségét jelöli, hogy egy tetsz®leges él két végpontján ki és kj fokú csúcsok

vannak, csak a számlálóban lév® P (ki, kj) a G gráf éleire, a nevez®ben lév®

valószín¶ség pedig a d(G) alapján készített K kon�gurációs modell éleire vo-

natkozik (lásd: 2. tétel). R(ki, kj) tehát megmutatja, hogy a G gráf mennyire

korrelált a korrelálatlan K-val szemben. Például ha egy adott G gráf ese-

tén az R(ki, kj) hányados nagyobb mint egy, akkor a G hálózatban nagyobb

valószín¶séggel találunk éleket a ki és kj fokszámú csúcsok között.
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3.1.2. Szomszédok átlagos fokszáma (Neighborhood connectivity)

Az asszortativitási együttható mellett, egy másik gyakran használt eszköz az

asszortativitás kimutatására a k fokú csúcsok és szomszédaik átlagos fokszá-

mának korrelációjának vizsgálata. A továbbiakban jelölje vi ∼ vj azt, hogy

(vi, vj) ∈ E(G) vagyis, hogy a vi és vj csúcsok között fut él. Tehát a G gráf

vi csúcsának a szomszédaival vett fokszámuk szerinti korrelációja a követke-

z®képpen van de�niálva [46] :

knn(vi) =

∑
vj |vi∼vj

dj

ki
(16)

Egy G gráfban a k fokú csúcsok szomszédainak átlagos fokszáma a követke-

z®képpen számolható:

knn(k) =
∑
k′

k′P(k′|k) =

∑
vi|d(vi)=k

knn(vi)

nk
=

1

knk

∑
dj |∃vi:
di=k
vi∼vj

dj (17)

Ahol P(k′|k) annak a valószín¶sége, hogy egy véletlenszer¶en kiválasztott él

két végpontján egy k és egy k′ fokszámú csúcs található. Továbbá, a korábbi

jelöléseknek megfelel®en, nk a k fokú csúcsok száma.

3. Megjegyzés. A knn(vi) jelölésben az nn alsó index a vizsgált vi csúcs

(legközelebbi) szomszédaira utal (nearest neighbours). Kiterjeszthetjük a meg-

�gyelést, a szomszédokon kívül az vi-t®l legfeljebb l távolságra lév® csúcsok

fokszámaira is (klnn(ki)), például l = 2 paraméter választása esetén a szom-

szédok szomszédainak fokszámát is �gyelembe vesszük.

3.1.2.1 A szomszédok átlagos tulajdonsága

Ebben az alfejezetben bemutatom, hogy a saját elgondolásaim alapján, ho-

gyan lehetne kiterjeszteni az el®z® alfejezetben de�niált asszortativitási mé-

r®számot más, csúcsokhoz rendelt tulajdonságokra.
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Legyen G(V,E) gráf és egy t : V (G) → R tulajdonságfüggvény. Ekkor a

szomszédok átlagos fokszámát a következ®képp tudjuk általánosítani :

Legyen tnn(ti) a vi ∈ V (G) csúcs szomszédainak tulajdonságainak átlaga,

azaz

tnn(vi) =

∑
vj |vi∼vj

t(vj)

d(vi)
(18)

Továbbá a T tulajdonságú csúcsok korrelációja a következ®:

tnn(T ) =

∑
vi|t(vi)=T

tnn(vi)

|VT |
(19)

Ahol, VT = {v ∈ V (G) : t(v) = T} azaz a T tulajdonságú csúcsok halmaza.

4. Megjegyzés. A 3.1.1.1 részben bemutatott R korrelációs együtthatót is

lehet általánosítani olyan t′ tulajdonságfüggvényre, ahol t′ függ a hálózat to-

pológiájától (például csúcsközöttiség, központiság). Legyen G(V,E) gráf, pk

fokszámeloszlással, valamint K a pk fokszámeloszlású kon�gurációs modell.

RD2 =

∑
i

D2(t′(vi))pi∑
i

D2(t′r(vi))pi
, (20)

Ahol t′r(vi) tulajdonságfüggvény a K gráf csúcsain van értelmezve, azaz t′r :

V (K)→ R.

Természetesen szórásnégyzet helyett számolhatunk a t′ tulajdonságfüggvény

várhatóértékével is, de bizonyos esetekben az RD2 együtthatóval szemben RE

nem tudja megkülönböztetni a különböz® topológiájú hálózatokat [47] (lásd:

4.2 alfejezet).

RE =

∑
i

E(t′(vi))pi∑
i

E(t′r(vi))pi
, (21)
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Csúcsközöttiség (Betweenness centrality) A csúcsokon értelmezett t

tulajdonságfüggvénynek vehetjük például a csúcsközöttiséget, és többek kö-

zött ez alapján is megvizsgálhatjuk a csúcsok (Cnn) korrelációját. Mind-

emellet csúcsok fokszámának és csúcsközöttiségének kapcsolata önmagában

is adhat némi információt a hálózat struktúrájáról [47]. A 4.2. alfejezetben

részletesebben megvizsgáljuk, hogy van-e összefüggés a fraktalitás és csúcs-

közöttiség között, továbbá a 4.2 részben szimulációkat is végzünk majd ezzel

kapcsolatban.

10. De�níció. Legyen G(V,E) gráf. Egy v ∈ V (G) csúcs C csúcsközöttisé-

ge:

C(vi) =
∑

vj ,vk∈V (G)

σj,k(vi)

σj,k
(22)

Ahol σj,k(vi) a legrövidebb vi-n keresztül haladó vj és vk közötti (G-beli) utak

számát jelöli, σj,k pedig az összes vj és vk közötti legrövidebb út száma.

Tehát v ∈ V (G) csúcsközöttisége azzal arányos, ahány legrövidebb út halad

a v csúcson keresztül a G gráfban.

11. De�níció. Legyen G(V,E) gráf, pi fokszámeloszlással. A (20) alapján a

csúcsközöttiség RC korrelációja G-ben a következ® [47]:

RC =

∑
i

D2(C(vi))pi∑
i

D2(Cr(vi))pi
(23)

4. Fraktálos hálózatok eredete

Az 1. fejezetben bemutatott skálafüggetlen hálózatmodellek (például Barabási�

Albert-modell) nem bizonyultak önhasonló vagy fraktálos hálózatoknak, an-

nak ellenére, hogy a fokszámeloszlásuk lecsengése megegyez® lehet fraktálos

hálózatok fokszámeloszlásával. Emiatt egy hálózat fokszámeloszlásából nem
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tudjuk megmondani, hogy az fraktálos vagy sem. Ebben a fejezetben azt fog-

juk megvizsgálni, hogy milyen jellemz®i lehetnek a fraktálos hálózatoknak,

és megvizsgáljuk, hogy erre megfelel® mér®szám lehet-e a csúcsok közötti

asszortativitás, vagy a csúcsok fokszáma és csúcsközöttisége közötti korrelá-

ció mértéke.

4.1. Asszortativitás mint fraktalitás okozója

Természetesen merült fel a kérdés, hogy mi okozhatja egy hálózat fraktálos

topológiáját. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk válaszolni, azt kell meg�gyelni,

hogy milyen törvényszer¶ségek uralkodnak a hálózat fejl®dése közben, neve-

zetesen, hogy a hálózathoz újonnan érkez® csúcsok hogyan csatlakoznak a

már meglév® csúcsokhoz [45]. Például láttuk az 1. részben, hogy a Barabási�

Albert-modell bevezetését az az elv motiválta, hogy �aki gazdag, az még

gazdagabbá válik�. C. Song, S. Havlin és H. Makse a [45] cikkükben úgy sej-

tik, hogy a fraktálos hálózatok fejl®désére vonatkozóan a kérdéses szabályra

a választ a csúcsok és a dobozok közötti korreláció adja.

A korreláció meghatározására az els® kísérletük az volt, hogy megvizsgálták

különböz® hálózatokra vonatkozóan az 3.1.1.1. alfejezetben de�niáltR(k1, k2) =

= P (k1,k2)
Pr(k1,k2)

korrelációs együtthatót, ami megmutatja, hogy a fraktálos háló-

zatok szerkezete mennyire különbözik a véletlen, korrelálatlan hálózatstruk-

túrától [45].

Az egyik lehetséges módszert arra, hogy a különböz® hálózatokat osztá-

lyokba soroljuk a korreláltságuk alapján, úgy kaphatjuk, ha kiszámoljuk az

R(k1, k2) hányadosokat és lenormáljuk az adott hálózat méretével. Azonban

az R arányszámot vizsgálva, a ρD korrelációs együtthatóhoz hasonlóan (lásd:

5. megjegyzés) kiderült, hogy a legtöbb valós hálózat antikorreláltnak bizo-

nyult a kon�gurációs modellel kapott korrelálatlan hasonmásukkal szemben

[45]. Ez azért van, mert annak ellenére, hogy a kon�gurációs modell korrelá-

latlan, a (9) egyenletb®l látszik, hogy a csomópontok (relatíve nagy fokszámú

csúcsok) jóval nagyobb valószín¶séggel lesznek szomszédai egymásnak, mint

a kis fokszámú csúcsok. Következésképen ezzel a módszerrel, az R viszony-
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számmal nem lehet megkülönböztetni a fraktálos és nem fraktálos hálózato-

kat egymástól. Ebb®l kifolyólag a [45] cikkben azt vizsgálták meg, hogy a

hálózatok egymáshoz képest mennyire korreláltak, tehát a kapott különböz®

R arányokat hasonlították össze egymással, és azt az eredményt kapták, hogy

a csomópontok közötti taszítás nagysága a különböz® valós hálózatokban a

következ®: Kon�gurációs-modell < Internet < WWW < Fehérjehálózat <

Anyagcsere hálózatok. Ebb®l a meg�gyelésb®l adódóan a fraktálos hálózatok

esetében tipikusabb, hogy a nagy fokszámú csúcsok taszítják egymást (disz-

asszortatívak) [40]. Más szavakkal, a csomópontok között nem jellemz® a köz-

vetlen él, szomszédaikat f®leg relatíve kis fokszámú csúcsok alkotják. Továbbá

a nem fraktálos hálózatok kompaktabb hálózatok és gyakran futnak élek a

csomópontok között, mint például a már említett Internet hálójában, ami jó-

val kisebb mérték¶ antikorreláltságot mutat a fraktálos WWW-vel szemben

[45].

Természetesen ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy egy hálózat fejl®dé-

se közben állandó-e a csomópontok közötti taszítás, és hogy pontosan meg

tudjuk vizsgálni a fraktálosság és a disszartotavitás kapcsolatát, nem elég

azt meg�gyelni, hogy egy adott fraktálos hálózat mennyire diszasszortatív,

hanem az eredeti hálózaton kívül, a hálózaton végrehajtott renormálási fo-

lyamat alatt kapott renormált hálózatokat is elemeznünk kell a korreláltság

szempontjából. Ha az így kapott eredmények közel azonosak, illetve ugyan-

ezt az eljárást nem fraktálos hálózatokon alkalmazva más eredményeket ka-

punk, akkor a 2.2. részben leírtak alapján következtethetünk arra, hogy ez

a tulajdonság, azaz a csomópontok közötti taszítás jelensége végigkíséri a

fraktálos hálózatokat a fejl®désük során. A 4.4. alfejezetben bemutatunk egy

hálózatmodellt, aminek bevezetését az el®bbi tulajdonságok motiválták, és

ennek segítségével demonstráljuk majd a fraktálos hálózatok fejl®désének fo-

lyamatát is, valamint ezen a modellen számítógépes szimulációk segítségével

megvizsgáljuk az asszortativitás és fraktalitás kapcsolatát.

5. Megjegyzés. A fokszámokra alkalmazott Pearson-féle r korrelációs együtt-

ható, vagyis az (8) egyenletben de�niált ρD nem alkalmas a fraktálos és nem
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fraktálos hálózatok megkülönböztetésére, mert vizsgálatok alapján bebizonyo-

sodott [48], hogy a legtöbb valós hálózat ρD korrelációs együtthatója negatatív,

kivéve a szociális hálózatokét [40, 44], valamint a vizsgálatokból arra követ-

keztettek, hogy ρD nem invariáns a renormálási folyamatra [45]. Továbbá a

[49] cikkben megmutatták, hogy számos diszasszortatív skálafüggetlen gráfban,

a csúcsok számával a végtelenhez tartva (grá�imesz, lásd: [50]) a ρD korrelá-

ciós együttható nem lehet negatív. Így a korreláció vizsgálatára a szomszédos

csúcsok fokszámának nagyság szerinti sorrendjéb®l számolható mennyiséget

javasolnak.

4.2. Csúcsközöttiség és fraktalitás kapcsolata

A fraktálos és nemfraktálos hálózatok különbségeinek feltérképezésére egy

másik lehetséges út, a csúcsok csúcsközöttiségeinek vizsgálata. A 3.1.2.1 al-

fejezetben de�niáltuk a csúcsközöttiség fogalmát (10. de�níció), és ismertet-

tük, hogy egy csúcs csúcsközöttisége azzal arányos, ahány legrövidebb út

halad keresztül rajta. A csúcsközöttiség fontos jellemz®je a valós hálózatok

csúcsainak, például a közlekedési hálózatot tekintve a szállítás, közlekedés

hatékonyabb, ha az a legrövidebb utakon keresztül történik, továbbá kulcs-

fontosságúak azok a csúcsok, amiknek magas a csúcsközöttisége. Másrészr®l,

ha növeljük a magas csúcsközöttiség¶ csúcsok kapacitását, akkor a szállítás

még hatékonyabbá válik [51].

Ebben az alfejezetben a [47] munkát követve megmutatjuk, hogy a fraktá-

los hálózatokban általában kisebb korreláció van a csúcsok fokszáma és a

csúcsközöttisége között, mint a nemfraktálos hálózatokban. A [47] cikkben

négy valós hálózaton végeztek kísérleteket, többek között a WWW és az

Internet hálóján is, és arra következtettek, hogy amíg a nemfraktálos hálóza-

tokban egy csúcs csúcsközöttisége arányosan növekszik a fokszámával, addig

egy fraktálos hálózatban a relatíve kis fokszámú csúcsoknak is lehet magas

csúcsközöttisége. Továbbá megmutatták, hogy néhány véletlen élet hozzá-

adva egy fraktálos hálózathoz jelent®sen lecsökken a kis fokszámú csúcsok
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csúcsközöttisége, ezzel szemben ugyanez az eljárás egy nem fraktálos hálóza-

ton, lényegesen kisebb hatással van a csúcsközöttiségekre.

8. ábra. A Song�Havlin�Makse-modell (4.4. alfejezet) által generált ugyanakkora méret¶
fraktálos és nem fraktálos hálózatok csúcsainak fokszámainak és csúcsközöttiségeinek kor-
relációjának vizsgálata. A képet a WolframMathematica program segítségével készítettem.

Általánosan elfogadott tény [52], hogy számos hálózatban, ha egy csúcs

magas fokszámmal rendelkezik, akkor magasabb csúcsközöttiséggel is, hiszen

minél több szomszédja van egy csúcsnak, annál nagyobb az esélye, hogy jó

néhány legrövidebb út halad keresztül rajta, másrészr®l annak az esélye, hogy

egy kis fokszámú csúcson halad át nagy mennyiség¶ legrövidebb út meglehe-

t®sen kicsi szokott lenni, kivéve a fraktálos hálózatok esetében. A 8. ábrán

jól látszik, hogy a fraktálos hálózat esetében a kis fokú csúcsok csúcsközötti-

ségének értéke relatíve nagy skálán mozognak, továbbá ezeknek a csúcsoknak

számottev® része megközelít®leg akkora csúcsközöttiséggel rendelkezik, mint

a legnagyobb csomópontok. Másfel®l a nemfraktálos hálózatban er®s korre-

láció áll fenn a csúcsok fokszáma és csúcsközöttisége között.

A különböz® hálózatokban és hálózatmodellekben a csúcsok fokszáma és

csúcsközöttisége közötti korrelációt a 11. de�nícióban bevezetett RC együtt-

hatóval vizsgálták meg. Emlékeztet®ül, az RC(k) együttható, hasonlóan az
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R(k1, k2) együtthatóhoz, összehasonlítja az eredeti hálózatot, a hálózat fok-

számsorozatával készített kon�gurációs modellel, a k-fokú csúcsok csúcskö-

zöttiségének σC(k) szórása alapján. Ha egy adott k értékre, a σC(k) nagy

értéket vesz fel, akkor gyengébb korreláció van a k fokszám és a k fokszámú

csúcsok csúcsközöttisége között, hiszen ez azt jelenti, hogy a k fokú csúcsok

csúcsközöttiségének értéke nagy mértékben szóródik a várható értékt®l. A 8.

ábra jól szemlélteti, hogy a fraktálos hálózat esetében kis fokú csúcsokhoz

nagy σC(k) érték tartozik.

9. ábra. Fraktálos és nemfraktálos hálózatok és a fokszámsorozatukhoz rendelt kon�gurá-
ciós modell által létrehozott gráfok csúcsainak fokszámainak és csúcsközöttiségeinek korre-
lációjának vizsgálata. A fraktálos hálózat esetében lineáris ábrázolást alkalmaztam, mert
logaritmikus ábrázolás ebben az esetben megtéveszt® lenne. A hálózatok generálásához s
Song�Havlin�Makse-modellt használtam. A képet a Wolfram Mathematica program segít-
ségével készítettem.

Továbbá a fraktálos hálózatokat tekintve, a kisebb fokszámú csúcsok kö-

rében a σC(k) értéké jelent®sen nagyobb, mint a hálózatok fokszámsoroza-

tához rendelt kon�gurációs modell esetében, míg a nemfraktálos hálózatokat

és a hozzájuk tartozó kon�gurációs modelleket összevetve a k fokú csúcsaik

σC(k) tulajdonságuk alapján azt kapjuk, hogy megközelít®leg azonos értéke-

ket vesznek fel, s®t bizonyos nemfraktálos hálózatokban a C(k) szórása még

kisebb is lehet, mint a kon�gurációs modellben [47]. A 9. ábrán látható erre

egy demonstráció, ami az el®z® meg�gyelést igazolja. Tehát a fraktálos háló-

zatokban a csúcsok csúcsközöttisége és fokszáma között gyengébb korreláció
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van, mint a nemfraktálos hálózatokban. Könny¶ meggondolni, hogy ez annak

következménye, hogy a fraktálos hálózatok csomópontjai ritkán találunk éle-

ket, így a legrövidebb utaknak muszáj kisebb fokszámú csúcsokon is keresztül

haladniuk.

4.3. Fraktálos hálózatok robusztussága

A hálózatelméleti robusztusság fogalma megmutatja, hogy mennyire ellenál-

ló egy gráf a támadásokkal szemben. A robusztusság meghatározásához azt

�gyeljük meg, hogy hogyan változik egy hálózat struktúrája, miközben tá-

madjuk, azaz éleket vagy csúcsokat távolítunk el bel®le. A támadások alatt

meg lehet vizsgálni például, hogy hogyan változik a gráf átmér®je, legalább

mennyi csúcsot vagy élet kell törölni, hogy szétessen a gráf, vagy hogy hogyan

függ a komponensek száma a törölt csúcsok hányadának függvényében. Szá-

mos védekez® és támadó stratégia létezik, err®l részletesebben a [53] cikkben

lehet olvasni.

A támadások lehetnek célzottak vagy véletlenszer¶ek. Célzott támadás ese-

tében a támadó kiválaszt konkrét csúcsokat vagy éleket valamilyen szempont

alapján (például fokszám, csúcsközöttiség), aztán kiiktatja ®ket. Véletlen tá-

madás esetén, a törölni kívánt csúcsokat vagy éleket véletlenszer¶en választja

ki. A nemfraktálos hálózatok, mint például az Internet, különösen érzéke-

nyek a célzott támadásokra [54], hiszen ezekben a hálózatokban, ellentétben

a fraktálos hálózatokkal [45], a csomópontok között általában fut közvetlen

él, s®t sokszor találni egy középponti csomópontot, ami minden csomópont-

tal kapcsolatban áll, következésképpen ha kitörölünk néhányat a legnagyobb

fokszámokkal rendelkez® csúcsok közül, akkor a hálózat rengeteg relatíve kis

komponensekre fog szétesni, ami az Internet esetében katasztrofális követ-

kezményekkel járna [55].

A vizsgálatok alapján a fraktálos hálózatok robusztusabbnak bizonyultak,

a nemfraktálos hálózatokkal szemben, ami a csomópontok közötti taszítás

jelenségének köszönhet® [45]. Ez magyarázatot adhat arra, hogy a biológi-

ai hálózatok, mint például a sejthálózat, miért rendelkeznek er®sen fraktá-
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los szerkezettel, hiszen ezáltal ellenállóbbak az olyan támadásokkal szemben,

mint például a fert®zések vagy mutációk [56].

4.4. Song�Havlin�Makse-modell

A Song�Havlin�Makse-modell bevezetését az motiválta, hogy demonstrálni

tudják a fraktálos hálózatok növekedését valamint, hogy vizsgálják a frak-

talitás és az asszortativitás kapcsolatát úgy, hogy egy paraméterrel állítani

tudják a csomópontok közötti taszítás mértékét. A cél az volt, hogy egy olyan

fejl®d® hálózatmodellt hozzanak létre, ami skálafüggetlen, kis-világ topológi-

ájú és fraktálos. Ahhoz, hogy teljesüljenek vagy részben teljesüljenek ezek a

tulajdonságok, a következ® feltételekre volt szükség.

Legyen a modell által generált gráf a t ∈ N id®pontban Gt, továbbá legyen

N(t) = |V (Gt)|, L(t) = Diam(Gt) és ki(t) = d(vi), ahol vi ∈ V (Gt). Ekkor

∀t ≥ 1-re,

N(t) = nN(t− 1), (24)

ki(t) = ski(t− 1), ∀vi ∈ Gt−1, (25)

L(t) + L0 = a(L(t− 1) + L0), (26)

Ahol n > 1, s > 1 és a > 1 id®ben állandó konstansok [45]. A (24) egyenlet

biztosítja, hogy fejl®dés közben a hálózat mérete hatvárnyredben növeked-

jen, ugyanis kiderült számos valós hálózatról, hogy a méretük ilyen ütem-

ben gyarapodik [57]. A (25) egyenletet a Barabási-Albert féle preferenciális

kapcsolódás elve [13] motiválta. Ezáltal lesz a modell fokszám eloszlása ská-

lafüggetlen, azaz P (k) ∼ k−γ. Végül a (26) egyenlet a modell átmér®jének

id®beli növekdését írja le, ahol a meghatározza, hogy a modell kis-világ to-

pológiájú legyen-e, illetve befolyásolja a hálózat fraktalitását is [14]. Könny¶

meggondolni, hogy az átmér® növelésével növekszik a dobozfedéshez szüksé-

ges dobozok minimális száma, valamint az 5. fejezetben ezt demonstrálni is

fogjuk ezen a modellen.
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Korábban említettem, hogy az asszortativitás vizsgálatának érdekében állít-

hatóvá tették egy p paraméter által a csomópontok közötti taszítás mértékét.

Megmutatjuk, hogy ezáltal két különböz® hálózattípust, illetve ezek keve-

rékét tudjuk majd létrehozni. Mindkét f®típus skálafüggetlen, de az egyik

nemfraktálos kis-világ, míg a másik fraktálos struktúrával rendelkezik. A p

paraméter alkalmas megválasztásával a modell egyszerre lehet fraktálos és

kis-világ topológiájú.

4.4.1. A modell konstrukciója

A modell egy irányítatlan hálózatot hoz létre.

Kezdetben van egy kis gráf, általában két csúcs, amik össze vannak kötve

egy éllel. Majd minden egyes lépésnél, minden egyes él mindkét végpontja

m-m darab utódcsúcsot hoz létre, azaz minden v csúcsnak m · deg(v) utódja
keletkezik. Ezt követ®en minden egyes (u, v) élet egymástól függetlenül p va-

lószín¶séggel törlünk, és ha ezáltal egy (w, y) él törlésre került, akkor a w és

y utódai között kiválasztunk x darab (w′, y′) csúcspárt olyan módon, hogy

w′ a w, y′ az y csúcs valamelyik utódja, majd összekötjük ®ket egy-egy éllel.

Így ebb®l látszik, hogy a p paraméter értékét®l függ a csomópontok közötti

taszítás nagysága. Ha az x tényez® értékét például egynek választjuk, akkor

az eredeti (u, v) élet lényegében áthelyezzük az u és v valamelyik utódpárja

közé. Természetesen adódik, hogy x = 1 paraméter választása esetén a mo-

dell egy fa, x > 1 esetén értelemszer¶en nem teljesül a körmentesség. A 10.

ábra a modell fejl®dését mutatja be, p = 1 és m = 3 paraméterek választása

esetén.
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10. ábra. A Song�Havlin�Makse-modell fejl®dése. Az ábrához a gráfokat a Wolfram Ma-
thematica programmal készítettem.

Összefoglalva, a modell fejl®dése közben az t. iterációról a következ®kép-

pen adódik az (t+ 1). :

1. ∀(u, v) ∈ E(Gt) élre, u és v generál m-m darab utódot.

(u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vm)

2. ∀i ∈ {1,2, . . . ,m}-re (u, ui) ∈ E(Gt+1), és (v, vi) ∈ E(Gt+1)

3. Majd p valószín¶séggel, egymástól függetlenül törlünk ∀(u, v) ∈ E(Gt)

élet és, ha ezáltal egy (w, y) élet kitöröltünk, akkor

(wi1 , yj1), (wi2 , yj2), . . . , (wix , yjx) ∈ E(Gt+1), ahol (i1, i2, . . . , ix) és

(j1, j2, . . . , jx) az (1,2, . . . , x) egy-egy véletlen egymástól független per-

mutációja és x 5 m

A modell generáló kódját Mathematica-ban írtam meg és a 11. ábrán egy a

kód által generált véletlen gráf látható.
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11. ábra

4.4.2. HADG-modell

A [58] cikkben az eredeti Song�Havlin�Makse-modellt DGM-nek (Dynamical

Growth Model), azaz dinamikusan fejl®d® modellnek nevezik. A cikk szerz®i,

az általuk módosított DG-modellt HADG modellnek nevezik (Hub Attrac-

tion Dynamical Growth Model), azaz magyarul olyan dinamikusan fejl®d®

modell, amiben a csomópontok között vonzódás áll fenn.

A 4.1 fejezetben megemlítettük, hogy a [45] cikkben meg�gyelték, hogy a

p értékének növelésével egyszerre n®tt a modell fraktalitása is, így arra a

következtetésre jutottak, hogy az asszortativitás, pontosabban a csomópon-

tok közötti taszítás okozza egy hálózat fraktálos szerkezetét. Ezenkívül más

hasonló kutatások is azt állítják, hogy a fraktálos, skálamentes hálózatok di-

szasszortatívak [59], ezzel szemben egy másik cikkben [58] arra az eredményre

jutottak, hogy a fraktálos hálózatokban is lehetnek élek a csomópontok kö-

zött, továbbá ezt demonstrálják is egy olyan hálózatmodellen, ami az el®z®

alfejezetben (4.4) bemutatott Song�Havlin�Makse-modell egy módosítása.

Ebben az alfejezetben a módosított modell konstrukcióját fogjuk bemutat-

ni, valamint az 5. fejezetben részletesen megvizsgáljuk a két hálózatmodell

fraktalitását, asszortativitását, valamint ezen két tulajdonság korrelációját is.

A módosított Song�Havlin�Makse-modell abban különbözik az el®bbit®l, hogy

a p paraméter nem el®re megadott konstans, hanem dinamikusan változik,
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attól függ®en, hogy egy él két végpontján mekkora fokszámú csúcsok talál-

hatóak, ezért a módosított modell esetében erre a paraméterre pij jelöléssel

fogunk hivatkozni. A pij paraméterrel be tudjuk állítani külön-külön, hogy

a modell fejl®dése közben, mekkora valószín¶séggel legyen él két csomópont,

illetve két alacsony fokszámú csúcs között. A [58] cikk állítása szerint, ha a

modellt olyan paraméterekkel állítjuk be, hogy a csomópontok között nagy

valószín¶séggel, viszont a kisebb fokszámú csúcsok között kisebb valószín¶-

séggel fusson él, akkor még mindig egy olyan skálafüggetlen fraktálos há-

lózatot kapunk, amiben a csomópontok között gyakoriak az élek. Továbbá

megmutatták, hogy ilyen típusú valós fraktálos hálózat a színészek kollabo-

ráció alapú szociális hálózata, amir®l már korábban belátták, hogy fraktálos

[27].

A módosított modell fejl®dése az eredeti modellt®l csak az élek törlésére vo-

natkozó valószín¶ség alakulásában különbözik, ami ahogy már említettem,

függ az élek végpontján lév® csúcsok fokszámától. Tehát a modell fejl®dése

közben t. iterációról a (t+ 1).-re a p valószín¶ség a következ®:

pij =

{
a, ha ki(t−1)+kj(t−1)

2kmax(t−1) > T,

b, különben,

ahol kmax(t − 1) = max
vi∈V (Gt−1)

d(vi), továbbá T, a és b, 0 ≤ a, b, T ≤ 1 el®re

adott paraméterek. Összefoglalva, ha egy e él mindkét végpontjának fok-

száma lenormálva a gráfban található legnagyobb fokszámmal még mindig

nagyobb mint T , akkor a annak a valószín¶sége, hogy az e élet kitöröljük.

Ha ez a feltétel nem teljesül, akkor e törlésének valószín¶sége b.

4.4.3. Módosított HADG-modell

Ebben az alfejezetben a saját elgondolásaim alapján módosított Song�Havlin�

Makse-modellt fogom bemutatni. Tulajdonképpen az el®z® alfejezetben be-

mutatott modell konstrukciójának egy továbbgondolása, ami abban külön-

bözik az el®z® kett® modellt®l, hogy nincsen el®re adott p valószín¶ségi para-
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méter, hanem az élek törlésének valószín¶sége az élek végpontjainak átlagos

fokszámától függ. A továbbiakban erre a mennyiségre élfokszámként fogok

hivatkozni.

deg(u, v) = k(u,v) :=
1

2
d(u) +

1

2
d(v) (27)

A modell fejl®dése közben a t. iterációról a (t+ 1).-re az (u, v) él törlésének

valószín¶sége a következ®:

p∗(u,v) = 1−

∣∣∣∣∣Y − 1
2
k
(t−1)
u + 1

2
k
(t−1)
v

k
(t−1)
max

∣∣∣∣∣ = 1−

∣∣∣∣∣Y − k
(t−1)
(u,v)

k
(t−1)
max

∣∣∣∣∣ ,
ahol 0 ≤ Y ≤ 1 el®re adott paraméter, valamint k(t−1)max = max

vi∈V (Gt−1)
d(vi). Az Y

paraméter segítségével beállíthatjuk, hogy mekkora fokszámú élek törlésének

valószín¶sége legyen a legnagyobb. Például egy él törlésének a valószín¶sé-

ge Y = 1 értékadás esetén egyenesen arányos, Y = 0 paraméterválasztással

pedig fordítottan arányos, az adott él fokszámával. Azaz Y = 0 esetén a kis

fokszámú csúcsokat összeköt® élek nagyobb valószín¶séggel törl®dnek, mint

a csomópontokat összeköt® élek, továbbá Y = 1 esetén a csomópontokat

összeköt® élek sokkal nagyobb valószín¶séggel törl®dnek, mint a kis fokszá-

mú csúcsokat összeköt® élek. A modell különlegességét az adja, hogy ∀Y ∈
∈ [0,1]-ra a hálózat fraktálos struktúrát mutat (lásd 12. ábra). Ebb®l arra

következtethetünk, hogy ha a hálózatokban a csúcsokat a fokszámuk szerint

különböz® csoportokra osztjuk, akkor a fraktálos hálózatokat úgy lehetne jel-

lemezni, hogy egy bizonyos csoportba tartozó csúcsok között er®s taszítás áll

fenn. Ez a bizonyos csoport lehet a csomópontokból álló csúcsok halmaza, de

akár lehet a kis vagy közepes fokszámú csúcsok halmaza is. Tehát az el®z®

alfejezetben bemutatott modell, és az általam módosított modell is cáfolja

a [27] valamint [47] cikkekben leírtakat, hiszen a fraktálos hálózatokban is

lehetnek élek a csomópontok között.
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12. ábra. Az általam módosított modell fraktalitásának vizsgálata különböz® Y paraméter
választásokkal.

5. Vizsgálatok

Ebben a fejezetben, ahogy a dolgozat korábbi részeiben többször említettem,

különböz® hálózatelméleti vizsgálatokat fogunk elvégezni az el®z® fejezetek-

ben leírtakhoz kapcsolódóan. A vizsgálatok f®nyomvonalát a fraktalitás és

asszortativitás kapcsolatának tanulmányozása adja, amiket a Song�Havlin�

Makse-modellen, illetve ennek módosításain fogunk végrehajtani. Az elem-

zéseket a Mathematica programozási nyelv segítségével, a saját kódjaim fel-

használásával készítettem el.

5.1. Vizsgálatok a Song�Havlin�Makse-modellen

Els®sorban megmutatjuk, hogy valóban a p paraméter választásán múlik a

modell fraktalitása. A 13. ábra jól szemlélteti, hogy p paraméterrel növe-

lésével növekszik a dobozfedéshez szükséges dobozok minimális száma, és

fraktálos hálózatok esetében, a 2. fejezetben leírt meghatározás szerint ( 5.

egyenlet), logaritmikus ábrázolással NB(lB) pontjai egy egyenesre illeszked-

nek, aminek meredeksége dB. Továbbá a nemfraktálos hálózatokat tekint-

ve, NB(lB) nagyságrenddel gyorsabban csökken lB függvényében, szemben
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a fraktálos hálózatokkal. Tehát a p = 0 paraméter választás esetén a mo-

dell egy nemfraktálos gráfot hoz létre, valamint p fokozatos növelésével egyre

fraktálosabb gráfot kapunk.

13. ábra. A Song�Havlin�Makse-modell által generált azonos méret¶ gráfok fraktalitá-
sának vizsgálata, a p paraméter függvényében. A dobozszámlálás elvégzéséhez a 2.1.1.
alfejezetben részletezett CBB algoritmus kódját használtam fel.

A 14. ábrán a modell átlagos ρD assszortativitását vizsgáltuk p függvé-

nyében. A 14. és a 13. ábrákat együttesen �gyelve azt tapasztaljuk, hogy p

függvényében együttesen változik a modell fraktalitása és az asszortativitása.

Ez a meg�gyelés alátámasztja a 4.1. alfejezetben leírtakat, ahol a [45] munkát

követve ismertettük azt a következtetést, hogy a csomópontok közötti taszí-

tás, azaz a diszasszortativitás a fraktalitás okozója.

5.2. Vizsgálatok a HADG-modellen

A továbbiakban a módosított Song�Havlin�Makse-modellen, avagy HADG-

modellen fogunk vizsgálatokat végezni, els®sorban a 4.4.2. alfejezetben leír-

takkal kapcsolatban, pontosabban a [58] cikk elemzéseit fogjuk újraszimulál-

ni, majd a kapott eredményeket tanulmányozzuk, és összevetjük az eredeti
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14. ábra. A Song�Havlin�Makse-modell átlagos ρD asszortativitása a p paraméter függ-
vényében. A modell fejl®dése közben, minden egyes id®pontban a ρD(p) ilyen görbét vesz
fel.

modellen végzett elemzések eredményeivel. A [58] cikk értelmében, a most

következ® eredményeknek cáfolniuk kell a [27] cikk következtetéseit.

15. ábra. A módosított Song�Havlin�Makse-modell fraktalitásának vizsgálata b függvényé-
ben.

A 15. ábrán jól látszik, hogy a = 0, T = 0.5 �x paraméterek mellett,

b függvényében a modell dobozszámlálás függvénye közelíti a fraktálos há-
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lózat gra�konját. Szemléletesen, ha a csomópontok között 1 valószín¶séggel

meghagyjuk az éleket, de a kisebb fokszámú csúcsok között 1 valószín¶ség-

gel töröljük az éleket, akkor egy olyan fraktálos hálózatot kapunk, amiben a

csomópontok között fut él.

Habár a [58] cikk írói a T paraméter függvényében nem végeztek kísérlete-

ket, a 16. ábra segítségével azt szeretnénk demonstrálni, hogy érdemesebb

nagyobb T értéket választani, hiszen szemben a cikk állításával, T = 0.5 ese-

tén ránézésre nem t¶nik egyértelm¶en fraktálosnak a modell, továbbá T = 0.8

értékadás esetén még mindig egy olyan gráfot kapunk, amiben a csomópon-

tok között fut él, és fraktalitás szempontjából is meggy®z®bb eredményeket

kapunk.

16. ábra. A modell fraktalitásának vizsgálata T függvényében, �x a = 0, b = 1 paraméterek
mellett.

A 17. ábrán látszik, hogy mivel a módosított modellben a csomópontok

között fut él, így b függvényében átlagosan növekszik az asszortativitása, hi-

szen minél nagyobb valószín¶séggel törlünk éleket a kis fokszámú csúcsok kö-

zött (és összekötjük az utódaikat), annál gyakoribbak lesznek az élek a kisebb

fokú csúcsok között. Továbbá mivel a legnagyobb csomópontok szomszédaik

egymásnak, mindemellett a kisfokú csúcsok szomszédai között is gyakoribbak

a kis fokú csúcsok, így a gráf asszortativitása nyilvánvalóan növekszik.
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Összefoglalva, a HADG-modell bizonyos paraméterválasztások esetén olyan

fraktálos gráfot hoz létre, amiben a csomópontok között fut él, továbbá az

asszortativitása nagyobb mint a nemfraktálos asszortativitása. Következés-

képpen teljesen ellentmond a [45] cikk feltevéseinek, miszerint a diszasszor-

tativitás, pontosabban a csomópontok közötti taszítás okozza egy hálózat

fraktalitását.

17. ábra. A modell asszortativitásának vizsgálata b függvényében, különböz® T értékekre.
Jól látszik, hogy az 1-hez közeli T értékek nem közelítik az T = 1 paraméter esetén
kapott gráf asszortativitását. Könny¶ meggondolni, hogy ha a módosított modellen, T =
= 1 értékadás mellett, ugyanazt a gráfot kapjuk, mint az eredeti modellen p = b paraméter
esetén, hasonlóan, ha T = 0, akkor ezzel ugyanazt kapjuk, mint az eredeti modellben p = a
esetén.

5.3. Vizsgálatok a módosított HADG-modellen

Ebben az alfejezetben a 4.4.3. alfejezetben bemutatott, általam módosított

modellen végrehajtott vizsgálatok eredményeit fogjuk ismertetni. Vélemé-

nyem szerint ez a modell alkalmasabb a [27] cikk eredményeinek cáfolására,

mint a HADG-modell, hiszen, ahogy a 18. ábra is szemlélteti, a két látszó-

lag különböz® gráfon értelmezett NB(lB) függvények ugyanolyan eloszlást

követnek. Tehát mindkét gráf fraktálos szerkezettel rendelkezik, az is, ami-

ben a csomópontok között fut él, illetve az a gráf is, amiben a csomópontok

között taszítás áll fenn. Továbbá a HADG-modellen végzett fraktalitásvizsgá-
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lat a 16. gra�konjával összehasonlítva, a saját modellen az NB(lB) függvény

pontjai, ahogy azt elvárnánk (logaritmikus ábrázolás esetén) megközelít®leg

egy egyenesre esnek, míg a HADG-modell esetében egy törött egyenesre. Az-

az a saját modell esetében nem létezik egy olyan l∗ dobozméret, hogy az

NB(lB) függvény az l∗ ponttól kezdve gyorsabb mértékben tartana a függ-

vény határértékéhez.

18. ábra. A modell által generált két különböz® struktúrájú gráf fraktalitásának vizsgálata.
Az Y paramétert, a kék szín¶ gráf esetében egynek, a narancssárga gráf esetén nullának
választottam, így az el®bbi gráfban a csomópontok között taszítás áll fenn, míg az utóbbi
gráfban a csomópontok össze vannak kötve.

A 19. ábrán, a modell asszortativitását vizsgáltuk Y függvényében. Azt

tapasztaltuk, hogy az Y paraméter értékének növelésével növekedett a mo-

dell diszasszortativitása, hasonló okokból, mint a HADG-modell esetében,

hiszen Y = 0 esetén, a modell konstrukciójából adódóan, egy-egy kis fok-

számú csúcs és egy-egy csomópont között nagyobb valószín¶séggel találunk

éleket, mint Y = 1 esetén, amikor a csomópontok között er®s taszítás van,

valamint gyakoribbak a kis fokszámú csúcsokat és csomópontokat összeköt®

élek. Így természetesen adódik, hogy Y növelésével növekszik a modell disz-

asszortativitása.
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19. ábra. A modell ρD asszortativitásának vizsgálata Y függvényében.

A 18. és 19. gra�konokat összevetve kapjuk, hogy míg a modell asszor-

tativitása változott Y függvényében, a fraktalitása állandó maradt, tehát

független a fraktalitás az asszortativitástól.

A modell konstrukciójából adódóan, természetesen a [47] cikk, 4.2. alfeje-

zetben leírt eredményeit is cáfolja. A most következ® vizsgálatokkal rámuta-

tunk, hogy egy hálózat csúcsainak fokszámainak és csúcsközöttisége közötti

korreláció független attól, hogy a hálózat fraktálos vagy sem.

A 20. ábrán látható, hogy míg a modell minden Y ∈ [0,1] paraméter választás

20. ábra. A modell csúcsainak fokszámainak és csúcsközöttiségeinek kapcsolatának vizs-
gálata.
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esetén fraktálos gráfot generál, addig a csúcsok fokszáma és csúcsközöttisége

közötti különbség nem független Y értékét®l. A 21. ábrával csupán azt szeret-

21. ábra. A Song�Havlin�Makse-modell csúcsainak fokszámainak és csúcsközöttiségeinek
kapcsolatának vizsgálata. A Song�Havlin�Makse-modell p = 1 paraméterválasztással még
fraktálos struktúrával rendelkezik.

nénk illusztrálni, hogy már a Song�Havlin�Makse-modellel is cáfolni lehet azt

az állítást hogy a nemfraktálos hálózatokban a csúcsok fokszáma és csúcskö-

zöttisége között er®s korreláció áll fenn, hiszen a Song�Havlin�Makse-modell

p = 0 és p = 0.1 paraméterek esetén nemfraktálos gráfokat generálnak, de

az utóbbi esetben, már olyan gráfot generál, amiben gyakoriak az olyan kis

fokú csúcsok, amiken számos legrövidebb út halad keresztül.

Összefoglalva, a modellen végzett vizsgálatokkal cáfoltuk, helyesebben mond-

va pontosítottuk a [27] cikk szerz®inek sejtését, hiszen fraktálos hálózatokban

is futhatnak élek a csomópontok között. A fraktalitás eléréséhez, ahogy ko-

rábban már említettem, elegend®, ha a csúcsok egy bizonyos csoportja lép fel

er®s taszítás, és ennek a csoportnak nem feltétlenül kell a csomópontoknak

lennie. Továbbá cáfoltuk a [47] cikk azon eredményeit, miszerint a fraktálos

hálózatokban lényegesen kisebb korreláció áll fenn a csúcsok csúcsközöttisége

és fokszáma között, mint a nemfraktálos hálózatokban.
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6. Összefoglalás, kitekintés

A dolgozat f® nyomvonalát a fraktalitás és asszortativitás kapcsolatának vizs-
gálata adja. A [27, 59] cikkek megjelenése óta már-már elfogadott ténynek
számít, hogy amíg a nemfraktálos hálózatokban általában futnak élek a cso-
mópontok között, a fraktálos hálózatokban a csomópontok között er®s taszí-
tás áll fenn. Azonban az [58, 60] cikkek, továbbá a szakdolgozat végeredménye
megcáfolja ezt a sejtést, hiszen az [58] munka alapján, olyan hálózatmodelle-
ket mutattunk be, amik fraktálos struktúrával rendelkeznek, annak ellenére,
hogy futnak élek a csomópontjaik között, mindemellett ilyen ilyen típusú va-
lós fraktálos hálózat a színészek kollaboráció alapú szociális hálózata is.
A bevezetésben egy általános hálózatelméleti áttekintést adtunk, és de�niál-
tuk a legfontosabb hálózatelméleti fogalmakat, mint például a skálafügget-
lenség és a kisvilág-topológia, valamint bemutattuk a leghíresebb hálózatmo-
delleket. A második fejezetben el®ször ismertettük a geometriai fraktálok, a
dobozszámlálás, az önhasonlóság és a renormálás fogalmát, majd megmutat-
tuk, hogyan lehet a fraktalitás és az önhasonlóság fogalmát kiterjeszteni a
hálózatokra, a dobozszámlálás és a renormálási folyamat segítségével.
A harmadik fejezetben néhány különböz® mér®számon keresztül ismertet-
tük az asszortativitás fogalmát, majd megmutattuk a saját elképzeléseink
alapján, hogy hogyan lehetne általánosítani bármilyen csúcsokhoz rendelt
tulajdonságra a csúcsok között mért korrelációt.
Ezt követ®en a negyedik fejezetben, összekötve a második és harmadik feje-
zetben leírtakat, részleteztük, hogy milyen jellemz®i lehetnek a fraktálos háló-
zatoknak, ami megkülönbözteti ®ket a nemfraktálos hálózatoktól. A [27, 47]
munkák eredményeit bemutatva elemeztük, hogy erre megfelel® mér®szám
lehet-e a csúcsok közötti asszortativitás vagy a csúcsok fokszáma és csúcskö-
zöttisége közötti korreláció mértéke.
A dolgozat ötödik fejezetében vizsgálatokat végeztük három hálózatmodel-
len. Az els® hálózatmodell, a [27] cikk szerz®i által konstruált Song�Havlin�
Makse-modell, amin keresztül kifejtettük a szerz®k sejtését, miszerint a frak-
tálos hálózatokat a csomópontok közötti taszítás jelensége, azaz a teljes háló-
zatot tekintve er®sebb diszasszortativitás jellemzi. Ezt követ®en a [58] munka
alapján, majd a saját elgondolásaim alapján bemutattuk egy-egy variánsát
a Song�Havlin�Makse-modellnek, amikkel az el®bbi sejtést cáfoltuk, hiszen
ezekkel a modellekkel olyan gráfokat generáltunk, amik fraktálos struktú-
rával rendelkeztek és emellett a csomópontok között futott él. Továbbá a
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saját variánsmodell konstrukciójának köszönhet®en rámutattunk arra, hogy
az okozhatja egy hálózat fraktalitását, ha a hálózat csúcsait, a fokszámaik
alapján különböz® csoportokba rendezzük, akkor egy bizonyos ilyen csoport
csúcsai között er®s taszítás áll fenn.

A dolgozat témáját illet®en, még számos nyitott kérdés van ezen a területen,
például milyen további mér®számokkal lehetne megkülönböztetni a fraktálos
és nemfraktálos hálózatokat egymástól. Az 5. fejezetben bemutatott vizsgá-
latokon kívül, más szempontok alapján is végezhetnénk elemzéseket, példá-
ul meg�gyelhetnénk, hogy véletlen élek hozzáadásával, hogyan változik egy
hálózat fraktalitása, asszortativitása, vagy a csúcsok fokszámának és csúcs-
közöttiségének korrelációja. Továbbá, vehetnénk vizsgálatok alapjául más,
esetleg determinisztikusan fejl®d®, fraktálos hálózatmodelleket.
Véleményem szerint a hálózatelmélet kifejezetten érdekes része a matemati-
kának, hiszen a mindennapi életben is számtalan helyen találkozunk hálóza-
tokkal. A tudományág újdonságának köszönhet®en, tele van izgalmas kérdé-
sekkel, amikkel számos magyar kutató is foglalkozik, valamint feltehet®leg a
diplomamunkám témájának is ezt a területet fogom választani.
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