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A kitiizott cél

Ravi Kannan (Microsoft Research, India).
Talk at Simons Institute, Berkeley (2013. December 9.):
Clustering — Does Theory Help?

.» Theoretical Computer Science has brought to bear powerful ideas
to find nearly optimal clusterings, while Statistics mixture models
of data have been useful in understanding the structure of data
and in developing clustering algorithms. However, in practice many
heuristics (e.g., dimension reduction and the k-means algorithm)
are widely used. The talk will describe some aspects of the
Theoretical Computer Science and Statistics approaches, and
attempt to answer the question: is there a happy marriage of these
approaches with practice?"
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G = (V,A) él-stlyozott graf, |V| =n

A = (aj): n x n-es siilyozott szomszédsagi matrix
aj = aji > 0 (i #j) és altalaban a; =0 (i=1,...,n)
(ajj =0/1: egyszerii graf)

di:=> " a; (i=1,...,n) altaldnositott fokok
d:=(dy,...,d,)": fokszam-vektor, v/d := (v/dy,...,/d,)T

D :=diag(di,...,ds): fokszam-matrix

Néha feltessziik, hogy 371 > 37 ;a5 =1

(normalt matrixokat és diszkrepanciat nem befolydsolja)
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El6zmények
Jellések

Laplace- és modularitas-matrixok

L = D — A: Laplace-matrix
Lp = D"Y2LD /2 =1 — D"2AD/2; normélt Laplace-matrix

M= A —dd": modularitds-matrix (327_; Y7 ; a; = 1)
(M.E.J. Newman: Networks. An Introduction (2010))
mj; = a;; — d;d;: diszkrepancia

M dltaldban indefinit és egyszerii grafokra (B, BSM didkok, Friedl,
LAA (2015)): M negativ szemidefinit & G = Ky, p,

Mp = D-1/2MD~%/2 = D-Y2AD /2 — \/dv/d' : normalt
modularitas-matrix (B, Phys. Rev. E (2011))

Spec (Mp) € [—1,1] (kompakt operétor)

1 nem sajatérték, ha G Gsszefiiggd (A irreducibilis)

0 mindig sajatérték v/d sajatvektorral

G spektralis rése = 1 — ||Mp||
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Sajatvektorok és reprezentacio

ug,...,ux € R™: A k legnagyobb abszolit értékii sajatértékéhez
tartozé ortonormilt sajatvektorokkal
r’
r;
(ula“wuk): : )
ry
ahol rq,...,r, k-dimenzids cslics-reprezentansok. k-varianciajuk
2 2
Si=, mlljn , E:Z I, —cil?, ¢ = |U‘ > o,
(1”kek =1 vey; veU;

ahol (Ui, ..., Ux) € Py: V valédi k-particidja.
Minimalizalds: k-kdzép algoritmus. Ostrovsky et. al., J. ACM
(2012): ha S? < €S2, akkor létezik PTAS.
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Sulyozott k-variancia, altér-tavolsagok

ui,...,ux_1: Mp k —1 legnagyobb abszolut értékii sajatértékéhez
tartozé ortonormilt sajatvektorokkal
-
r
ry
(D*1/2u1,...,D*1/2uk71) = : ,
ry
S2=  min dy||rv — cjl|?
k=, min EPkZ > dvllr —ci

=1 veU;

ahol ¢; = W%U) Sveu, dvrv,  Vol(Ui) =X ey du.

Sulyozott k-variancia minimalizalasa: silyozott k-kozép
algoritmussal. Fontos, hogy 5,3 és gf négyzetes eltérés a k (k—1)
vezetO sajatértékhez tartozd sajataltér és a Py-n szakaszonként
konstans vektorok (particié-vektorok) altere kézt (ANOVA).
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Vagasok

TENYLEGES minusz VART kapcsolat X, Y C V kézt:

Z > (aj — didj) = a(X, Y) = Vol(X)Vol(Y),

ahol a(X Y) =2 iex 2 jey aij az X és Y kozti slilyozott vagas,
ZI 1 _/ 19 = L.

Ha a;j = 0/1, akkor a(X, Y) az X és Y kozt atmetsz6 élek
szamaval (e(X, Y)) aranyos.

Ha X N'Y # (), akkor az X N Y-beli éleket dupldn szdmitjuk be.

X, Y) = oty térfogatsiiriiség X és Y kozt.
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Tobbrészes diszkrepancia

Definicio

G = (V,A) diszkrepancidja az (Ui, ..., Ux) k-particicban

md(G; Uy, ..., Uk) =  max nd(X, Y; Ui, U)),
XC_UI;,—IY_CUJ-

ahol

[a(X, Y) = p(U;, U)VoL(X)Vol(Y)|
Vol(X)Vol(Y)

= |p(X,Y) — p(Ui, Uj)[\/Vol(X)Vol(Y

G minimadlis k-részes diszkrepancidja

md(X, Y; U;, Uj) =

di(G) = i 4d(G; Uy, ..., Uy).
ndx(C) (U1,~~r-]?l|12)€7’km ( ! k)

Budapest 2018
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Megjegyzések

B, DAM (2016)
md(G; Ui, ..., Ux) az a legkisebb o, mellyel minden U;, U; par és
minden X C U;, Y C U; teljesiti:

|a(X,Y) — p(Ui, Uj)Vol(X)Vol(Y)| < ay/Vol(X)Vol(Y)

mdx(G) az a legkisebb «, ami elérhetd a csticsok valddi k-particidin
Alon et al. (2010): térfogat-regularis klaszter-parok

Szemerédi Regularitasi Lemma (1976): e-regulris klaszter-pérok,
de egyszerii graf, majdnem azonos méretii klaszterek (equitable
partition), kivételes ,kis" klaszter, szimossdgok vannak a siirliség
nevezbjében (nem térfogatok), ,tdl kicsi” X C U;, Y C U; kizarva:

[X| > elUil, Y] > elUjl
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Kezdeti eredmények a reprezentacios technikaval

Tétel (4. Tétel)

G = (V,A) graf, Lp s.értékei: 0 = X\g < A1 < --- < A\p1 < 2.
Tegyiik fel, hogy a csticsok (k — 1)-dimenziés reprezentansai a
stlyozott k-kézép algoritmussal Vi, ..., Vi klaszterekbe sorolhatok
ugy, hogy a maximalis klaszterdatmérére

e < min{1/v2k,/2min; \/Vol(V;)} teljesiil. Akkor

k—1 k—1
D AN <A(G) <D N,
i=1 i=1

ahol c =14 ec’'/(v/2 —ec’), ¢’ = 1/ min; /Vol(V;) és

1
fi(G) = o r?lIJT)GPk’.z_: Z (Vol Vol(Uj)> a(Ui, U)).




Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Vé agy méretek, diszkrepancia
Al t kvazirandom tulajdonsagok

Normalt k-vagas, izoperimetria, k = 2

Biz: B, Molnar-S. G., Stud. Sci. Math. Hung.(2002)
f(G): normalt k-vagds; f(G) < 2-Cheeger-dllandé

Tétel (6. Tétel; B, Molnar-S. G., DM (2004))

)\1 < fQ(G) < 2\/)\1(2 — )\1), ha )\1 < 1.
A1 < 1 biztosan teljesiil, ha Fa;; =0 (i # j)
Tétel (5. Tétel; B, Tusnady, DM (1994))

Legyenek 0 = A\g < A1 < Ao < ... Lp s.értékei és uy a A\1-hez
tartozé normalt s.vektor. Akkor

S2(D7Y2u1) < A1 /X2

(k > 2-re nem 3&ltalanosithatd, véletlen ellenpélda)
L. Trevisan et al.: higher-order and dual Cheeger inequalities
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények

Normalt kontingenciatabla, korrespondencia-analizis

Cmxn: kontingenciatébla (c; > 0)
drow,i = Zr‘):]_ Cij Drow = diag (drow,la ceey drow,m)
dcolJ = Z,’:1 Cij» Do, = diag (dCO/,17 cee dcol,n)

Cp = D,or/’CD_/?: normélt kontingenciatabla

Tegyiik fel, hogy CCT irreducibilis; ekkor Cp szingularis értékei
l=sy>s >--->s_1>0, ahol r = rang (C).

Normilt kétszempontl k-vagas:

Vk(PI’OW7 Pcolua) =

k k

_ 1 1 200j; (R, C)
; Z Vol(Ry) | Vol(C \/Vol WVol(C)) "
=1 j=1

1

Vk(c) = min ’/k('Dromn Pcolyg)a

row s Peol,

ahol oj; = +1 és P,ow, Pco a sorok ill. oszlopok k-particidi
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Téglalap becslések

Tétel (10. Tétel; B, DAM (2014))

k—1
l/k(C) > 2k — ZS,‘

i=0

so = 1, s1 =Rényi-féle max. korrelacid, korrespondencia-analizis
Biz: reprezentdcids technika (spektrélis relaxacid)

m n
Q=>>_> cillri —qjl?
i=1 j=1
minimuma
@ a megfeleléen normalt sor- és oszlop-reprezentansokkal
(korrespondencia-faktorok): 2k — Zf(;ol Si
@ particié-vektorokkal: v (C)
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Tobbszempontu vagasok, reprezentaci6 és spektrum
Eredmények Véletlensé agy méretek, diszkrepancia
Altala \ItOtt kvazirandom tulajdonsagok

m = n szimmetrikus eset =—> klaszterek tipusai

Legyen Mp spektruma: 1 > |uq| > |p2| > -+ > |pn| = 0.
Vilasszunk egy k egészet gy, hogy |pk—1| és |uk| kozt ,rés” van.
Akkor
@ ha ui,...,uk—1 mind pozitiv, akkor a hozzdjuk tartozé
transzformalt sajatvektorokkal reprezentalva f(G)-re kapunk
j6 kozelitést: ,,community structure”;
@ ha p1,..., uk—1 mind negativ, akkor a hozzdjuk tartozé
transzformalt sajatvektorokkal reprezentdlva és klaszteresitve a
a graf maximalis normalt k-vagasira kapunk j6 kozelitést:
»anti-community structure”
@ egyébként ,kis" diszkrepanciaju klaszterparokat kapunk:
~regular structure”.
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia

Definici6 (Altalanositott véletlen graf)

Adott egy H modellgraf k csiccsal, ri, ..., re cstcs-sulyokkal
(ri >0, Zf'(:l ri = 1) és pj; él-siilyokkal, melyek a k x k-as,
szimmetrikus P valdsziniiség-matrix elemei (0 < p; < 1,
rang (P) = k). A G, egyszerii graf egy H-n értelmezett
altalanositott véletlen grafsorozat n-edik tagja, ha

@ n csucsa van;

@ minden v csiicshoz egy klaszter-tagsag ¢, € {1,...,k} van
rendelve az ry, . .., ry eloszlas szerint;

@ ismerve tagsagukat, a v # u csucs-par pe,c, valosziniiséggel
van 6sszekotve;

@ mindezek a déntések fiiggetlenek.
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Szimmetrikus Wigner-zaj

Definicio

Legyenek a wjj (1 < i < j < n) fiiggetlen, valds értékii
valészinliségi valtozok ugyanazon a valdsziniiségi mezén
értelmezve, tovabba wj = wjj, E(w;;) =0 (Vi,)), és wj-k
egyenletesen korldtosak (n-tél figgetleniil IK > 0 valds szdm,
hogy |wjj| < K, Vi,j). Akkor az n x n-es valds, szimmetrikus

W,, = (wjj)1<ij<n mdtrixot szimmetrikus Wigner-zajnak nevezziik.

Fiiredi és Komlés Combinatorica (1981):
|W,|| <20/n+ O(n'/3log n) 1-hez tarté val.séggel (n — o),
ahol Var (w;;) < o2 (el6tte Bernoullira Juhdsz F.)

Alon—Krivelevich—Vu tétel 4+ Borel-Cantelli lemma =
IW,|| majdnem biztosan (m.b.) \/n nagysagrendii (n — o0).
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Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia

Felfujas

P-t egyre nagyobb n x n-es B, blokk-matrixsza fujjuk fel
ni, ..., ng blokkméretekkel (Zf'(:l n; = n) agy, hogy

— —r, i=1,...k eros kiegyenstulyozottsig.
Sokszor a gyenge kiegyensulyozottsag is elég:
n; 1 ’ /
— > c valamely 0<c< P valds szammal.
n
Gn = (Vi, Ap) (8lt. véletlen, egyszerii graf) el8éllithatd:
A, = B, (stlyozott determinisztikus) + W, (zaj)
ha

K < min min i, 1— max it
- {i,je{l,“.,k} Pi i,je{l,“.,k}pu}
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Tobbszempontu c
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, dlszkrepanua
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Altalanositott véletlen grafok m.b. tulajdonsagai

Ha n — oo az er0s kiegyenslilyozottsagi feltétellel, akkor m.b.

o G, — Wy a homomorfizmus-siiriiségek értelmében; B, Kdi,
Kramli, DAM (2012)

e A,-nek van k ©(n) nagysagrendii strukturalis sajitértéke, a
tobbi O(1/n); van = O(%); B, LAA (2005)

e 30 < ¢ <1 (n-tél fiiggetlen, csak k-tdl fiigg), hogy Mp ,-nek
van k — 1 structurdlis s.értéke (0-tdl d-val elszeparalva), a
tobbi o(1); S2 . = o(1); B, DM (2008); B, Friedl, Kramli,
JMVA (2010): téglalapokra;

e 70 < 0 <1 (n-tdl figgetlen, csak k-tdl fiigg), hogy
mdl(G,,) >0, ..., mdkfl(Gn) > 0 és
md(Gp; U1, ..., Ux) = o(1) a tagsdgok szerinti klaszterezésben;

@ Az U;-k altal generdlt részgrafok m.b. reguldrisak, az U; és U;
kozti paros grafok m.b. bireguldrisak (i # j) (nagy eltérések).
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Diszkrepancia versus spektrum becslésekhez nem is
kell véletlenség

Tétel (26. Tétel, B, DAM (2016))

G = (V,A) élsiilyozott graf, A irreducibilis, 1 < k < rang (A)
egész. Feltéve, hogy 0 < mdy(G) < 1,

|k < 9mdi(G)(k 4+ 2 — 9k Inmdk(G)),

ahol uy: Mp k-adik legnagyobb abszoliit értékii s.értéke.

@ Mivel |uk| <1, csak ,nagyon kis” mdx(G))-re hasznos a
becslés.

o Kiterjeszthetd iranyitott grafokra és téglalapokra is
(szinguldris értékekkel), ilyenekra lett eredetileg bebizonyitva.

@ Ez az ,expander mixing lemma" bizonyos megforditasa
irregularis grafokra.
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Tobbszempontu c
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, dlszkrepanua
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Expander mixing lemma és megforditasai

k = 1 esetben ,expander mixing lemma” irreguldris G grafra:

Tétel (Chung-Graham, RSA (2008))

md; (G) < [[Mp| = [p]

k = 1 esetben regularis grafokra megforditas:

Tétel (Bilu and Linial, Combinatorica (2006))

G = (V, A) egyszerii, d-regularis graf, |V'| = n. Tegyiik fel, hogy
le(S, T) — BT < o /IS][T], VS, T C V, SN T = 0. Akkor
IXi(A)] < O(a(l +log 9)), i > 1.

Mivel regularis grafokra A és Mp s.értékei, tovabbd Vol(S) és |S|
aranyithatdk, a fenti Tétel az v 1-részes diszkrapancidval:
IA2(A)| < Ca(l — Aloga), A,C € R (l. 26. Tétel, k =1).
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Tobbszempontu k, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

k-osztalyos ,,expander mixing lemma”

Tétel (25. Tétel, B, EJC (2014))

G = (V, A) egyszerii graf (A irreducibilis, |V'| = n). Tegyiik fel,
hogy nincs domindlt csics (d, = ©(n), v € V, o(n) cstics
kivételével). Legyenek Mp sajdtértékei

lpa| > -+ > fpw—a1| > € = |pi| = - = |un| = 0 és tegyiik fel,
hogy a (u1, ..., uk—1-alapu) spektrélis klaszterezdssel nyert

(Va, ..., Vi) particié (a minimalizlt k-variancia s*> = 52) teljesiti
az erbs kiegyenstlyozottsagi feltételeket. Akkor

md(G) <md(G; Vi, ..., Vi) = O(V2ks +¢).

Azéta tobbet tudok a konstansokrdl (B, Elbanna, A., DAM (2018))
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum

Eredmények Véletlenség, nagy tek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Specialis esetekben s = 0 = md,(G) < B|uk|

$2 — 0, ha a reprezentdnsokat adé D’l/zul, cen Dfl/zuk_l
vektorok particié-vektorok (szimmetridk a grafban). PlI.

@ k=2, G paros graf: pu3 = —1;
S2 ,kicsi”, ha |u2| el van szeparélédva |uy| = 1-tél (1. 5. Tétel
és Alon, Combinatorica (1986) ,bipartite expanders”).

@ k =2, G paros, biregularis graf: pu; = —1, 322 =0=
mdp(G) < B|uz|, valamely B abszoldt konstanssal.
Konstans erejéig ez Evra et al., arXiv (2014) ,expander mixing
lemma for bipartite graphs” tételének allitasa, ahol a
csucsklaszterek mérete és térfogata konstans szorzéban térnek
el egymastdl a biregularitds miatt.
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gasok, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlensé 1éretek, diszkrepancia
random tulajdonsagok

Altalanositott kvazirandom grafok

Definicié (Lovasz, Sés, J. Comb. Theory B (2008))

Adott egy H modell-graf k csticcsal, ri, ..., rx > 0 csdcs-silyokkal
és 0 < pjj = pji <1 (1 <i<j<k)él-silyokkal (ezek a P
valészinliség-matrix elemei). Azt mondjuk, hogy (Gp)
H-kvdzirandom, ha G, — Wy (n — o0), ahol Wy lépcsés grafon
(konvergencia a homomorfizmus-siiriiségek értelmében).

Szerz6k belattdk, hogy G, cstcshalmaza (V) az Uy, ..., Uk
részekre particiondlhaté lgy, hogy

° |l\J/’| — r;, i =1,..., k (erbs kiegyensilyozottsig)

@ az U; altal indukalt részgraf egy pj; élstirliségli kvazirandom
gréfsorozat altalanos tagja (i = 1,..., k).

@ az U; és U; altal indukalt paros graf egy pj; élsiirliségii paros
kvazirandom grafsorozat &ltaldnos tagja (i,j =1,...,k;
i #J).
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5bbszempontu va 0 epreze és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Altalanositott véletlen graf, n = 500, k =5

Mp s.értékei: 0.304, 0.214, 0.17, 0.153, -0.097, -0.094, -0.093, ...

1 100 200 300 400 500

500 e S—— . 500

1 100 200 300 400 500
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asok, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletle E éretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Altalanositott kvazirandom graf, n = 500, k =5

Mp s.értékei: 0.318, 0.207, 0.154, 0.115, -0.100, -0.099, -0.091,. ..

1 100 200 300 400 500

X\\; 1

200 - 200
300 - - 300
400 - 400
500 —& 500

1 100 200 300 400 500
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o6bbszempontu vagasok, reprezen 5s spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Ugyanaz a csucsok atcimkézésével

500 500

1 100 200 300 400 500
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Tobbszemp k, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlenség tek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Gn = (Vi, Ap), | V| = n — oo nbvekvd egyszerii grafsorozat, k
pedig rogzitett pozitiv egész. Tekintjiik a kovetkezd
tulajdonsagokat (nincs semmiféle sztochasztikus modell).

PO. Van oly an H modell-graf k cstccsal, ri,...,r >0
cstics-stilyokkal és 0 < pjj = p;i <1 (1 <i<j<k)
él-stilyokkal (P = (pjj), rang (P) = k), hogy G, = Wy
(n — o0), a homomorfizmus-siiriiségek értelmében.

Pl. Ap-nek van k strukturdlis A1, ..., Ak n s.€rtéke, hogy
%|)\,-,,,\ —qi,n—o00 (i=1,...,k) valamely g1, ..., gk
pozitiv valésakkal; a tobbi s.érték pedig o(n). A strukturdlis
s.értékekhez tarozé s.vektorokkal reprezentdlva S2 == o(1),
ahol a k-variancidt minimalizdlé (Us, ..., Ux) parffcié teljesiti
az erOs kiegyensulyozottsagi feltételt.
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Tobbszemp k, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlenség tek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

folytatas

Pll. Gp-nek nincsenek domindns csicsai és 30 < 0 < 1 (fuggetlen
n-tél, csak k-tdl fiigghet), hogy Mp ,-nek van k — 1
strukturdlis s.értéke, melyekre |pj o] > 6 (i=1,...,k—1),
mig |pin| = o(1) (i > k. A strukturilis s.értékekhez tarozé
transzformalt s.vektorokkal reprezentilva 52 == o(1), ahol a
stilyozott k-variancidt minimalizalé (Uy, ... ,7Uk) particié
teljesiti az erds kiegyenstlyozottsagi feltételt.

PIIl. Vannak (U, ..., Ux) cstics-klaszterek, melyek teljesitik az
erbs kiegyenstilyozottsagi feltételt, és 30 < 0 < 1 (fiiggetlen
n-tdl, csak k-tdl fiigghet), hogy mdi(Gp),...,mdx_1(G,) > 0
és mdy(Gp; Un, ..., Uc) = o(1).
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Eredmények v
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

folytatas

PIV. Vannak (Ui,..., Ux) cstcs-klaszterek ny, ..., nx méretekkel
(Efle n; = n), melyek teljesitik az erds kiegyensilyozottsagi
feltételt, és van olyan k x k-as, k rangl szimmetrikus
P = (pjj) valdsziniiség-matrix, hogy

> INo(u, vi Up)—piinj| = o(pnZn;) = o(n®), Vi,j =1,... k
u,velU;

ahol Ny (u, v; U;) jeldli u, v kozos szomszédainak szamat
Uj-ben. (Altaldnositott véletlen grafnal tagonként is igaz.)

Tétel (B, arXiv:1508.04369v6)

PlV <— P0 = PI, Pll; PIl = PIII
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Tobbszempont: , reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, ek, diszkrepancia
Altalanositott ndom tulajdonsagok

Pll és Plll megerositése az ekvivalenciahoz

Legyen Pll+ és Plll4 az eredeti Pll és PIll megtoldva a
kovetkezdvel:

@ Van olyan k x k-as, k rangti szimmetrikus P = (p;j)
valdszinliség-mdtrix, hogy

d(U;, Uj) = M =pjto(l) (1<i<j<k), n— o0
Uil - 1Uj

o V1<i<j<késueU:
N1(u; Up) = (1 + o(1))pjn;.

Sejtés:
P0 = Pll+ = Plll+ = PIV = PO

igy PO, Pll+, Plll4, PIV mind ekvivalensek.



Tobbszen asok, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlens etek, diszkrepancia
dom tulajdonsagok

A bizonyitasokhoz hasznaltam

@ a Chung-Graham-Wilson, Combinatorica (1989) (egyrészes) és
Thomason, A., Dense expanders and pseudo-random biparite
graphs, DM (1989) (paros) kvazirandom becsléseket

@ a 25. és 26. Tételt

@ Borgs et al., Advances in Math. (2008) és Ann. Math. (2012)
grafkonvergencia és tesztelhet6 grafparaméterek eredményeit

@ Mp spektrumianak és spektrélis altereinek tesztelhetoségét

Jelolés: Pyy : L2(€') — L2(&) integral-operator, mely feltételes
varhaté értéket vesz a W grafonhoz rendelt W (1-re normalt)
egylittes eloszlas szerint, ahol £, &’ azonos D eloszldsiak (W
marginalisa), egyiittes eloszldsuk W, és

L2(6) = {¢: V = R, Ep(€) = 0, Varp(€) < oo}
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Tobbszemponti vagasok, reprezentacié és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia

Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Tétel (29. Tétel, B, EJC (2014))

Gn = (Va, Ap) — W, G, dsszefiiggd silyozott graf [0,1]-beli
él-siilyokkal, a cstics-stilyok pedig az dltalanos fokok. Mp
spektruma: |pn1| > |pn2| > -+ > |pnn| = 0. Akkor Vi > 1:

tni — pi(Pw) (n — o0), ahol pi(Pw) a Py kompakt, 6nadjungalt
operator i-edik legnagyobb abszoliit értékii s.értéke.

Tétel (30. Tétel, B, EJC (2014))

Tegyiik fel, hogy van olyan 0 < ¢ < 6 <1, hogy

‘,un,1| 2 eco = ’Hn,k71| >0>e> |Hn,k| 2 coe 2 |,Ufn,n’ =0.
Akkor Span {D,?up1, ....Dy " ?up _1} konvergsl Py analdg
alteréhez, azaz ha P, 1 jeldli a fenti altérre vald vetitést, Py_q
pedig az analdg vetitést (Pyy s.fliggvényeivel), akkor

||Pn,kfl = Pk,1|| — 0, n — 0oQ.

Kovetkezmany: :9,% szintén tesztelhetd.
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Tobbszempontu asok, reprezentacio és spektrum
Eredmények Véletlenség, nagy méretek, diszkrepancia
Altalanositott kvazirandom tulajdonsagok

Pl megerositése, PO — PI, Pl+ — PO0

Tétel (18. Tétel, B, LAA (2005))

Legyen (A,) n x n-es szimmetrikus mdtrixok sorozata,
nem-negativ, egyenletesen korldtos elemekkel, n — oco. Tegyiik fel,
hogy A,-nek van legaldabb k darab, \/n-nél nagyobb rendii
sajatértéke (k rogzitett), és a G, = (V, A,) graf csiicsainak van
olyan k-particicja, melyben a (strukturdlis sajatértékekhez tartozé
sajatvektorokkal legydrtott) reprezentdnsok k-variancidja O(1/n).
Akkor explicit konstrukcié adhaté olyan k? blokkbdl allé
szimmetrikus felfdjt B, matrixra, mellyel ||[A, — B,| = O(y/n).

A konstrukcié spektralis klaszterezassel torténik.

Azt is megmutattam, hogy az elemekre tett egyenletes korlatossagi
feltételek mellett egy n x n-es, nem-negativ elemii véletlen
matrixnak nagyon dltalanos feltételek mellett van legaldbb egy
\/n-nél nagyobb rendii sajatértéke.
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Keverék-modellek

EM algoritmus

Az eddigi mddszerek nemparaméteresek voltak.

Félparaméteres modellek: klaszterezés + a csiicsok
paraméterzezése tagsag szerint.

Dempster, Laird és Rubin, J. Royal Statist. Soc. B (1977):
Maximum likelihood from incomplete data via the EM algorithm.
Statisztikai minta egy n csticson értelmezett egyszerii graf

n X n-es, szimmetrikus szomszédsagi matrixa, A = (a,-j). Latszdlag
egyetlen mintank van, azonban a diagonalis feletti elemeket, mint
fliggetlen valdszinlségi valtozokat tekintjiik statisztikai mintanak.
A hidnyos adatrendszer, mivel a cslicsok klaszterbe tartozasat
(tagsdgat) nem ismerjiik. Ezért az A adatmatrixot a csticsok

Ay, ..., A, Gn. tagsagi vektoraival egészitjiik ki, melyek fiiggetlen,
azonos eloszlast k-dimenziés Poly(1, ) véletlen vektorok.
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Keverék-modellek

Homogén sztochasztikus blokkmodell

@ Adott k egészre (1 < k < n) a csticsok fiiggetleniil tartoznak a
C; klaszterekbe 7; valésziniiséggel, i = 1,..., k; Zf-;l m = 1.

@ (; és (; csiicsai egymastdl fiiggetleniil,
Plu~viue Gve G)=pj, 1<i<j<k

valdsziniiséggel vannak Osszekéotve.
A modell paraméterei:
e w = (m,..., k) tagsagi vektor

® k x k-as, szimmetrikus P = (p;;) valdsziniiség-matrix
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Keverék-modellek

Inhomogén sztochasztikus blokkmodell

@ Adott k egészre (1 < k < n) a csticsok fiiggetleniil tartoznak a
C; klaszterekbe 7; valdszintiséggel, i =1,...,k; Zf'(:l m = 1.

@ Az u € Cj és v € ( csiicsok egymastdl fiiggetleniil, py,
valészinliséggel vannak 6sszekotve, ahol

In P~ B4 B 1<i<j<k
1*puv

Csiszar V. et al., Algorithms (2012) és Rasch-modell (1961)
A modell paraméterei:

e = (m,...,m) tagsagi vektor

@ n x k-as B = () matrix
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Keverék-modellek

A likelihood fiiggvény a kovetkezo keverék

>oomm I pow(—pu)t—)

1<ij<k ueC,veG

A = (a,y): hidnyos 0/1 adatmatrix
A homogdn modellben: p,, modell-paraméter
Az inhomogén modellben:

eﬂuj eﬁvi 1

Puv = 1 + eﬁuj ef/jvi ’ = Puv = 1 —+ eﬂuj eﬁvi

aholuve G, ve (G, 1<i<j<k

A fokszamsorozat elégséges statisztika, ez Iép fel az ML becslésben.
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Keverék-modellek

Iteracié: kezdeti paraméterek és klaszterezés

E : kiszamoljuk A, feltételes varhatd értékét az el6zd 1épésbeli
modell-paraméterek és tagsdgok alapjan (feltételes varhaté
érték képzés és Bayes-tétel) = csticsok fuzzy klaszterezése
(vagy hogy abba a klaszterbe soroljuk a csicsot, amelybe a
legnagyobb valdszinliséggel tartozna)

M : az Gsszes Uj i,/ klaszterparraparra (1 < i <j < k)
kiilon-kiilon maximalizéljuk a likelihoodot a paraméterekben
— a paraméterek Uj becslése =—> E, ...

Exponenciilis eloszlascsalddban az algoritmus konvergenciaja
(bizonyos feltételek mellett, pl. a részgrafok nem esnek az
Erd3s—Gallai politép hatdrara) a likelihood-fiiggvény egy lokalis
maximumahoz garantdlt, B, Elbanna, JPS (2015).

Spektrilis klaszterezés jé kezdés (Ravi Kannan)
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Keverék-modellek

Koszonom mindazoknak

@ akik a témahoz kozel hoztak és a bizonyitdasokban segitettek:
Tusnady Gabor, Friedl Katalin, Kramli Andrds, Bojan Mohar

@ akiktdl hasznos tandcsokat kaptam: T. Sés Vera, Lovasz
Laszld, Simonovits Miklds

@ akik pozitiv id6t biztositottak mindehhez (2010: fél év
sabbatical, 2014: egy év csokkentett oktatési terhelés):
Horvath Miklds (intézet igazgatd), Simon Karoly
(tanszékvezetd)

@ akik nélkiil nem tudtam volna Gsszegyljteni és leirni
mindezeket: Csizmadia Akos (konyvtar) és egyéb technikai
segitség

@ kollégaknak, akik otleteket adtak és didkok, akik adatokon
alkalmaztdk az algoritmusokat: Kiss Gergé, BME és BSM
didkok



Keverék-modellek

A hallgatosagnak készéném a figyelmet
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Keverék-modellek

Reuvisiting the notion of graph convergence

Lovasz, Szegedi, J. Comb. Theory B (2006)
Borgs et al., Ann. Math. (2012)
G, — Wy means that for any simple graph F:

hom(F, G,)

vGvien —* hem(F, H) = > I wo 11 Pecreor
:V(F)—V(H) i€ V(F) ij€E(F)

If [V(F)| = m, then

hom(F, H) = hom(F, W) = / T Wi x) d .

O™ (ijeE(r)
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Keverék-modellek

Construction of a generalized quasirandom graph

Given k, P, and vertex-weights of the model graph H: consider the
instance when there are k sets Uy, ..., Ux C V of sizes ny, ..., ng
such that % = r; (i = 1,..., k). Let us choose the independent
irrational numbers aj; (1 <7 <j < k).

Then the subgraph on the vertex-set U; is constructed as follows:

UNV<:>{(U—V)204,','}§,D,',', i=1...,k.
The bipartite subgraph between U; and U;: v € U; and u € U;
u~ve {(u—v)Pay <p;, 1<i<j<k

Analytical number theoretical considerations guarantee that the
above fractional parts are symmetrically well-distributed over [0, 1]2
ifn—ocand & —r (i=1,...,k). V. T. Sés, Pinch, G. Kiss
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Keverék-modellek

Sharp concentration theorem

Theorem

W is an n X n real symmetric matrix, its entries in and above the
main diagonal are independent random variables with absolute
value at most 1. \1 > Ao > --- > \,: eigenvalues of W.

For any t > 0:

(1-o(1))¢?
3212

Y

NS

P(Ai —E\)| >1t) < exp( > when | <

and the same estimate holds for the probability

P([An—it1 = E(An—it1)| > ).

Alon, Krivelevich, Vu, Israel J. Math. (2002)
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Keverék-modellek

Consequence

Lemma
There exist positive constants C; and C, depending only on the
common bound K for the entries of the Wigner-noise W,,, such
that

P (W]l > G- v/n) < exp(—Go - n)

with probability tending to 1 as n — oo.

Borel-Cantelli lemma=-
The spectral norm of W, is O(y/n) almost surely.
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Keverék-modellek

P0—PIV

We use the results of Chung—Graham—-Wilson, Combinatorica
(1989); Lovasz—T. Sés, JCTB (2008) in view of which:

The vertex set of the generalized quasirandom graph G, (defined
by P0) can be partitioned into classes Uy, ..., Ug in such a way
that % — ri (i=1,...,k), that gives the strong balancing; the
subgraph G;; , is the general term of a quasirandom graph sequence
with edge-density tending to p;; (i =1,..., k), whereas Gjj , is the
general term of a bipartite quasirandom graph sequence with
edge-density tending to pj;; (i # j) as n — oo. Therefore, for the
subgraphs, the equivalent statements of Chung—Graham-Wilson of
the usual (1-class) quasirandomness are applicable, and similar
considerations can be made for the bipartite subgraphs as well.
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Keverék-modellek

Chung—Graham—Wilson: Quasi-random graphs,
k=1, p= %

@ Pi(s): for all graphs M(s) on s vertices,
INE
Ng, (M(s)) = (1—|—o(1))n5(§)(2) labelled induced subgraphs.

N (M(s)) = (1 + o(1))n*plEMENI(1 — p)()—IEME)]

o Py(t): e(Gp) > (14 0(1))5, Ni,(Cr)) < (1+ o(1))n"(3)".

2e(G,) > (14 0(1))pn®, hom(Cy, G,) < (14 o(1))ntpt.
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Keverék-modellek

Chung—Graham—-Wilson continued

N

2e(Gp) > (1 +0(1))pn=, A= (140(1))pn, A2 =o(n).

® Py: VS C V,e(S)=3|S]>+o(n?).
VX CV: e(X,X)=plX]?+ o(n?).
o Pr: Y, INo(u,v) — 4| = o(n?),
> uy IN2(u, v) = p?n| = o(n?).
Then for s > 4 and t > 4 even,

Py(4) = Py(t) = Pi(s) = P3 = -+ = P; = P(4).

Quasirandom graph: satisfies any (all) of the above properties.
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Keverék-modellek

Lemma 1.

If (Gii n) is quasirandom, then

Z No(u,v; Up) > (1 +o(1))pand, i=1,... k.

u,veU;

Proof: We drop the index n of the adjacency entries.

Z No(u, v; U;) = Z Z aytav

u,veU; u,veU; teU;
1
=D ) ae =) [M(E U = [ Mt U)P?
teU; ueU; veU; teU; teU;

= ;[26(Ui)]2 > j}[(l —+ 0(1))piinl2]2 _ (1 i 0(1))p,-2,~n,3,
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Keverék-modellek

Proof of Lemma 1, continued

where Ni(t; U;) denotes the number of neighbors of t in U;, and
e(U;) is the number of edges within the induced subgraph Gj; , of
Gp, induced by U;. In the first inequality we used the
Cauchy—-Schwarz, and in the second one, the first part of the
equivalent quasirandom property P> of Chung—Graham-Wilson.
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Keverék-modellek

Lemma 2.

If (Gjj,n) is bipartite quasirandom, then

S Na(u,vi U)) = (1 + o(1))pfmlny, i #].

u,veU;
Proof:
Z No(u,v; Uj) = Z Z autavt
u,vel; u,vel; tey;
=D 3D IETD DEVESD Y (ACT?)) et Sy A0S
tcUjucl;  veu; tey; J tey;

= {e(Un GIP > —[(1+ o()pyminl® = (1+ o(1))f?;
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Keverék-modellek

Proof of Lemma 2, continued

where e(U;, U;) is the number of cut-edges between U; and U;,
i.e., the number of edges in the induced bipartite subgraph Gj; , of
Gp, induced by the U;, U; pair. Here, in the first inequality we used
the Cauchy—Schwarz, and in the second one, the equivalent
quasirandom property of bipartite quasirandom graphs.
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Keverék-modellek

P0—PIV

In view of the lemmas and the the Cauchy—Schwarz inequality:

2

> INo(u,vi V) = pinil | < p D INa(u, v; Up) = pingl?

u,veU; u,vel;

=n7 > [Na(u,vi U = 2p5m; D No(u,vi Uy) + 7 (pny)?

u,veU; u,veU;
< n? {(14 o(1))pjnin; — 2(1+ o(1))pjn?n? + pinin?
— ro(L)er?? — o),
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Keverék-modellek

Proof continued

Suveu Ve, v G ~ hom(Ca, Gi.o)
e i =j: by Py(4),

hom(Cy, Gii n) < (14 o(1))pin}.
@ i # j: by Lovdsz—Sés (bipartite quasirandom graphs),

hom(C4, Gi',n)
T = (14 o(1))p-

Only 4-cycles in the above bipartition have to be considered; these
4-cycles have 2 vertices from U; and 2 from U;, and any 2 of the
common neighbors of u, v € U; in U; are possible candidates to
close a (labelled) 4-cycle with them.
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Proof of PIV=—P0

By C-G-W P7 = P4(s), the subgraphs Gj; , are quasirandom.
Likewise, if i # j, the bipartite subgraphs Gj; , are bipartite
quasirandom.

Therefore, G, is built of quasirandom and bipartite quasirandom
blocks, so under the strong balancing condition, they together form
a generalized quasirandom graph sequence on k classes and model
graph H, the vertex-weights of which are rq, ..., ri of the strong
balancing condition, and the edge-weights are entries of the
probability matrix PP = (pj;).
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For P0—PIl we use the following

Theorem (B, EJC (2014))

Gn = (Va, Ap) = W, G, connected with edge-weights in [0,1] and
the vertex-weights are the generalized degrees. Assume that there
are no dominant vertices. |fin1| > |pn2| > -+ > |pn,n| = 0 is the
spectrum of Mp .

Let pi(Py) be the i-th largest absolute value eigenvalue of the
integral operator Py : L?(¢') — L?(€) taking conditional
expectation with respect to the joint measure W embodied by the
normalized limit graphon W, and &, &' are identically distributed
random variables with the marginal distribution of their symmetric
Jjoint distribution W.

Then for every i > 1: pn i — pi(Pw) as n — oo.
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We use Theorem 6.7 of Borgs et al., Ann. Math. (2012), where
the authors prove that if the sequence (Wg,) of graphons
converges to the limit graphon W, then both ends of the spectra
of the integral operators, induced by W, 's as kernels (these are
the numbers %)\,-7,,), converge to the ends of the spectrum of the
integral operator induced by W as kernel. We apply this argument
for the limit graphon Wy of (G,). The same argument as in PO
=> PII can be applied to the convergence of the spectral
subspaces, so the convergence of the k-variances is also obtained.
The steps are proportional to rj's = strong balancing.

Pl does not necessarily implies PO!
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Strengthening of Pl

Pl+: A, has k structural eigenvalues A1, ..., Ak, such that the
normalized eigenvalues converge: %)\;’n — gjas n —
(i=1,...,k) with some non-zero reals qi, ..., gk, and the

remaining eigenvalues are o(+/n). Further, the k-variance S? . of
the k-dimensional vertex representatives, based on the eigen\}ectors
corresponding to the structural eigenvalues of A, is o(%). The
k-partition Py, = (U1, ..., Ukn) of the vertices of G, minimizing
this k-variance satisfies: ‘U—If' — r; with some r; (i =1,..., k).
Also assume that there is a k x k symmetric probability matrix
[P = (pjj) of rank k such that

Uin, U; o
d(Uin, Ujn) := &Uin. Up) —pj (1<i<j<k), n—oo. (1)

|UlnHU_/n‘
(l.e., the within- and between-cluster edge densities converge to

the entries of P.)

Budapest 2018



Keverék-modellek

By B, LAA (2005) we are able to find a blown-up matrix B, of
rank k and an error-matrix E, with ||E,|| = o(y/n) such that
A,=B,+E,(n=kk+1,...). Say B, is the blown-up matrix
of the k x k pattern matrix PP, the ij entry plg.") of which is the
common entry of the Uj, x U;, block of Bj.

Then using the relation between the cut-norm of a graphon and a
matrix, further, between the cut-norm and the spectral norm of a
matrix, and the transformation of a graph into graphon, we get
that

1 1 1 _
|We, o < 5 [Eall < —nl[Eall = —o(v/n) = o(n2),

where ||E,|| is the spectral-norm, ||E,||g is the matrix cut-norm of
E,. and Wk, denotes the graphon corresponding to the symmetric
matrix E, of uniformly bounded entries.
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Using the Steiner equality, we get that the squared Frobenius norm
of A, — B, restricted to the jj block, is

H(An - Bn)u”%‘ = Z Z auv pU

ucU, veU,

= Z Z auv - Uina an))2 + ‘UinHanKd(U"”’ U.I")

ucUj, veU,

where the edge-density d(Uin, Ujs) is now viewed as the average of
the entries of A, in the Uj, x Uj, block. Then by the inequality
between the Frobenius and spectral norms,

I(An = Bn)llE < nllAn = Bal* = nl[Ex||* = no*(v/n).
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Therefore, for every 1 < i < j < k pair: (d(Uin, Ujn) — p,(j"))2 <

— Uin
g 10 (V) = it n(2)? = no?(n71?) as el

when n — oo (i:1’:...n,k).

Eventually, we prove the G, — W} convergence by proving that
the cut-distance between the corresponding graphons tends to 0.
H is a model graph with vertex-weights r;'s and edge-weights pj;'s
in the Pl+ conditions.

Using the triangle inequality, we get

|We,—Whllo < [|We,—Ws, |lo+|We,—Ws,,p,.,llo+IWe,,p,.,— Whilo

were G,/ Py n is the factor graph of G, with respect to the
k-partition Py ,. This is an edge- and vertex-weighted graph on k

vertices, with vertex-weights ‘U—,;"' and edge-weights d(Ujn, Ujn),
ij=1,... k.
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The first term is || W, ||o = o(n~1/2). To estimate the second
term, observe that because B, is the blown-up matrix of P, with
respect to the k-partition Py ,, after conveniently permuting its
rows (and columns, accordingly). The gaphon Wg, is also stepwise
constant over the unit square, where the sides are divided into k
parts: the interval /; has lengths % (J=1,...,k), and over

li x I; the stepfunction takes on the value plg.n). By its nature, the
graphon W, /p, , is stepwise constant with the same subdivision of
the unit square, and over /; x /; it takes on the value d(Uin, Ujy),
i,j=1,..., k. But in view of the above,

[We, — We,/p,.,|lo = Vv/no(n=Y2) = o(1). The third term is
o(1), because of the assumptions |U’"‘ —ri (i=1,...,k) and
d(Uin, Ujn) = pij, i,j=1,..., k. Therefore,

W, — Wh||o = o(1) and so, G, — H, which finishes the proof.
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Under PO, the following holds for except o(n;) vertices u € U;, and
forevery i =1,... k: Ni(u; U;) = (1 + o(1))piin;.

Under PO, the following holds for except o(n;) vertices u € U;, and
for every 1 <i < j < k: Ni(u; Uj) = (1 + o(1))pjjn;.

The statement follows from the Py(s) (Vs) => P} implication of
C-G-W and its bipartite analogue.

The subgraphs ara almost-regular, the bipartite subgraphs are
almost-biregular: weaker than quasirandomness.
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Proof in the / = case

Let (Ui, ..., Uk) be the k-partition, guaranteed by PIIl+, such
that md(Gp; Ui, ... Ux) = o(1). Then by the extra conditions of
Plll+, for X C U;, Vol(X) = |X|(1+ o(1)) Zéf:l pieng, and so,

e(X, X) = pil X[> = e(X, X) = [d(U;, Up) + o(1)]| X[
E(U,', U,') V012(X)

Vol2(U;) 1 1))2 k . 2
Tromp ot pen (L o) (e piene)

— [e(X. X) — p(Us, UVo1%(X)] — o(1)p(Us, UVo12(X) — o(1)|X?

= e(X, X) - —o(1)|X|?

2
< mdg(Go; Un, ... Up)y/Vo12(X) — o(1)e(Us, Up) <\‘]’:’11((5))) —o(?)

= o(n?).
Then P4 implies P7 of Chung—Graham—-Wilson, that is our PIV.
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Proof of Theorem 25.

By an easy analysis of variance argument it follows that
k
s2 = Z dist 2(uj, F),
i=1

where F = Span {D'/?z;,...,D'?z;} with the so-called
normalized partition vectors z1, ..., zx of coordinates

zZjj = if j € V; and 0, otherwise (i =1,..., k).

1
\/Vol(V,-)

The vectors D1/2zl, e D'/2z, form an orthonormal system.
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By B, Tusnddy, Discrete Math (1994), we can find another
orthonormal system vi,...,v, € F such that

k
2 < Z |uj — vi||? < 252
i=1

We approximate the matrix D~Y/2WD =42 = 27 \ju;u’

()\1 = 1, u; = \/a)

by the rank k matrix Zf'(:l Aiviv] with the following accuracy (in
spectral norm):

n k n
E )\,-u,'u,-T — E )\,'V,'V,-T g )\iuiuiT
i=1 i=1

K
< Z |)\i|'HUiU,-T - V;V,-TH+
i=1 =kt 1
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This is further estimated from above with
k k
Zsina,— +e< Z lui —vi|| +e < V2ks +¢
i=1 i=1

where «; is the angle between u; and v;, and for it,

T
SIn — =

> EHUi—ViH

holds, i = 1,..., k.
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Based on these considerations and relation between the cut norm
and the spectral norm, the densities to be estimated in the defining
formula of volume regularity can be written in terms of stepwise
constant vectors in the following way.

y; := D71/2y; is stepwise constants on the partition (Va,..., Vi),
i=1,...,k

— Zf-;l /\,-y,-y,-T is a symmetric block-matrix on k x k blocks
belonging to the above partition of the vertices.

Let w,, denote its entries in the (a, b) block (a,b=1,..., k).
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The rank k approximation of the matrix W is performed with the
following accuracy of the perturbation [E:

k

IE|| = HW —~D(>_Nyiy/)D
i—1

k
D1/2(D71/2WD71/2 _ Z )\iViV,'T)Dl/z
i=1
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Consequently, the entries of W — for j € V,, j € V), — can be
decomposed as
wij = didjWap + 1jj

where the cut norm of the n x n symmetric error matrix E = (n;)
restricted to V; x V}, (otherwise it contains entries all zeroes) and
denoted by E,p, is estimated as follows:

|Eabllo < C/Vol(Va)y/Vol(Vy)(V2ks +¢),

where the constant C does not depend on n (due to the balancing
conditions on the vertex degrees and cluster sizes).
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Summarizing, for a,b=1,...  kand X C V,, Y C V:

(w(X,Y) = p(Va, Vp)Vol(X)Vol(Y)| =

~ Vol Vol
.Z.Z(d’df””ab*"?f )- Vol(V Wol(V) Z D (diciap + 175")
ieX jey ieV,jeVy,

Vol(X)Vol(Y Z St
=122 ;
ieX jey VOl VOl Vb ieEVLjeV,

< 2C(V2ks + £)1/Vol(V,)Vol(V})

that gives the required statement both in the a# band a=b
case.
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Proof of Theorem 26.

F .= W — DRD,

where R = (p(C,, Cp)) is the n x n block-matrix of k x k blocks
with entries equal to p(C,, Cp) over the block C, x Cp. With the
indicator vectors 1x and 1y of X C C; and Y C Cp,

[(1x,Fly)| < a*v/(1x, W1,)(1,,, Wly),

where 1,, denotes the all 1's vector of size n.
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D Y2FD~ /2 = Wy — DY/2RDY/2.

Since the rank of the matrix DY/2RD/? is at most k, by the
estimate of Thompson, we obtain the following upper estimate for

|pakl:
k| < SmaX(D_l/zFD—l/Z) - ||D_1/2FD_1/2”,

where ||.|| denotes the spectral norm.
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Let v € R” be the left and u € R” be the right unit-norm singular
vector corresponding to the maximal singular value of

D 2FDY/2 (u = +v).

In view of Lemma (Bollobas—Nikiforov), there is a step-vector

x € C" such that |jv — DY/?x|| < % and ||DY/?x|| < 1.

With them, we estimate the discrepancies.
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Hilbert-terek, egyiittes eloszlasok

A reprezentacids problémat altaldnositottam egyiittes eloszldsokra,
melyeknek az élsilyozott grafok és kontingenciatabldk specidlis
esetei. Az optimilis reprezentansokat itt dltaldnosabb Hilbert-terek
elemeiként definidltam és beldttam, hogy egyben megoldjdk a
szekvencidlis maximalkorreldcé-keresési feladatot, melynek elsé
|épése a Rényi-féle maximalkorreldcié meghatarozasa; véges
diszkrét esetben pedig a korrespondenciaanalizis feladatat kapjuk.

Az itt felsorolt technikdkkal nem csupan egységesen kezelheték az
el6zd tézisekben kitlizott feladatok, de az absztrakcié szintén
segitségemre lesz a 9. Tézisben kimondott tesztelhetdségi tételek
bizonyitasanal (végtelen élsilyozott graf- vagy kontingenciatébla
sorozatokat tekintiink, melyeknek hatarértékei az egyiittes eloszlas
szerinti feltételes varhaté értéket vevo integraloperator
magfiiggvényei lesznek).
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Valésziniiségi valtozok Hilbert-terei

(&,m) valds értékii valdszinliségi valtozépar az X' x ) szorzatér
felett.

Egyiittes eloszlasuk W, a IP és Q margindlisokkal.

Tth. & és n figgosége regularis, azaz W abszolut folytonos a

P x Q szorzatmértékre, és jeldlje w a Radon—Nikodym derivaltat
(Rényi Alfréd, 1959).

H=L2(&)ill. H' = L%(n): a &, ill. n valésziniiségi valtozdk P, ill.
Q mérték szerinti 0 varhatd értékd, véges variancidjl
fuggvényeinek tere, melyek Hilbert-teret alkotnak a kovariancidval,
mint belsé szorzattal; és melyek természetes médon be vannak
agyazva abba az L%-térbe, amit hasonléan a W egyiittes eloszlds
definial (Breiman és Friedman, ACE algoritmus, 1985).
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Feltételes varhato érték képzés operator

Integraloperator w magfiiggvénnyel:

Pv:H = H, % =Pyd=E@G|6), w(x)= /y w(x, y)é(y) Q(dy)

Py:H = H. o= Py =B(u[n). oly) = [ wix )i 5(d
Px és Py geometriailag vetitések, és egymds adjungaltjai a
(Pxd, ) = (Pyy), o) = Cov (1, ¢)

relacié miatt, ahol a Cov kovariancia-fliggvény:

Covyy (¢, ) = P(x)p(y)W(dx, dy)

XxY

_ / / P(x)é(y)w(x, y)Q(dy)B(dx)
X JYy
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Szo6kefalvi-Nagy és Riesz (1952), Rényi (1959)

Tegyiik fel, hogy

/X /y w?(x, y)Q(dy)P(dx) < oo

Diszkrét {w;;} egyiittes és {pi} (pi = >_; wy), {q;} (g = 3=, wy)
margindlis eloszlasok esetén ez azt jelenti, hogy

Sy (8 pgmyy

ieXx jey pidj ieX jey p'qj

ml'g abszolﬂt folytonos eloaszlas esetén, f(x, y) egyiittes és f1(x)

(fi(x) = [f(x,y)dy), fa(y) (R(y) = [ f(x,y) dx) marginilis
surusegekkel pedig, hogy

[ L (G Y aoptmanay = [ [ S gy <o
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Spektralis és szingularis felbontasok

Ekkor Py és Py Hilbert-Schmidt operdtorok = kompaktak
(teljesen folytonosak): diszkrét spektrumuk van.

Py =Y si.émii é Py=> s ¢i)nd;i SVD,
i=1 i=1

ahol 1 > s; > 55 > --- > 0 (ha megszamlalhatéan végtelen sok van
beléliik, akkor 0-hoz torlédnak). Amennyiben W szimmetrikus (H
és H' izomorfak olyan értelemben is, hogy azonos eloszlasii elemeik
egy-egyértelmiien egymashoz rendelheték), Py = Py 6nadjungalt
linedris operdtor. Ekkor Py : H' — H spektralfelbontdsa

Px = Xl ) et
i=1

ahol a sajatértékekre |\;| <1 teljesiil és

/
Px; = A\iv;
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Maximalkorrelacé (Gebelein és Rényi)

Keresendd & és 7 fiiggvényei korében az a ¢ € H, ¢ € H' par,
melyek korreldcidja a W egyiittes eloszlds szerint maximalis:

max  Covw(%¥, ) = s1
llll=ll¢ll=1 ( )

és a maximum a 1, ¢1 paron éretik el.
s1 = 0 pontosan akkor, ha & és 7 fiiggetlenek.
Ekvivalens minimumkeresési feladat:

2 2 2 _
min e=lP = min (017 H|9]P~2Cov (s, ) = 2(1-51)
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Korrespondenciaanalizis

Szorzatter kontingenciatabla wj; > 0 elemekkel
(erll _] 1 Wi = 1)

X ={1,...,m}: sorok, Y ={1,...,n}: oszlopok.
Marginélisok Pls---sPm €S q1,..-,qn-

Py : H — H, Py¢ = 1) operator hatdsa:

¢(i):l_ZWU¢(f):Z i #()g;, i=1,...,m.

piqj

Py integraloperator a % magﬂjggvennyel és SVD-je a
idj

n

(i) =
V=3 5

miatt a W, = P~ Y2WQ /2 matrix 3/ _¢ skvku] SVD-jébsl
adodlk Az si- hez tartozéd ;, ¢; fuggvenypar Iehetseges felvett
1/2

(Vaiel)), i=1,...,m.
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Reprezentacios tétel egyiittes eloszlasokra

Definicié

Az (X,Y) k-dimenziés véletlen vektorpdr — ahol X ill. Y
koordinatai H- ill. H'-beliek, X; és Y; korreldlatlanok, ha i # |,
kiilbnben pedig X; és Y; egyiittes eloszlasa W — a W egyiittes
eloszlds k-dimenzids reprezentaciojat valositja meg, ha
EpXXT = I, EQYYT = Iy, és reprezentdcid koltsége

Q(X,Y) = Ewl|X — Y.

Tétel

Legyen W egyiittes eloszlds a P és Q marginalisokkal. Tegyiik fel,
hogy a Px : H — H feltételes vdrhaté érték vevés operatoranak k
legnagyobb szinguldris értéke pozitiv: 1 > s1 > sp > --- > s > 0.
Akkor a fenti k-dimenzids reprezentacié minimalis kdltsége
225-(:1(1 —s;) és a minimum a (Y1, ...,%k) és (o1, .., 0k)

\
|
\

\
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Reprezentacios tétel szimmetrikus egyiittes

eloszlasokra

Definicié

Az X k-dimenziés véletlen vektor — koordinatai H-beliek —a W
egylittes eloszlds k-dimenzids reprezentdcidja, ha EpXXT =1,. A
reprezentacid kéltsége Qx(X) = Ew|X — X'||?, ahol X és X'
azonos eloszldsuak; X; and X; egyiittes eloszldsa W, mig X; és X;
korrelalatlanok (i # j).

Tétel

Legyen W szimmetrikus egylittes eloszlas a P marginalissal.
Tegyiik fel, hogy a Py : H' — H feltételes vdrhatd érték vevés
operdtoranak (H és H' izomorfak) k legnagyobb sajatértéke
pozitiv: 1 > X1 > Xp > --- > A\ > 0. Akkor a fenti k-dimenzios
reprezentacio minimalis kéltsége 2 fozl(l — \i) és a minimum a
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A szimmetrikus maximalkorrelacio és RKHS

Szimmetrikus W esetén is a Rényi-féle maximéalkorrelacié a
feltételes varhatd érték vevés operatoranak legnagyobb szingularis
értéke, vagy ami ezzel ekvivalens, sajatértékéi abszolit értékének a
maximuma, azaz mindig pozitiv. A legnagyobb sajatérték az tn.
szimmetrikus maximalkorreldciét adja, ami azonos eloszlasu
fliggvénypdron vétetik fel (és nem feltétleniil pozitiv):

R = max Corr N.
1 i, W(¢> w )

A Cheeger-egyenlétlenség miatt

1- _
2”3 min  Py(y € Bl € B)<y/1—r2, ha r >0.

BCR Borel-h.
G id.
Io(veB)<1/2
(Az r; > 0 feltétel ekvivalens a \] < 1 feltétellel.)
Reprodukdalé magu Hilbert-terek

Budapest 2018




Keverék-modellek

Eredeti kép és a pixelek 3, 4, 5 szinnel (klaszterrel)

(48 x 48 pixel)
Mp strukturalis sajatértékei:
0.137259, 0.014255, 0.000925,
—0.0006707, —0.0006706,...

Gauss-mag

image segmentation
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Expander mixing lemma és megforditasai

k = 1 esetben ,expander mixing lemma” irreguldris G grafra:

Tétel (Chung-Graham, RSA (2008))

md;(G) < [Mp|| = || <= [[Kellw (jumble norm) < ||Kq|

Kg : L2([0,1]> — R magfv, mely a W; grafonhoz tartozik (a
csticsok az ltaldnos fokokkal vannak stilyozva).
Kij=gq —1
= . , , .
K¢ s.értékei =Mp s.értékei
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