Algebra 1. 3. feladatsor 2023.09.20.

Homomorfizmusok és normalosztok

1. Mutasd meg, hogy a @ kvaterni6csoport minden részcsoportja normaloszto!
2. Legyen G csoport és H < G. Déntsd el, melyek igazak az alabbi allitasok koziil.
a) Mindig van olyan homomorfizmus G-bdl, amelynek a magja H.
b) Ha H < G, akkor van olyan homomorfizmus G-bdl, amelynek a magja H.
¢) Mindig van olyan homomorfizmus G-be, melynek a képe H.
d) Tetszdleges ¢ : G — K homomorfizmusnal p(H) < K.
e) Ha H < G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor o(H) <1 K.
f) Ha H < G, és ¢ : G — K homomorfizmus, akkor o(H) <1 ¢(G).
g) Tetszoleges ¢ : G — K homomorfizmusra n | |G| esetén n | |p(G)].
h) Tetszbleges ¢ : G — K homomorfizmusra |G| < oo és n | |¢(G)] esetén n | |G].
3. Legyen N <G egy 2 rendt normaloszté (azaz |N| = 2). Mutasd meg, hogy gn = ng minden g € G-re
és n € N-re!
4. Mutasd meg, hogy ha N < G, és |G : N| paros, akkor van olyan H, amelyre N < H < G és
|H:N|=2.
5. Legyen ¢ : G — H and v : G — K homomorfizmusok, tgy hogy ¢ sziirjektiv. Mutasd meg, hogy
pontosan akkor létezik olyan o : H — K homomorfizmus, melyre 1) = o, amikor Ker(¢) < Ker(1))!
6. * Legyen G egy paratlan rendii csoport és g € G —{e}. Mutasd meg, hogy g és g~ nem konjugaltak!
7. * Legyen G egy csoport, H <G egy véges ciklikus normaloszt6 és K < H. Bizonyitsd be, hogy ekkor
K < G! Igaz-e hogy ha H <G és K < H, akkor K <1 G?
8. A Lagrange-tételt felhaszndlva mutasd meg, hogy
a) a?~1 = 1(mod p) minden p primre és a € Z, (a,p) = 1-re (kis Fermat-tétel),
b) a?™ = 1(mod n) minden a,n € N, (a,n) = 1-re (Euler-tétel).
9. Mutasd meg, hogy ha G egy n elemi csoport és m € N, melyre (n,m) = 1, akkor
a) g =e=g=ce,
b) Minden g € G-re az ™ = g egyenletnek egy megoldasa van G-ben!
10. * Legyen G egy n rendi csoport. Mutasd meg, hogy ha p az n egy primosztoja, akkor van G-ben p

rendd elem! Igaz-e ez tetsz6leges d|n-re?
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