Algebra 1. 9. feladatsor 2023.11.15.
Véges testek és UFD-k

1. Legyen R egy integritasi tartomany és b, c € R. Mutasd meg, hogy
a) (b)(c) :={z - ylw € (b),y € (c)} = (be) &s
b) (b) + (¢) :={z +ylz € (b),y € ()} = (b, ¢)!

2. Legyen F test. Mutasd meg, hogy az F"*™ gyfiri (az n x n-es F feletti matrixok a szokasos miivele-
tekkel) egyszert (azaz csak trivialis kétoldali idealjai vannak: {0} és F™*")!

3. Mutasd meg, hogy ha R integritasi tartomény, akkor p € R prim <= R/(p)-ben nincs nulloszté!

4. Bizonyitsd be, hogy minden véges integritasi tartomany test.

5. Mutasd meg, hogy Fs = Za[z]/(23 + = + 1) test. Mik az F§ = (Fg \ {0}, ) csoport generéatorelemei?
Hasonléan lasd be, hogy Fg = Zs[x]/(2? + 1) test és hatarozd meg F} generatorelemeit!

6. Tekintsiik a paros szamok (nem egységelemes) gytrijét. Mik a primek és az irreducibilisek? Mutasd
meg, hogy ez a gylri nem UFD!

7. Ellensrizd, hogy (6v/2 — 7)(3 +v/2) = (3 + 4v/2)(5 — 31/2) és ezek mind irreducibilisek Z[v/2]-nen!
(N(rs) = N(r)N(s), ahol N(a+bv/2) = a®>—2b? a norma). Be lehet latni, hogy Z[v/2] UFD. Hogyan
lehetséges ez?

8. Ellendrizd, hogy 6 = 2-3 = (1 — v/—5)(1 + v/—5) két nem-ekvivalens faktorizacié Z[/—b5]-ben, és
ezért Z[v/—5] nem UFD. Mutasd meg, hogy a felbontasokban szerepls elemek altal generalt fSidealok
nem maximalisak. Mik az ezeket tartalmaz6é maximalis idealok?

9. * Tekintsiik az algebrai egészek Z halmazat (azon komplex szamok halmazét, amelyek elGallnak egy
egy f6egylitthatos Z[x]-beli polinom gyokeként)!
a) Mit kell ellendrizni, hogy lassuk, hogy (Z, +, ) gytirti a szokdsos miiveletekkel?
b) Mutasd meg, hogy Z-ben minden irreducibilis prim, de a gytirti nem UFD!

A feladatsorok elérhetsk a honlapomon: www.math.bme.hu/~merdelyi/algl/



