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1. Kombinatorikus leszamolasok

ismétlés nélkuli ismétléses
permutacio n! e
n futd beérkezésének sorrendje | n golyot ennyi féle képpen allithatunk sorba,
haki, ks, ...k, db kilén-kilon egyszini
variacio #‘k), 1*
n futd beérkezésének sorrendje [ darab bet(i6l készitheh
ha csak az efsk helyet tekintjiik k hosszu szavak szama
kombinacid (v) = mos ("t
n golydbdl kivalasztunke darabot | k féle sititbl (sok van bedliik) hazavisziink
€s nem szamit a kivalasztas sorrendje  [-et, ennyi féleképpen tehetjiik meg
1. A héttdrpe minden este mas sorrendben szeretne sorba allni, amikor Héfehérke a vacsorat osztja. Hanyfélekép-

pen tehetik ezt meg?

Hanyféle sorrendben rakhatdk ki a MATEMATIKA sz6 bet(i?

. Egy versenyen 5-en indulnak, az Gjsagok ag kErom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista? (Kozlik
a helyezést is.)

. Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphat6: vanilia, csoki, malna, pisztacia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szamit a gombdcok sorrendje is, és lehet 1 fajtabdl tébbet is venni?

. Van 6 lanyismdysom, és 2-t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?

. 3 (j tanart és egy titkaéh akarnak felvenni egy iskolaban. 6 tanar és 3 titkgelolt van. Hanyféleképpen
kerllhetnek ki k6zuluk az iskola Uj dolgoz6i?

. Egy szamkombinaciés zarat 3 db kuléndpx és 10 kdzoétti szam begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk, hogy
a szamok ndvel¥sorrendben vannak. Hany ilyen kombinéacié van?

2. Valbészinlség

Elvégziink egy kisérletet, példaul feldobunk egy kockat, amelynek lehetséges eredményeit (adott esetben 1, 2, 3, 4,
5, 6 eseteketjimeneteleknek nevezziik. A kimenetelek halmazat (6sszességéthénytének nevezziik. A kimene-

teleket mi valasztjuk meg. Megtehetjik azt is, hogy azt a két ¢eléglet nézzik, hogy hatost dobtunk-e, vagy sem.
llyenkor 2 kimenetel van: 6-0s, vagy nem 6-0s, az eseménytér egy kételem(l halmaz. A kimeneteleket, vagy azok
flggvényét valoszinliségi valtozonak nevezzik, példaul X="kockadobasnél a folul lathaté6 szam" egy valdszinlségi
valtozo. llynekor 6 kimenetel van; 2, 3,4, 5, 6, az eseménytér &, 2, 3,4,5,6}



Ha az adott szamok négyzetét tekintjuk, akkorlaz> 1,2 — 4,3 — 9,4 — 16,5 — 25,6 — 36 fliggvényre
gondolhatunk, amely aZl, 2, 3, 4,5, 6} eseménytéren értelmezett. llyenkor tekinthetjik édpla {1, 4, 9, 16, 25, 36}
eseménytért is, ezt mi valasztjuk meg.

Egy kisérletsorozatban az egyes kimenetelekhez tartozo relativ gyakorisagok a kisérletek szamanak novelésével
bizonyos értékek koril "ingadoznak" (a kisérletszam nodvelésével konvergalnak egy-egy elméleti értékhez), ezt az
értéket nevezziik az adott kimenetaldszinliségnek.

A kisérlet elvégzése kdzben nézhetjik azt, hogy egy adetnényallitas) bekdvetkezik-e. Olyan eseményekkel
fogunk foglalkozni, amelyek bekdvetkezése egyértelmiien eld@nth&tsérlet kimeneteléh Ha példaul a kocka-
dobés esetén ha az eseménytéfia2, 3, 4,5, 6}, akkor az az esemény, mely szerint parosat dobtunk-e elddrahet
kimenetel ismeretében, mig az, hogy az asztal melyik részén allt meg a kocka, mar nem.

Egy esemény valoszinliségének elméleti kiszamolasahoz csak egy egyszeri elvet hasznalunk fel: ha a kimenetelek
egyforman valészinlinek tekintl@ét, akkor egy adott esemény valészinlisége:

kedvezd kimenetelek szama

valoszinlség- - . .
az 6sszes kimenetel szama

Biztos esemény 1 val6szintiségi (pl. a kocka dobasanal mekkora valoszinliséggel dobunk pozitiv szamot), ez "mindig"
bekdvetkezik.
Lehetetlen esemény valdszinlisége: 0.

Feladatok

7. Négyszer dobunk érmével és megfigyeljiik mindegyik érmén, hogy melyik oldal van felil. irjuk fel az esemény-
teret!

8. Addig dobunk érmével, amig méasodszorra fejet nem kapunk. irjuk fel az eseményteret!

9. Feldobunk egy érmét kétszer egymasutan. Mi a valosziniisége, hogy dobunk fejet? Es hogy pontosan 1 db fejet
dobunk?

10. Mi avalészinlisége annak, hogy 10 dobasbdl legaldbb egy 6-0s?

3. Varhato érték, szérasnégyzet, széras

A lehetséges kimeneteleket jeldljik-vel, a hozzajuk tartozé valészinliségeket pedligel. Ekkor
1. Varhat6 értékE(X) => . p; - x;
2. Szérasnégyzett?(X) = >, pi(wi — BE(X))? = (X, pizi®) — (E(X))?
3. Széraso(X) = \/o?(X)

A nagy szamok toérvénye (tétel) szerint a kisérletszam nodvekedésével az atlag a varhato értékhez, a széras az
elméleti iton kiszamolt sz6rashoz konvergal.

Feldobtam egy kockat 200-szor. Minden egyes dobéas utan kiszamoltam az addig dobott érékek atlagat és szorasat.
Az eredményt az 1. dbra mutatja.

X helyett tekinthetjiik (X )-et, azazX egy figgvényét (példaul a kockadobas eredményeit négyzetre emeljiik). A
t(X) varhato értékére és szorasara a kovdikisszefuggések adodnak:

1. Varhato értekE(t(X)) = >, pi - t(x;)
2. Szérasnégyzetr®(t(X)) = X, pi(t(z;) — B(t(X)))? = (X, pit(z:)°) — (E(t(X)))?
3. Sz6réso(t(X)) = /a2 (X))

Szemléletesen olyan, mintha a kocka oldalaira Gj cimkéket ragasztanfi9k 16, 25, 36 szamokkal, igy nem megle-
p6, hogy a képletekbep; értékek véaltozatlanok maradnak, migt mindenhol formalisan kicseréljuKz;)-re.
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Feladatok

11. Mennyi a szabdlyos kockaval végzett kockadobdas soran a dobott szam varhat6 értéke? Szérasa?

12. A kockadobds értékét megszorz8smal, és hozzdadoko6t. Mennyi az igy kapott szam varhato értéke? Sz6-
rasa?
13. Adiszkrét P eloszlas tagjai: p(x% (x=1,2,3,4). Mennyi az eloszlas varhato értéke? Szérasa?

14. Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft és 535 millié Ft fix nyereményeket a lotton. 150 Ft-os jegyarral
szamolva, mekkora, egy szelvénnyel fogadva, nyereségiink varhaté értéke?

15. Péter, ha kockaval paratlant dob 100 Ft-ot veszit, ha 6-ot dob 400 Ft-ot nyer, ha 2-6t, vagy 4-et dob, Gjbdl dob.
A masodik dobasnal 10 Ft-ot nyer, ha parost dob, 20-at veszit, ha paratlant Glojd &k ez a jaték szamara?

4. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra ugy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részintervallumara annak
hosszéaval aranyos valészinliséggel essen, akkor a pont koordinatéja egyenletes eloszlasu az adott intervallumon. Jelélje
a ésb ennek a véges intervallumunk két végpontjat. Annak a val6szinlsage, hogy egy ilyen eloszlasu véletlen szam
egyd hosszusagu szakaszba essen (a fentiek ala@i@ﬁ.):

az eseménynek megfebehalmaz hossza
az egész esemeénytér hossza

valoszinliség-
Hasonlé elgondolas alapjan ha egy pont egy véges teriletl siktartomany barmely részére a kivalasztott rész teri-
letével aranyos valészinliséggel esik, akkor a pont helyének eloszlasa egyeneletes eloszlasu az adott siktartomanyon.

az eseménynek megfefiehalmaz terilete
az egész esemeénytér teriilete

valészinliség=
Véges térfogatu térrészen értelmezett egyenletes eloszlas esetén:

az eseménynek megfebehalmaz térfogata
az egész eseménytér térfogata

valoszinliség=

Feladatok:

16. Mi a val6szin(isége, hogy erzaka almombadl felriadva a nagymutatd az dralap képzeletbdeiggzépvo-
nalahoz képest jobbra van? Es annak a valdsziniisége, hogy a koriv 5-6s és 6-0s szamjeg%kmén
van?

17. A mozigép egy film kbzepén elromlott, és szerencsétlen modon a szalagtovabbito elszakitotta a filmszalagot (a
szakadas méleges lett a szalag haladasi iranyara). Egy képkatkan hosszu és a képkockak kdzdthm-es
felhasznalatlan csik van. Mi a valdszinlisége, hogy a masina egy képkockaba szakitott bele?



18. Egy szabalyos haromszégbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszdg oldalait. A haromszég belsejében egyene-
letes eloszlas szerint valasztunk egy pontot. Mi a valdszinlisége, hogy a pont a kor belsejébe esik?

19. Miavalészinlisége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok altal meghatarozott négyzetben egyenletesen valasz-
tott pont koordinatéi kozul
a) az el koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?
b) az el$ koordinata négyzete kisebb a masodik koordinatatél?
20. Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink, hogy mindkét oldalanak hosszat egymastdl fuggetlendil 0 és 1 kdzott

egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valészinlisége annak, hogy a téglalap kerilete nagyobb 2 hosszegy-
ségnél, és a teriilete kiseBHteriletegységnél?



