Matematika B4
IV. gyakorlat

2006. marcius 9.

1. Eloszlas- és sirlségfuggvény

Ha azX egy folytonos valészini{iségi valtozé, akkiret jol jellemzi az eloszlas- illetve a siirliségfliggvénye (azaz ha
meg akarunk mindent mondafi-rol, akkor elég ezek valamelyikét kiszamolni).

Az eloszlasfliggvényjellemzbi: Az eloszlasfiiggvény: pontban felvett értéke megadja, hogy &zvaloszinliségi
véltoz6 mekkora val6szinliséggel vesz fekkaszamnal kisebb értéket:

Flz)=P(X <=z
Egy folytonos eloszlas eloszlasfliggvényére mindig teljesdil:
1. a(—o0)-ben0-hoz, acc-banl-hez tart
2. monoton novekd (nem feltétlendl szigortan!) vagyis ha < x5, akkor F'(z1) < F(x3)
3. mindenhol folytonos
Forditva is igaz: az ezeket a tulajdonsagokat tefesiggvények mindegyike egy folytonos eloszlas eloszlasfiigg-
vénye.

Diszkrét esetben az eloszlasfliggvény "l€sts

Altalaban eloszlasfiiggvényekkel szoktunk szamolni, déoetlul, hogytulélési fliggvénnyelkdnnyebb kifejezni va-
lamit: T'(z) = P(X > z). Nyilvan F(x) + T'(x) = 1 mindenz-re.
A s(rliségfiiggvénytulajdonsagai:

1. f(z) > 0 mindenz-re

2. j"o flz)de =1
Forditva is igaz: az ezeket a tulajdonsagokat tefefSiggvények mindegyike egy folytonos eloszlas s(ir(iségfliggveé-
nye.

Minden z-re F(x) = f f(t)dx ezértF’'(x) = f(x) minden olyanz-re, ahol F'(z) derivalhato. Igaz tovabba,

hOny(l) = hmaﬂzf,bﬂer w

Feladatok

1. Ellerbrizzik, hogy az alabbi fliggvények eloszlasfliggvények-e (ahol a fliggvény nincs megadva, ott automati-

kusan 0)! Adjuk meg a tulélési fiiggvényt és a sirliségfiiggvényt is! Abraziiket



a)

b)

Fz)=1-¢2% ha 0O<ux
c)

Fla)=1——— ha z>1

z+1

d)

Fz)=1-¢*"1' ha z>-1
e)

F(m):l% ha 0<z<10 és 1 ha z>10
f)

—6 ,
F(z) = 5 ha 6<z<8 és 1 ha x>8

2. Az alabbi fiiggvények melyike striiségfiiggvény (amelyik tartomany nincs megadva, ott a figgvény 0) ? irjuk
fel az eloszlas és tllélési fliggvényt is, és abrazoljuk ezeket.

a)

h(x):é ha2 <z <5
b)

i(x)=2¢"* ha x>0
c)

jlx)=2zx ha 0<z<l1
d)

flxy== ha z>1
e)

g(x)z% ha 0<z<2

2. Valoszinlségi valtozék generalasa RND segitségével

Ha azF () eloszlasfuggvény inverzé—(y), akkor F~1 (RN D) valészinliségi valtozo eloszlasfliggvényer). Ezt
felhasznalva generalhatunk teffeges folytonos eloszlas valészinliségi valtozot egy egyszerii zsebszamoldgép segit-
ségével! Megadott diszkrét eloszlashoz pedig konny(l olyan &&pdsiggvényt értelmezni, hogy( RN D) eloszlasa

a megadott eloszlas legyen.



3. Varhato érték

Az X val6szinliségi valtozéarhato értéke:

folytonos esetben®(X) = [ z- f(z)dt
—00

diszkrét esetber(X) = >« - p(x)

és tetspleges t(X) nggvéayének varhato értéke (hasonloan a diszkrét esetben tanultakhoz képzelesmsljik
ki t(x)-ra):

folytonos esetben® (¢(X)) = T t(z)f(z)dx
diszkrét esetber® (¢t(X)) = i;?x)p(m)

4. Exponencidlis eloszlas

A paraméter(i exponencidlis str(iségfiiggvérye) = \e=** haz > 0, egyébkénd, eloszlasfiggvényeF (z) =
1 — e~ ** haz > 0, egyébkéno.

Megjegyzés: Az eloszlasra gondolhatunk ugy, minthahkiddk6zonként vizsgalunk egy "6rokifja" tulajdonsagu
alkatrész élettartalméat, ami kisesetén korulbeliiNk valoszinliséggel romlik €l idétartam alatt. igy egy diszkrét
eloszlashoz jutunk. Ha-val tartatunk0-hoz, akkor a diszkrét eloszlas eloszlasfliggvénye kozelitipmraméterd
exponencialis eloszlas eloszlasfiggvényét.

A )\ paraméterii exponencialis eloszlas varhato értéke: Tehat ha egy exponencialis eloszlasu valészinliségi
valtoz6 varhato értéke adott, akkor a paramétere a varhato érték reciproka.

Feladatok:

3. Adott egy "orokifji" tulajdonasagu alkatrész, amely exponencialis eloszlast kdwvet varhatd értékkel. Ha
az élettartalmat olyan digitalis 6raval mérjik, ami

a) percenként
b) masodpercenként

ugrik, akkor a mért élettartam diszkrét eloszlast kdvet. Hatarozzuk meg ezeket az eloszlasokat!

4. Egy utcai telefonflilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekber% méraeméter
exponencialis eloszlasu. Mi a valoszinlisége, hogy 5 perc mulva sem kerulok sorra?

5. Adott tipusu elektromos berendezések 2%-a 1000 Gzemoran belil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasodésig
eltelt idd exponencialis eloszlast kovet. Mekkora a valészinlisége, hogy egy ilyen berendezés az éatlagosnal
tovabb mlkodik?

6. Egy o6rokifja tulajdonsagu viIIanykt')rténél annak a valészinlisége, hogy 2000 6ranal tébbet izemel. Egy va-
rosban 200 ilyen &f helyeziink el. Mi a valészinlisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppend Shaegt?

7. RN D egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtodd 4 intervallumon. Keressuink alkalmasiiggvényt, hogy
X =t(RND)

a) 2 paraméterii exponencidlis eloszlasu legyen.
b) = € [10, 30]-on egyenletes eloszlasu legyen.

8. A zsebszamologéB N D gombja és egy transzformacio segitségével generaljunk hardthC' HY eloszlasu
pontot. (Segitségiil @ AUCHY eloszlas eloszlasfiiggvényk:t Areen(z)y

9. Diszkrét eloszlas generalaBadv D segitségével.

a) Generaljunk kockadobast!



b) Addig dobok fel egy szabalyos érmét, amig fejet nem kapok. A dobasok szamat jetokiikl. Erme
feldobasa nélkul végezziink kisérleteket (minden kisérletltzR N D-t hasznalhatunk).

¢) 3-szor dobunk kockaval, és megszamoljuk, hogy a dobasok soran hany hatos férduketka feldobasa
nélkul szamolégéppel generaljunk kisérleteket.

10. Mi a kévetked eloszlasok, illetve valdszinliségi valtozok varhaté értéke:

a) (3,11)-en folytonos egyenletes eloszlas.

b) (0,1)-en két figgetlenil vett egyenletes eloszlasu pont kdzil a nagyobbik eloszlasa.

c) (0,1)-en harom fuggetlenil vett egyenletes eloszlasu pont kdzil a legnagyobbik eloszlasa.

d) (0,1)-en 6t fuggetlenul vett egyenletes eloszlasu pont kdzil a masodik legnagyobbik eloszlasa.

e) Arcsin eloszlas (emlékezéetek: origo kdzéppontl egységnyi sugaru félkériven vett egyenletes eloszlast
levetitiink a szamegyenesre).

f) VRND
g) RND?
h)y RND"

11. A[0,1] intervallumon egyenletes eloszlassal és egymastél fliggetlendl kijelélink 4 pontot. Mi a nagysag szerinti
3. pont eloszlasfliggvénye? Es a slrliségfiggvénye? Varhaté értéke?

12. Mi a kovetked diszkrét eloszlasok varhat6 éréke:

a) 10-ed rendlil /6 paraméter(i binomidlis eloszlas.

b) 1/6 paraméter(i geometriai eloszlas, azaz hanyadikra jon ki &hatss.

¢) Szamoljuk ki azi-edrend(p paraméterii binomidlis eloszlas varhato6 értékét!

d) Szamoljuk ki gp paraméterii (optimista) geometriai eloszlas varhato értékét!

e) Addig dobok, amig masodszorra fejet nem kapok. Mi lesz a dobasaim szamanak varhato értéke?
f) A masodik 6-osig dobok. Mennyi lesz a dobasaim szdmanak varhato értéke?

13. Vegyiink egy(0,5)-6n egyenletes eloszlas szerint egy szamot, majd emeljik négyzetre. Mennyi lesz az igy
kapott szdm vérhat6 értéke?

14. Szamoljuk ki &\ paraméter(i exponencialis eloszlas eseférvarhatd értékét!
15. Adott f(x) slrliségfiiggvény mellett milyenértékre lesz

a) [(z—c)*f(z)dx
b) [ |z —c|f(x)dx

minimalis?

5. Sdrlsegfuggveény a sikon
Surlségfliggvény tulajdonséagai:
1. f(z,y) > 0, mindenz, y valés szamra.

2.

[o olNe o}

/ / f(@,y)dzdy =1

—0o0 —O0



Az A tartomanyba esés valoszinlisége:

P(4) = [[ @ g)dody
A

Az (X,Y) val6szinliségi valtozok egyuttes siirliségfiggvényének szamolasahoz a kdestefliggést hasznaljuk
fel:

. . P(X €(z,xz+ Ax),Y € (y,y + Ax))
Tyl = Jim, A Ac-Aa

Raszikitink aZx,y) pontra egy téglalappal, és a hatarértékben kapott érték lesz a sirliségfiiggvény értéke az
helyen.

6. 2-dimenzids valoszinlségi valtozo6 fiiggvenyének varhato értéke
A t(X,Y) valészin(iségi valtoz6 varhat6 értéke:
Példaul X és Y szorzatanak varhato értéke:

7 7wyf (z,y)dxdy

—00 —0O0

t(z,y) - f(z,y)dzdy

\8

3

Feladatok:

16. Az alabbi figgvények melyike sirliségfiiggvény? (amelyik tartomany nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)
4
f(x,y)=g(x+xy+y) , ha 0<z<l1, O<y<l
b)
f(x,y):)\Qe_’\(x+y) , ha z>0 y>0
c)
f(z,y) =42y —10 , ha 2+y? <1
d)
1
f(%y):; , ha O<y<z<l

17. LegyenRN D; ésRN D, fiiggetlen(0, 1)-en folytonos eloszlasu valésziniiségi valtozok. irjuk fel

a) (RNDl,RNDg)
b) (RND;?, RN D,?)
¢) (RND:® VRND,)

strliségfliggvényét!



18. Vegyiik az @z feladat b.) részében megadpttr) = \2e~*(=+v) fliggvényt. Szamitsuk ki az alabbi esemé-
nyek valészinliségét:
A0<X<lésO<Y <1
b) 1< X <56és2<Y <8
)< X<1
d3<Y <5
19. Hatarozzuk meg c-t agy, hogy f(x,y) slrliségfiiggvény legyen:

flz,y)=cy , ha >0, y>0, z4+y<l
20. Vegylk az alabbi sirliségfuggveényt:
z,y)=— , ha 0<z<l1l, 0<vy<z?
flz.y) 7 y
a) lgazoljuk, hogy ez val6ban stiriségfiiggvény!
by P(X +Y < 1)=?
c) P(X <z)=?
d) P(Y <y) =?



