1. Fiiggetlen események
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Tobb - mondjuk n - esemény esetén 2™ darab egyenlGtlenség teljesiilése jelenti a fiiggetlenséget. Ezek koziil az
egyenl6tlenségek koziil - a fenti logikat kovetve - az elsot, egy kdzbens6t és az utolsét adjuk itt meg:

3. gyakorlat

Matematika A4

Vetier Andras kurzusa

2009. februar 27.

Az A és B események akkor és csak akkor fiiggetlenek,ha az alabbbi négy egyenlGség teljesiil:

(Nem nehéz belatni, hogy a fenti négy egyenldség kozill akdrmelyik maga utdn vonja az Gsszes tobbit — ez csak 2
eseménynél teljestil.)

Harom esemény esetén a fiiggetlenség nyolc egyenléség teljesiilését jelenti. A nyolc egyenléséget egy logikus
sorrendben adjuk meg:

P(A; N A; N AN~ N Ay) = P(A)P(A)P(A3) ... P(A,)

P(A; N Ay N A5 N Ay ... Ay) = B(AD)P(A2)P(A3) (A7) ... P(A,)

P(Ar N A N A3 N Ay ... An) = P(A)P(A2)P(A3)P(Ay) ... P(A,)

val6szintisége hogy

1. Egy gyarban az I. gépsor az id6 60%-aban a II. gépsor az id6 70%-aban dolgozik egymastdl fiiggetleniil. Mi a



a) mindkét gép dolgozik?
b) legalabb az egyik dolgozik?
c) csak az egyik gép dolgozik?
d) mindkét gép 4ll?
2. Kétszer egymads utdn feldobunk egy szabélyos pénzérmét. Legyen A az az esemény, hogy elsére fejet dobunk, B
az az esemény, hogy masodikra dobunk fejet, C' pedig, hogy a dobdsok egyezdek. Gy6zddjiink meg réla, hogy

A, B, C eseményekbdl barmely kettS fiiggetlen egymadstdl, de a 3 esemény egylittesen mar nem alkot fiiggetlen
rendszert!

3. Egy piros és egy kék dobdkockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi 3 eseményt: a piros kockéval parosat dobunk,
a kék kockaval pdrosat dobunk, a dobott dsszeg paros. Fiiggetlenek-e ezek az események?

4. Egy piros és egy zold kockaval dobunk. Tekintsiik az alabbi eseményeket: A = a dobott szimok 6sszege 7, B =
legaldbb az egyik kockédn van hatos , C' = mindkét kockdval paratlant dobok , D = a két kockaval kiilonb6z6
szamokat dobok , ¥ = a z6ld kockaval 4-est dobok .

Valaszoljuk meg a kovetkez6 kérdéseket:
a) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és C' események?
b) Kizdrdak-e az A és C' események?
¢) Mennyi a B esemény valdszinisége?

d) Hogy viszonyul egymashoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valészintiségeikre nézve?
Es a fiiggetlenségekre nézve?

e) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és F események?
f) Mindezek alapjan mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek

i. fiiggetlenek, de nem kizaréak,
ii. kizdréak, de nem fiiggetlenek.

5. Esditt, ott és amott - nem fiiggetlen események") Vetier Andras Valdszinliségszamitas cimi jegyzetének 46. ol-
dalan taldlhat6 problémdban azt vizsgaljuk, hogy "esik-e es6 az Budapesten", illetve "esik-e az es a Balatonon".
Itt most egy harmadik helyet is tekintiink: Bécset. Hipotetikus valdszintiségértékeket rendeltiink a hdrom-hdrom
véros 4ltal felkinalt 8 esethez:

7
P(Budapesten esik és a Balatonon esik és Bécsben esik) = 21

1
P(Budapesten esik és Balatonon esik és Bécsben nem esik) = 2
P(Budapesten esik és Balatonon nem esik és Bécsben esik ) = 2

[P(Budapesten esik és Balatonon nem esik és Bécsben nem esik) = —

1
P(Budapesten nem esik és esik és Bécsben esik) = —

24
1
P(Budapesten nem esik és Balatonon esik és Bécsben nem esik) = 2
1
P(Budapesten nem esik és Balatonon nem esik és Bécsben esik) = o

9
P(Budapesten nem esik és Balatonon nem esik és Bécsben nem esik) = 2

Mennyi a val6szintisége annak, hogy



a) P(Budapesten esik )?
b) P(Balatonon esik )?
c¢) P(Bécsben esik )?
d) Egyik helyen sem esik az es§?
e) A harom hely koziil pontosan egy helyen esik az es6?
f) A hdrom hely koziil pontosan két helyen esik az es6?
g) Mind a harom helyen esik az es6?
6. Esd itt, ott és amott - fiiggetlen események") Most harom olyan vérost tekintiink, amelyek egymastél nagyon

messze vannak. Legyenek ezek: Budapest, New York és Tokio. A nagy tavolsadgok miatt az idGjarasi viszonyokat
egymastodl fliiggetleneknek tekinthetjiik. Hipotetikus valdszintiségértékeket rendeltiink a harom mindegyikéhez:

P(Budapesten esik az es6) = p

P(New York-ban esik az es6) = ¢
P(Tokioban esik az es§) = r

Mennyi a val6szintisége annak, hogy

a) Budapesten esik és New Yorkban esik és Tokioban esik?

b) Budapesten esik és New Yorkban esik és Tokioban nem esik?

¢) Budapesten esik és New Yorkban nem esik és Tokioban esik?

d) Budapesten esik és New Yorkban nem esik és Tokioban nem esik esik?

e) Budapesten nem esik és esik és Tokioban esik esik?

f) Budapesten nem esik és New Yorkban esik és Tokioban nem esik esik?

g) Budapesten nem esik és New Yorkban nem esik és Tokioban esik?

h) Budapesten nem esik és New Yorkban nem esik és Tokioban nem esik?

i) Egyik helyen sem esik az es6?

j) A héarom hely koziil pontosan egy helyen esik az es6?

k) A harom hely koziil pontosan két helyen esik az es§?

1) Mind a harom helyen esik az es6?
m) Hogyan egyszertisodnek a képletek, hap = g = r?

n) Altaldnositsa a képletet 4 varos esetére, amikor az es6zés valdsziniisége a 4 varosban azonos!
0) Altaldnositsa a képletet 5 viros esetére, amikor az eszés valészintisége az 5 varosban azonos!
p) Altaldnositsa a képletet n vdros esetére, amikor az es6zés val6sziniisége az n varosban azonos!
7. (Nyelvvizsga) Egy ember, akinek nem er6ssége az angol nyelv, addig prébalgatja a nyelvvizsgét letenni, amig
végre sikeriil dtmennie. Tegyiik fel, hogy ha (n — 1)-szer mar megbukott, akkor az n. vizsgén a sikerének a
valészintisége p,,, a kudarcanak a valdszindsége g,,. Mennyi a valdszintisége annak, hogy

a) a siker eléréséhez pontosan k probélkozasra van sziiksége?

b) a siker eléréséhez tobb, mint k probalkozasra van sziiksége?

c) asiker eléréséhez tobb, mint k prébalkozdsra van sziiksége?

d) sosem (még végtelen sok prébalkozassal sem) sikeriil &tmennie?

e) Megvalaszthatéak-e a p,, ¢, szdmok ugy, hogy az el6z6 kérdésben megfogalmazott esemény val6szinti-
sége 2 legyen?



f) Tegyiik fel, hogy p, nem fiigg n-tdl, azaz p,, = p. Hogyan egyszertisodnek a fenti kérdésekre valaszul
adott képletek?

Az aldbbi sok kérdés igazabdl csak 6 kérdés, hiszen a nem-megvastagitott kérdések csak a megvastagitott kérdések
megvdlaszoldsdnak megkonnyitését szolgaljak.

8. El&szor egy szabdlyos dobdkockaval dobunk, majd utdna annyi érmével, ahdnyast a dobdkockdval dobtunk.
Mennyi a valdsziniisége annak, hogy
a) az érmékkel kapott fejek szdma pontosan 67
b) az érmékkel kapott fejek szdma 07
¢) az érmékkel kapott fejek szdma pontosan 1?
d) az érmékkel kapott fejek szama pontosan 2?
9. El8szor egy szabdlyos dobdkockdval dobunk, majd utdna annyi érmével, ahdnyast a dobékockdval dobtunk.

Feltéve, hogy az érmékkel kapott fejek szama pontosan 2, mennyi a valésziniisége annak, hogy a dobé-
kockaval 4-est dobtunk?

10. Egy szabalyos dobdkockaval és egy érmével dobunk az elsd hatosig, illetve az elsé fejig. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy ehhez
a) a dobdkockdval pontosan 4, az érmével pontosan 1 dobdasra van sziikség?
b) a dobdkockdval pontosan 4, az érmével pontosan 2 dobdasra van sziikség?
¢) a dobdkockaval pontosan 4, az érmével pontosan 3 dobdsra van sziikség?
d) a dobodkockaval pontosan 4, az érmével ennél kevesebb dobdsra van sziikség?
e) a dobokockaval kevesebb dobasra van sziikség, mint az érmével?
f) a dobdkockdval pontosan ¢, az érmével pontosan j dobdsra van sziikség?
g) a doboékockaval pontosan ugyanannyi dobasra van sziikség, mint az érmével?
h) a dobdkockdval pontosan 1, az érmével pontosan 2 dobdsra van sziikség?
i) a dobdkockaval pontosan 2, az érmével pontosan 4 dobdsra van sziikség?
j) adobdkockaval pontosan 3, az érmével pontosan 6 dobdsra van sziikség?
k) a dobokockaval pontosan kétszer annyi dobasra van sziikség, mint az érmével?
1) a dobdkockaval és az érmével dsszesen pontosan 2 dobdsra van sziikség?
m) a dobdkockaval és az érmével dsszesen pontosan 4 dobdsra van sziikség?
n) a dobdkockaval és az érmével dsszesen pontosan k dobasra van sziikség?
11. Haromszor dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobasok szdma kozott fej és irds is

el6fordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 iras fordul eld. Fiiggetlenek-e a fenti események egymas-
to1?

2. Valésziniiségi valtozok, nevezetes eloszlasok

o Indikdtor eloszlds:
Egyetlen A kisérletet vegyiink és azt nézziik, hogy hanyszor kovetkezik be. Mivel egyetlen egyszer végezziik
el a kisérletet, ezért a bekovetkezések szamat X -szel jelolve két eset lehetséges: A bekovetkezik, azaz X = 1
vagy A kovetkezik be, azaz X = 0. Ezekre a val6szintiség legyen: P(X = 1) = pésP(X =0)=1—p
Példdul: egy kocgadobéssal kapcsolatban A a hatos dobds eseménye, akkor P(A) = %, vagyis P(X =1) = %
ésP(X =0) = 3.



12.

13.

Diszkrét egyenletes eloszlds:
n érték koziill mindegyik ugyanakkora valdszintiséggel, vagyis % valészintiséggel kovetkezik be. Példaul egy
szabélyos kockdval val6 dobds értékei: P(X = 1) =P(X =2)=---=P(X =6) =1/6

Binomidlis eloszlds:
Tipikus példa egy pénzdobds sorozatban a fejek szdma. Ha n-szer dobtunk fel egy érmét, amely p valészinliség-
gel fej, akkor annak a valdszinfisége, hogy pontosan k db fej van a dobasok kozott:

pee =) = () ) -prt

Péld4ul: Pontosan 3 hatost dobunk 20 dobasbol: P(X = 3) = (%) (1/6)%(5/6)"

Geometriai eloszlds (optimista):

Hanyadik dobdsra jon el az els6 hatos? P(X = k) = (5/6)F~1(1/6). Altaldnosabban: optimista p paraméter
geometriai eloszlast az a valdszintiségi valtozd, ami a siker els6 el6forduldsdig sziikséges kisérletek szamat
szamolja (a sikeres kisérlettel egyiitt), ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker valdszintisége p:

P(X =k) = (1-p)*'p.

Geometriai eloszlds (pesszimista):

Hanyat dobok az elsé hatos dobis el6tt? P(X = k) = (5/6)%(1/6). Altaldnosabban: pesszimista p paraméterti
geometriai eloszlasu az a valésziniiségi valtozo, ami az elsd sikerig bekovetkezett kudarcokat szimolja, ahol a
fliggetlen kisérletekben a siker valészintisége p:  P(X = k) = (1 — p)*p.

Hipergeometrikus eloszlds:
A piros, és B fehér goly6 koziil hizunk n darabot. Annak a valdszinlisége, hogy pontosan k db piros golyot
hdazzunk ki:

() (,28)

(AJrB)

n

P(X =k)=hapnk) =

5) (85
Példaul: A 2 taldlat val6szintisége az 6tos lottén: P(X = 2) = %

Negativ binomidlis eloszlds (optimista):

Hanyadikra jon ki a harmadik hatos? P(X = k) = (kgl) (1/6)2(5/6)=3(1/6) =

(kgl) (1/6)3(5/6)*—3. Altalanosabban: NBIN(, p): siker valészintisége p, a valészintiségi véltozo azt szamolja,
hanyszor kell a kisérlet elvégezni, hogy megkapjuk az [. sikert. P(X = k) = (]l“:ll)pl(l —p)k-t

Negativ binomidlis eloszlds (pesszimista):
Hinyat dobok a harmadik hatos dobds el6t? P(X =k) = (5)(1/6)%(5/6)F2(1/6) =
(5)(1/6)*(5/6)*~2. Altaldnosabban: NBIN(Z, p): siker val6szintisége p, a valészintiségi viltozé azt szamolja,

hény kisérlet el6zi meg az [. sikert. P(X =k) = (lfl)pl(l — p)k-itt

Addig dobunk két kockaval, amig a két kockan 1év6 szamjegyek Osszege 12 nem lesz.
a) Mennyi annak a valdszinisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb 6sszeget, miel6tt kidob-

nank a 12-t? Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan k-szor dobunk 12-nél kisebb Osszeget? Mennyi a
dobésok szdmanak legvaldszintibb értéke?

b) Mennyi a valdsziniisége, hogy nyolcszor dobunk a kockdkkal? Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan
k-szor dobunk a kockakkal? Mennyi a dobasok szdménak legvaldszinibb értéke?

Egy (szabdlytalan) pénzérmét dobunk fel annyiszor, amig fejet nem kapunk. Ha a fej dobds valdszintisége p,
akkor mennyi a val6szinfisége, hogy



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

a) pont k-szor dobunk a fej el6tt?

b) pont k-szor dobunk az érmével?

Hatarozzuk meg k legvaldsziniibb értékét mindkét esetben.

sz

100 kules koziil csak 1 nyitja az el6ttiink 1€v6 ajtét. A sotétben nem latjuk, hogy melyik kulcsot prébaltuk mar ki,
igy a prébalgatasok sordn tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs. Mi a valészintisége, hogy legfeljebb
50 prébalkozassal kinyitjuk az ajtét? Es ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik?

z. 2z

100 kulcs koziil 2 nyitja az elottiink 16v6 ajtét. A kiprobalt kulcsokat félretessziik. Mi a valdszintisége, hogy
legfeljebb 50 probalkozasbol bejutunk? Es mi a valdszintisége, hogy pontosan n prébalkozasbdl jutunk be?
Melyik a legvalésziniibb n.

Dobogatok a kockaval €s vondsal szamolom, hogy hany hatost dobtam. Mi a valészintisége, hogy a 12. dobasra
hiizom a harmadik vondst? Ha azt szdmolndm ki, hogy mennyi a valdszintisége, hogy 12-szer dobok hatost6l
kiilonb6z6t, mire kidobom a harmadik hatost, akkor az az el6z6 eredményt6l kiilonbozne?

Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 darab eldontend6 kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbdl valami kicsi
dereng, ezért kicsit tobb, mint 50%-os, mondjuk olyan 60%-os valdszintiséggel ir j6 valaszt egy-egy kérdésre.
Milyen valdszintiséggel megy ét, ha a ketteshez 8 j6 valasz kell?

Blicc tir minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0,2
val6szintiséggel szill fel ellendr, és ilyenkor 0,95 valdszintiséggel elkapja Blicc urat. (Az ellendér minden nap az
addigiaktdl fiiggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blicc dr villamosat.)

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy Blicc urnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén sem kell
biintetést fizetnie?
b) Mennyi a valészintisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

c) Feltéve, hogy Blicc drnak "szerencsés hete" volt, mi a valészintisége, hogy mind az 6tszor volt ellendr a
villamoson?

d) Mi a valészinlisége hogy csiitortokon biintetik meg masodszor?
Egy rozsomdk elindul a szdmegyenes origdjabol. Minden 1€pésnél 1/2 valdsziniiséggel jobbra, 1/2 valdszini-
séggel balra 1ép. 20 1épés megtétele utan

a) milyen valdszintiséggel lesz a 0-ban?

b) milyen val6szintiséggel lesz az 1-ben?

¢) milyen valészinliséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolsé eltti 1épés utan a (-3)-ban volt?
Egy 30 f6s osztalyban 17 lany van. Véletlenszertien kivalasztanak az osztalybdl egy 12 f6s csapatot, egy vetél-

keddre. Legyen a csapatba keriilt lanyok szdma X. P(X = 7) =? A legvaldsziniibb esetben hany lany keriil a
csapatba?

80 iiveg bor van egy borospincében Ossze-vissza ebbdl 30 fehér. A vendégek a fogadodstdl 3 tiveg fehér és 7
vorosbort rendelnek, de pincében kiégett a villany. A fogadds véletlenszertien kivalaszt 10 tiveget. Mi a valdszi-
niisége, hogy minden vendég kap neki megfeleld itokat?

Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a mdsik cinkelt, de rdnézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni
egymastol. A cinkelt érme 3/4 val6szinliséggel mutat fejet. El6veszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor
mutatott fejet. Mi a valdszintisége, hogy a cinkelt érmét vettem el§?

Egy dobozban N darab cédula van 1-t61 N-ig megszdmozva. Visszatevés nélkiil hizunk n-szer, majd a kihizott
szamokat nagysag szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysag szerinti



24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) legkisebbet

b) legnagyobbat
c) 2. legkisebbet
d) 3. legkisebbet
e) s. legkisebbet.

Hatdrozza meg ezeknek a valdszinfiségi valtozoknak az eloszlasit: adja meg a sdlyfiiggvénynek a képletét!
Hatédrozza meg az eloszlds méduszat!

Egy dobozban A darab piros és B darab fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil hiizok az r. pirosig. Adjuk meg a
sulyfiiggvény képletét!

Egymas utdn kérdezgetjiik az embereket a sziiletésnapjukrdl: melyik honap hanyadikan sziilettek.

a) Héanyadik embernél adédik az elsé olyan sziiletésnap, ami mar korabban szerepelt? Hatdrozza meg ennek a
valdszinfiségi valtozonak az eloszlasat: adja meg a stlyfiiggvénynek a képletét! Hatdrozza meg az eloszlas
moduszat!

b) Hényadik embernél adédik a méasodik olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatdrozza meg
ennek a valdszintiségi valtozonak az eloszlasat: adja meg a sulyfiiggvénynek a képletét!
Hatarozza meg egy masodrendii negativ binomidlis eloszlds m6duszat!
Hatarozza meg egy r-ed rendii negativ binomiélis eloszlds méduszat!

Hatarozza meg egy hipergeometrikus eloszlas méduszat!

A vidamparkban a céllovoldében jatszom. Egymas utdn vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egymastdl fiig-
getleniil 2/3 valdszintiséggel eltaldlom. Mennyi a val6szinlisége, hogy 6 célzdsbdl pontosan 4-et taldlok el?
Mennyi a valészintisége, hogy 2-nél tobbet taldlok el, de azért nem az dsszeset?

Egy osztalyban 22 tanulé van. Egy 6rara 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk meg a késziiletlen felelok
szamanak eloszlasat! Mennyi a valészintisége, hogy pontosan 2 késziiletlen feleld lesz?

Egy gydrban futdszalag szdllitja az alkatrészeket. A futdszalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valésziniiségi valtozonak, ami azt szdmolja, hogy

a) hanyszor 4allt le a szalag az n. termékig (6t is beleértve)?

b) hany terméket gyartott a gép az n. ledllasig?

¢) hany terméket szallitott két ledllds kdzott?

d) hany ledllas tortént egymas utdn anélkiil, hogy egyetlen j6 termék is keletkezett volna? (Selejtszéria hossza)
400 hallgaté mindegyike egymastdl fiiggetleniil 0.6 valészintiséggel jar érara. A teremben 200 db szék van.

a) Mi a valésziniisége, hogy mindenkinek jut sz&ék?

b) Hény sz€k kell, hogy biztosan (1 valdszinfiséggel) mindenkinek jusson sz€ék?

Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni
egymadstol. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. El6veszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom Nektek. 30 dobds utdn el kell dontenetek, melyik érme volt,
amit elévettem. Hol hiznatok meg a dontési hatdrt? (A 30 dobds koziil hdny fej az a maximadlis, amikor még az
igazsdgos érmére tippelnétek?)

Mi a valésziniisége, hogy 0,1,2,3,4,5 taldlatom lesz a LOTTO-n?



35.

36.

Mi a valészintisége, hogy 11,12,13,13+1 taldlatom lesz a TOTO-n ha felteszem hogy minden vélaszt 1/3 valé-
szinliséggel tudok?

Valaki egy LOTTO szelvénnyel jatszik. Legaldbb hany hétig kell jatszania ahhoz, hogy a harmas, négyes, 6tos
valdszintisége legaldbb 1/2 legyen? (Ez 3 kiilonall6 kérdés.)



