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1. Kozonséges differencialegyenletek

1.1. Bevezetd

Néhany egyszert példa az alapfogalmak megértéséhez:

1. Feladat: | Mutassuk meg, hogy

y:e’”/etht+3ex

0
megoldasa az alabbi differencidlegyenletnek!

/ L x+a?
Yy —y=2¢

Megoldas.

(Ez egy elsérendi differencidlegyenlet. Azt, hogy a fliggvény megoldasa a differencidlegyen-
letnek, mondjuk gy is, hogy kielégiti a differencidlegyenletet.)

A megadott fiiggvény derivalhato, mert derivalhato fliggvények osszetétele. (Felhivjuk a figyel-
met az integrélfiiggvényre, emlékezziink az integralszamités I1. alaptételére is, az integrandusz
folytonos!)

xT x / xT

ylz(ex)/‘/eﬂdt‘f‘ew' /etzdt +(3€$)/Zex-/etzdt—l—egg-ezz%—?)ez
0 0 0
Behelyettesitve a differencidlegyenlet bal oldalaba -t és 1/ -0t:

2 2
y/_y:ex'ex :eerx

Tehat valoban a jobb oldalt kaptuk.

2. Feladat:
y// — e—3:c + o2
a) Adjuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat!
b) Adjuk meg azt a partikularis megoldast, mely eleget tesz az
y(0) =1, ¥/(0) = 2 kezdeti feltételeknek!
Megoldas.

1
a) A differencidlegyenletbsl: ¢y = —3 e 3 + 22 4+ Oy

1 3
Ebbél az altalanos megoldas: y = — e 3% + T +Cix+Cy, C,CeR

9 3
b) y(0) =1 : a megoldasban x helyére 0-at, y helyére 1-et helyettesitve:
1= - +C0, = ()= S
9 79

y'(0) =2 : az 3y -re kapott egyenletben elvégezve a helyettesitést (z =0, y' = 2)
7

1
2=—+Cy = Ci=-
3T 173

gy a keresett partikularis megoldas:
1. N 3 N 7 N 8
Y7 3 73779
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1.2. Szétvalaszthatd valtozéja differencidlegyenletek

Foglaljuk Gssze a lényeget a példamegoldés elGtt!

3. Feladat:
Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletet!
y/ — E e2w—3y2 ’ y 7& 0
Y
Megoldas.
dy eiByQ 2x
— = xre
dz Y
Y _ 2x
= 32 dy = re” dx
e
— —
1 9 parcidlis integralas
— / 6y ¥ dy
6
Tgy a megoldés:
1 3y2 T o 1 2
sl =get— et 40 CeR
6 3¢ T1¢ % €

Nem kell erGltetni az y-ra valo kifejezést. De, ha kifejezziik, akkor ne felejtsiik el a 4 -t!
Adott y(zo) = yo kezdeti érték probléma megoldasanél természetesen csak az egyik elGjel
szerepel majd, hiszen a megoldas egyértelmt, mert yo > 0, vagy yo < 0.

4. Feladat:
-2
y =41—= r#0, y#0
Ty
a) Oldja meg a differencidlegyenletet!
b) Oldja meg az y(1) = 2, y(1) = 3, illetve az y(—1) = =3
kezdeti érték problémakat!
Megoldas.

a) y =2 megoldas. (Persze az x> 0, vagy x < 0 része!)
(Jo lenne felrajzolni azokat a sikrészeket, ahova esd kezdeti érték probléma egyértelmien

megoldhato)
Ha y #2 :
1
/L dy = / — dz
y—2 T
—

2
1+ﬁ

Innen a megoldas:

y+2Injy—2| = Injz|+C
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b) y(1)=2 Yy =2
y1)=3: -+ y+2hn(y—2) =hzr+3
y—1)=-3: -+ y+2mIn(2—-y) =In(—z)—3+21Inb

Hivjuk fel a figyelmet az abszolit érték jelek elhagyasaral!

5. Feladat:

Oldjuk meg az alabbi differenciadlegyenletet!

;P HAY+9
(x—=1)(x+5)’

Megoldas.

1 1
/ w25 W :/ CEDICTS

1 2
-V arctg& =

1
5 7 6(1n|x—1\—1n|x—|—5|)+0

6. Feladat:

A radium bomlasi sebessége aranyos a pillanatnyi rdidiummennyiséggel.
Tudjuk, hogy a radium felezési ideje 1600 év.
A kiindulasi anyag mennyiségének hany szazaléka bomlik fel 100 év alatt?

Megoldas.

Jeloljiik R(t)-vel a radium mennyiségét a ¢ id6pontban, k-val az aranyossagi tényez6t (po-
zitivnak valasztjuk).

A kapott differencidlegyenlet:

dR
— = kR
dt

(A negativ elGjel mutatja, hogy a bomlas kiovetkeztében a radium mennyisége csokken.) A
szétvalaszthato valtozoja differencialegyenlet megoldasa: --- R = Ce*!

Ha a t = 0 idépontban a kiinduldsi anyag mennyisége Ry, tehat az R(0) = Ry kezdeti érték
problémank van:

Ry=Ce*? — (C=R,

Tehat a keresett partikularis megoldas: R = Ry e *t.

Mivel ismerjiik a felezési id6t, meghatarozhato a & aranyossagi tényezs:
1 In2
SRy = Rye ™ — k= ——

2 00 1600

Tehat a rddium mennyisége az id§ fiiggvényében:

In2 t

R(t) = Ry e 1600
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fgy a 100 év mualva megmaradt mennyiség:

In2

R(100) = Ry e 16 — Ry 0043 R(100)

Ry
Vagyis 95,8 %, tehat az eredeti mennyiség 4,2 %- a bomlott el.

= e 20 = 0,958

Tovabbi feladatok:

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!

7. Feladat: |y = (3z —1)° (y* — 4y)

Megoldas.
y=0 ¢és y=4 megoldis. Egyébként:

/ﬁdy:/(?ﬂc—l)g’ dz

1 1 (3z —1)8
= (=1 Inly—4) = = 22—~
4( n|y| + Inly — 4|) 3 - +C

Keresse meg az y(0) = 2, illetve az y(0) = 4 kezdeti feltételeket kielégité megoldasokat!

h
8. Feladat: | ¢ = 21y x (222 +1)°
chy

Megoldas.
y=0 megoldas. Ha y #0:

h
/Qdy:/x(2x2+1)6 dz

shy
1 222+ 1)
In|shy| = 1 w +C
9. Feladat: | y = (ctgy) In(x —2), y(3) =7/3, illetve y(3) =m/2

Megoldas.
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x>2, yF#kw

T
2

y=—-+km megoldis. Egyébként:
/ Y dy = / In(z—2) dz
cosy
f/
7 alaku parcialis integralas
—In|cosy] =x n(x—2) —z —2In(x—-2) +C
y(3) =7/3:

C=3+In2, igy
—In(cosy) =xIn(z—2) —z —2In(x—2) + 3+1n2,
ye(O,g) és x> 2
y(3) =7/2 :

T > 2 része

2% + 3
10. Feladat: | ¢/ v

, Yy #0
Y
Megoldas.
Yy _ 4z
/2y2+3 dy —/ 2ue " dx
f'f fref
1 1y 1 »
- dy = —— [ —4.2ze7%q
4 / 22+3 7T g / ve o
1 2 —4z?
— In (2y +3):—Ze + C
Vagyis
In(2y* +3) = —e ™ + C
11. Feladat: | ' = (y + 3)? arcsinz , lz| < 1

Megoldas.

y=-3, |r|] <1 része megoldas. Ha y # —3:

1
/Wdy:/l-arcsinx dx
Yy
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parc. int.
3)~1 1 V1 — 22
u :marcsina:—i———x—I—C'
—1 2 1
2
s
12. Feladat: |y = 2x arctg2x
y? +1

Megoldas.
241
/ y2—|— dy = / 2z arctg 2x dx
y*+3
altort parc. int.
arctg Y
2 1 tg 2
y — §T\/§ = 2% arctg 2r — 5 <x— arCQg I) +C
V3
13. Feladat:
2 _
, (2y® — 8) arctgx’ y 40
y (14 22?)
a) Hatéarozza meg az zo =0, yo = —1 ponton athaladé megoldast!
b) Hatarozza meg az xo =0, yo = —2 ponton athaladdé megoldast!
Megoldas.

y = £2 megoldas. Ha |y| # 2 :

1 4y 1
_/2y2—8dy:/ 52 arctgr dx

4
1 tg?
= Zln|2y2—8|=ar02gw+0, CeR
1

a) y(0)=—-1: ... C:ZIHG
1 arctg?z 1
S |2y — 8| = -
1 n [2y* — §| 5 +4 n6, y<0

b) y(0)=—-1: y=-2
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y* -9

14. Feladat: |y = ——
x2 + 25

Megoldas.

15. Feladat: |/ = y In’y Inz, 2>0, y>0

Megoldas.

16. Feladat:

Irjuk fel azoknak az elsé negyedbe es6 sikgorbéknek az egyenletét, melyekre teljesiil,hogy bér-
mely pontjaban hizott érintGjének a koordinatatengelyek kozotti szakaszat az érintési pont
felezi.

Megoldas.

1.3. Linearis els6rendi differencialegyenlet

Beszéljiik meg elGszor a megoldas menetét!

(Vi = Yu + Yip yg : szétvalaszthato valtozoju, v, : allando varialasaval)

A homogén egyenlet megoldasanal nem alkalmazhaté a képlet, minden esetben végig kell
csindlni az alabbi két példaban mutatott modszerek valamelyikével.

17. Feladat:
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet!

Megoldas.  yi; = yu + Yip
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dy =z
dx_x2+4y’

dy 1 / 2x
— = = dx
Y 2 ) x2+4
1 Invz2+4

1
— Inly| = 5 In(@?4+4)+0C = |y =ece

— y =+ Va2 44 illetvey=0

x e
(H): Yy — P y=0 — y = 0 megoldas

Hay #0:

Tehat a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
yHalt:C\/.’B2+4, CeR

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:

1
=c(x)Vai+4, '=d(@)Vat+4 + c(r) ———— 27
= (o) = @)V (@) 5
Behelyettesitve (I)-be:
6
C,(x):2—x4 — c(x):3/2x-(x2+4)_1/2dx:6\/372+4+K
xre+

Mivel egyetlen y, megoldast keresiink, K = 0 valaszthato, igy
yp=06(2*+4).
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa:
Yraw = C Va2 +4 + 6(z? +4) (CeR)
Az y(0)=4 kezdetiérték probléma megoldasa:

4=0C-2+24 = C=-10 = y=—-10Va2+4+ 6(z*+4)

2
y - —y=u, x#0
X

a) Altalanos megoldas?
b) y(1) =3 kezdeti feltételt kielégitd megoldas?
c) y(—e) =3e? kezdeti feltételt kielégité megoldas?

Megoldas.
a) Minden olyan tartomanyban, melyben x # 0 a differencidlegyenlet egyértelmiien meg-
oldhato.
2 dy 2
H): ——y=0 = —=-
(H) y=—y -2

Az eladasbol tudjuk, hogy ypaw = C - Y(z) alaka, ahol Y a homogén egyenlet



1. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK 10

egy megoldasa, mely seholse nulla. Ezt kihasznilva a megoldés kevesebb munkaval is
megkaphato.

d 2
/—y:/—dx — hhy=2hz, igy y=2" (Y =2%)
Y T

Tehat a homogén egyenlet dltalanos megoldasa:
ygaw = Ca?, CeR
Kérdés:
Y (z) = 2% vesz fel 0 értéket, marpedig a bizonyitasban e alakira jott ki (a jegyzetben
Y (x) helyett o(z) jelolés van), tehat nem lehetne 0. Hol az ellentmondas?

Vilasz:
Az elején beszéltiink rola, hogy az x > 0, vagy az x < 0 félsikon dolgozunk és ekkor
mar valoban teljesiil, hogy Y(x) # 0 a vizsgalt tartomanyban.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése:
y, = c(z) 2* | y, = (z)a® + c(z) 2z

Behelyettesitve (I)-be:

d(x) = é =  c¢(x) =In|x]

yp =2 Injz| =  yr = C2®+2* In|z|

b) y(1) =3 kezdeti érték probléma megoldasa: 3 =C +1Inl, tehat C = 3.
Igy a keresett megoldas: y =322+ 2% Inx

c) y(—e) =3e? kezdeti érték probléma megoldasa: 3e? = Ce®+ e?-1, tehat C = 2.
Igy a keresett megoldas: y =222 + 22 In(—x)
(Itt méar ne szerepeljen abszolut érték a megoldasban!)

19. Feladat:

Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

y — 32°y = 627

Megoldas.
A differencialegyenlet linearis elsérendt, de ugyanakkor szeparabilis is. Igy rovidebb a meg-

oldas, ezért most igy oldjuk meg:

d
y =32’y + 627 = d—y = 32° (y +2)
i

y = —2 megoldas. Ha y # —2 :

d
S :/szdx = Injy+2| =2°+0
y+2



1. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK 11

y+2 = e ews, illetvey=-2 — y= -2+ C’e“g, CeR
@ Oldja meg a differencidlegyenletet linearis elsGrendiiként is és hasonlitsa Ossze az ered-

ményeket!

20. Feladat:

Irja fel az alabbi differencislegyenlet altalanos megoldasat:

y +2e"y = 3e 2%
Megoldas.
(H o +2e"y =0 yy = Ce 2, CeR
1)y, =c(z)e > . c(x) = 3z

= ynaw =Yg +yp = Ce 2% + 3ze 2

21. Feladat:

Irja fel az alabbi differencislegyenlet altalanos megoldasat:

2 1
/
= —= 0
y SVt e T
Megoldas.
/ C
H) v +-y=0 yu = —3 CeR
2
) ?/p:% C/(f)zljixz — c¢(x) = x —arctgx
1 arctgzx
= Yrak =Yg+t Yp = —5 T — —
x x x

22. Feladat:

Irja fel az alabbi differencialegyenlet altalanos megoldasat:

5
y +-y=¢a", z#0
s

Megoldas.

d
M) y+2y=0 . yy=-3. CcR
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I y,= o) . d@)=2¢" = c(x) = (z—1)e" (parc. integréalassal)

C  (x—1)¢"
=  Yraw = Yo tYp = P + T

1.4. Uj valtozé bevezetése

Mi mindig megadjuk, hogy milyen helyettesitést alkalmazzunk.

23. Feladat:

u="2 helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!
x

zy =y(1l+Iny—1Inz), >0, y>0

Megoldas.
y(x) =u(zr) -z = y=v-z+u-l
Behelyettesitve a 1/ = J (1 +1In Q) differencidlegyenletbe:
x x
Wr+u=ul+lnu) = o'z = ulnu (szeparabilis)
x>0, y>0 miatt u > 0.
u =1 egyensilyi helyzet , tehat y = x megoldas.

Ha u#1 :
1
/ du:/ldx
u - Inwy x
~—

f'/f alaka

Innen a megoldas:

In|lnu| = Injz| +C;, (C;€R) = |lnu| = e |2|=K|z| (K >0)
— lhu=+Kz = u=¢e"F"  lletve u=1
Igy irhatjuk a kivetkezs alakban is: u=¢e“%, C € R

A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
y=ze¢“" CcR

24. Feladat:

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket!
Sziikség esetén alkalmazza az v = x + y helyettesitést!

a) Y =z+y

1
r+y
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Megoldas.
a) Ez linearis elsérendi differencialegyenlet. (Hf.)

b) Ez csak helyettesitéssel oldhato meg: (x4 y # 0)

uz) =r+ylr) = y=u—z = y=u-1
Behelyettesitve:
, , 1 du u—+1
Uu—1l=- = uv=14+- = — =
u u dx u
Ez szeparalhato differencidlegyenlet.
u = —1 megoldas, tehat y = —1 — 2 megoldja a differencidlegyenletet.

Ha uw# —1 :
u
/ du:/dx = wu—Inju+ll=x+C
u—+1
——
utl=1 _q__1_
u+1 u+1

A visszahelyettesitést elvégezve kapjuk a végeredményt:
r+y—hnlz+y+1=2+C,

azaz y—Injz+y+1=C, illetve y=—-1—x

25. Feladat:

u=y* helyettesitéssel oldja meg az alabbi differencislegyenletet!

1
xy”wz%, y#0 , >0

Adja meg az y(1) = —1 kezdeti feltételnek eleget tevé megoldast!

Megoldas.
u/ =4 y3 yl
Ezért atrendezziik a differencidlegyenletet: ¥y + yt = Inz
Behelyettesitiink:
/ / 4
—zu +u=Ihr = v+ —-—u=-Inz
4 x z
Linearis elsérendi differencialegyenletet kaptunk.
4 C
H): v +-u=0 - ug=—; CeR
x x
(I): uip:@ v =42% Inx
4
Innen parcialis integraléssal kapjuk:
(z) = 2 1 U 1 RN + AN
clr) = 2% Inz — — Uy =Inx — - Uig = U Up = — +1Inz — =
4 ’ 4 e g 4

Visszahelyettesitéssel az eredeti differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

C 1
4 _
y—;—l—lnm—z, CeR

1 )
H)=-1: 1=C+0—-- = ==
y(1) C+0 1 C 1

13
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gy a keresett partikularis megoldas:

il/ o + In 1
= — — x _ —
y At 1

26. Feladat:

u(z) = y3(z) + 2° helyettesitéssel oldja meg az alabbi kezdeti érték problémét!

COS T ™
3%y = —2 e 0)= &/ =
vy Tt ) y(0) 1

Megoldas.
=3y +2r = 3y*y=u -2
Elvégezve a behelyettesitést:

uw —2x = =2z + cos e = / sinu du = / cosz dz

sinu
A megoldas:

—cosu=sinz+C = —cos(y®+2?) =sinz+C

1
\/é )

Yy = i’/arccos (— sinx + %) — x?

27. Feladat:

—cos (y* + 2?) =sinz — vagyis

Az u =z +y uj valtoz6 bevezetésével oldja meg az alabbi differencidlegyenletet!

2
y’:$+y, x>0 , y>0
Megoldas.
y=u—ar =— y =u-1
Behelyettesitve:
/ 2 / Uu + 2 £1 *1° . .,

v—-—1=—- = u = : szepardabilis differencidlegyenlet.

U u

Ezt megoldja:

u = —2 ( egyensulyi helyzet) = x+y=—2: ez nem felel meg a kikotéseknek.

u# =2

/ “ du:/d:v u—In(u+2)?=2+C
u+2

gy a megoldas:
r+y —In(z+y+2)? =z2+C, CeR

14
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28. Feladat:

Vezesse be az u = y3 0j valtozot az alabbi differencidlegyenletbe, majd

hatarozza meg az y(0) = 5 kezdeti értékhez tartozo megoldésat:

3y2y/ o 2y3 — 62$ + T

Megoldas.
u = 3y*y
Behelyettesitve:
W —2u = e*® 4+ x : linearis elsérendt differencislegyenlet.

z 1
‘ U[altzcezx‘i‘l’e%ﬂ—i—z
Igy az eredeti differencidlegyenlet altaldnos megoldasa:

Y3 = Ce* + xe®® — roc
2 4
1 1 1 3
0O)==-: —-=C—-—- — (C=-
vO =3+ 3 1 8

Tehat a keresett partikularis megoldas:
3 z 1
3 2x 2z
= —C + e - - —
Y78 ! 2

4

.3 1
(y = i/ge%c +£L‘62x _ g_z>

29. Feladat:

Hajtsa végre az u = y® + 2x helyettesitést az alabbi kezdetiérték pro-
bléméanal!

3v*y = (v* + 22+ 1)® cos (mx) — 2, y(l) =—1

Milyen differencidlegyenlethez jutott?
Ne oldja meg a kapott differencidlegyenletet!

Megoldas.

wo=32y +2 = 3y =u -2
Elvégezve a behelyettesitést:

wW—2=(u+1)3cos(rzr) —2 = v = (u+1)? cos(mx)
Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletet kaptunk.

y(l)=—1: u(l) = y* + 27| =—-1+2=1

rx=1,y=—1 —
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1.5. Iranymezd, izoklinak

30. Feladat:

a) Irja fel az
y = eV — g
differencidlegyenlet izoklindinak egyenletét! Rajzoljon fel kettdt!
b) Van-e lokalis szélsGértéke a Py (e, —1) ponton athaladé megoldasnak Fp-ban?

Megoldas.

a) Y = ’ vt — g = K‘ — y=1In(z+ K)—2 az izoklindk egyenlete

Pl. K:=0:y =Ilnz — 2 K=-1:y=h(z—-1) — 2
(Vonalelemek vizszintesek) ( Vonalelemek hajlasszoge: —2)
1. abra 2. abra
b) y'(e) = " — |, ,, =e—e =0 : lehet lokalis szélsGérték
y' =e'2y —1; y'le) =el-0-1=-1<0 = Ilok. max.

31. Feladat:

v = @W—4)zr+x—1
a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az iranymezs az y = —x egyenessel?
Vazoljuk ezeket a pontokat és jeloljiink be néhany vonalelemet!
b) Van-e lokalis szélsGértéke vagy inflexios pontja az xg =1, yo = 2 ponton atmend
megoldasnak a szobanforgd pontban? (Feltéve, hogy van ilyen megoldas.)

Megoldas.

a) y = —x meredeksége: —1
Az izoklinak egyenlete: -4z +z-1=K
Most K = —1 érdekel benniinket:
WV—-4dr+zr-1=-1 = @W-4+1)z=0
Ennek megoldasa: y> =3, tehat y = +£/3, illetve 2 =0.
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b)

3. abra
(1)=2
D= -4a+z—1
y' =2y-y -+ (P —4)-1+1
(1) = 2(1) g1+ (AP =4)-1+1 =1

Tehét az adott pontban lokalis minimuma van a megoldésfiiggvénynek.
(Inflexios pont nem lehet, mert 3”(1) # 0.)

Y
Y e=1,y=2 = 0, tehat lokalis szélsGértek lehet itt.

32. Feladat:

Az akarhanyszor derivalhato y = y(z), 2 € R megoldasa az

differencialegyenletnek és atmegy az (1,1) ponton.
a) Van-e ennek a megoldasnak lokalis szélsGértéke az = 1 helyen?
b) Irja fel ennek a megoldasnak az 2o = 1 pont kériili harmadfoka T3(x)

y/:yS_IQ

Taylor polinomjat!

Megoldas.

a)

1)=1
'(1)=1—1 =0, tehat lokalis szélsGérték lehet itt.
y//:3y2y1_2$ _— y”(l):O—2:—2<0

Y
Y

Tehat az adott pontban lokilis maximuma van a megoldasfiiggvénynek.
(y(1) = 1 értékkel.)

Az x5 =1 bazisponti harmadrendi Taylor polinom:

y'(1) y'(1) y"(1)

T(z—l) + T($—1)2 + T(x—l)?’

(Még nem tanultuk, majd hamarosan tanuljuk. Az évkozi zarthelyikben nem lesz ilyen
példa, de vizsgan lehet.)

Ty(x) = y(1) +

Meég " (1) hianyzik a behelyettesitéshez.
y" =3Qyy)y +3yy" -2 = y"(1) = -8

Elvégezve a behelyettesitést, kapjuk a keresett Taylor polinomot:

2 , 8 ,
T3(x) = 1 — i(x—l) - é(x—l)
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1.5.1. Tovabbi gyakorlé feladatok a témahoz:

33. Feladat: A Feladatgyiijteménybdl:

1.4.3. b), ¢) (Feltéve, hogy minden kezdeti érték problémanak van megoldésa.)
1.4.4.

34. Feladat:
y = 32® + 6y* — 18

a) Irja fel az 29 = 3, 3o = 1 ponton athaladé megoldas adott pontbeli érintGegyenesének
egyenletét!

b) Irja fel a differencidlegyenlet izoklinainak egyenletét!

c¢) Hol lehet lokalis szélsGértéke a megoldasfiiggvényeknek? Rajzolja fel ezeket a pontokat!

35. Feladat:
y = -y, y(z0) = Yo
a) Jelolje ki azokat a pontokat, melyeken a megoldasgorbe
- lokélisan névekedden,
- lokélisan cstkkenden

halad 4t.
b) T Mely pontokban van lokalis szélsGértéke a megoldasgorbéknek? Milyen jellegii?

36. Feladat: Tudjuk, hogy az
y = y* — 2y + 2?
differencialegyenletnek minden y(zg) = yo kezdeti értékhez létezik pontosan egy megoldasa,
amely akarhanyszor differencialhato.
a) Milyen lokalis tulajdonsaga van a Py(—1, 1) ponton atmend megoldasgérbének ebben
a pontban?
b) Irja fel az izoklinak egyenletét! Rajzoljon fel néhanyat!
Hol lehet lokalis szélsGértéke a megoldasfiiggvényeknek?
¢) Vannak-e olyan megoldasok, amelyeknek az = = 0 helyen inflexios pontjuk van?

1.6. Magasabbrendt(i, homogén, linearis, alland6é egyiitthatés diffe-
rencialegyenletek

Oldja meg az alabbi homogén differencidlegyenleteket!

37. Feladat:

y/// ‘I’ 2y1/ _|_ y/ — O

Megoldas.
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N2+ A =AA+1)2=0 = X\ =0, M\3=-1 (belss rezonancia)
yg =C1 + Cye™ + Cyzre™ Ci, Cy, C3 R

38. Feladat:

y/// + 4y// + 13y/ — O

Megoldas.
NAAN4+1BA=AN+4X1+13) =0 = M\ =0, \3=-2+33
yg = C1 + Cye 2 cos3x + Cye 2 sin3z C,, 0y, C3 € R

39. Feladat:

Irjon fel egy olyan legalacsonyabbrendii valés konstans egyiitthatés homogén li-
nearis differencialegyenletet, melynek megoldasai az alabbi fiiggvények! Irja fel az
adott differencidlegyenlet altalanos megoldasat is!

a) 2e’® — e b) 62 + He*

¢) Tx, sinbz d) 3x%e*, ¥

e) 6 + ¥ sinz

Megoldas.

a) e miatt \; =5, €73 miatt Ay = —3
Igy a karakterisztikus egyenlet:
A=5)A+3) =0 = XN -2A-15=0
A differencidlegyenlet:
y' — 2y — 15 =0
A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

Y = Cl > + C2 e 3" , Cl,CQ eR

b) ZL‘2 miatt )\1 = )\2 = )\3 =0 s 621 miatt /\4 =2
Igy a karakterisztikus egyenlet:
A=03A=2)=0 = X -2) =0
A differencialegyenlet:
yIV - 2y/// =0
A differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasa:
yw = C1 + Cox + Ciza® + Cye*”, C1,0y,C3,CL€R

c¢) a karakterisztikus egyenlet:
A=022A=35)(A+345) = A2 (N2 +25) = M +25)\2=0

A differencidlegyenlet: ¢!V + 259" = 0
A differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasa:

yH:C’1+C'233+05 sinbx + Cy cos bz 01,02,037C4€R

19
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d) A=2)*(A=3)=0---

&) A=0)(A=B+1) A=B=4)=A((A=3) =) (A=3)+j) =A((A=3)*+ 1) =
=X -6\ +10A=0

1.7. Magasabbrendi, inhomogén, linearis, dlland6 egyiitthatos diffe-
rencidlegyenletek

40. Feladat: ’ y" — 5y + 6y = 2 sin 2z ‘
Megoldas.

)\2—5)\+6:O — )\1:2,)\2:3

A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yg = Cl 62:” + CQ e?”c
6-| yip:=Asin2z + B cos2x

=5 | i, =2Acos2r — 2B sin2z

L-| yp,=—4Asin2x — 4B cos2x

1
all B
26 26
2x 3x 1 : i)
Yia = Cr1e™ + (Cye’" + — sin2x + — cos2x , Ci, Cy e R

26 26

41. Feladat: | 3" — 6y + 13y = 39
Megoldas.

M—6A+13=0 = MN,=34;2

Mivel eB+12)% = ¢37 (cos2z + j sin2x) , a homogén egyenlet altalanos megoldésa:

yg = C1 €% cos2x 4+ Coe sin2z

Yip = A, 134=39 =— A=3
yis = C1 €% cos2r + Cye® sin22+3, Oy, Cy € R
42. Feladat:
y' =5y + 06y = 2xe", y(z) =7
Megoldas.

)\2—5)\+6:O — )\1:2, =3 = yH:C(1€2$—|-C'2631E
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Yip = (Ax + B)e” alakban keressiik.

3 3
AIl,BI§ - yl-p:<:c+§)ex
Igy a keresett altalanos megoldas:

3
Yia = Yy + Yip = Cre* + Cy ¥ + <x+§) ev

43. Feladat:

y'—y —2y = 3e*, y(0)=3, y'(0)=1, y(x) ="

Megoldas.
M-A—-2=0 — )\1:2, Ay = —1 - szcler—‘—Cge_x

—2-| yp:=Aze*® (kiilsé rezonancia)

—1-| yj,=Ae* +24xe*

Loyl =2Ae* +2Ae* 4 4Aze*
re® (=24 —2A+4A) + e (—A+4A4) = 3¢ = 3A=3, tehat A=1.
= Y= xe*

Igy a keresett altalanos megoldas:
Yig = C1 ¥ + Che™ 4+ xe*®
Mivel yl, =2C1e*® — Coe™ + ¥ + 2z e
A keresett partikularis megoldas:
y(0)=3: 3=0C+Cs
y'(0)=1: 1=2C,—-Cy+1

= (Ci1=1, (C3=2
Yagyis a keresett partikularis megoldas: y=e*+2e % + pe¥®
Irjuk fel a példat, irjuk fel a homogén altalanos megoldasat! Beszéljiik meg a kisérletezd

fiiggvényt és csak a felvett konstansokra kapott értékeket irjuk fel, legyen hazi feladat a
meghatarozasuk!

44. Feladat:

y @ —8y" +16y" =22 — 9, y(z) =7

Megoldas.
M =8N +16A2 =X N (A—4)2=0 = XN2=0, A34=4 (belss rezonancia)

— yH201+02$+03€4w+C4xe4x
Yip = (Ax + B)2? = Ax®+ Bz? alakban keressiik. (Kiils§ rezonancia)

1 1 11
A:— B:—— in = —_— —_ - 2
18 g T e <48x 4)x



1. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

gy a keresett altalanos megoldas:

1 1
yid:yH+yip:C1+02$+C'364I+C4xe4x + (@;p—1> 72

45. Feladat:

y'+y = 2sinz cosz , y(0)=1, y(0)=1, y(x) =7

Megoldas.
M4+1=0 = MNo=%4] = yg=Cicoszr+Cysinz

Mivel  f(z) = sin2z , ezért a probafiiggvény:

Yip = A sin2x + B cos2z
1 1
A:—g, B=0 — Yip= "3 sin 2z
gy a keresett altalanos megoldas:

1
Yioc = Yu + Yip = C1 cosz + Cy sinz — 3 sin 2x

2
Mivel yi, = —Cy sinxz + Cy cosz — 3 cos 2z

A keresett partikularis megoldas:
y(O):l 1=C14+0-0 = C;=1
2 5
y/(O):l 1:O+CQ_§ — ngg
5

Vagyis: Yy = cosT + 3 sinx — 3 sin 2z
46. Feladat:

y" —2y" —y +2y = ch2x, y(x) =7
Megoldas.

N _A4220 — N (A=2) —(A=2)=0 — (A=2)(A—1)=0
— )\1:2,/\2:1,>\3:—1 — yH:CleQI—i-Cgex—l—Cge_x

1 1
Mivel f(x) == e* + = e 2% ezért a probafiiggvény:

2 2
Ae* + Be™ helyett y, = Aze® + Be > (kiilsG rezonancia)
1 1 1 1
A=-., B=—— — iy = — 2¢ _ _— -2z
6’ 24 Yip = g€ — 4 ¢

Igy a keresett altalanos megoldas:
1

1
Yie =y + Yip = Cre** + Cye® + Cze™™ + éxezx — ﬂe”“

47. Feladat: A Feladatgytjteménybdl: 1.5.1. - 1.5.11.
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1.8. Linearis rekurzid

48. Feladat:

fn)=4fn—=1) = 3f(n-2)
a) Adja meg a linearis rekurziot kielégit6 dsszes szamsorozatot!
b) Adja meg az f(0) = 2, f(1) = 6 kezdeti feltételt kielégits
megoldast!
c) Irja fel az 6sszes O(1) tipust megoldast!

Megoldas.
a) Tudjuk, hogy van f(n) =¢" (¢ # 0) alaka megoldas:

¢" =4¢" = 3¢"7, q#0 = ¢ =4¢-3
— ¢-d+3=(¢-1(¢-3)=0 = a=1, =3

Az altalanos megoldas:  f(n)=C; + C2 3", C, Cy € R

b) f(0)=2 Cr + Cy=2
f(1)=6 Ci +3C,=6
- 01:0,02:2
Tehét f(n)=2-3"

¢) f(n)=0(1) jelentése:
IK: |f(n)<K-1, n>N (legfeljebb véges sok kivétellel)
Tehat f(n) - nek korlatosnak kell lennie, ehhez Cy =0 vélasztas kell.

49. Feladat:

a) Adjameg az f(n+1)=
szamsorozatot!

b) Van-e f(n)=0(1) tulajdonsigi megoldas?

¢) Adjameg az f(0) =1, f(1)=>5 kezdeti feltételt kielégité megoldast?

DO | Ot

f(n) — f(n—1) linearis rekurziot kielégits 6sszes

Megoldas.

a) f(n) =¢" alaka megoldast keresiink. Helyettesitsiink be az egyenletbe!

5 5 1
n+tl _ Y n _ n-1 2 _ 7 1=0 =9 = —
q B q q :>q¢0 q 5 q—+ — Q1 y 42 5
. 1\"
lgy az Osszes megoldas:  f(n) = C12" + Cy (5) , Ci, CoeR

b) f(n) =0(1) jelentése:  f(n) korlatos.
Ez C; =0, C; € R esetén teljesiil.
n=20: Cl + CQ =1
1
nzl: 201+502:1

C) } — 01:3, 02:—2

Igy a keresett megoldas:  f(n) =3-2" — 2. (—)
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50. Feladat:
Adja meg a linearis rekurziot kielégité osszes szamsorozatot!
Irja fel az 6sszes O(1), O(n), illetve O(3™), tipusu megoldast!

2 )= S —1) — f-2)
b)) =5/(n—1) - 4/(n—2)
O J) =5 (1) = 6 f(n—2)

51. Feladat:
Irja fel a rekurzié adott kezdd értékhez tartozo megoldasat!

D S = i1 - [, fO)=3, f0)=7
b) S =—f-1) +12/0-2),  J0)=3 ()=
O J)=-3fG-1)+10f(-2),  [O)=3 ()=
NS =5f-1)+6fm-2),  fO)=0, f1)=1

1.9. Alkalmazasok

52. Feladat: Harmonikus rezgémozgas

Az idedlis rugo altal kifejtett F' er§ ardnyos, és ellentétes irdnyd a rugd z megnyulasaval,
F(z) = —Dz. Hogyan mozog (egydimenzidoban) az a test, amelyre egyetlen rugé hat?
Megoldas.

Newton II. térvénye értelmében F'(x) = mi. Beirva a rugoers alakjat, a

—Dx(t) = mi(t)
mésodrendd differencidlegyenlethez jutunk, melynek altalanos megoldasa
z(t) = Asin(wt) + B cos(wt),
ahol w = \/%.
(Az egyenletet visszavezethetjiik elsrendtire, ha megszorozzuk 2 (t)-vel, és felhasznaljuk, hogy

2i(t)x(t) = L(2%(t)), valamint 2(t)(t) = £ (#%()).)

53. Feladat: Kondenzator kistilése

A C kapacitésu, Qg kezdeti toltéssel feltoltott kondenzatort az R ellenalldson keresztiil kisiit-
jik. Hatarozzuk meg a kondenzator Q(t) toltésének idéfiiggését, az aramkorben folyo 1(t)
aramot, valamint a kondenzator kapcsain mérhets U (t) fesziiltséget az id6 fiiggvényében!
Megoldas.

A sziikséges fizikai ismeretek: A kondenzator U(t) fesziiltsége, Q(t) toltése és C' kapacitasa
kozott minden pillanatban fennall, hogy C' = % Az ellenalldson foly6 aram és a sarkai
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kozt mérhets fesziiltség kapcsolata: R = % Végiil a kondenzator toltése és az dram kozti

kapesolat: Q(t) = Qo + [I_, I(r)dr, azaz Q(t) = I(t).

Az aramkorben nincsen telep, tehat az ellenallason és a kondenzatoron esé fesziiltségek Gsszege
minden pillanatban zérus, Uc(t) + Ug(t) = 0. Az Uq(t) fesziiltség a kondenzétor toltésével
kifejezve: Ucq(t) = % Az aramkérben folyo aram I(t) = Q(t), tehat az ellendllason es6
fesziiltseg Ugr(t) = RI(t) = RQ(t). De e két fesziiltség Gsszege zérus, tehat a

A row=0 Q0=

differencidlegyenletet kapjuk, aminek a kezdeti feltételt kielégité megoldésa:

Q(t) = Qoe *.

54. Feladat: Radioaktiv bomlas

Radioaktiv bomlas soran az idGegység alatt elbomlott atomok szama aranyos a még el nem
bomlott atomok szamaval. Hatarozzuk meg, hogyan valtozik az id6 fliggvényében a még el
nem bomlott atomok szama, valamint a minta aktivitasa (idGegységre jutdé bomlasok szama)!
Megoldas.

Legyen a még el nem bomlott atomok szama N (t). Révid dt id6 alatt elbomlott atomok
szama aranyos (N(t)-vel és dt-vel, azaz N(t) — N(t +dt) = N(t)Adt, ahonnan N(t) = —AN(t)
differencidlegyenlethez jutunk. Ennek megoldasa: N(t) = Nyoe™; a minta aktivitasanak
idéfiiggése pedig A(t) = —N(t) = Nohe M.

55. Feladat: Oszlopra tekert kotél

A matrézok ugy tartjak a nagy hajokat a partnal, hogy a kikotékotelet el6bb néhanyszor
a kikot6hoz betonozott fiiggbleges oszlopra csavarjak, és a felcsavart kotél masik végét huz-
zak. Vajon miért teszik ezt? Mennyivel tudnak igy nagyobb er6t kifejteni, mintha a kotelet
kozvetleniil htiznak?

Megoldas.

Az oszlopra csavart kotél rafesziil az oszlopra, és az oszlop és a kotél kozt ébreds surlodasi
er6 segit megtartani a hajot.

Jelolje az oszlop sugarat R. Legyen ¢ az oszlopra csavart kotél pontjait jellemz6 szog (¢ = 0 a
hajo felé es6 kotélpont, ¢ = g pedig a matrdz felé es6 kotélpont), és legyen K () a kitelet a ¢
szOggel jellemzett pontban feszit6 erd. (Tehat K irdnya az oszlop érintjébe esik.) Szemeljiink
ki egy @-nél elhelyezkedd, kis dy kotéldarabot. E kis kotéldarabra a két végénél K (), ill.
K(p +dp =~ K(p) er6 hat. A két erd iranya kozel ellentétes, a hatasvonalaik szoge do.
Egyszerti geometriai megfontolashol adodik, hogy (dy < 1 esetében) a két erd eredgje kizel
sugdr iranyu, és nagysaga dN(p) ~ K(p)dp. Ekkora nyomoéerénél a tapadasi surlodasi erd
maximuma dS(p) = pedN(p) ~ oK (p)de. A kiszemelt dp szogi kotéldarab nyugalomban
van, tehat a ra hato érintG iranyu erck eredgje zérus, azaz K (@) = K(¢+dp)+dS(¢). Innen a
kotélet feszitd erdre, mint a felcsavarodasi szog fiiggvényére a kévetkezd differencidlegyenletet

kapjuk:
d
d—K(SO) = —poK(); K(0) = Ko,
2
aminek a megoldasa:
K(p) = Koe 1%,
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Tehat ha a matréz ¢g szogben csavarja ra a kotelet az oszlopra, és a kotél és az oszlop kozott
a tapadasi surlodasi egyiitthato g, akkor a matroz e #o¥-szer kisebb erd kifejtésével képes
megtartani a hajot.

56. Feladat: Esés nagy magassagbol a vilagiirben

Tegyiik f6l, hogy egy gonosz varazslo megallitana a Holdat, és az kezd&sebesség nélkiil szaba-
don esne a Fold felé. Hogyan valtozna a Fold—Hold tavolsag az id6 fiiggvényében?
Megoldas.

Legyen a Fold tomege M, a Hold tomege m, kezdeti tavolsaguk hg, és tegyiik fol —az egys-
zerliség kedvéért—, hogy a Fold nem mozdul el a Hold felé. (Ez a kozelités akkor jogos, ha
M > m.) A gravitacios allandot jeldlje .

Amikor a Fold és a Hold tavolsaga r(t), akkor a Fold altal a Holdra kifejtett gravitacios

vonzoer6 F(r) = 7"‘7,—]2”, igy a Hold mozgésegyenlete:

mM
r3(t)

mi(t) = =

(A negativ elgjel utal arra, hogy az er6 vonzo.) A kapott egyenlet méasodrendd differencial-
egyenlet az r(t) fliggvényre nézve, azonban egy iigyes triikkel elsérendiivé alakithatjuk. Szo-
rozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat r(t)-vel, és vegyiik észre, hogy #(t)r(t) = 14 (#2(t)),

; 2dt
valamint :2(8) = — % (%) Tehat

(#0) = 0% (55):

N | —
S

ahonnan o
() =
r(t)

A kapott egyenlet a Holdra felirt mechanikai energiamegmaradas térvényének atrendezett
alakja. Autoném, szepardlhato differencidlegyenlet...

+C.

57. Feladat: Lancgorbe

Milyen alaki egy két végpontjaban felfiiggesztett lanc?

Megoldas.

Irjuk le a lanc alakjat az y(z) fiiggvénnyel, mely a linc o vizszintes koordinataji pontjanak
magassagat adja meg. A lancban ébredd erd vizszintes, ill. fiiggéleges komponensét jelolje
K, (z), ill. K,(z). Vizsgaljuk a lancnak az x helyen lev kis dl hosszisaga, dm = pdl tomegii
darabjat! (p a lanc hosszegységre vonatkoztatott ,stirtisége”.) Ez a kis lancdarab nyuga-
lomban van, tehat a ra hato erék eredGje (vizszintes és fiiggsleges iranyban egyarant) zérus.
Vizszintes iranyban a lancra nem hat kiilss erd, tehat K, (x) = K,(x+dx), igy a lancot feszits
er6 vizszintes komponense allando, K,(z) = K,. Fiiggbleges iranyban a lancdarabra hat a
(dm)g nehézségi erd, tehat K,(z + dx) — K (x) = gpdl. Ezen kiviil tudjuk még, hogy a lanc
meredeksége az = pontban y'(z), tehat dl = /1 + y2(z)dx, valamint a lancban ébredd erd
érintd iranyu, azaz K,(z) = y'(v)K,. Ezeket felhasznalva a

K.y"(x) = pg/ 1+ y?(x).

e+

+++
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differencialegyenletet kapjuk a lanc alakjara, ami az y'(x) fiiggvényre nézve elsérendi, au-
toném, szeparalhato egyenlet. A megoldasa:

y'(z) = sh (’Ej + C>7 y(x) = % ch (i‘f T C)-

Ezért hivjak sokszor a koszinusz-hiperbolikusz fiiggvényt ,lancgorbének”.

58. Feladat: Mozgas kozegellenallassal — nagy sebességnél
Légnemii vagy folyékony kozegben nagy sebességgel mozgd testre a sebesség négyzetével
aranyos kozegellendllasi er§ hat. Meg tudjuk mondani példaul, hogy leszallas utan hogyan
mozog a kifutépalyan az a repiilgép, amelyet csak a fékezs ernyGje fékez. A gép mozgés-
egyenlete:

mi(t) = —ki?(t),

ami &(t)-re elsérendii, autoném, szeparabilis differencidlegyenlet.
Példaul a Fold légkorében szabadon esé test mozgésegyenlete

mh(t) = kh*(t) — mg.

59. Feladat: Mozgas kozegellenallassal — kis sebességnél
Talan egyszertibben megoldhato a feladat akkor, ha a kozegellenéllasi eré a sebességgel aranyos.
Egy stirt, viszkozus folyadékban lassan stllyed6 kis goly6 mozgasegyenlete példaul

mi(t) = mg — Fren — ay(t),

ami Z(t)-re els6rendd, linearis, inhomogén, allandé egyiitthatos egyenlet. (Az egyenletben
Frem a felhajtoerst jeloli, ami csak a test térfogatatol és a folyadék fajsiulyatol fiiggs allando.)
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2. Filiggvénysorok

2.1. Hanyados- és gyokkritérium (numerikus sorok)

Atismételtiik a numerikus sorokrol a mult félévben tanultakat (majordns, minorans kritéri-
umot is). Most a két 1j kritériumot gyakoroljuk (a limeszes alakot hasznéljuk, de mindkét
alakot elevenitsiik fel).

1. Feladat: Vizsgilja meg az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!

a)

e 9n72

n!
n=1

9n—2
Megoldas. a, :=
n!
. g(n+1)=2 ) 9
lim = fim " = im —0<1
n—oo n—oo (n 4 1)! 9n—=2 n—oo n+ 1
— Z a, konvergens
n=0
0 53n
by | 2
n=1
53n
Megoldas. a, := vy

Lehet hanyados kritérium , de jobb a gyokkritérium:
3

) 1 )
lim ¢/a, = lim =5 lim =5 >1
n— oo n—oo 1/m4 n— oo (6GD4

[e.e]
- Z a, divergens

n=0

) Z (n+1)!

nn

n=1

(n+1)!
nn
A hanyados kritériumot alkalmazzuk:

Megoldas. a, :=

. Gpat _ (n+2)! n" . (n+2)n"
lim = lim = lim ——— =
n—oo Qan n— 00 (n_|_1)n+1 (n+1)! n— 00 (n_|_1)n+1

. n+2 n \" o 1+2 1 1
= lim == lim i 7z =—-<1
o

—= Z a, konvergens

n=0
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) = (n+5) 3!
2. Feladat: Z T
n=1
Megoldas.
o (n+5) 3!
ST

Hanyadoskritériummal célszeri dolgozni, mert a gyokkritériumnal az /n + 5
cidjat a renddrelvvel kellene megmutatni.

6
n En+l 1+ —
hman+1:(n+6)35 _3n+6 3 n_>§<1
n—oo 5712 (n45) 3»~1 5 n+5 5 1+E 5
n

o
- Z a, konvergens

n=0

= nt (3n+3)"
3. Feladat: | Y — 10
—~ (3n+1)

Megoldas.

Gyokkritériummal:

(1+ 3/3)n
lim a, = = lim (¢/n)’ AN VA | A
n— oo " n — 0o ( 1/3)n el/3

o
— Z a, divergens

= 3+ n2\" n®
4. Feladat: Z (m) W

n=1
Megoldas.
Gyokkritériummal:
2
_ (1+5)
. . ) ()P e 1P e
1 S, = ... =1 — =—-<1
nl—>moo @ n1—>moo 2 n? 4 - {L/§ - e2 4.1 4
1+ =
n

konvergens

|
[M]¢

S
Il
o

29

konvergen-

5. Feladat:

Vizsgalja konvergencia szempontjabol az alabbi sorokat!
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n%—2
n?+>5

5

> n:—9 n? 00 n2_2\" )
1 2 3
S (es) @ X () WX
n?—2 n
Megoldas. a, :—( 5 > lim a, = e 7, mert ..
n®+5 n— 0o

30

al) A sor divergens, mivel az altalanos tag nem tart nulldhoz, tehat a konvergencia sziiksé-

ges feltétele nem teljesiil.

> by, aholb, = {/a,. Mivel lim b, =1 (ezt meg kell beszélni, hogy rendérely-

n— o0

n=0

vel lathatd be, de nem kell megcsinélni), igy ez a sor is divergens.

o0

a3) Z ¢, , ahol ¢, =a,"
n=0
A gyokkritérium alkalmazasaval:

lim ¢, = lim a, =e " <1 = Z ¢, konvergens

n— o0 n— oo

n=0
on 3n+2 1\n
6. Feladat: il i (2)
= (2n)! + 3n
M 1déas. = < =11 =d,
cgoldas. ¢ 2n)! + 32 (2n)! (2n)!

e.9]
g d, konvergens, mert
n=0

(hanyadoskritériummal)

Ezért a majorans kritérium miatt E ¢, 1s konvergens.
n=0

7. Feladat: Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elkovetett

hibara, ha a sor Osszegét a 100. részletosszeggel kozelitjiik!

2 i": (n+2) 371

(n+5)n!
— (n+5) n!
2 3n71
Megoldas. a, := u
(n+5) n!
3n71 0
ap < —== 1= b, Z b, konvergens, mert a hanyadoskritérium alkalmazasaval:
n!
n=0
. bn+1 . 3" n! . 3
1 =1 — =1 =0<1
n1—>moo b, n1—>m<>o (n+1)! 371 n1—>moo n+1

o
— Z b, konvergens =— Z a, konvergens

maj. kr. n=0

e+

e+
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Az elkovetett hiba:
0o 3100 3101 3102

(n+2) 301 gn-1
0< H = < — -
Z sl > o = tonTiom 0w T

n=101 n=101
3100 3 32 3100 3 32
101! ( + 102 + 102 - 103 + ) 101! (1+ 102 + 1022 )
3100 1
- |
101! 1_ i
102
> n+2\*"
b
3 (55)
9 3n
Megoldas. a, = nt
on —1
2 1
== Z a, konvergens
n=0

Az elkovetett hiba:

0<H= i (67:;:21)3” < :i <§n+_22>3n - il ((%)j" -

n=101

8. Feladat: Tovabbi gyakorlé feladatok

Vizsgalja az alabbi sorokat konvergencia szempontjabol!
o] 2n+3 n2+43n
2) D <2n+ 1)
n! 671
(2n)!

=
Me2

i
L

o

SN’
(e
| O
3 3
SN—"

3
Il
—

&
WE
3
=
+
L

3
Il
—

]2

) 2 e

n=1

f) Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elkovetett hibara, ha a
sor Osszegét a 200. részletosszeggel kozelitjiik!
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o 23n+1

(n)!

n=1

g) Bizonyitsa be, hogy az alabbi sor konvergens! Adjon becslést az elkovetett hibara, ha a
sor Osszegét a 100. részletosszeggel kozelitjik!

o0

2 v o

n=1

Megoldas.

2.2. Weierstrass-kritérium fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara

9. Feladat:

Egyenletesen konvergens-e a (—o0, 00) intervallumon az alabbi fiiggvénysor?

= cos (n*2? + 1)
2) Z nd 42
n=1

o

arctg (n° 3
b) Z n:%;%—i-5)

n=1
Megoldas.
Y 4.2
cos(n*x” +1 1
g = A L L
i % konv. Weierggss kr. i fn(z) egyenletesen konvergens (—oo, c0)-en.
n=1 —
b)
()] = larctg (n® 23)| z

nn+5 n\/n

- T 1
Z i =3 Z i konvergens

SJE]

. o
Welerst:rgss kr. Z fn(z) egyenletesen konvergens (—oo, c0)-en.
n=1
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2.3. Hatvanysorok konvergencia sugara, konvergenciatartomanya

10. Feladat: —
Allapitsa meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!

—1)"

Megoldas.

Jelenleg:  a, =

— -1)" 1 1 1

r=3: Z El : Q)n 22" = Z ( n> konvergens (de nem abszolut konvergens)

—1)" =1 =1
r=-—1: 251.;”-(—2)”:25(—1)2”:25 divergens

KT (konvergenciatartomany): (—1, 3]

11. Feladat:
> 2n + 1
1" " R =7
> 1) G @+ )
Megoldas.
2 1
Jelenleg:  a, = (—1)" ol : o = —7 (ez most nem fontos)
(2n)!
) o +3) (2n)! o +3 1
lim |9 = gy 20D COL 20 =0
n—oo | G n—oo 2n4+2)!1 (2n+1) n—-o 2n+1 (2n+2)(2n+1)
= R=00
12. Feladat:
> (n+2)"
x" R ="
; n+6 n2+1
Megoldas.
_ (n+2)"
Jelenleg. Ay = m s Ty = 0
n+2\" 1 1
lim {/|a,| = lim = ... =
— R=¢",

(mert 1< /n+6< T /n és renddrelv - - )
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13. Feladat:

Megoldas.

Jelenleg:  a,

14. Feladat:

2n+1 | 9 n+1
= lim (n+2) v lim <n+ )

o 1n
A R=?
n.
n=1
17’L
S DT =

n—oo (n+ 1) (n+1)"

Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartoméanyat!
Hol abszolut konvergens a sor?

n2+3

Megoldas.

1
R=- to...
5 » TDer

1 ~ n+3
xT=—=": Z n divergens, mert

- 3
Z (=" ig konvergens, de nem abszolat konvergens, mert

KT. = AK.T. = (—l 1)

272

15. Feladat:

Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat!
o0

n? 3»

n=1

Megoldas.

o0

2 2n
n
n=1 3

lim {/|a,| =

n— o0

2n
Z (x +2)", Ty = —2.

2" 2 1 3

n—oo n? 3n 3 R 2

34
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7 = (=1)"
T=—5: Z ( n2) . konvergens
1 = 1
T=—3: Z ik konvergens
. ) 7 1
Konvergenciatartomény: 575
16. Feladat: —
Allapitsa meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat!
S (=1)" (2z)"
— Vn 5"
Megoldas.
17. Feladat:
— s 2 _
Megoldas.
0, ha n nem oszthato 3-mal
=By thato 3-mal
nj3 + ha 1 oszthatd 3-ma
0, ha n nem oszthaté 3-mal

Ezért  {/|a,| = Jnj3 m
27" B
1
= Torlodési pontok: t; =0, to = —

V2
= E{ﬂa!zizl — R=+/2

Egy iigyesebb megoldas: u = 2® helyettesitéssel egy egyszeriibb feladatra vezetjiik vissza.

ha n oszthat6é 3-mal

00 0 n
bn no._ voon
> buu o U
n=1 n=1
n 1 1
li Vb, = i — === — Ry=2
n1—>moo ’ n1—>moo on 2 Rb b

Tehat u<2 = [2P<2 = Jz|]<V2 = R=V2

35



2. FUGGVENYSOROK 36

18. Feladat:
Allapitsa meg az alabbi sor konvergenciatartomanyat!

- 1

> T a2

n=1
Megoldas.

2 " . = n+1 n
u:= (z — 2)° helyettesitéssel a sor alakja: Z u
n=1 9”
. Ap41 . (TL + 2) 9gn 1

1 — 1 — = .. = = —_— R = 9
n1—>moo Qp, n1—>moo gn+1 (n+ 1) 9 !

A végpontokat itt is lehet vizsgalni, de az eredeti sorban is vizsgalhatjuk majd. Most az
utébbi modon jarunk el.

Tehat
ul <9 = [(z—-2?<9 = |z—-2/<3 = R=3 (-l<z<b)
A végpontokban:

Z (n+1) divergens, hiszen nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.
n=1

Konvergenciatartomany: (-1, 5)

2.4. Hatvanysorok osszegfiiggvénye

19. Feladat: —
Irja fel az alabbi sor Osszegfiiggvényét!
>
—~ n+t 1
Megoldas.
[e.e] 'I'n
= 0)=0.H 0:
@) =2 oy 1O a T
e " o0 xn+1
A= g =30 =30
d o i
(z) = L ; =1 € (—R, R) esetén szabad tagonként derivalni:
= d gt - x
/ _ — _ no_
=2 3w ; S

R =1, és az eredeti sornak is ugyanennyi, mert tagonkénti derivalasnal nem valtozik.

T

f1(fv)=/xf{(2?) da(= fl(l’)—fl(o)):/ 1xxdx=—/x (Gl bt P

l1—=z

0 0
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= — (@ +1n(1 ~2))[5 =~z ~ (1 - 2)

—x —1In(1 — In(1 —
v — In( x):—l—M , halz|[<1l,2#0
fla) = : :
0, hax =0
(Hf.: Tudjuk, hogy f folytonos |z| < 1-ben.
Ellendrizziik le, hogy igaz-e: limo flz) = f(0)(=0)7)

20. Feladat:

Irja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényét!

n+2
Zn—klx

n=1

Megoldas.

R =1, mert

(Vagy itt mutatjuk meg, vagy az el6z8 gondolatmenettel késébb indokoljuk.)
A S (e Vo

g(x).—;n+1x _; — =
- " = —— .. 22 22 , 1
_;x +;n+1_1_g;+f(x)— (L. el6z6 példal)

21. Feladat:

Irja fel az alabbi sor Gsszegfiiggvényeét!

Z(n—i-?)) "

n=1

Megoldas.
R =1, mert

o0

f(x) ::Z (n+3) 2", filx):=2* f(z) = Z (n+3) 2"? =

n=1
d [ zt
A (2
0

22. Feladat:

Hatarozza meg az alabbi sor Osszegfiiggvényét és konvergenciasugarat!
N k+1
Z qhit b
k=0

(e}
3 k+1_,
4k+1 '

k=0
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Megoldas.

o

k+1
f@) =3 e o

k=0
v SNy R R = [T k1, k41 gkt
0 0 1o k=0 0 k=0
x
> T\ kt+1 Z T T
> (3) o fil<r = el
k=0 1
4
Tehat R =4
d [* r \' 4—z—x(-1) 4
p— —_— d p— p— p—
/(@) dm/o J(x) de (4—9&) (4—x)? (4 —x)?
k+1 4
Z AR+ f) = 9
k=0

2.5. Taylor-polinom

23. Feladat:

a) Definidlja az n-edrendd Taylor polinomot!

b) Irja fel a definicié segitségével az
flx) =2 — 3 + cos 3z
fiiggvény xo = 0 pontbeli negyedrendd Taylor polinomjat és a Lagrange-féle
hibatagot!

¢) Legfeljebb mekkora hibat kovetiink el, ha f(0,1) értékét 7,(0,1) értékével
kozelitjiik?

Megoldas.

a) az f fiiggvény xq bazisponti n-edrendd Taylor polinomja:

T

0

" T ) (n) T .
To(e) = flao) + (o) — o) + 1 (g o2 4 oo L0

21 n!

38

Ha f legalabb (n + 1)-szer differencialhato [zg, x)-ben (ill. (z,x¢]-ban), akkor 3 £ €

(o, z) (ill. € € (z,20)), hogy

b) f(x) =% — 3 + cos3x f(0)=-2
)

/
fl(x) = 32?2 — 3sin 3z f(0)=0
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f"(x) =6z — 9cos 3z f7(0) = -9
f"(x) =6 + 27sin 3z f"(0) =6
1V (z) = 81 cos 3z f1V(0) =81
fV(x) = —243 sin 3z
-9 6 81
T4(.CE):—2+ 7332 + 53734— ZZA
v —243 sin 3
g8 5 7233 s £€(0,0.1)
5! 5!
|sinz| < |z| miatt |sin3¢] <3-0,1, ezért
243 |si 243-3-0,1
H| = 3 | sin 3¢| 0.15 < 3-3-0, 0.1°
5! 5!
24. Feladat:
y = 2y + 32° — 6z
a) Rajzolja fel a P(—1,1) ponthoz tartoz6 vonalelemet!
b) Van-e lokalis maximuma vagy minimuma az origon athaladé megoldasgorbeé-
nek az origoban?
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet, de feltételezheti, hogy van
ilyen megoldas!)
c) Irja fel az origon athaladé megoldas 2o = 0 bazispontti harmadrendi Taylor
polinomjat!
Megoldas.
25. Feladat:
y/ — xy3 o yQ + D)
a) Van-e lokalis maximuma vagy minimuma az o = 1, yo = —1 ponton
athalado megoldasgorbének ebben a pontban?
(Ne probalja megoldani a differencidlegyenletet, de feltételezheti, hogy van
ilyen megoldas!)
b) Irja fel az 29 = 1, 3o = —1 ponton athaladé megoldids xo = 1 bazisponti
harmadrendi Taylor polinomjat
(Ne probéalja megoldani a differencidlegyenletet!)
Megoldas.
a) y(1)=—-1, ¢ (1)=-1-142=0 = lehet itt lokalis szélsdérték.
y' =y e 3yty -2y, Y1) = 1
Tehat y/(1) =0 és y”’(1) =—1<0: amegoldasnak lokalis maximuma van ebben a

pontban.
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b) y/l/ — 3y2y/ + 3y2y/ + iL’nylQ + x3y2y/l _ 2yl2 _ 2y/y//
y"(1) = —3-2=—5

1) = y) + L @y E e W o
1 2 5 3
:—1—5@—1) _5@_1)

2.6. Taylor-sor

26. Feladat:

1
Adja meg az f(x) = p fiiggvény zo = 0, illetve xqg = 5 bazisponti Taylor
'T —

sorfejtéseit és azok konvergenciatartomanyat!

Megoldas.

rg =0 esete:

f(fv)z—% 1 1§:—% (1+§+(§>2+(§>3+(§>4+ ) _

3
1 o= [T\ = -1
-1 2 (33 e
n=0 n=0
1 T
G triai sor: =—= ==
( eometriai sor: a 50 4 3)
. , r| x|
Konvergenciatartomany: |q| = ‘g‘ =3 <l = |z|<3, Ry =3
To = 5 esete:
1 1 1 I = (—(r=5)\" < (-1)"
= = — = — — J— 5 n
Wy ey Tz ) T e Y
2
Konvergenciatartomany:
—(r—5 -5
gl = [ZE=D =Sy sica Ry =2
2 2
27. Feladat:

Adja meg az alabbi fiiggvények xo = 0 béazisponti Taylor sorfejtését és annak
konvergenciatartoméanyat!
flx) =

1 x®
2437
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Megoldas.
1 1 1 x? 22\’ 22\ ? z2\*
_ = = (11— (=) - (= =) -
/(@) 3, - 3 ( 3+<3> (3)+<3)

>~
5
=
<
D
]
03
[¢°)]
=
@)
—
o
o+
&
=
—+
s
E
=
=
sl
=y
w| 8,

5

_ s R o G VAT N G O L
g(m)—x2+3—x flz) == ; g1 ¥ _Z g1 ¥

Konvergenciatartomany:  |z| <3, R, =43 (ugyanaz)

28. Feladat:

konvergenciatartomanyat!

Adja meg az alabbi fiiggvények xy = 0 béazisponti Taylor sorfejtését és annak

1 T+ 2 3zt
pu— = h =
Megoldas.
1 1 1 x T\ 2 T\3 x\4
fw=7 —==7 (“?*(?) -(7) +(5) - >:
7
— 7 Z ( ) - Z Tt U
n=0 n=0
Geometriai so ! ’
metriai sor: a = — =—=
7’ 1= 77
Konvergenciatartomany: |q| = ——‘ = || <7, Ry=7
r+7—5 5
_ITITY —1- —1-
@)= =7 7 51 52 7N+1 &
Konvergenciatartomany: |z| <7, R,=7 (ugyanaz)
3zt 4 S (—1)" -
h(x):x+7:3x - f(x) =3 nzzo ] ;0 7n+1

Konvergenciatartomany: |z| <7, R, =7 (ugyanaz)
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29. Feladat:

Irja fel az f fiiggvény z, bazispontt Taylor sorat és adja meg a sor
konvergenciatartomanyat!

1
f(x):x+2 a) xo=2 b) o= -5
Megoldas.
To=2 :
1 1 1 1 a
f(‘”)*x+2*(x—2)+4*1 —(z—2) 1—q)

Konvergenciatartomény:

x—Q‘_ |z — 2] _

lq| = |- 1 : 1 = |z—-2/<4, (-2<z<6, Ri=4)
.1’0:—5
1 1 1 1
s Bl prav - 3,_2+5
3

1 +5\" — -1 N
:_gz;(xg ) :¥3+1($+5)

Konvergenciatartomény:

x+5_|x+5|<
3 | 3

lq| = 1 = |z+5/<3, (-8<x<-2, Ry=3)

30. Feladat:
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a) Irja fel az
1
file) = r+3

fiiggvény xo = 0 bazispontt Taylor sorfejtését! Ry =7

b) fi sorfejtésére tamaszkodva irja fel az alabbi fiiggvények xy =0 bazisponta

sorfejtését!
Pla)=(@+3),  Ry=?
= Rs =7
f3(x) ($+3)3 3 3
Megoldas.

9 s0= k4 e -d (3G -0 0 )-

= — —— — T
n+1
3 n=0 3 n=0 3t
Konvergenciatartomany:  |q| = —5’ =3 < 1 = J|z|<3, R =3
— D"
b) ) = Al =Y Ca
n=0
[ 5@ at = pw) - o) = | S CU
0 =In3 o n=0 e

0, z] C (=3,3), szabad tagonként integralni:

T
T

fo(x) =In3 + i (_1)"/ t" dt = In3 + i (=L E
i n=0 S n=0 3 n+1

0

0

o0 (_1)n l.nJrl
- 1113 + Z 3n+1 n+ 1
n=0

0 (_1)n+1 "
= f2(l’):1ﬂ3+z3—n?, Ry=HRy
n=1

(Tagonkénti integralasnal nem valtozik a konvergenciasugar.)

0= (13) = (c550) = oo = 60 =5 AW
Tehat

43
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Rs; = R, (Tagonkénti derivalasnal nem valtozik a konvergenciasugéar.)

31. Feladat:
Tudjuk, hogy

2 23
In (1 —y - 4z
n(l+z)==x 5 + 3

oy = (i5)

fiiggvény xo = 0 bazisponti Taylor sorat és adja meg annak konvergencia sugarat!
b) Az a)-beli sorfejtést felhasznalva adja meg az

1 72
In{1+ —
frm(eg) e

integral értékét az f fliggvény negyedfokt Taylor polinomjanak felhasznalasaval
és becsiilje meg a hibat!

4
x
— 4 ... R=1
4 + ’

a) Irja fel az

Megoldas.

a) In(1+u) = Z (=)™

n

u" R=1

[y

n—=

22
u= Y helyettesitéssel:

fy = 3 B (x) Sy B

ot n 3 n-3"

n=1

2
Konvergenciasugar:

3 lz| <V3 = R;=+3
b) [0, 1] € (=v3, V/3) , szabad tagonként integrélni:

<l =—

1 1
x? x? xt 28
In|{l+— ) dz = — — dx =
/n(+3> x / 3 2.32—1—3'33 + x
Tu(z)
x3 x n x’ n ! 1 1 n 1 n N
3-3 2-32.5 3.32.7 0 3-3 2-32.5 3.33.7 -
1 1
~ — =0,1 H| <
3-3 2-32.5 T ||

1
RO, (Leibniz sor)
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32. Feladat:

Tudjuk, hogy

3 5 7

U U U >
t = U——+—=— = E
arctgu U 3—|—5 7+ 2

2n+1

lul <1
2n—i—1

a) Irja fel az
72
f(x) = 2% arctg 5

fiiggvény zo = 0 pontra tdmaszkodd Taylor sorat! R =7

b) f90) =7, fCY0) =2 (A sorfejtésbdl adjon valaszt!)

1
¢) Adjon becslést az / f(z) dz integral értékére az integranduszt kilencedfoku

0
Taylor polinomjaval kozelitve!

Megoldas.

a) arctg T i (=1)" $_2 . — i (=" pint?
2 m+1 \ 2 "~ (2n+ 1) 22

Konvergenciatartomany: <1 = |z| < V2

I - (_1)n An+2 . <_1)n an+5
fla) =" 3 @n+1) 2t T T 2 @n+1) 2i T T
=0 n=0

DB 0 13 L7
- T _ . R=+/2
2 3-23+5-25 7-27+ V2
~———
To(z)
) (0
b) a, = ! ‘( ) miatt f™(0) =n!-a,
n!
f@(0) = 20! -ag = 0, mert ay =0 (2% -o0s tag nincs a sorban)

_1)4
eD0) = 21!- :21!-(

(ag; : 2% egyiitthatoja, ezért 4n+5=21 = n=4)

¢) Mivel [0, 1] C (—=v/2, V/2) , ezért szabad tagonként integralni:

O\H

n=0 n=0
0 _)n pAn+6 1 26 210 13 1
:nz @nt+1) 20 16|, 2.6 3.2.10 5213 |,
1 1 1 11 1
26 3.2.10 52 13 2w H<sEs

45

1 1
n An+2 o (_1)71 An+2 o
f(z / Z 22n+1 T de = Z Gnt1) 2 / T der =
0 0
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(Leibniz sort kaptunk.)

33. Feladat:
[rjuk fel e*, sinxz, cosx, chxz, shx Taylor-sorat és konvergenciatartoményat!

34. Feladat:

Irja fel az alabbi fiiggvények x, pontbeli Taylor sorat és annak konvergenciatar-
toményat!

a) fi(z) =sin3z? z9g=0 ¢) f3(x) =sh2z* z9g=0
b) folx) =e'® 2o =0, ill. zp =3 d) fi(x) =e 2% chbz, xo =0
Megoldas.
ud ub B S
a) fl()—u—g—f—g—"'u:?)xzz?)m—ax +gl’ — zeR
PR
b) e* —1+u+§+§+z+ uelR
xo=0 :u=4x helyettesitéssel:
42 43 44
fo(x) = et —1—|—4x+§x +§x +EI+ reR
$0:3:

folx) = et@=3)+12 — (12 g4(@-3) —

12 42 4 41 4
=e 1+4(x—3)+§(x—3) +§( z —3)° +Z(m—3) +---),zeR
wr o ou® o’
c) f3(x) =sh2z? —u+§+5 —i—ﬁ-l- u:2x4=
23 25
=22+ a4+ 2 reR
3! 5!
S5 -5z 1
d) fi(z) =e 2% chbr = e 2 e e —f—26 =3 (32 +e77%) = ...
35. Feladat:
f(z) =523 e3 g =10
Irja fel a fiiggvény Taylor sorat! Konvergenciatartoméany?
fA0 ) =2, fIOD(0) =7 (A sorfejtésbsl adjon valaszt!)
Megoldas.
o 3 o - (_3)n 2n+3
= 5z Z =5> et zeR



2. FUGGVENYSOROK

= f10(0) =0

™) (0
ap = ! ‘< ) —  f™(0) = nla,
n!
fgy f199(0) = 100! ayp0, ahol ajpy : ' egyiitthatéja:
m+3=100 =— Fne N, melyre ez teljesiilne — a9 =0
FAN0) = 101! a1,  ahol ajg; : ' egyiitthatoja:
-3 49
2n+3 =101 = n=49 = fUO(0) = 101! 5 ( 49)‘
36. Feladat:
Hatarozza meg a kovetkez6 szamsorok pontos Osszegét!
— 4 " o~ (=1)* :
a)Zy(Ze) C)Zm(zsml)
k=0 k=0
by S G~y DY =)
= 2 — (2k)!

Megoldas.

37. Feladat:

. T —sinx
hm 2— :?
z—0 x? sinx

Megoldas.

L’Hospital szaballyal hosszadalmas, ezért Taylor sorfejtéssel dolgozunk:

38. Feladat:

AT |

lim =7
% - sin 223

z—0

A szamlalo és a nevezs megfelel Taylor sorfejtésével oldja meg a feladatot!

Megoldas.

39. Feladat:

Szemléltessiik, hogy e/% = cosp + j sin

Megoldas.

47
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o (o e Bt gttt 50 B
e”’—z% =ttt e e =
"= 2 4 3 5
_ _ (1 " ; T T -
= = <1 5 + 1 + > + (go 3] + 5l + )—cosgo—l—j sin

2.7. Binomidlis sorfejtés

40. Feladat:

Irja fel az
1 1

flz) = g(z) = VI

Vi—z’
fiiggvények xy = 0 bazisponti Taylor sorat és a sor konvergenciasugarat!

ay =7 (Elemi mtiveletekkel adja meg!)

Megoldas.

Tudjuk, hogy (1 +u)* = (2) uk | R =1. Ezt hasznaljuk fel:
k=0

=m0 =3 5 (V) () -

48
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41. Feladat:
Irja fel az
I — 0
r) = ——, xTo =
V32— 247 ’
bazisponti Taylor sorat és a sor konvergenciasugarat!
ag =7 (Elemi miiveletekkel adja meg!)
FE0) =7, fe(0) =2
Megoldas.
Tudjuk, hogy (1+uw)* = > <Z> uk | R=1. Ezt hasznéljuk fel:
k=0
1 1 1 2 -1/5 1 00 1 2\ k
o g0 () HHE )
(1+(—%)) k=0
_ - 5 22k
Konvergenciasugar: ‘_T_G <l = |z|<4, R=4
(5) () (5) (-5)
1 5 5 5 5 1 . -
ag = 3 531 o (2% egyiitthatoja, k = 4)
o0 (n) 0
flz) = > a,az™ és a, = / |( ) miatt f™(0) =n!-a,
n=0 n.
1=\ (-1
(26) = 26! - = 926! . = 502 22
JEN0) = 26t -ax = 26! 5 (13) 1613

(ags : % egyiitthatoja, ezért 2k =26 = k= 13)

f@(0) = 25!

~ags = 0, mert ags =0

(2% -es tag nincs a sorban, tehat 0 egyiitthatoja van.)

42. Feladat:

Irja fel az
(z) 223 0
z) = —/—/—, Ty =
RNy ’
bazispontu Taylor sorat és a sor konvergenciasugarat!
g1 (0) =7, g"1%(0) =7

Megoldas.
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o) = 200 2 S (CH) g 2 (T CE s Ry way gla) -
2 =\ k) 16t 2\ r ) 16k ! A
0 (n) 0
ooay " és  ay, J ‘( ) miatt g™ (0) =n!"a,
n=0 n:
g1%2(0) = 102! - a1 = 0, mert aje =0 (2192 —es tag nincs a sorban)
(103) ! ! _é (=D
0) = 103! = 103!
g0) 4103 (50) 1650

(a3 : 2'% egyiitthatoja, ezért 2k +3 =103 = k = 50)

43. Feladat:

Az integranduszt nyolcadfokd Taylor polinomjaval kozelitse és
becsiilje meg a hibat!

Megoldas.
_ =\ [—1/2 1 3 5
1 n-1/2 _ ah g _ 24,28 90 a2 R=1
(1+2%) kzg Nk ! 5@ —|—8:c1 T
Tg(x)

1/2

_ 1 3 5 12

1 4 1/2 d _ . 5 9 13 ~
/(“3) T TR Tt T,
0
1 1 3 5
~ = + |H| < (Leibniz sor)

2 2.5.25 ' 8.9.20° 16-13-213

2.8. Fourier-sor
Bevezets:

Ha f 2w szerint periodikus és f € Rjo 2., akkor f Fourier sora

L (ay cos kx + by sin kz),

2
k=1

ahol
a+2m

1
ak:—/f(x)cosk:cd:c, k=0,1,2,...
T

a+2m
1
bk:—/f(a:)sinkxd:c, k=1,2,...

™
a
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ai, by neve: Fourier egylitthatok. Itt a € R tetsz6leges.

A konvergenciara vonatkozé altalunk hasznalt elégséges tétel:

Dirichlet tétel: (egy elégséges tétel a Fourier sor konvergenciajara)

f Fourier sora minden z-re konvergens, és

fl@—0)+ f(z+0)
2

O(z) =

Ha az f fiiggvény 27 szerint periodikus, f € Rjgor , a periodus felbonthato véges sok
(a, B) intervallumra, hogy itt f monoton és a végpontokban 3 a véges hatarérték, akkor

44. Feladat:
Hatéarozza meg az alabbi fiiggvény Fourier sorat (Osszegfiiggvénye legyen ¢) !
5, haxe€ [ ;T, g}
f(z) = - - flz)=f(x+2m), VzeR
0, haze|[-m, ~Z)uU (3. 7)
ax T, 5 5 T
™ ™
Irja fel a sor elsé négy nem nulla tagjat! ¢ <—§> =7, ¢ <§> =7
Megoldas.
Rajzoljuk fel a fliggvényt!
Most a = —m valasztas célszert.
1 7 1 "
ar,=— [ f(z)coskx dz ; — f x)sinkz dx
T . T hi

br = 0, mert a fiiggvény paros. (Indokoljuk meg, hogy miért!)

17 2 7 2 (™2
0= J e ar =2 1 W(f ) )
paros
k>1 esete:
171‘

ar = — [ f(z) coskx dx = f(x) coskr dz =

paros

/2 m 2 _sink
(f 5 coskr dz + [ 0dx> _ LR
0

1

k

ERRN)
C—x

w/2

w/2 T k 0
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Tehat:
0, hak=2l
g = WL ) nak=dit1
Tk
—1, hak=414+3
Igy a Fourier sor:
5 10 /1 1 1 1
gb(:z:):§—l—? (Icosx—gcosi’)m—kgcosm:—?Cos7x —|——---)
-0 0 0+5
o B ()= o() 05

45. Feladat:

flz)=2z, ha O0<az<2rm és flz+2kr) = f(x) (keZ)
a) Hatarozza meg f Fourier sorat!
Jelolje a Fourier sor Osszegfiiggvényét ¢(z) ! f(x) = ¢(x) milyen x-ekre igaz?

Egyenletesen konvergens-e a Fourier sor?

_1)k’
2k+1

oo
b) A Fourier sor segitségével hatarozza meg a E numerikus sor Gsszegét!
k=0

Megoldas.

a) Rajzoljuk fel a fiiggvényt!

Most a = 0 véalasztas célszerti.

1 2m 1 27
ar == [ f(x)coskx dz ; b=~ | f(z)sinkz do

T 0 T Y

1 2T
aoz% bf r dor = =927

1 2m
ap== [ _x  ¢cosky de =--- =0

™ 5 \/-’u W—//

2w 9

=21 [ & sinky dz =-.-=—-=

u 0 ~—~ \7_/ L

. sinkzx
da) =m—2) —
k=1

Dirichlet tétele alapjan: f(z) = ¢(x), ha = # 2kr és ¢(2km) = 7.
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A konvergencia nem egyenletes, mert bar az f, fiiggvények folytonosak, de az 6sszeg-
fiiggvény (¢) nem folytonos.

b) gb(g) _ f(g) — T alapjsn:

2
- 00 sinkg
L 1 _9
9 = 7 k
k=1

T2 (1ro-tiorlio-ty
2~ " 3 5 7

m = (-1)* =~ (-D)* «
T 9 -
5 — T kzl o+l kz o+l 4

1

Megjegyzés: A Fourier sort iigyesebben is felirhattuk volna az alabbi Gtlettel:

g1(x) := f(z) — 7. Ez mar majdnem paratlan fiiggvény. Ha a szakadasi pontokban meg-
valtoztatjuk a fiiggvényértéket 0- ra, akkor az igy kapott, mondjuk ¢ fliggvény méar paratlan,
igy a sorfejtése sokkal rovidebb. Mivel g és ¢, fliggvény Fourier sora megegyezik, igy ebbdl
mar f Fourier sora 7 hozzadadasaval megkaphato.

46. Feladat:
Hatéarozza meg az alabbi fiiggvény Fourier sorat (Osszegfiiggvénye legyen ¢)!

3, haze|[—m, —7/2]U[r/2,7]
fla) = 0, haxe (—n/2,7/2) flz)=f(=z+2m), VzeR

¢(r) =7

Megoldas.
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3. Tobbvaltozos fiiggvények

Abrazolassal csak elsadason foglalkozunk. Az alabbi feliiletekrél beszéliink:
ar +by+cz=d
z=x2+y?;, z=-2—y*; 2=6+2>4+1y%; z2=6-—2>—y>
= /1-2_‘_3/2; 22:$2+y2
22 2 22
P42 =R 2= /R -2y S t5+5=1
a b? 2

r=ay; z=1y>—122

3.1. Hatarérték, folytonossag

1. Feladat:
. xy + 3
lim 5 =7
(@y)—(0,0) T2y +4
Megoldas.
: xy + 3 0+3 3
lim = = -
(@y)—00) 2?*y+4  0+4 4
(Csak behelyettesiteniink kellett. )
2. Feladat:
, sin (22 y)
lim —_— =7
(z,9)—(0,0) T2 cos y?
Megoldas.
sin (2% y) — lim sin(z?y) y _ 1. 0 _ 0
(xy)—(00) x2 cosy?  (@y—(00)  x%y  cosy? 1
3. Feladat:
1
lim arctg(zy) - sin —— =7
(29)—(0,0) &(zy) 2+ y?
Megoldas.
1
lim  arctg(zy) - sin = 0, mert (0- korlatos) alaku.

(2,9)—(0,0) x? + y?
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4. Feladat:

Ty 9

lim —7 =
(@y)—(0,0) 272 + 212

Megoldas.
Az y = mx egyenesek mentén:
m x> 2 m m
fimy flome) = B e — M E 5 onE T g oz e metdl

— 9} a hatarérték.

5. Feladat:

Hol folytonos az alabbi fiiggvény?
3$2y2
4x4—+7y4’ ha (z,y) # (0,0)
fla,y) =

0 , ha(x,y)=1(0,0)

Megoldas.
Ha (z,y) # (0,0) , akkor a fiiggvény folytonos, mert folytonos fiiggvények Osszetétele.
Vizsgalando6 a ( l)irrzo O)f(:c,y) hatarérték! Az y = mx egyenesek mentén:
z?y - b
_ , 3m2zt 3m? . B
alcli% flw,mz) = ilg(l) Azt + Tmizt T A+ Tmd fiigg m-tl

—  # a hatarérték. Igy a fiiggvény az origoban nem folytonos.

6. Feladat:

. 3zyd
lim @——2— =7
(xy)— (0,0) 222 + 2>

Megoldas.

Ty = 0n COSQn, Yo = Op SINY,, @, tetsz., o, — 0  egy tetszSleges (0,0)-hoz tarto
pontsorozat. E mentén vizsgaljuk f(x,,y,) konvergenciajat:

30} cos p, sin® @, B

lim lim 2 Z cosop, sinty, = 0
On — 0 2@% 0n — 0 Qf 2 901 9011
©n tetsz. pn tetsz. Korlatos

Tehat a keresett hatarérték 0.
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7. Feladat:

2
lim  —d 9
(z,y) — (0,0) 222 + 32

Megoldas.
Az el6z6 megoldas mintajara:

Ty = O0p COSPn, Yn = On SINQ,, @, tetsz., o, — 0  tetsz6leges (0,0)-hoz tartdé pontso-
rozattal vizsgalva:

03 cos p, sin? @, cos ¢, sin® @,

lim . = lim n : =0
on — 0 207 cos? iy + 302 sin? o, o — 0 Ql 2 +sin? ¢,
———
o, tetsz. o tetsz. korlatos

Tehat a keresett hatarérték 0.

8. Feladat:

322 + 5y?

lim =7
(w,y)— (0,0) 222+ y?

Megoldas.

Koordinatankénti (méasszoval iteralt) limeszekkel dolgozunk:

3% + by? 5 3_x2 3

Myt 2y T e 27 T 2
3z? + 5y? 51> 3
hmhmu:hmi:57ﬁ_
y—0 xz—0 2[[‘2—|—y2 y—0 y2 2

Tehat a keresett hatarérték nem létezik.

9. Feladat:

dr+3y

im ?
(z,y) = (0,0) 27 + 8y

Megoldas.

(Az el6z6 modszer most is eredményre vezet.)

ex2—3y

2

10. Feladat: li —_ =1
(x,y)li%,l) 14 222 + 3y?

Megoldas.
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f folytonos mindeniitt, igy a hatarérték mindeniitt a helyettesitési érték:

I e =3y - o
: 7T 0.9 o 9 - 9 p— JE—
(wvy)lir%0,0) 1+ 222 + 3y f(2,1) 19

11. Feladat: lim (32?4 49?) arctg — = ?
(z,y)—(0,0) Y

Megoldas. 0- korlatos — 0

3.2. Parcialis derivaltak, totalis derivalt

12. Feladat:

22 erty’?

f(%y):m

folw,y) =75 filx,y) =7

Megoldas.

13. Feladat:

flz,y) =2 — 3zy* + 22 — 5y + In2

a) folz,y) =75 filz,y) ="
b) Szamitsa ki a masodrendi parcialis derivaltfiiggvényeket!
c) Af = fl +fIl =7

T vy

Megoldas.
a) fo(r,y) = 3z —3y* + 2, f;(:v,y) = —6xy — 5
b) fi, = 6z
vy = fyw = —0y
o= —6x

vy

¢c) Af =6x — 6z =0

Az ilyen tulajdonsagu fliggvényt harmonikus fiiggvénynek nevezziik.

57
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14. Feladat:

fla,y) = V5@ —1)* + 4y

Irja fel az elsérendii parcialis derivaltfiiggvényeket!
(Az (1,0) pontban a definicioval dolgozzon!)

Megoldas.
Ha (z,y) # (1,0) :
"(x,y) = 20 (z —1)3
(%) 24/5(x— 1)t +4y? ( )
/ T f(1+h70>_f(170)_ . V5h4_0_ . \/ghQ_
f2(1,0) —}}1310 h N f}lino - h lllino ho 0
Ha (z,y) # (1,0) : X
"(z,y) = 8
fyle:y) 24/5(x — 1) + 442
: o L0+ k) QL0 L VARZ-0 L 20k
1.0 = im, b I

Ha (z,y) # (1,0), akkor az f fliggvény totalisan derivalhato, mert a parcialisok 1éteznek és
folytonosak. Ha (z,y) = (1,0), akkor az f fiiggvény nem derivalhato, mert f;(1,0) nem
létezik, tehat nem teljesiil a totalis derivalhatosiag egyik sziikséges feltétele.

15. Feladat: | f(z,y,2) = "% 4 sin(zz2) , gradf =7 Miért létezik?

16. Feladat: | f(z,y) = arctg (2> +y* + 1), gradf(0,1) =?  Miért létezik?

17. Feladat:

flx,y)=q 22422’

a) filz,y) =75 filz,y) ="
b) Hol differencialhato f 7




3. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK 59

18. Feladat:

flxy) = @2z —y)* + 42° — 8y

a) filz,y) =75 filz,y) ="
b) Hol derivalhato (totélisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)

gradf(1,2) =7
c¢) Szémitsa ki a méasodrendd parcialis derivaltfiiggvényeket!

Megoldas.

b) Mivel a parcialisok mindeniitt folytonosak, a fiiggvény mindeniitt totalisan derivalhato
(létezik mindeniitt a gradiens).

) f' =8-3020—y)?-2+ 24z

Txr

= f = 8320 =y (-1)

Yy

vy = —4-32x —y)*-(-1) — 16

19. Feladat:

(. —2) ¢

flay)={ e TOH, halny) 0.0

0o ha (z,y) = (0,0)

a) filz,y)="7; filz,y) ="
b) Hol differencialhatd f 7

Megoldas.

Y2 (2?4 y?) — (x—2)y* 2z

H 0,0) : ! = 6
a) a (Iuy>7é( ) ) fx(x7y) (l’2+y2)2 +
Ha (z,y) = (0,0), akkor a definicioval kell dolgozni:
. f(h,0) — f(0,0) . 6h =0
! — — _— =
L0 = = s Ty 0
. (x—2)2y(@*+y*) — (x—2)y° 2y
Ha (xvy) 7£ (O’O) . f;(xvy) = (I2 +y2)2 + 3
Ha (z,y) = (0,0), akkor most is a definicioval kell dolgozni:
2 g
/! _ — — _—
0.0 = fim Tmm e = iy e = i (o e3)

b) Az origobban nem derivalhato totalisan a fiiggvény, mert f;(0,0) 3.
(Egyébként a fliggvény nem is folytonos itt, tehat ezért sem derivalhato.)

Masutt derivalhato, mert a parcidlisok léteznek és folytonosak.
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20. Feladat:

sin (y? + 22?)

flz,y) = VY2 + 222

, ha (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

a) lim  f(z,y) =7 Folytonos-e f az origbban?
(z,y) — (0,0)

b) f.(0,0) =7 (A definicioval dolgozzon!)

c¢) Totalisan derivalhato-e f az origbban?

Megoldas.

. sin (y? + 22%) . sin (y? + 22?%)
a lim ———=-" = lim —————— /Y2 +222 =
) ()= (0,0)  y/y? + 222 (@y)— (00  y? + 222 Y

—1.0=0= f(0,0)
Tehéat f folytonos (0,0)-ban.

sin 2h? 0
!/ — — _——-— =
sin 2h? ||
= Jim o V2 =
¢) Mivel f2(0,0) #, f nem derivilhaté az origoban.
21. Feladat:
1
2? sin ———, ha (z, 0,0
Flry) = PR (z,y) # (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

a) Folytonos-e f az origbban?
b) Irja fel az f; és f, fiiggvényeket, ahol azok léteznek!
(Az origoban a definicoval dolgozzon!)

Megoldas.

60
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22. Feladat:

flz,y,2) =2* + y* + a?ye*

a) gradf(—1,1,0) =7 Miért létezik?

b) n :7 " :‘?
Megoldas.
a) fl =322 + 2zye* [, = 4y* + 2?e¥ [l = 2tye??2
A parcidlis derivaltak mindeniitt léteznek és folytonosak, ezért gradf mindeniitt léte-
zik.

" = 6x+ 2ye* " = 4aye*
b) " _ 4y€2z " _ 4y€2z

A parcialisok léteznek és folytonosak, igy a "vegyes" parcialisok egyenl&ek.

3.3. Erint6sik, differencial, iranymenti derivalt

23. Feladat:

flzy) = 2z —y)* + 42® — 8y

a) filz,y) =75 filz,y) =7
b) Hol derivalhato (totélisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)
c) Irja fel a fiiggvény Py(1,2) pontjabeli érintdsikjanak egyenletét!

Megoldas.

24. Feladat:
eV

4+ 1

a) filey) =7, fley) ="

d

b YN o ke e 203

deli) N

c¢) Irja fel az (1,0) ponthoz tartozé feliileti pontban az érintésik
egyenletét!

f(xay) =
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Megoldas.
25. Feladat: ; p
flz,y) =3y + e — 2y arctg Fy(0,1)
a) fo(w,y) =75 fy(z,y) =7, hay#0
b) Irja fel a fuggveny Py pontjabeli érintésikjanak egyenletét!
) df (Po,(h,k)) =
d) o =7, ha el 2i-7j
de Py =
df o : oy
e) max —| =7 (és adja meg a maximumhoz tartozé iranyt!)
de Py
d
min o ? (és adja meg a minimumhoz tartozo iranyt!)
elp,
Megoldas.
1 1
a) fi = yre™ — 2y ———5 —
z Y
1+ ()
Y
1 _
fy = 34 2y e’ — 2 a]fctgf - 2y——— —233 :
Y x Y
e (2
Y

Az érint6sik egyenlete:
(y # 0-ra 3 a gradiens, igy létezik az érintdsik is.)

fo(20,90) (T — 20) + f{,(mo,yo) (y —v) — (2 — f(x0,90)) = 0
Tehat —1(x—0)+3y—1)—(2—4)=0
) df ((0,1),(h,k)) = f2(0, 1) h+ f(0,1) k = —h+ 3k
d) Mivel P, egy kornyezetében a fiiggvény totalisan derivalhato, ezért

df

de = grad f(Fo) - e

Py
7
—Tjl=V2+T=V33 —= e=——i-—=]
< 53 53 =
és gradf(0,1) = —i+3j

df o 2 T
_— e — 3 _— _—
de |, (—i43j) ( i j

VB VB VB
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e) Mivel: grad f(Fy) = (—1,3)
df

max —

de

Py

—J/10,

min ——
e

Ix0)

NS

tehat

V10, ha

I8

ha

26. Feladat:

a) gradf =7

=7

c

by —
)l

f(z,y,2) = 2*y+yz—52%,

Py(0,10,1)
Miért létezik a gradiens?

ha e | —3j+4k

Megoldas.

a) fo=2xy, fi=2"4+z2,

A parcialisok mindeniitt léteznek és folytonosak = gradf mindeniitt 3.

b) gradf 3 Kp,-ban —

27. Feladat:

fl=y—10z

2% — 39?
2x% + y*’

f(z,y)

-3
y) =7

fy (@, y)

lim
(z,y) — (0,0)
b) fa/: (x,y) =7,

df

ar _9
05, =T

1,-1)

a) flz,

ha

e |

df
max —

d) Adja meg 1
€

(1771)

e) Irja fel az (1,—1) ponthoz tartozo feliileti pontban az érintésik egyenletét!

=7 (Az origoban a definicioval dolgozzon!)

ha (z,y) # (0,0)

, ha (z,y) = (0,0)

Folytonos-e f az origdéban?

—5i+

. df
min —
Q (1771)

és értéket!

Megoldas.

a (—1,3) vektor irdnyaba mutat

a (1,—3) vektor irdnyaba mutat




3. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

a)

a2 — 3y 2P 1

lim lim —= = lim = —

=0 y—0 222 + y?2  2-0 222 2

2 2 2

-3 -3 1
lim lim ——— Y _ y = -3 £ -
y—0 x—0 2332 -+ y2 y—0 y2 2

Tehat a keresett hatarérték nem létezik.

— A fiiggvény nem folytonos az origbban.

b) Ha (z,y)# (0,0) :  fi(z,y) = 21 (222 4+ y?) — (2% — 3y?) 4z

(222 + y2)?
h2
43
. f(h,0) — f(0,0) . g T T
! _ J— =% = - —_— =
f(0,0) = lim h = jm = fmy o = F
—6y (22° +y°) — (2* — 3y*) 2y
Ha (2,y) #(0,0) s file.y) = (202 + y?)?
—3k* +3
! _ J— _r = —_ =
e L

c) A (0,0) kivételével a parcidlisok léteznek és folytonosak = gradf 3 itt.

Mivel gradf 3 Kp,-ban — /

dQPO
_(EHE.) a 5,1 ,)__g 5,14 1 56
~ g tTgd % V26 T 9 V26 | 9 V26 9-/26
d) ma df grad f(Py)| 14 2+ M\t _ L V2
max — = T = —_— - -
de|, ® 0 9 9 9 V%
grad f(Fp) 1 1
h e = — 1+ —F=
T lgadf(R) - V2U T VRY
. d 14
mlnd—g N = —|gradf(R)| = Y V2,
ha o= SRdfR) 1 1
- grad f (Fo)] 2" 27
—2
e) f(la_l):?

Az érint6sik egyenlete igy:

14

5(:6—1)—1—%4@—1-1)—(2—1—;):0

64
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3
. — Y — 23 o, 2z—1. 1
28. Feladat: flz,y) = sl e L Py(—3,1)
d
a) max d_f =7 (és adja meg a maximumhoz tartozo iranyt!)
elp,
b) min e ? (és adja meg a minimumhoz tartozo iranyt!)
€lp,
Megoldas.
fa/: = y36_2m_1<_2)7 fa/:(_%7 1) = _27 f{/ = 3y2€—2a}—1’ fQZ(_%a 1) =3

+, [, mindeniitt folytonos
—> [ totalisan derivalhaté P, egy kornyezetében (s6t mindeniitt)

=—> Fy-ban d minden irdnyban az irdnymenti derivalt és:

- = grad () = lgrad f(R)] -Ie cos, 65 el =1
max % N = |grad f(Ry)| ;
hacosp=1 = ¢=0 = e iranya grad f(F,) iranyaval egyenld
min % = lgrad SR
= e iranya grad f(Fp) iranyaval ellentétes

hacosp=—-1 = p=m

Most: grad f(FPy) = (—2,3) tehat
a (—2,3) vektor iranyaba mutat

d
max d—f =/(—2)% + 32 = V13, ha e
(& 1
. df e
min == = —/13, ha e a (2,—3) vektor irdnyaba mutat
(& 1
- (7571)
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29. Feladat:
flz,y) = Va2 + 3y*

a) f:(0,0)=7; f(0,0) =7
(A definicioval dolgozzon!)
b) Hol derivalhato a fiiggvény?

grad fla2) =7
c¢) Irjafel az (1,2) ponthoz tartozoé feliileti pontban

az érintGsik egyenletét!

d
d)—f =7, ha el —5i
de 1)
: df Al
e) Adja meg max —>— érteket!
Elaz

30. Feladat:

flz,y) = v/4z3 + 3y?

a) filz,y) =75 filz,y) =7
b) Hol derivalhato (totélisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)

Megoldas.
31. Feladat: z 3
x — 3y
= = (0,1
f(x)y) 2$+4y (x07y0) ( ) )
a lim x,y) =7
) (z,y) — (0,0) f(@y)
b) grad f(zo,yo) =7 df ((zo,v0), (h, k) =7
¢) Milyen irdnyban lesz az (zo,yo) pontban az irdnymenti derivalt
maximalis? Adja meg ezt a maximalis értéket is!
Megoldas.

a) Iteralt limeszekkel caélszerd megoldani.
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3.4. Osszetett fiiggvény derivalasa

32. Feladat:
feCt  glay) =f@* -y’
Hatérozza meg g masodrendd parcidlis derivaltjait!

Megoldas.
9(@,y) = f()l,_p2_,s  Osszetett fiiggvényrdl van sz6.
9 -
9y = f/(t)|t:x2,y3 32 (5162 —4?) alapjan:

gp = f@®=y’)- 2z
gy = [ —y’)- (=37

Gow = (i f'(@* = y3)) 2z + f(2® — o) - (i %

ox
g, = (f"(@®—=y°)-2z) - 20 + f(a® —y°)-2
g, = f'@@ =% 2z (=3y%) = g},

ox

Gy = J'@=9%) (=3¢%) (=3¢%) + f(2® —y°) (—6y)

33. Feladat:

) alapjan:

Igazoljuk, hogy ha F az (z? — y?)-nek tetszéleges, folytonosan differencialhato

fiiggvénye, akkor az
flz,y) =y F(a* - y°)
kétvaltozos fiiggvény eleget tesz az

v fulz,y) + 2y fi(xy) = @ f(z,y)

differencialegyenletnek!

Megoldas.

fo=y F(2* =y’ 2z  f,=F@*—y®) +yF(*—y*)(2y)
A differencialegyenlet bal oldalaba helyettesitve:

VyF (2® — )2z + 2y (F(2® —y?) + yF'(2* — y*)(—2y))
Rendezve:
ryF(z* — y)

zy F(z® —y°)

zyF (2 — )

67
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Ez pedig igaz.

34. Feladat: |Szamitsa ki az

A =gy (2,1) + gy, (2,1) = 2g,, (2,1)

kifejezés értékét, ahol  g(z,y) = f(z* —y) és f-nek a to =3 koriili
masodrendd Taylor polinomja

To(t) =1 — (t—3) + 5(t —3)*

Megoldés.
f/(3> — f//< ) =10
f’( —y) 2w G = f"(2% = y) 20 20 4 f'(2* —y) 2
—f”( —y) 2z (=1) = g,,
gm( 1) = f"(3)- 4>+ f'(3) -2 = 158
9oy (2,1) = f"(3) (— ) = —40
A=158 — (—40) =

35. Feladat:

g1(x) és go(x) kétszer folytonosan differencialhato egyvaltozos fiiggvény
(91(), ga() € CF)

hz,y) =z -gily—2) +y g(z—y), (z.y) eR?
Hozza egyszeriibb alakra a hj, + 2h;, + hj, ~ kifejezést!

Megoldas.
h, = (% :p) iy —x) + @ (8% gl(y—fv)) +y ((% gz(x—y))
alapjan:

n, = qly—2) —zg(y—2) +yglr—y)
h, = zg(y—2x) +g@—y) —ygle—y)

2hy, = 2(gi(y—=) —xd{(y—x) +g(x —y) —ygs(r —y))

hew = —9i(y—2) —dily—2z) +agily—2) +yg(z—y)

hyy = 29/(y—12) —go(x—y) — gz —y) +ygs(z —y)

_—
hy, +2hy, + b, = 0 VY(zy) eR

Esetleg a ¢1,9> fliggvények argumentumat ne irjuk ki mindeniitt (sok idg), csak jegyezziik
meg, hogy g¢;-et és derivaltjait az (y — x) helyen, g¢,-6t és derivaltjait az (z — y) helyen
vesszitk. (Igy attekinthetGbb is a derivalas menete.)
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36. Feladat:

g € C3 valtozoja helyébe irjunk ; -t (y # 0) és jeloljiik az igy
Y

kapott kétvaltozos fliiggvenyt f(z,y)-nall

Adja meg y # 0 esetére az alabbi parciélis derivaltakat!

folz,y) =7, file,y) =7

w(Ty) =7, ve(,y) =7

Megoldas.

37. Feladat:

g € C% valtozoja helyébe irjunk -et és jeloljiik az igy kapott

211
kétvaltozos fiiggvényt f(x,y)-nal!

fé(‘ray) :?7 fg//(x7y) :?7 ;;(l’,y) =7

Megoldas.

3.5. SzélsGértékszamitas

38. Feladat:

f(z,y) = 22° — 62+ 5+ 9> — 12y

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.

39. Feladat:

flz,y) = (x =3y +3)* + (x —y —1)*

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.
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fi=2x-3y+3)+2x—-y—-1)=0
fo =2 =3y +3)(=3)+2(x -y —-1)(-1)=0
Egy linedris egyenletrendszerhez jutottunk most:
dr— 8y+ 4 =0 r— 2y =-1
—8r+20y—16 =0 }: _9r 45y =4

Tehat P(2,3)-ban teljesiil a sziikséges feltétel.

}:> r=3 és y=2

4 =8
D(z,y) = =80—-64>0
-8 20
= van lokdlis szélséérték.  f7 (2,3) =4 >0 = lokalis minimum van

40. Feladat:

fl,y) = (x—y+1)* — (2° —2)°

Keresse meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.
fl=2@—-y+1)—2@*-2)- 20 =2+10x—423> -2y =0 (1)
fy=2@-y+1)(-1) =0 (2)

(2)-bsl: y ==z +1 Ezt behelyettesitve (1)-be: 4z (22 —2)=0
gy 3 pontot kapunk, melyekben teljesiil a sziikséges feltétel, igy lehet lokalis szélsGérték:

Pi(0,1), P(v2,1++2), P(—v2,1-+?2)

" 10— 1222 —2
D(z,y) = = — 16 — 24 22
A i —2 2

D(0,1)=16>0, fI =18>0 = lokalis minimum van (0, 1)-ben
£(0,1) = —4 értékkel.

D|p, <0,Dl|p, <0 = Py-ben és P3-ban nincs lokilis szélssérték.

41. Feladat:

4
flr,y) =22 +y + —
Ty

Hatarozza meg f lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.
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42. Feladat:

]' 3
f(x,y)—;+y -

Hatarozza meg f lokalis szélsGértékeit!

Megoldas.

43. Feladat:

flz.y) =By —x)* — 6y° + 8z

a) fo(z,y) =" fylz,y) =7

b) Hol derivalhato (totélisan) a fiiggvény? (Indokoljon!)

¢) Irjafel a fiiggvény Py(2,1) ponthoz tartozo feliileti pontban az érintdsik
egyenletét!

d) i | —5i
de (o)

e) Hol lehet f-nek lokalis szélsGértéke?
Van-e lokélis szélsGértéke? Ha igen, milyen jellegii?

Megoldas.

44. Feladat:

flz,y) = 2>y

a) Keresse meg az f fiiggvény abszolut  szélsGeértékét —az
A(0,0), B(1,0) C(0,1) pontokkal kijelolt haromszog alaka zart
halmazon!

b) Van-e lokélis szélsGértéke f-nek, ha (z,y) € R??

Megoldas.
fl=32%y"=0
a) x=0 vagy y=0.
fi=52y*=0

Tehat az (x,0) és a (0,y) pontokban lehet lokélis szélsGertéke. (Itt teljesiil a sziikséges
feltétel.)

f(z,y) > 0 a tartomany belsejében,
f(z,y) =0 a tengelyeken (f(z,0) =0, f(0,y) =0)
— minf=0.
Weierstrass 1. tétele alapjan f-nek van maximuma is, mert folytonos és a tartoméany
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korlatos és zart (kompakt halmaz). A maximumot csak a tartomény hataran veheti fel.
Mar csak az y =1 — x johet szoba.

g(z) = f(r,1—2)=23(1 —1x)°, z € 0,1]

g(0) = g(1) =0, igy nem lehet maximum.

Valahol az intervallum belsejében kell megtalalnunk a maximumot.

gx) =321 -2 + 2351 —-2)(-1) =221 —-2)*(3-8x) =0
3

e xr= =, =
8 y

5

8

5\ 35

8) &

b) Lokéilis szélsGérték csak a tengelyeken lehetne. A tételiinket most nem tudnank alkal-
mazni, mert D(x,0) =0 és D(0,y) = 0 lenne esetiinkben. Vizsgaljuk a fiiggvényér-
tékek elGjelét!

. 3
Igy a keresett maximalis fiiggvényérték:  f 3’

} A fiiggvényérték elGjele.

A tengelyeken a fiiggvényérték nulla. De a tengelyek barmely pontjanak minden kornye-
zetében felvesz a fliggvény pozitiv és negativ értéket is, igy a fiiggvénynek sehol sincs
lokalis szélsGértéke.

45. Feladat:

flz,y) = y* — 12y + 2(z +y)> — 8(z +y)
a) Hatarozza meg a fiiggvény lokalis szélsGérték helyeit és azok jellegét!

Megoldas.

3.6. Kétszeres integral téglalap- és normal tartomanyokon

A tartoményokat mindig rajzoljuk fel és jeldljiik be, hogy mi szerint integralunk beliil!
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46. Feladat:
[[ @ sin(zy) dT =7,
T
ha Tazl<z<3, 0<y< g téglalaptartomény.
1. 4bra
Megoldas.

A fiiggvény folytonos, ezért mindegy, hogy milyen sorrendben integralunk, az eredmény ugyan-
az. De, ha el6szor = szerint integralunk, akkor parcidlis integral lenne, ezért probéaljuk meg
a masik sorrendet!

3 /2 3

| [ xsin(zy) dyde = [ —Cos(xy)|;rfo dr =
10 1
. X 3
3 sin — 4
f(—cosﬁ+1> doe = — 7T2 +zl =... =24+ =
1 2 - T
2 1
47. Feladat:
[[ « dT =7,
T

ha T az y =22 ésaz y=x + 2 &ltal hatarolt korlatos tartoméany.

2. abra

Megoldas.

A két gorbe metszéspontjai a (—1,1), (2,4) pontok és az x tengely fel6l nézve normaltar-
tomanyrol van szo.
2 42 2 2

[ [ adyde = [ —ay|%” dv = [ (v(z+2) —2?) dx:...zg
-1 y=22 -1 —1
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48. Feladat:
2
Jf 5 ar =,
T Y
ha az els§ siknegyedbe es6 korlatos T’ tartoméany:
1
y>—, y<ax és 1<z <2
x
3. 4bra
Megoldas.

Az z tengely fel6l nézve normaltartomanyrol van szo.

2 T LU2 2 132 T 2 9
Pl Zadm -2 wo—fora® doee?
L oy=1/z 1 Y lija 1 4
49. Feladat:

Alakitsa kétféleképpen kétszeres integralla az alabbi kettGsintegralt majd az egyik moédon

szamolja ki:
// (18xy* — 9y) 4T,
T

ahol T az O(0,0), A(2,0), B(2,3) és a C(1,3) pontok altal meghatarozott trapéz.

Megoldas.

Nem N,, csak 2 N, unidja. igy

T= | [ ey dyde + [ [ flay) dyde

=0 y=0 z=1 y=0
Viszont N, :
3 2
y=0 z=y/3

Az integral értékét az utobbival szamoljuk ki:
3

3
I= [ (9% — 9wy) [oy)s dy = [ (365> — 18y — (y* —3y%)) dy =

y=0 y=0

3 5
= [ (3% — 18y — y*) dy = (13y3 - 9y — y—)

y=0 5

3
35
=13-27 — 81 — —
)

y=0
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50. Feladat:

// S dz dy |

T

ahol T az A(0,0), B(5,0), C(4,6) és a D(3,6) pontok altal meghatarozott trapéz.

Alakitsa kétféleképpen kétszeres integralld a fenti kettds integralt!
Az egyik segitségével szamolja ki a kettds integral értékét!

Megoldas.

51. Feladat:

Cserélje fel az integralas sorrendjét!

0 1—z2 1 1—2
a) h = [ [ fleyy)dyde + [ [ flz,y) dyde
rz=—1 y=0 =0 y=0
V2 2? 2 2 4 44—z
b) b= [ [ flx,y) dyde + [ [ flz,y) dyde + [ [ f(z,y) dyde
=0 y=0 =2 y=0 z=2 y=0

Megoldas.
A tartoményokat feltétleniil rajzoljuk fel!

1 rz=1—y
a) [ = [ i f(z,y) dz dy
y=0 r=— 1_y2
2 4—y
b) I, = f f f(z,y) do dy
y=0 T=./Y

52. Feladat:

y sinz? de dy =7

o .
:@m%}_‘

Megoldas.

75

Nem tudunk primitiv fliggvényt felirni x szerint , ezért elGszor y szerint probalunk inte-

gralni:
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A kiindulés: v <zx<l1, 0<y<1 Abra:
Felcserélve a sorrendet: 0<y<x, 0<z<1

1 vz Loy? Vi
I= [ [ ysinz*dyde = [ Z| -sina? dz =
=0 y=0 =0 2

1 1
[ 2z sina? dz = [~ cosa?], =
=0 4

N | —
DN | —

53. Feladat:

Cserélje fel az integralas sorrendjét, majd szdmolja ki az alabbi integralt!

16 2
/ / \5/1+x3 dxr dy
"V
2
Megoldas.
54. Feladat:

Cserélje fel az integralas sorrendjét:

[ senaw

Megoldas.

3.7. Kettds integralok transzformacidja

55. Feladat:
[[ y* dT =7,
T

ha T: 2°+4y?°<4, 0<y<ux

Megoldas.
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Polartranszformécioval dolgozunk:

w/4 2

2
I = r? sinfp r  drde = r3 dr - sin?p  dp =
goio rlo r:fo goi‘() ~—
]| 1 —cos2¢p
2
|2 (1 sin2cp) /4 (7r 1) T
= —_— . — ()0 —_ = —_—— = = - —
1|, \2 1)), s 1) 2
56. Feladat:
[ #*y dT =7,
T
ha T: 1<2?24+9y*<4, y>0, 2>0
Megoldas.
Polartranszformécioval dolgozunk:
w/2 2 2 /2
I'= [ [ r?cos*p rsing r drdp = [ r*dr - [ cos?psing dp =
=0 r=1 r=1 p=0
s 2 ( Cos3<,0> /2 _ (0+1) (25 1) 31
5|y 3 0 3 5 5 15
57. Feladat:
[ 4z y? dT =7,
T
x
ha T: 4<2?2+42<9, >0, y>—
Yy = Y /3
Megoldas.
58. Feladat:
1
T="
{f (14 222 + 2y?)° ’
ha T: 22+¢y*<4, <0
Megoldas.

Polartranszformécioval dolgozunk:
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Py 1 | T e
I = r dedr = r (14 2r%) " dedr =
r=0 p=m/2 (1 + 272 cos2 ¢ + 272 sin? @)5 r=0 p—1/2
2
3m w 21 -5 m 1+ 227" T (1
Y EP RN G R PP T I Gl ML I (N |

(2 2> Jog a2t tdr =g —4 |7 1\

59. Feladat:

Megoldas.
60. Feladat:
Hatarozza meg annak a sikrésznek a teriiletét, amelyet a kovetkezd
egyenl6tlenségek irnak le!
By >dr, 2+ <8z, y<V3z, y>ux
Megoldas.

Polartranszformécioval dolgozunk:

/3 8 cos
teriilet = [[ 1dT = [ [ rodrde =
T

p=m/4 r=4cosp

m/3 r2 8 cos m/3
= J Bl dp =24 [ cosPpdp =---
p=n/4 4 cosp p=n/4
61. Feladat:
[[ fdT =7,
T

ha T: 2?2 —4x+9y2<0, 0<y és

a) flz,y) =y (2®+y°)°

b) flz,y) = (2% — 4o + y*)°

Megoldas.



3. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

a) x=r cosp, y=rsinp, |[J=r, 0<r <4 cosgp,

m/2 4 cosp

I = f f T osing (7‘2)3 r dr dp = (innen HF.) =
=0 r=0

b) x=2+rcosp, y=rsinp, |[J=r, 0<r<2, 0

0<ep<m7/2

49
90

<p<mT

v’ —drty? = (2 -22+y —d=rlcos’ p+risin"p -4 =1’ —4

by 2 46 -
I = f f (T2_4)5T‘drdg0:...:_
$=0 r=0 12
62. Feladat:

Szamoljuk ki az R sugaru korlap teriiletét!

Megoldas.
63. Feladat:
/ / e ™V dT =7
T
a) T: 1<z*+y*?<R? b) T: 1<z?+y?
Megoldas.

3.8. Harmas integral

64. Feladat:
I = / ry?23 dV =7
1%

A V korlatos térrész hatarai:
z=uy, (felilet) z2=0, =1, y=0,

Megoldas.

y = x (sikok)
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Ty 1 x Yy
= // / ry?2 dzdyde = / / / ry?2 dzdyde =
haromszég J z=0 z=0 Jy=0 J2=0
=2y 1 1 €T
/ / zy? [ ] dydr = 1 / / 2oyS dydx =
z=0 Jy=0 z=0 =0 Jy=0

Y e 1 ' 12 1
bl LA dr — — dr — ——
4 /xo a {7] Y /M T 36

65. Feladat:

:/mdvz?
14

A V korlatos térrész hatarai:

z=y/2?24+y? (kap) ésa z=1 (sik)

Megoldas.

A térrész meréleges vetiilete az (z,y) sikraaz 22 +y? =1,2=0 kor, a térrész hengerben
van. Hengerkoordinatdkkal dolgozunk.

Hengerkoordinatak:
r=rcosp, y=rsing, z=z2,r>0, p €[0,27)

A Jacobi determinans abszolatértéke: |J| =r

z=1
= // / Va2 +y?dzdT =
x2492<1 z:\/xQ——‘rgﬂ

21 1 z=1
/ / / r.|J| dzdrdy =
0 r=0 Jz=r
27 1 z=1 2 1 1
:/ / / r? dzdrdp = / / 2 [z} drde =
o Jr=0J: o Jr=0 "
/ / (1—r)drdp =

66. Feladat: Szamolja ki az 2% + 9% = 1 egyenletdi henger és a 2z = 0 valamint a
z =2 —x —y egyenleti sikok altal hatarolt térrész térfogatat!

ol

Megoldas.

z=2—x—y
V:///ldV // / 1dzdT =
x24+4y2<1 J2z=0
z=2—rcosp—rsinp
/ / / | J| dzdrdp =
r=0
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2w 1 z=2—7cos p—rsin @
/ / / rdzdrdy =
r=0 =
/27r /’ Z 2—7rcosp—rsin @ drdgo .

2
/ / (2—rcosp—rsing)rdrdp = ... = 2w
0 r=0

67. Feladat: Szamolja kia 2z =+/22+192 ésa z=06— 2% —y? egyenleti feliiletek altal
hatarolt térrész térfogatat!

Megoldas.

A kip és a paraboloid altal hatarolt térrész mergleges vetiilete az (x,y) sikra az 2% + y* =
R?,2=0 kor, a térrész hengerben van. Hengerkoordinatakkal dolgozunk.

A vetiilet a metszetgdrbe vetiilete, ezért az /22 +y2 =6 —2% —1? , azaz a VR2 =6 — R
egyenletbdl szamoljuk a vetiileti kor sugarat: R =6— R? | azaz R =2 (R = —3 nem lehet

a Sugar).
2=6—12—
V:///ldv // / LT —
2+y2<4 I2+y
2m 2=6—12
/ / / 1 |J|dzdrdp =
0 r=0 Jz=r
2T 2 z=6—72
/ / / rdzdrdy =
/ / 2776“ a rdrdy =
/ / 6—12—7r)rdrdp = ... = 327/3
0 r=0
68. Feladat:

I = / xyz dV =7
1%

Ahol a V korlatos térrész az 22 + P+ 22 < 1 gomb belsejének az
x>0, y>0, z>0 térnyolcadba es§ része.

Megoldas.

Go6mbi koordinatakkal dolgozunk.

Jeloljiik az (z,y,z) pontba mutatoé helyvektor hosszat r-rel, a z tengely pozitiv szaraval
bezart szogét ¥-vall Igy z = rcos?.

Legyen tovabba a helyvektor (x,y) sikra valé merdleges vetiiletének az = tengely pozitiv
szaraval bezart szoge ¢. A helyvektor (x,y) sikra vald meréleges vetiiletének a hossza
rsind , igy x =rsindcosy, y =rsinvsing.

A geometriai meggondolasbol kapjuk, hogy 0 <r <1 ,0< ¢ <7/2, 0 <9 <m/2.

A gombi koordinatakhoz tartozo Jacobi determindns abszolutértéke | J| = r?sind .
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/17$27y2
I:/// xyde:// / xyz dzdl' =
14 r24+y2<1,2>0,y>0 0

=+, bV Y

w/2
/ / (rsinvcosprsindsingrcosd) - |J| dddrdp =
0 Jv=0

=0 r—=

1
/ / / (rsin® cos @ rsindsin @ rcosd) r?sind dd drdp =
=0 Jr=0 Jo=0

w/2
/ / r° sin® ¥ cos ¥ cos psing dddrdp =
= r=0 J9Y=0

/2 1 /2
/ cos wsin p dp / 5 dr / sin® ¥ cos ¥ dy =
p=0 r=0 9=0

B [sin2gpr/2 {TGT [sin‘lﬂr/2 1
> |, 16,1 4 |, ~ a8

69. Feladat: Szamolja ki az 22 + 9> + 22 < 1 ésa Ja2+y? < 2z < ﬁ\/m2+y2

egyenlGtlenségekkel jellemzett térrész térfogatat!

Megoldas. A térrész az egységgombben van. Gémbkoordinatakkal dolgozunk.

A z = /2% +y? kupfelilletnél : ¥ = /4,
a z=+/3+/22+y? kapfeliiletnél pedig: ¥ = 7/6 .

27
V = /// 1dV = / / / r smz?dﬁdrdgp
r=0 JI9=mw /6

5] ] -5 2

0 3 2

70. Feladat: Szamolja kia (v —2)?2+ 9> =4 egyenleti henger és a z =0 sik valamint
a z=x%+y? egyenletd paraboloid altal hatarolt térrész térfogatat!

71. Feladat:

I:/sz\/:?
v

Ahol a V korlatos térrész az 2 <3 — /2?2 +y? ésa z>2 egyenlStlenségekkel jellemzett.
72. Feladat:
I = / vy dV =7
v

Ahol a V korlatos térrész az 22 +y?> + 22 <9 ésa z > /322 + 3y egyenl6tlenségekkel
jellemzett. (Gombi trafo.)
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73. Feladat:
I = / 22z dV =7
1%

2, .2
Ahol a V korlatos térrész az 22 +y?> + 22 <4 ésa z > Tty

3

egyenlGtlenségekkel
jellemzett. (Henger trafo.)

74. Feladat: Szamoljuk ki az R sugari gomb térfogatat!

75. Feladat: Irjuk fol és szamoljuk ki az R sugari, m témegii, homogén gdémb tehetetlenségi
nyomatékat tetszéleges, kozéppontjan atmend tengelyre vonatkoztatval

76. Feladat: Irjuk fol és szamoljuk ki az R sugart, m tomegt henger tehetetlenségi nyo-
matékat az alkotoival parhuzamos szimmetriatengelyére vonatkoztatva!
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4. Komplex fiiggvénytan

4.1. Cauchy—Riemann egyenletek, differencidlhatésag, regularitas, har-
monikus tars

1. Feladat:

v(x,y) = cx® + 2wy — 4> + 3
a) Adja meg a ¢ paraméter értékét ugy, hogy v(x,y) egy, az egész komplex szamsikon regularis
f(2) komplex-valtozos fiiggvény képzetes része legyen! (¢ € R)

) F(1 - 2j) =2

Megoldas.

a) Av = v, + v, = 0-nak kell teljesiilni.
vl = 2cx + 2y, vl=2c
v, = 2r — 8y, Vg, = —8

Tehat Av = 2¢ — 8 =0, ahonnan ¢ = 4.
b)
f'(20) = ui(wo, o) + v, (0, o) = vy (w0, o) + J,(T0, o)
(1= 25) = v)(1,-2) + (1, —2) = (22 — Sy + j( 8x+2y))‘ =184

2. Feladat: Hol differencidlhato, és hol reguléris az f(z) = 22 Re(z) fiiggvény?
Megoldas.
f(z) = ($2 - ?JQ + 2jzy)r = - xy2 +7 2m2y,

ahonnan
I 2 2 !
u, = 3r° —y°, v, = 4zy,
! /I 2
u, = —2zy, v, =2z

A parcialis derivaltak mindeniitt folytonosak, tehat az u(x,y), v(x,y) fiiggvények mindeniitt
totalisan differencialhatok. A Cauchy—Riemann egyenletek és megoldasuk:

3% — y? = 222 és 4oy = 2xy
2| = ly| x=0vagy y=0.

Ez azt jelenti, hogy a fiiggvény csak az origdéban differencidlhato, és sehol sem regularis.

3. Feladat:

u(z,y) = 2% — 6xy* + 50 — 2y
Igazolja, hogy az u(x,y) kétvaltozos fiiggvény az egész R? sikon harmonikus fiiggvény, és
keresse meg a v(z,y) harmonikus tarsfiiggvényét, amellyel egyiitt az f(2) = u(x,y) + jv(z,y)
fiiggvény az egész komplex sikon regularis komplex fiiggvény. (z = x + jy)
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Megoldas. Az u parciélis derivaltjai:

ul, = 62° — 6y + 5, ul, =12z,
u, = —12xy — 2, uy, = —12,

tehat Au = uf, +uy, = 0 az egész sikon.
A keresett v(z,y)-nek ismerjiik a parciélis derivaltjait:

U’x:—u;:12gyy—}—27 v;:u;:6x2—6y2—|—5.

Az els6 egyenletet x szerint integralva, majd az eredményt y szerint derivalva:
v(z,y) = /(12xy + 2)dx = 62%y + 22 + C(y),
vy, = 62 4+ C'(y)

Ezt Gsszevetve v, eredeti alakjaval,

C'(y) = —6y* + 5, ahonnan Cy) = /(—6y2 +5)dy = —2y° + 5y +c.
Tehat
v(x,y) = 6%y + 2x — 2y° + 5y + ¢, (ceR)
f(2) =22 — 62y* + bx — 2y + j(62%y + 22 — 2y + 5y + ¢) (z =z +7jy)

Eljarhatunk forditott sorrendben is, elgszor v,-t integraljuk y szerint:

v(z,y) = /(6352 — 6y* + 5)dy = 6%y — 2y° + 5y + C(x),
vl = 12zy + C'(x)

Ekkor C'(z) = 2, tehat C(x) = 2x + ¢ (c € R).

4. Feladat: Hol differencialhato6, és hol regularis a kévetkezd fiiggvény:
f(z) =ch (2z)
Megoldas.

ch (22) = ch(2z — j2y) = ch(2z) ch(j2y) — sh(2z) sh(j2y) =
= ch(2x) cos(2y) — jsh(2zx) sin(2y).

Tehat a fiiggvény valos és képzetes része:
u(z,y) = ch(22) cos(2y),
v(x,y) = —sh(2x) sin(2y).

Lathato, hogy u és v a teljes R? sikon totalisan differencialhato, mivel a parcialis derivaltjaik
léteznek és folytonosak mindeniitt. A parcidlis derivaltak:

ul, = 2sh(2z) cos(2y),

" = —2ch(2z) sin(2y),
, = —2ch(2x)sin(2y),

/
u y = —2sh(2x) cos(2y).
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A Cauchy-Riemann egyenletek:

u, = v, 2sh(2z) cos(2y) = —2sh(2x) cos(2y),
u, = —u —2ch(2z)sin(2y) = 2 ch(2x) sin(2y).

!/
x
!
Y )

A masodik egyenletbdl:
ch(2z)sin(2y) =0 = sin(2y) =0 = y= k‘g (k € Z).

Ezt felhasznélva az elsG egyenletbdl sh(2z) = 0, azaz © = 0 adodik.

Tehat az f(z) fliggvény a jk5 pontokban (k € Z) differencialhato, és sehol sem reguldris.

4.2. Elemi fiiggvények, egyenletek megoldasa

5. Feladat:

z=e*, Rez =7, Imz =7, |z| =7, arcz =7, z =7
Megoldas. .
z=c’e¥ =¢e*(cos3 — jsin3) = e®cos 3 + j(—e*sin3),
tehat
Rez = e*cos 3, Imz = —e?sin 3, 2| = €2, arcz = —3, z =X,

6. Feladat:

a) In(—V3+j)=? b) In(—3j) =? ¢) Ln(-3j) ="

q) ln(—e) =7 ) (V3 jvap =
Megoldas. Emlékeztetsiil:

Inz =In|z| + jarc z, —m <arcz <,

Lnz =In|z| + j(arcz + 2k7), keZ

a) In(—V3+j) =In2+ j2.
b) In(=3j) =In3 — j%.

¢) Ln(=3j) =3+ j( — § + 2km), ahol k € Z.

d) In(—e) =1 — jm.

e) (V2 — j\/2)i = eI m(V2=iv2) — in2-53) — % . eil2 — 7 (cosIn2 + jsinIn 2).

7. Feladat:

a) Sin(g—i—jﬂ) =7 b)  cos(1+2j) =? ¢) sh(l+6j) =7

86
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Megoldas. Emlékeztetsiil:

sin(jzr) = jshx, sh(jz) = jsinx

cos(jz) = chuz, ch(jx) = cos .

. ™ . . . ™ . .
sin (5 + jﬂ') — sin B cos(jm) + cos 5 sin(jm) = ch.

:"1 chn :VO jshm
Tehat
. T . . 4T .
Re(sm (5 +]7T)> = chm, Im(sm (54-]71')) =0.

b)

cos(1 +2j) =coslcos2j —sinlsin2j = coslch2 — jsin1sh2.
—— ——

ch2 jsh2

sh(1+65) =sh1ch6j+chlsh6j =sh1lcos6+ jchlsin6.
et
cos jsin

8. Feladat: Oldjuk meg az e/* + 5 = 0 egyenletet!

Megoldas.

jz =1Ln(=5) =Inb+ j(—n + 2kn), (keZ)

Z=—m+2kr—jlnb
z2=—m+2kr+j7Ind
9. Feladat: Keresse meg az
1
f(z) =

sin(2z) + 3j
izolalt szingularis pontjait!
Megoldas. Mivel a nevezé mindeniitt reguléris, igy a szingularis pontok a nevezs zérushelyei:

Jjr _ ,—jx
sin(2z) + 35 = 0, felhasznaljuk, hogy sinz = %
J
€2jz _ 6—2jz
3, =0 /-2j
1
———6=0 )
a a ) / a
a* —6a—1=0, a1s =3+ /10

2jz = Ln(3 + /10).
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A két gyokot kiilon kezeljiik:

2jz = Ln(3 + V/10) 2jz = Ln(3 — V/10)
221 = In(3 4+ V/10) + j2kn 2z =1n|3 — V10| + j(—7 +2km) (k€ Z)
zlzkﬂ—%ln(?ﬂr\/ﬁ) 22:(—5—1—/{:77)—%111(@—3)

10. Feladat: Keresse meg az f(z) = sh z fliggvény nullhelyeit!

1. Megoldas.

tehat e?* = 1, ahonnan

2z=1Inl=1Inl+j(0+ 2kr) = j2km,
z = jkm, (keZ)

2. Megoldas.

sh z = sh(x + jy) = shx ch(jy) + chxsh(jy) = shxcosy + jchzsiny =0,
ami azt jelenti, hogy kiilon a valos és a képzetes rész is nulla:

u(z,y) =shxcosy =0,
v(z,y) = chasiny = 0.

A masodik egyenletben chz # 0, igy siny = 0, tehat y = kx (ahol k € Z). Ez pedig azt
jelenti, hogy cosy # 0, tehéat az elsé egyenletbdl shx = 0, azaz © = 0 kovetkezik. Tehat a
megoldas:

z = jkm, (keZ).

4.3. Komplex vonalintegral

Zh-n az egyértelmiiség kedvéért mindig az integralok valos és képzetes részét szoktuk kérdezni.
Ezért az eredményt mindig algebrai alakban adjuk meg!

11. Feladat:

/Ede =7 L:

L

Megoldas.

A fiiggvény nem reguléris, ezért a kovetkezs tétel felhasznalasaval oldjuk meg a feladatot:
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L:z2(t)=a()+jyt) vagy =z(t)=r(t)e?®), 2 € Ol g
f folytonos L-en
B B
[ #eras= [ st 20 = [ a0 20) o

2(t)=t+jt*, 0<t<2
dt)=1+ j2t
/EZdz:/(x—jy)de:/(x2—y2—j21y)dz:
L L L
2 2
:/(tQ—t4—j2t3)(1—|—j2t)dt: :/(t2+3t4—j2t5)dt:
0 0
_ e 202 328 64
375 e, T T 1573
12. Feladat:
2j
I = /(Im23—5h5z) dz =7 L:
L —1
Megoldas.
y=20+2 = z(t)=t+j2t+2), te[-1,0], it)=1+;2
[:/Im22d2+/8h5zdz:[1+[2
L L

I, integrandusza sehol sem reguléris, igy csak az el6z6 tétellel dolgozhatunk, I integrandusza
az egész sikon reguléris, igy értéke csak a kezdd és végponttol fligg (a Newton-Leibniz tétellel
dolgozunk itt).

0

I :/—dez: —2/(2t+2) (L+j2) dt = =2 (1+52) (2 +21)]", =
L —1
== —2-4j

(ch10j — ch(—=5)) = - (cos10 — chb)

o] —
ot =

1 ,
I, = / shbzdz = R Ch5z|2_71 =

L

1
Rel = =2 + R (cos10 — ch5) , Im/l = —4
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13. Feladat:

1
(:—l—zcosz) dz =7
jz

Megoldas.
1
I = j{ —dz + j{ zcoszdz = I) + I
jz
|z|=2 |z|=2

I, integrandusza nem regularis, ezért itt paraméterezéssel dolgozunk:

2(t) =26 (=2 cost+ 752 sint); 0<t<2r,; 2(t) = 25t
27 27
1 . . j2t |27 1,
Il = / o i 2] ejt dt = —/ eﬂt dt = — e— = —— (€j4w — 1) =0
J —j2e? / 72 o 72

I, = 0 : a Cauchy-Goursat tétel miatt
(Az integrandusz mindeniitt regularis, a gorbe zart).

Igy I=0.

4.4. Cauchy-féle integralformulak
A Cauchy-féle integralformulak:

f(20) ! f{Mdz és

zZ — 20
L
n ! f
f (=) = 277117' 7{ (z — i'z;n+1 dz
L

Feltételek: f a T egyszeresen Osszefiiggs tartomanyon regularis, L C T egyszert, zart gorbe,
és L egyszer keriili meg pozitiv iranyban a 2z, € 1" pontot.

14. Feladat:

| a) |z—5+j] =1
}'{ S P L:

z — .
g 2 b) |z —2j| =1,5

Megoldas.

a) g regularis a [z —5+j| =1 ( a =5 —j kizépponti, r = 1 sugari) kort magaba
foglalo T} egyszeresen Gsszefiiggd tartoméanyon (1.a abra), ezért a Cauchy-Goursat tétel
miatt az integral 0.

b) A Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni, mert a zo = j szingularitas a 25 kozép-
ponti, 1,5 sugara kor belsejébe esik.

f(2) =Inz regularis a Ty egyszeresen Osszefliggs tartomanyon (1.b ébra), zp=j.

Iy = 2mj Izl = 2nj nj = 27j (Inl+,3) = —=°

== I=—r?
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15. Feladat:
ch® 2
I(R) = ‘o d2=? R>0
omjrl=k 73
——
9(2)
Adja meg I(R) értékét R fliggvényében!

Megoldas.
g-nek csak a j g pontban van szingularitésa.
( 2
0, ha0< R < —
3
2T
I(R) = { nem értelmezett , ha R = S
& 2T
T L 27
L J 32 ) aR> 3

27
Ugyanis, ha R < —, a g fliggvény regularis a T} egyszeresen Osszefiiggs tartoméanyon, ezért

a Cauchy-féle alaptétel miatt az integral 0.

Ha R = —, az integral nem értelmezett, mert g szingularitasa a gorbére esik.

2
Ha R > —W, akkor a szingularitas a gorbe belsejében van és a T, egyszeresen Osszefiiggs

tartomanyon alkalmazhaté a Cauchy-féle integralformula:

f(2) = ch®z regularis Tp-6n, zy = j% , 1gy

I(R) = 2mj b’z 7 = 27rj(chjg ) = 2rj
Z:]§

1_,7T
26 — 733

16. Feladat:

Megoldas.
g izolalt szingularitasai (a nevezé nullahelyei) : z=1 és z=—1.
Ezek koziil csak a z =1 esik a gérbe belsejébe.
sin jz
I = f _ztl g,
z—1
| z—2|=2
Az egyszeresen Osszefiiggé T tartomanyon alkalmazhato a a Cauchy-féle integralformula:
f(z) = Szlr_l'_jf regularis T-n, 2z2p=1 ,igy
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[ = 2nj Smjf - 2 8112” — 1jjshl = —mshl
17. Feladat:
2’4 e
]{22+4 dz =7, L:|z|=4
L
9(2)
Megoldas.
g izolalt szingularitasai (a nevez6 nullahelyei) : 2z =25 és z = —2j.

Mindkett§ a gorbe belsejébe esik. A Cauchy-féle alaptétel kvetkezményei kozott szerepls
egyik tétel értelmében:

[:jl(g(z)dz:jgg(z)dz%—]{g(z)dz:]l%—.@

Mindkét integral meghatarozasara a Cauchy-féle integralformulat alkalmazzuk:

24 e7rz
' 2t e
z—=2 Z+ 27|,
Ly
4e7rz
Most  f(z) = m , mely regularis 77 -en, zp=2j.
Hasonl6an
Z4 ™z
; 4 7wz
IQZ%Z—zj'dzzzﬂjze‘ = ... = 87
zZ+ 27 2=2j |,y
Lo
Z4e7rz N ) »
Most  f(z) = 57 mely regularis To-6n, 29 = —27j .
Z—4)

= I=0.

Vegyiik észre, hogy nem csak regularis fiiggvény zart gérbe mentén vett integralja lehet 0.

18. Feladat:

f{ —(zShji)g dz =7

|Re z|+|Im z|=2

Megoldas.
Most az altalanositott integralformulat kell alkalmaznunk.
T
f(2) = sh3z, mindeniitt regularis, igy a berajzolt T-nis. 29 =] 3, +1 =3, ezért
n=2.

.
;= 2 (h32)"|,_ . = 7j 8 sh (3%) —0

!
2!

=7 sinm=0
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19. Feladat:

Megoldas.

g izolalt szingularitasai (a nevezs nullahelyei) : z=0 és z=7.
Mindketts a gorbe belsejébe esik.

S P

L Ll L2
ﬂ sin z
_ 7)2
[:7{<Z s dz+7{+-2dzz

F z S (z=1)

1 2

— 271'] &22 + 21i|j (Sinz)/ _ 0 _'_ 27Tj Z COS 2 2_ SiIlZ _

( J) z=0 : o z=j < z=j

= ... =21 (chl —shl)

(Az f szerepét jatszo fiiggvények regularisak a berajzolt T, illetve T, tartomanyokon.)

20. Feladat:

f Com 23 7

|z—j|=3 ~~ -
9(2)
Megoldas.
g izolalt szingularitasai (a nevez6 nullahelyei) : 2=0, 2=3j és z2=5.

Ebb6l z =5 nem esik a gorbébe (a = j kozéppota r = 3 sugart kor).

ej2z ej2z
_ _ 95 _ 2
[:f@ 5)(22 Sj)dz+j{(z—5),zdz:...
z z—3j

Ly Lo
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