BME Matematika Verseny 2022 majus 3. 141°-18%, CHFMAX

— A kijavitott dolgozatokat majus 12-én csiitortok 14:15-t61 17:00-ig lehet megtekinteni
a H666-ban. Az eredményhirdetés idépontja késébb keriil meghatarozasra.

— Az els6 feladat megoldasat csak elsGéves hallgatoknal értékeljiik; a maradék kilenc
feladatra barki adhat be megoldast.

— Minden feladat 10 pontot ér. Az értékelés soran részmegoldasokat is figyelembe vesziink.
A javito kiilonleges esetekben egy feladatra 10 pont f6lotti értéket is adhat (példaul
érdemi altalanositasok, illetve egy probléma tobb, lényegesen kiilonb6z6 megoldasanak
ismertetése esetén).

— Minden feladatot kériink kiilén lapra irni. Minden lapon szerepeljen a feladat
sorszama, a versenyz6 neve és NEPTUN kodja.

AZ ELSO FELADATRA CSAK ELSOEVESEK ADHATNAK BE MEGOLDAST!

1. Adott 12 szam az (1,12) nyilt intervallumban. Lassuk be, hogy biztosan kivalaszthato
koziiliik 3 gy, hogy ezekkel mint oldalhosszakkal, 1étezik egy hegyesszdgi haromszog!

2. Legyen 1 < ¢ < 2 és tekintsiik az olyan S szamok halmazat, melyek elGallnak, mint
q véges sok kiilonbozd (nemnegativ, egész) hatvanyanak az 6sszege. (Ilyen szam példaul
maga a ¢’ vagy mondjuk a ¢°+¢*+¢° = 1+¢*+¢°.) Bizonyitsuk, hogy tetszdleges 1/2-nél
nagyobb vagy egyenld valos kozelithetd legfeljebb 1/2-es hibéaval egy ilyen szammal; azaz,
hogy minden x > 1/2 esetén létezik s € S, melyre |x — s| < 1/2 teljesiil!

3. Létezik-e olyan ¢ € R konstans, mellyel tetsz6leges f : [0,1] — R monoton csokkend
fiiggvény esetén teljesiil a
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egyenl6tlenség? (Figyelem, csak annyi van eléirva, hogy v <y = f(x) > f(y), de f
eldjelérdl semmi nincs kikotve!)

4. Egy kor alaku toban tiszol. Mar a partnal vagy és jonnél ki, amikor kdzvetlen elStted a
parton megpillantasz egy félelmetes szornyet. Szerencsére a szorny iszonyodik a viztél és
a szarazfoldon te vagy a gyorsabb — tehat csak akkor jelent veszélyt, ha pont a kiszéllasnal
kap el téged. Nem vagy faradt; hat szemedet a szornyon tartva gy dontesz, még tszkalsz
egy kicsit és mas kiszallasi pontot (illetve pillanatot) keresel. Van-e olyan stratégia,
mellyel biztosan megmenekiilhetsz, ha a szorny futési sebessége a te tszasi sebességed a)
4-szerese, b) 8-szorosa? (Ez két kiilon kérdés.)

5. Legyenek ¢y, ... ¢, és ay,. .. a, valos paraméterek és f : R — Raz f(z) =Y ,_, ¢ e**
képlettel definialt fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha f-nek van legalabb n kiilénbo6zé
nullhelye, akkor f a konstans nulla fiiggvény.
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6. Lehet-e, hogy 16 pont a sikon pontosan 17 egyenest hatéroz meg? (Segitd kérdés:
tegyiik fol, hogy van néhdny feketére festett pont a sikon és két eqyenes amire rendre xq
és xo fekete pont esik. Ekkor legaldbb hdny egyenest hatdroznak meg a fekete pontok?)
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fliggetlen de azonos, adott p valoszintiség-
gel pirosra festiink. Milyen (p-t6l fiiggd) ¢

valoszintiséggel lesz talalhato az igy kapott ~
grafban (mint részgraf) egy gyokérbsl ki- \
indulo teljes végtelen, csak piros élt tartal- gyokér ==l
maz6 bindris fa?

8. Lehet-e, hogy p(1) =0, p(3) =2 és p(7) = 18, ha p egy egész egyiitthatos polinom?

9. Alice és Bob jatszanak. Van kozottiik egy 6 hosszu jatékmezd, rajta egy jatékfiguraval.
Ha a figura az 1-es (az Alice-hoz legkozelebbi) mezdre ér, nyert Alice és a jatéknak vége.
Ha a 6-os (a Bobhoz legkézelebbi) mezore ér, akkor a jaték Bob nyerésével ér véget. A
figura léptetése koronként igy zajlik. Alice belednt valamennyit (akar semennyit is) a nala
1év6 igen finom aranyporbol a jatékvezetd mérlegébe. Ezutan Bob — aki latta, mennyit
ontott Alice — is ad a néla 1év6 aranyporbol a jatékvezetének (6 is adhat akar semennyit).
Ha a jatékvezetének Alice fizetett tobbet, akkor az a figurat az Alice -nak kedvezs irdnyba
fogja 1-el elmozgatni; minden més esetben viszont Bob fele fogja 1-el arrébb léptetni a
figurat. Alice és Bob végig latjak egymas vagyonat.

Pillanatnyilag a figura a 3-as mezén all. Mutassuk meg, hogy ha ekkor Alice-nak még
tobb mint maésfélszer annyi aranypora van, mint Bob-nak, akkor van biztos gy6zelmet
garantalo stratégiaja; viszont ha csak masfélszer annyi (vagy kevesebb) aranypora van,
mint Bob-nak, akkor meg Bob-nak van olyan stratégiaja, mellyel biztosan gy6zni tud!

10. Legyen A és B két n x n -es valés szimmetrikus matrix. Bizonyitsuk be, hogy
teljesiil a det(A% + B?) > det(A)? + det(B)? egyenlStlenség! Igaz marad-e ez, ha a
szimmetrikussédgot nem koveteljiik meg?



