BME Matematika Verseny 2025 majus 7. 141°-18, 1B026

— A kijavitott dolgozatokat majus 16-an pénteken 12:00-t61 13:30-ig lehet megtekinteni
a H666-ban. Az eredményhirdetés id6pontja kés6bb keriil meghatarozasra.

— Minden feladat 10 pontot ér. Az értékelés soran részmegoldasokat is figyelembe vesziink.
A javito kiilonleges esetekben egy feladatra 10 pont folotti értéket is adhat (példaul
érdemi altalanositasok, illetve egy probléma tébb, lényegesen kiilonbéz6 megoldasanak
ismertetése esetén).

— Minden feladatot kériink kiilon lapra irni. Minden lapon szerepeljen a feladat
sorszama, a versenyz6 neve és NEPTUN kodja.

1. Legyenek 1 < m < n természetes szamok és ged(n, m) ezek legnagyobb kozos osztoja.
Bizonyitsuk be: a ged(n,m)(") szorzat mindig oszthat6 n-nel!

2. Egy K keriilet(i konvex sokszog oldalait szeretnénk
lefedni adott § > 0 szélességii savokkal; lasd az &dbrat
egy ilyen fedésre. Mutassuk meg: akarhény oldala
is legyen a sokszognek, mindig megadhat6 egy ilyen

fedés nem tobb, mint 1+ 4/ % sav folhasznalasaval!

3. Legyen X egy tetszGleges halmaz és f : X — X egy fixpont-mentes hozzarendelés
(azaz olyan, hogy Vx € X : f(x) # z). Szeretnénk X-et folbontani olyan Aq,... A,
diszjunkt halmazok uniéjara, hogy Ax N f(Ax) = 0 teljesiiljon minden k = 1,...n esetén.
Mi az a legkisebb n, amivel ez mindig megtehets?

4. Az A, B komplex egyiitthatos, n x n-es matrixokra teljesiil az AB — BA = A? egyenlet.
Mutassuk meg, hogy A™ a nullméatrix!

Megjegyzés: bar a feladat szévege tobbet kér, de ha mdr csupdn azt megmutatjuk, hogy
hogy A nem lehet invertdlhato, akkor is megszerziink 9 pontot a 10-bdl.

5. Van n darab, szamozott kartyank; az els6n egy egyes, a masodikon egy kettes, sth. Jol
megkeverjiik a paklit, kihtizunk két kartyat, lerakjuk a kisebbet az asztalra, a masikat
meg visszakeverjiik a pakliba. Ismét huzunk két kartyat, megint lerakjuk a kisebbiket —
az el6z6 mellé a kdvetkezd helyre — és visszakeverjiik a nagyobbikat, és ezt igy folytatjuk,
mignem mar csak egy kirtya marad a keziinkben; akkor azt is lerakjuk (az utolso helyre).
Aliz és Béla is lejegyzeteli az eredményt, de két kiilonb6z6 modon. Mindketten egy
n hosszu szamsort irnak le: Aliz egyszertien sorba lemasolja a kirakott kartyakon lévé
szamokat, mig Béla szamsordnak k-adik tagja azt adja meg, hogy az a kartya, amin a k
szam all, hanyadik helyen van az asztalon. Legyen pa(ty,ts,...t,) annak valoszintisége,
hogy Aliz papirjan a tq,ts,...t, szdmsorozat lesz. Hasonképpen, legyen pg(ti,to,...1,)
annak valoszintisége, hogy Bob papirjara a ti,ts,...t, sorozat keriil. Bizonyitsuk be:
palty,to, ... t,) = pp(ty, ta, ... t,) tetszdleges t1, 1o, . .. t, esetén!
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6. Az f : [-1,1] — R folytonosan derivalhat6 fiiggvény monoton — de nem feltétlen
szigorian monoton — néveé és a tovabbi két tulajdonsiggal rendelkezik:
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(Tehat némiképpen hasonld az = — z fiiggvényhez, melyre mindezek igazak.) Mutassuk

meg: X X
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majd ennek segitségével — vagy barhogy mashogy — hatarozzuk meg az f_ll(f(x) —x)%dx
integralra adhaté legjobb fols6 korlatot!

7. A d dimenziés R? Euklideszi térben a v,w € R? vektorok skaldris szorzata v - w =
S, vgwy, tovabba a v vektor hossza ||v]| = VU -u. Legyen n € N rogzitett. Legfol-
jebb mekkora lehet a 377, | [lu; — w|| tévolsig-Gsszeg, ha w,,...u, € R? egység-hosszi
vektorok tetszéleges d dimenziohan?

8. Legyen p(z) = 2% + ¢z + d ahol ¢,d € C rogzitett paraméterek. Tegyiik f6l, hogy
wy,wy, w3 € C olyan pontok, ahol p abszolut értéke “kicsi™ [p(wy)], [p(w2)], |p(ws)| < 1.
Bizonyitsuk be, hogy van legalabb kett6 e pontok kdzott, melyek “viszonylag kozeliek™
3j # k gy, hogy |w; —wy| < V3.

Megjegyzés: a gyengébb dllitds bizonyitdsa, miszerint 35 # k gy, hogy |w; —wg| < 2,
két pontot ér. Az eredeti, erdsebb dllitds bizonyitdsdhoz probdljunk meg olyan algebrai
egyenldségeket taldlni, melyek egyik oldaldn csak a pontok kiozotti kiilénbségek jelennek
meg, mig a mdastk oldaldn p értékei is szerepelnek a kérdéses pontokban!

9. Van 99 haromallasi kapcsolo és egy harom kiilonb6z6 szint kibocsatani képes lampa.
A lampa mindig vilagit, de hogy milyen szinben, az valahogy a kapcsolok pillanatnyi
allasatol fiigg. Azt tudjuk, hogy akdrmilyen xq, o, ... x99 allasban vannak a kapcsolok,
ha mindegyiket megvaltoztatjuk, akkor biztos, hogy mas szinnel vilagit a lampa, mint az
x1,Ta,...Teg allasban. Bizonyitsuk be: igazabol egyetlen kapcsolo vezérli a lampat; az
Osszes tObbi allasa nem befolyasolja a kibocsatott szint!

10. Legyen H C C egy a {z € C||z| < 1} zart korlapot tartalmazo nyilt halmaz és
f: H — C egy komplex derivalhato fiiggvény. Mutassuk meg: ha |f| a fols6 félkoriven
(azaz ahol |z| =1 és Im(z) > 0) legfoljebb 1 és az als6 (Im(z) < 0) félkoriven legf6ljebb
2, akkor teljesiilnie kell az |f(0)| < v/2 egyenl6tlenségnek!



