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1. fejezet
BEVEZETES

1.0.1 Definici6é (Halmazok Descartes szorzata) Az Ay, ..., A, nem iires halmazok (eb-
ben a sorrendben képezett) Descartes szorzatan az

AlX“'XAn:{<a17"'7a’n) . aleAl’...,anEAn}

halmazt értjiik, azaz mindazon n-elemii sorozatok halmazat, amely sorozatok mindegyi-
kében az i-dik elem az A; halmaz valamely eleme.

1.0.2 Definici6é (A miivelet fogalma) Legyen A tetszdleges nem tires halmaz, és legyen
n tetszéleges pozitiv egész szam. Az n-szeres A x --- x A Descartes szorzatnak az A
halmazba valo egyértelmii leképezését az A halmazon értelmezett n-valtozos miiveletnek
nevezziik. Az A halmaz egy elemének kijel6lését az A halmazon értelmezett 0-viltozos
miiveletnek nevezziik.

1.0.3 Definici6 (Az algebrai struktiira fogalma) Egy olyan (nem tires) A halmazt, ame-
lyen értelmezve van legalabb egy miivelet, algebrai struktiiranak neveziink. Ennek jelo-
lése: (A; ), ahol Q) jel6li az A halmazon értelmezett miiveletek halmazat. Az A halmazt
az algebrai struktiira alaphalmazanak is szoktak nevezni.

Ebben a jegyzetben miveleten mindig kétvaltozos miiveletet fogunk érteni. Ha x jelol
egy A halmazon értelmezett (kétvaltozos) miveletet, akkor az (a,b) € A x A elempéar
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% szerinti képét *(a,b) helyett a * b modon jeloljik. Az a x a elemet jelolhetjik 2a-
val, de jeldlhetjiik a®-tel is, annak mintajara, hogy a szamoknal a + a helyett 2a-t,
illetve a - a helyett a®-t frunk. Az els6 esetben azt mondjuk, hogy additiv irasmodot, a
maéasodik esetben multiplikativ irdsmédot hasznalunk. Additiv irasmod esetén a miivelet
jeleként a + jelet, multiplikativ frasmod esetén a mitvelet jeleként a - jelet hasznaljuk.
Multiplikativ irasmod esetén (ha nem okoz félreértést) a miivelet jelét elhagyjuk, és az a-b
kifejezés helyett egyszertien ab-t irunk. Ebben a jegyzetben f6leg multiplikativ frasmodot
hasznalunk.

1.0.4 Megjegyzés (Cayley-féle mivelettablazat) Egy kétvaltozos miiveletet tablazatos
forméban is megadhatunk. Példaul, ha az alaphalmaz A = {a,b}, akkor az alabbi
tablazatban az a-sor és b-oszlop metszetében levd elem az ab miiveleti eredmény; jelen
példankban ez egyenls b-vel.

*la b
alb b
b|b a

Egy, a fentieknek megfelelGen konstrualt tablazatot Cayley-féle mivelettabldizatnak ne-
veziink.

1.0.5 Definicié (Miiveleti tulajdonsdgok) Azt mondjuk, hogy egy A halmazon értel-
mezett miivelet asszociativ, ha tetszéleges a,b,c € A elemek esetén fennall az alabbi
egyenléség

a(bc) = (ab)c.

A miiveletrél azt mondjuk, hogy kommutativ, ha tetszéleges a,b € A elemekre teljestil
az alabbi egyenldség
ab = ba.

Azt mondjuk, hogy a miivelet invertalhato6 (az A halmazon), ha tetszéleges (a,b) € Ax A
elemparhoz megadhatok A-nak olyan x és y elemei, amelyekre teljesiilnek az alabbi
egyenldségek

ar=>b és ya=V>0.

Példak Az egész szamok halmazan az Osszeadas asszociativ, kommutativ és inver-
talhato. A szorzas is asszociativ és kommutativ, viszont nem invertalhaté. A racionéalis
szamok Q halmazan a szorzas asszociativ és kommutativ, valamint a Q \ {0} halmazon
invertalhato.



Ha egy legalabb kételemti A halmazon azt a miiveletet tekintjiik, amelynél tetszéleges
(a,b) € A x A elempar esetén a x b = b teljesiil, akkor vilagos, hogy a mitvelet nem
kommutativ. Az is vilagos, hogy a szdéban forgd miivelet nem invertidlhato, mert ugyan
tetszdleges (a,b) € A x A elempar esetén az a x x = b egyenlGség az A halmaz z = b
elemére teljesiil, de a # b esetén A-nak nincs olyan y eleme, amelyre y * a = b teljesiilne.

1.0.6 Definici6 (Gruppoid) Egy egymiiveletes algebrai struktiirat gruppoidnak neve-
zlink.

1.0.7 Definici6é (Félcsoport) Egy S gruppoidrél azt mondjuk, hogy félcsoport, ha az
S-en értelmezett miivelet asszociativ. Ha a miivelet még kommutativ is, akkor az S
félcsoportot kommutativ félcsoportnak nevezziik.

1.0.8 Tétel Legyen S egy félcsoport. Akkor tetszbleges n > 3 egész szam és S elemeibdl
képezett tetszoleges n elemii sorozat esetén az elemek adott sorrendben képezett szorzata
nem ftiigg attol, hogy a szorzatot milyen zaréjelezés mellett szamitjuk ki.

Egy multiplikativ S félcsoport tetszGleges a eleme és tetszbleges n pozitiv egész szam
esetén értelmezve van az a™ hatvany, amely olyan n-tényezGs szorzat, melynek minden
tényezGje a. Igy

a'=a, d®*=aa, @ =ad®=d%,....

Additiv irdsmod esetén értelemszeriien az na alaka n-tagu 6sszegrél beszélhetiink; ekkor

la=a, 2a=a+a, 3a=a+2a=2a+a,....

1.0.9 Tétel Kommutativ télcsoport tetszéleges n > 2 szamii eleme esetén az elemek
szorzata nem tiigg az elemek sorrendjétol.

1.0.10 Definicié (Idempotes elem) Egy S félcsoport f elemét idempotens elemnek ne-
vezziik, ha f* = f.



1.0.11 Definicié (Bal oldali, illetve jobb oldali nullelem) Egy S félcsoport valamely f
elemét az S bal oldali [jobb oldali] nullelemének nevezziik, ha minden S-beli a elem
esetén fa = f [af = f] teljesiil. Egy S félcsoport valamely elemét az S nullelemének
nevezziik, ha az illet6 elem az S-nek bal oldali és jobb oldali nulleleme.

Vilagos, hogy egy S félcsoport minden bal oldali, illetve jobb oldali nulleleme az S egy
idempotens eleme.

1.0.12 Tétel Minden félcsoportnak legfeljebb egy nulleleme lehet. Ha egy félcsoport-
nak van jobb oldali és bal oldali nulleleme, akkor mindegyikbdl csak egy van, amelyek
egybeesnek, s a félcsoport egyetlen nullelemét adjak.

Bizonyitas Ha e, illetve f egy félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali nullelemei, akkor
e =ef = f. Ez bizonyitja a tétel minden allitasat. N

1.0.13 Definici6é (Bal oldali, illetve jobb oldali neutrélis elem) Egy S félcsoport vala-
mely e elemét a félcsoport bal oldali neutralis elemének nevezziik, ha S minden s eleme
esetén fennall az es = s egyenldség. Félcsoport jobb oldali neutralis elemének fogalma
a bal oldali neutralis elem fogalmanak dualisa. Egy félcsoport valamely elemét a félcso-
port neutralis elemének neveziink, ha az bal oldali és egyben jobb oldali neutralis eleme
a télcsoportnak.

Vilagos, hogy egy S félcsoport minden bal oldali, illetve jobb oldali neutrélis eleme az S
egy idempotens eleme.

1.0.14 Tétel Minden télcsoportnak legfeljebb egy neutralis eleme van. Tovabba, ha egy
télcsoportnak van jobb oldali és bal oldali neutralis eleme is, akkor azok egyenléek, s az
S télcsoport egyetlen neutralis elemét adjak.

Bizonyitas. Jeldlje e, illetve f egy S félcsoport bal oldali, illetve jobb oldali neutrélis
elemét. Akkor e = ef = f. Ez bizonyitja a tétel mindkét allitasat. [l

1.0.15 Definicié (Monoid) Egy neutralis elemes félcsoportot monoidnak is neveziink.



1.0.16 Definicioé (Jobb oldali, illetve bal oldali inverz) Egy e neutrélis elemes S fél-
csoport valamely b elemét [c elemét] egy a € S elem bal oldali [jobb oldali] inverzének
nevezziik, ha ba = e [ac = ¢] teljesiil. Egy a™' € S elemrél azt mondjuk, hogy az a € S
elem inverze, ha a™' az a elem bal oldali és jobb oldali inverze is.

1.0.17 Tétel Monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van. Tovabba, ha egy
a elemnek van jobb oldali és bal oldali inverze is, akkor azok egyenldk, és az a elem
egyetlen inverzét adjak.

Bizonyitas. Jelolje @/, illetve a” egy S monoid valamely a elemének bal oldali, illetve
jobb oldali inverzét. Akkor, e-vel jelélve az S neutralis elemét,

a =de=d(ad") = (da)d" =ed" =d"

[

adodik. Ez bizonyitja a tétel mindkét allitasat.






2. fejezet
CSOPORTOK

2.1. A csoport fogalma; ekvivalens definiciok

2.1.1 Definicié (Csoport) Egy S félcsoportot csoportnak neveziink, ha van neutralis
eleme, és minden elemének van inverze. Egy kommutativ csoportot (azaz, amikor a
miivelet kommutativ is) Abel-csoportnak neveziink.

2.1.2 Definicié (Egyszertisitéses félcsoport) Egy S félcsoportot bal egyszerisitésesnek
mondunk (vagy azt mondjuk, hogy S-ben teljesiil a bal egyszeriisithet6ség), ha tetszo-
leges a,b,x € S elemek esetén az xa = xb egyenléségbhdl a = b kovetkezik. A jobb
egyszertisitéses félcsoport fogalma a bal egyszertsitéses félcsoport fogalmanak duélisa.
Egy félcsoportot egyszertisitésesnek neveziink, ha bal egyszriisitéses és jobb egyszeriisi-
téses.

2.1.3 Tétel Minden csoport egyszertisitéses.

Bizonyitas. Ha xa = zb teljesiil valamely G csoport a, b, x elemeire, akkor = inverzével,
x~l-gyel balrol szorozva az egyenléséget, a = b adodik. Hasonléan igazolhatoé a jobb
egyszertisithetdség is. O



2.1.4 Tétel Minden csoport pontosan egy idempotens elemet tartalmaz; ez a csoport
egységeleme.

Bizonyitas Egy G csoport e egységeleme idempotens elem. Ha f a G egy idempotene
eleme, akkor ff = f = fe, amib6l f = e kivetkezik, mivel G (bal) egyszerisitéses. [

2.1.5 Tétel Legyen ¢ egy G csoportnak egy G’ csoportba val6 homomorfizmusa. Akkor

© a G csoport egységeleméhez a G' csoport egységelemét rendeli. Tovabba, tetszéleges
otém o a=1) — (o)) ~1

a € G ele esetén p(a™") = (¢(a))~ "

Bizonyitas Jelolje ¢ a G csoport, € pedig a G’ csoport egységelemét. Akkor (p(e))? =
o(e?) = p(e), azaz p(e) a G’ csoport egy idempotens eleme. Az el6z6 tétel miatt ¢(e) =
€.

Legyen a € G tetsz6leges. Akkor ¢ = ¢(e) = p(aa™) = p(a)p(a™'), ami miatt

irhatjuk, hogy ¢(a™t) = (p(a))~L. H

2.1.6 Tétel Tetszoleges S télcsoporton a kovetkezo feltételek egymassal ekvivalensek:
(1) S csoport;

(2) S-nek van olyan e jobb oldali neutralis eleme, hogy minden a € S elemhez megad-
hato olyan a! € S elem, melyre aa™! = e teljesiil;

(3) S-nek van olyan f bal oldali neutrélis eleme, hogy minden a € S elemhez megad-
haté olyan a=' € S elem, melyre a 'a = f teljesiil;

(4) Az S-en értelmezett miivelet invertalhato, azaz, az ax = b és ya = b egyenletrend-
szer minden a,b € S elem esetén megoldhaté S-ben;

(5) Az ax = b és ya = b egyenletrendszer minden a,b € S elem esetén egyértelmiien
megoldhaté S-ben.

Bizonyitas. Az nyilvanvalo, hogy az (1) feltételbsl kovetkezik a (2) és a (3) feltétel.
Mivel tetszéleges a,b € S elemek esetén az x = a~'b és y = ba~! elemekre teljesiilnek az
ax = b és ya = b egyenlGségek, ezért az (1) feltételbdl kovetkezik a (4) feltétel. Mivel
minden csoport egyszertsitéses, ezért az (1) feltételbdl kovetkezik az (5) feltétel.
Megmutatjuk, hogy (2) maga utéan vonja (1)-et. Tegyiik fel, hogy az S félcsoportban
van olyan e jobb oldali neutralis elem, hogy S minden elemének van jobb oldali inverze
erre a jobb oldali neutralis elemre nézve. Legyen a tetsz6leges S-beli elem. Jelolje ag az
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a-nak, a; az ag-nak egy-egy jobb oldali inverzét az e jobb oldali neutrélis elemer nézve,
azaz
aag = € = agq.

Akkor

apa = (apa)e = (apa)(apar) = ag(aap)a; = apea; = apa; = e,

tehat ag bal oldali inverze a-nak e-re nézve. Ezért
ea = (aap)a = a(apa) = ae = a,

tehat e neutralis elem S-nek. Igy (1) teljesiil.

Az el6z6ekhez hasonloan igazolhato, hogy a (3) feltételbdl kévetkezik az (1) feltétel.
Az eddigi eredményekbdl mar az is kovetkezik, hogy az (1), a (2) és a (3) feltételek
egyméssal ekvivalensek.

Megmutatjuk, hogy a (4) feltételbsl kovetkezik a (2) feltétel. Ehhez tegyiik fel, hogy
tetsz6leges a,b € S elemekhez vannak olyan x,y € S elemek, amelyekre ar = b és
ya = b teljesiil. Legyen a € S tetszGleges rogzitett elem. Akkor megadhato olyan e elem,
amelyre ae = a teljesiil. Legyen b € S tetszéleges elem. Akkor van olyan y € S elem,
hogy ya = b. Ezért be = (ya)e = y(ae) = ya = b, azaz e az S félcsoport jobb oldali
neutrélis eleme. Mivel a miivelet invertalhato, tetszéleges a € S elemhez megadhatd
olyan a=! € S elem, hogy aa™! = e. Tehat (2) teljesiil.

Mivel az (5) feltételbdl kovetkezik a (4) feltétel, ezért a tételt bebizonyitottuk. O

2.1.7 Tétel Egy véges télcsoport akkor és csak akkor csoport, ha egyszertisitéses.

Bizonyitas. Véges egyszertisitéses S félcsoport tetszdleges a elemére Sa = .S és aS = S
teljesiil. Ennek, valamint korabban bizonyitott tételeknek felhasznélasaval mar egysze-
riien bizonyithato a tétel allitasa. O

2.1.8 Példa (Kvaterniécsoport) A @) kvaterniécsoport elemei: +1, +i, +7, £k. A kdzot-
tiik levé miiveletek a kévetkezdek: +1-gyel a szokott médon szorzunk, és

i2:j2:]€2

=—1,ij=—ji=k,jk=—kj=1iki=—ik=7.

2.1.9 Példa (Szimmetriacsoport, diédercsoport) Egy tetszéleges geometriai alakzatot
onmagara vivé egybevagosagi transzformaciok csoportot alkotnak a leképezések szorza-
sara nézve. Ezt a csoportot az illet§ alakzat szimmetriacsoportjanak nevezziik.



A sik egy szabalyos m-oldalu sokszogének szimmetriacsoportjat m-edfoka D,, dié-
dercsoportnak nevezziik. Ha f a 2ﬁ—mel valo forgatast, t pedig egy szimmetriatengelyre
valo tiikrozeést jelol, akkor D, elemei:

e7f7f27"’7fm717t7tf7"'tfm71'

A szamolas szabalyai:
ffr=eti=e, ft=tfm"

Az m = 2 esetben kapjuk a Klein-féle csoportot. Ez kommutativ és elemei: e, f,t,tf.

2.2. Csoportok részcsoportjai

2.2.1 Definicié (Részcsoport) Egy G csoport nem iires H részhalmazat a G egy rész-
csoportjanak nevezziik, ha a G-beli miiveletre nézve H egy csoport.

2.2.2 Megjegyzés Ha H a GG csoport részcsoportja, akkor H neutralis eleme megegye-
zik G neutralis elemével. Ugyanis, ha €’ jeloli H neutrélis elemét, e pedig a G neutrélis
elemét, akkor ee’ = ¢’ = €'¢’; amibdl e = €’ kovetkezik a G csoport egyszertisithetGsége
miatt.

2.2.3 Megjegyzés Ha H a GG csoport részcsoportja, akkor tetszéleges a € H elem esetén
az a H-beli inverze megegyezik G-beli inverzével. Ugyanis, ha z jeloli az a € H elem
H-beli inverzét, akkor az egyben az a elem G-beli inverze is. Azt pedig mar igazoltuk,
hogy monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van.

2.2.4 Tétel Egy G csoport tetszéleges nem iires részhalmaza esetén az alabbi feltételek
egymassal ekvivalensek.

1) H a G egy részcsoportja;
( g, port]
(2) HH C H é6s H' C H;
(3) HH™' C H.
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Bizonyitas Az el6z6 két megjegyzés alapjan csak a (2) és (3) feltételek ekvivalenciajat
kell bizonyitani. Ha (2) teljesiil, akkor HH™' C HH C H, azaz (2) is teljesiil. Ha (3)
teljesiil, akkor
H'=eH 'CHH 'CH
és
HH=HHY'CHH'CH,

azaz (2) is teljesiil. 0

2.2.5 Megjegyzés Véges G csoport esetén (2)-b6l a H™' C H feltétel elhagyhato.
Ugyanis tetszéleges a € H esetén a,a?,a,--- € H. Igy G végessége miatt a™ = a™tF
teljesiil valamely pozitiv egész m-re és k-ra. Az a™ inverzével balrél szorozva az egyen-
16séget, e = a* adodik. Ha k = 1, akkor a™! = a = e € H. Ha k > 1, akkor
al=d""1ecH.

2.2.6 Megjegyzés Ha H egy G csoport részcsoportja (azaz HH C H és H™' C H),
akkor HH = H és H™! = H. Ugyanis ekkor H = He C HH, amely a HH C H feltétellel
egyiitt a HH = H egyenldség teljesiilését eredményezi. Tovabba, mivel tetszéleges a € H
elem inverzének az a elem inverze, igy H C H~', amib6l H~! = H adédik a H™! C H
tartalmazast is hasznalva.

2.2.7 Tétel Ha H; (i € I) egy G csoport részcsoportjainak tetszéleges nem tires halma-
za, akkor H = M;crH; is részcsoportja G-nek.

Bizonyitas. Vildgos, hogy H nem iires, mert tartalmazza a G csoport neutrélis elemét.
Mivel tetszéleges @ € I index esetén HH C H;H; C H; és H™! C Hi_1 C H;, ezért
HH C H és H ' C H. Tehat H a G csoport részcsoportja. O

2.2.8 Definicié (Generalt részcsoport) Legyen K egy G csoport nem iires részhalmaza.
A G csoport K-t tartalmazoé dsszes részcsoportjanak metszetét a K altal generalt rész-
csoportnak nevezziik és (K) moédon jeloljiik. K-t a (K) csoport generdtorrendszerének
nevezziik.

2.2.9 Tétel Egy G csoport tetszoleges nem iires K részhalmaza esetén a (K) csoport a
GG mindazon elemeinek Osszessége, amelyek K-beli elemek egész kitevGjii hatvanyainak
véges szorzataként irhatok fel.
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Bizonyitas. Konnyen ellenérizhets, hogy G mindazon elemeineke halmaza, amely ele-
mek véges sok K-beli elem egész kitevGji hatvanyainak szorzataként éllnak els, G-nek
egy olyan részcsoportjat alkotja, amely benne van G 6sszes olyan részcsoportjaba, amely
K-t tartalmazza.

2.3. Ciklikus csoportok

2.3.1 Definicié (Ciklikus részcsoport) Egy csoportot ciklikus csoportnak neveziink, ha
egyetlen elemmel generalhato.

2.3.2 Definicié (Csoportok homomorfizmusa) Egy (G;x) csoportnak valamely (G'; o)
csoportba valé ¢ leképezését homomorfizmusnak nevezziik, ha miivelettarto, azaz tet-
széleges a,b € G elemekre p(a x b) = ¢(a) o p(b) teljesiil. Egy bijektiv (sziirjektiv és
injektiv) homomorfizmust izomorfizmusnak neveziink.

2.3.3 Tétel Egy ¢ : G — G’ csoporthomomorfizmus a G csoport egységeleméhez a G’
csoport egységelemét rendeli.

Bizonyitas Jelolje e € G és € € G’ az egységelemeket. Akkor p(e)p(e) = p(ee) = ¢(e),
azaz ¢(e) a G’ csoport idempotens eleme. Mivel egy csoportnak az egységeleme az
egyetlen idempotens eleme, ezért p(e) = €. Cl

2.3.4 Tétel Egy ciklikus csoport izomorf vagy az egész szamok additiv csoportjaval
vagy az egész szamok mod m maradékosztalyainak additiv csoportjaval.

Bizonyitas. Legyen G az a eleme altal generalt (ciklikus) csoport. Két eset lehetsé-
ges. El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor nincs olyan n pozitiv egész szam, amely-
re a" = e teljesiilne. Ekkor minden m # n egész szam esetén a™ # a™. Igy G =
{...;a7%a e,a,a?,...}. Az a™ — n leképezés G-nek az egész szamok additiv csoport-
jara valo injektiv homomorfizmusa, azaz izomorfizmusa.

A masodik esetben van olyan (legkisebb) n pozitiv egész szam, amelyre o = e
teljesiil. Mivel tetszGleges pozitiv egész m esetén megadhatok olyan g és r pozitiv egész
szamok, amelyekre teljesiil az m = gn + r egyenldség, ahol r € {0,1,...,n — 1}, ezért
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a™ = (a")9a" + a”, amib6l kovetkezik, hogy G = {e,a,...,a" '}. Az el6z6ekbél az is
kovetkezik, hogy az a™ — m leképezés (m € {0,1,...,n — 1}) a G csoportnak az egész
szamok mod m maradékosztalyainak additiv csoportjara vald izomorfizmusa. O

2.3.5 Definicié (Csoport elemének rendje) Ha egy G csoport a eleméhez megadhat6
olyan pozitiv gész szam, amelyre a'™ = e, ahol e a G egységeleme, akkor azt a legkisebb
n pozitiv egész szamot, amely ezzel a tulajdonsaggal rendelkezik, az a elem rendjének
nevezziik. Ha a" # e teljesiil minden m pozitiv egész szamra, akkor azt mondjuk, hogy
az a elem végtelen rendii. Az a elem rendjét o(a)-val jel6ljiik.

2.3.6 Megjegyzés A 2.3.4 Tétel szerint egy csoport tetszéleges elemének rendje meg-
egyezik az altala generalt (ciklikus) részcsoport rendjével.

2.3.7 Tétel Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas. Legyen H a G = (a) ciklikus csoport tetszéleges részesoportja. Mivel a (e)
részesoport ciklikus, ezért feltehetjiik, hogy H # (e). Ekkor van olyan legkisebb pozitiv
t egész szam, amelyre a' € H teljesiil. Megmutatjuk, hogy H = (a'). Mivel (a') C H,
azért elegendd csak azt megmutatni, hogy H C (a'). Legyen a™ € H tetszlleges elem.
Akkor m = qt + r teljesiil valamely ¢ pozitiv egész szamra, ahol r € {0,1,...,t — 1}.
Ekkor a" = a™ % = a™(a")? € H. Mivel r(t, ezért r = 0, és igy m = qt, amibdl
a™ = (a')? € (a') kovetkezik. 0

2.3.8 Tétel Egy n-edrendii ciklikus csoportban p(n) szami n-edrendii elem van, ahol ¢
az un. Euler-fiiggvény (p(n) az n-nél nem nagyobb, az n-hez relativ prim pozitiv egészek
szadma).

Bizonyitas Mivel minden n-edrendii ciklikus csoport izomorf egymassal, ezért elegendd
a tételt a komplex n-dik egységgyokok C), csoportjara bizonyitani. Ismert, hogy egy n-
dik komplex egységgyok akkor és csak akkor generédlja C),-et, ha ez az elem primitiv n-dik
egységgyok. Legyen e egy primitiv n-dik egységgyok, akkor C,, = (), azaz C,, minden
eleme € valamelyik hatvanya. Az is ismert, hogy €* akkor és csak akkor primitiv komplex
egységegyok, ha (k,n) = 1. Igy a C,, ciklikus csoport n-edrendd elemeinek szama e(n)l
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2.4. Mellékosztalyok. Lagrange tétele

2.4.1 Definicié (Részcsoport szerinti mellékosztélyok) Legyen H a G csoport részcso-
portja ésa € G. Az
aH = {ah|h € H}

szorzatot a GG csoport H részcsoport szerinti bal oldali mellékosztalyanak, a
Ha = {halh € H}

szorzatot pedig a G csoport H részcsoport szerinti jobb oldali mellékosztalyanak nevez-
zlik.

2.4.2 Tétel Egy G csoport tetszéleges H részcsoportja és tetszéleges a,b € G elemeire
a kovetkezo feltételek egymassal ekvivalensek.

(1) a € bH;
(2) aH = bH;
(3) b la € H.

Bizonyitas. (1) — (2): Ha a € bH, akkor van olyan h € H elem, amelyre a = bh
teljesiil. Ezért
aH = (bh)H = b(hH) = bH.

(2) — (3): Tegyiik fel, hogy aH = bH. Mivel a € aH, ezért a € bH és igy van olyan
h € H elem, hogy a = bh. Ekkor

bla=b"'bh=ch=hc H.
(3) = (1): Hab™'a € H, akkor b~'a = h valamely h € H elemmel. Ekkor
a=bb"'a=0bhebH.

J

2.4.3 Tétel Tetszbleges G csoport tetszdleges H részcsoportja szerinti aH és bH bal
oldali mellékosztélyaira vagy aH = bH vagy aH NbH = ().
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G valamely z elemére x € aH N bH teljesiil. Akkor
aH =xH = bH a 2.4.2 Tétel szerint. O

A. s etszbleges G csoport tetszéleges részcsoportja esetén az a a”
2.4.4 Tétel Tetszoleges G csoport tetszéleges H részcsoportja eseté H — Hat
eképezés a (G csoport szerini bal oldali mellékosztalyainak halmazarol a szerinti
lek G t H bal oldal 11é] tal k hal la H t
jobb oldali mellékosztalyok halmazara valo kolcséndsen egyértelmii leképezés.

Bizonyitas Mivel (¢ 'H)™! = H'((a™')™! = Ha, ezért a leképezés sziirjektiv. A
(aH)™' = (bH)™! akkor és csak akkor teljesiil, ha aH = (Ha™')™' = (Hb™")"! = bH
teljesiil, ezért a leképzés injektiv. O

Az el6z6 tétel alapjan, egy részcsoport szerinti jobb- és bal oldali mellékosztalyok
halmazanak szdmosséga azonos.

2.4.5 Definicié (Részcsoport indexe) Legyen H egy G csoport részcsoportja. Ha a H
szerinti bal oldali mellékosztalyok szama (ami ugyanaz, mint a jobb oldali mellékosztalyok
szama) véges, akkor ezt a szamot a H részcsoport G-beli indexének nevezziik, és |G : H |
modon jeloljiik.

Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813)

2.4.6 Tétel (Lagrange-tétel) Véges G csoport tetszéleges H részcsoportjara érvényes:
Gl = |H|G : H],

tehat a H részcsoport rendje és indexe osztoja a csoport rendjének.

15



Bizonyitas. Mivel a GG csoport tetszéleges a eleme esetén a h — ah leképezés a H-nak

az aH mellékosztalyra valo kolcsonosen egyértelmt leképezése, ezért |H| = |aH|. Igy
minden mellékosztalyban annyi elem van, mint a H részcsoportban. Ebbdl kivetkezGen
a G csoportban levs elemek szamara, azaz |G|-ra igaz, hogy |G| = |H||G : H|. 0

2.4.7 Kovetkezmény Véges csoport minden elemének rendje osztoja a csoport rendjé-
nek.

Bizonyitas. Mivel elem rendje megegyezik az elem altal generalt ciklikus részcsoport
rendjével, azért az allitas a 2.4.6 Tétel kovetkezménye. O

2.5. Normalis részcsoportok

2.5.1 Definicié (Normadlis részcsoport) Egy G csoport N részcsoportjat normaélis rész-
csoportnak nevezziik, ha minden g € G elem esetén gN = Ng.

Ha N a G csoport normalis részcsoportja, akkor ez N <1 G mddon jeldljiik.

2.5.2 Tétel Egy G csoport valamely N részcsoportja akkor és csak akkor normalis rész-
csoportja G-nek, ha g 'Ng C N teljesiil a G csoport minden g elemére.

Bizonyitas. Ha N normalis részcsoportja egy G csoportnak, akkor g N = Ng minden
g € G elemre, azaz, g 'Ng = g 'gN = N. Forditva, tegyiik fel, hogy ¢"'Ng C N
minden g € G elemre. Igy gNg=' C N is teljesiil minden ¢ € G-re. Ebbsl N =
g lgNgtg C go'Ng C N és igy N = g 'Ng, azaz gN = Ng adodik minden g € G
elemre. Tehat N normalis részcsoportja G-nek. O

2.5.3 Tétel Ha N; (i € I) egy G csoport normélis részcsoportjainak tetszéleges nem
iires halmaza, akkor N = M;c;N; is normalis részcsoportja G-nek.

Bizonyitas. Legyen N; (i € I) egy G csoport normaélis részcsoportjainak nem iires
halmaza. A 2.2.7 Tétel szerint N = N1 N; a G részesoportja. Legyenek a € N és g € G
tetszoleges elemek. Akkor a € N; minden i € I indexre, és ezért g 'ag € N; minden
i € I indexre, azaz g 'ag € N. Igy ¢o'Ng C N. Az el6z6 tétel szerint N normalis
részcsoportja G-nek.
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2.5.4 Tétel Egy G csoport normalis részcsoportja szerinti mellékosztalyok a G egy kom-
patibilis osztalyozasat adjak. Forditva, G minden kompatibilis osztalyozasanak osztalyai
a G valamely normalis részcsoportja szerinti mellékosztalyok. Tehat kblcséndsen egyér-
telmii megfeleltetés all fenn egy csoport kompatibilis osztalyozasai és normalis részcso-
portjai kbzott.

Bizonyitas Ha N egy G csoport normalis részcsoportja, akkor (a 2.4.3 Tétel szerint) a
G csoport N szerinti mellékosztalyai a G' egy osztalyozasat alkotjak. Mivel tetszéleges
a,b € G esetén

(aN)(bN) = a(Nb)N = a(bN)N = (ab)N? = (ab)N

is teljestil, ezért G' nek az N szerinti osztilyai a G egy kompatibilis osztalyozasét alkotjak.

Forditva, tegyiik fel, hogy o a G csoport egy kompatibilis osztélyozasa. Jeldlje e a
G csoport egységelemét, N pedig az e-t tartalmazo o-osztalyt. Ha a,b € N tetszéleges
elemek, akkor (a,b) € o és (b,e) € o, amibdl (ab,e) € o kovetkezik o kompatibilitasa
miatt. Tehat N2 C N. Mivel tetszéleges a € N elem esetén (a,e) € o, ezért (e,a™t) =
(aa™' a7 € o, ami a=! € N teljesiilését jelenti. Tehat N~ € N. Mivel N2 C N
és N1 C N, ezért (a 2.2.4 Tétel (2) feltétele miatt) N a G egy részcsoportja. Ha
a € N ¢és g € G tetsz6leges elemek, akkor az (a,e) € o teljesiilésébdl (g tag, g teg) € o
kovetkezik, azaz (g7 'ag,e) € 0. Igy g~'ag € N. Tehat g"'Ng C N teljesiil tetszoleges
g € G elemre. A 2.5.2 Tétel szerint ez azt jelenti, hogy N a G csoport egy normalis
részcsoportja. Jelolje X, a G csoport a elemét tartalmazo o-osztélyt. Tetsz6leges b € N
elem esetén (b,e) € o teljesiil, és ezért (ab,a) = (ab,ae) € o. Igy aN C %,. Mivel
ala = e, ezért ¥,-13, C N, amibél a 'Y, C N adodik. Ez utébbibol az ¥, C aN is
kovetkezik. Ez a tartalmazas a fentebb mar bizonyitott aN C ¥, tartalmazéssal egyiitt a
Y. = aN egyenlGséget eredményezi. Ez pedig azt bizonyitja, hogy a GG csoport o szerinti
osztéalyai az N normalis részcsopprt szerinti mellékosztéalyok. O

2.5.5 Definicié Egy G csoporton értelmezett o ekvivalenciarelaciét a GG csoport egy
kongruenciajanak nevezziik, ha a G csoport o szerinti osztalyai a G csoport egy kompa-
tibilis osztalyozasat adjak. Mas szavakkal: egy G csoporton értelmezett o ekvivalencia-
relaciot a G csoport egy kongruenciajanak nevezziik, ha tetszéleges a, b, c,d € G elemek
esetén az (a,b) € o és (c,d) € o feltételekbdl (ac, bd) € o kovetkezik.

A 2.5.4 Tétel azt is allitja, hogy kolesonosen egyértelmi megfeleltetés all fenn egy
csoport kongruenciéi és normalis részcsoportjai kozott.
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2.6. Faktorcsoport, Homomorfizmustétel

2.6.1 Tétel Egy G csoport tetszoleges N normalis részcsoportja szerinti mellékosztalyai
csoportot alkotnak az (aN)(bN) = (ab) N komplexusszorzasra nézve.

Bizonyitas Legyen N egy G csoport normalis részcsoportja. Azt mar korabban lattuk,
hogy tetsz6leges a,b € G elemekre (aN)(bN) = (ab)N teljesiil. Mivel tetszéleges a, b, ¢ €
G elemekre

(@N)[(bN)(eN)] = (aN)[(be) N] = [a(be)]N = [(ab)c]N =

= (ab)N](eN) = [(aN)(bN)](cN)

teljestiil, ezért az N szerinti mellékosztalyok halmazén a komplexusszorzéas asszociativ.
Tehat a G csoport N normalis részcsoportja szerinti mellékosztalyai félcsoportot alkotnak
a komplexusszorzasra nézve. Vilagos, hogy ennek a félcsoportnak az egységeleme az
N = eN osztéaly, ahol e jeloli a G egységelemét. Mivel tetszéleges alN mellékosztaly
esetén (aN)(a™'N = eN = N, ezért az aN mellékosztalynak az a='N mellékosztaly az
inverze (ahol a™! jeldli az a elem G-beli inverzét). [l

2.6.2 Definicié (Faktorcsoport) Egy G csoportot N normalis részcsoportja szerinti fak-
torcsoportjan azt a csoportot értjiik, amelynek alaphalmaza a G csoport N szerinti mel-
lékosztalyainak G /N moédon jelolt halmaza, a miivelet pedig a komplexusok szorzasa
(lasd az el6zd tételt).

2.6.3 Tétel Egy G csoport tetszdleges N részcsoportja esetén az a — aN (a € G)
leképezés a G csoportnak a G /N faktorcsoportra valé6 homomorfizmusa.

Bizonyitas Jelolje ¢ a tételben szerepls leképezést. Tetszéleges a,b € G esetén ¢(ab) =
(ab)N = (aN)(bN) = p(a)p(b). Tehat ¢ a G csoportnak a G/N faktorcsoportra vald

homomorfizmusa. Ol

2.6.4 Definicioé (Természetes homomortfizmus) Egy G csoportnak a G egy N normaélis
részcsoportja szerinti faktorcsoportjara valé a — aN homomorfizmuséat a G csoport G /N
faktorcsoportra valé természetes homomorfizmusanak is nevezziik.
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2.6.5 Definicié6 (Homomorfizmus magja) Egy G csoportnak egy G’ csoportba val6 ¢
homomorfizmusanak magjan G' mindazon a elemeinek Ker,-vel jelolt halmazat értjiik,
amelyek esetén p(a) a G' csoport egységeleme.

2.6.6 Tétel Egy G csoport tetszbleges ¢ homomorfizmusanak magja a G csoport nor-
malis részcsoportja. Forditva, egy G csoport tetszoleges normalis részcsoportja a G egy
alkalmas homomorfizmusanak magja.

Bizonyitas Legyenek G és G’ tetszdleges csopportok, varphi pedig G-nek G'-be vald
tetszéleges homomorfizmusa. Jelolje e a GG csoport egységelemét, €' pedig a G’ csoport
egységelemét. Ha a,b € Ker,, akkor

p(ab) = p(a)p(b) = e = ¢

Igy ab € K er,. Tehat Ker, zart a szorzasra nézve. Mivel G elemei kozott érvényes
az asszociativitas, ezért Ker, a G csoport egy részfélesoportja. A 2.1.5 Tétel miatt
p(e) =€, igy Ker, a G egy részmonoidja. Tetsz6leges a € Ker, elem esetén p(a™t) =
(p(a))™t = ()"t = ¢ (lasd a 2.1.5 Tételt). Igy a=! € Ker,. Kévetkezésképpen Ker, a
G részcsoportja. Legyenek a € Ker,, g € G tetszéleges elemek. Akkor

e(g " ag) = o(g7)p(a)e(g) = vl ")e'p(g) =

= (g e(g) = wlg'g) = ple) =€,

azaz g tag € Ker,. Tehat Ker, a G csoport normélis részcsoportja.
Forditva, ha N egy G csoport normaélis részcsoportja, akkor N a G csoport G/N
faktorcsoportra valé természetes homomorfizmusédnak a magja. O

Megjegyezziik, hogy ha ¢ egy G csoport homomorfizmusa, akkor tetszéleges a,b € G
elemekre p(a) = ¢(b) akkor és csak akkor teljesiil, ha aKer, = bKer,. Ugyanis, p(a) =
©(b) akkor és csak akkor igaz, ha ab™! € Ker,, azaz, ha aKer, = bKer,.

2.6.7 Tétel (Homomorfizmustétel) Ha ¢ egy G csoportnak egy G’ csoportra val6 (sziir-
jektiv) homomorfizmusa, akkor G' = G /Ker,.
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Bizonyitas Az el6z6 tétel szerint Ker, a G egy normalis részcsoportja. Legyen a' €
G’ tetszbleges. Mivel ¢ sziirjektiv, ezért van olyan a € G elem, melyre ¢(a) = d
teljesiil. Az el6z6 tételt kovetd megjegyzés szerint az a’ elem ¢ szerinti teljes inverz
képe megegyezik az aKer, mellékosztallyal. A & : aKer, — ¢(a) = o megfeleltetés
kolecsonosen egyértelmd. Legyenek aKer,,bKer, € G/Ker, tetszéleges elemek. Akkor

P(aKer,)P(bKer,) = p(a)p(b) = ¢(ab) = ®((ab)Ker,) =

= ®(aKery,bKer,).

Tehat ® (kdlesonosen egyértelmit) homomorfizmus. Igy ® a G/K er, faktorcsoportnak a
G’ csoportra vald izomorfizmusa. O

2.7. Izomorfizmustételek

2.7.1 Tétel Legyen N egy G csoport normalis részcsoportja. Kolcsénosen egyértelmii
megfeleltetés all fenn a G /N faktorcsoport részcsoportjai és a G csoport N-et tartal-
mazo részcsoportjai kozott. Ennél a megfeleltetésnél normalis részcsoportnak normalis
részcsoport felel meg.

Bizonyitas

2.7.2 Tétel (I. izomorfizmustétel) Ha a G csoportnak H tetszdleges részcsoportja, N
pedig normalis részcsoportja, akkor N N H normalis részcsoportja H-nak és

NH/N = H/(NNH).

Bizonyitas Mivel N és H részcsoportjai G-nek, ezért metszetiik is részcsoportja G-nek,
igy H-nak is. Legyenek g € H és a € N N H tetszbleges elemek. Mivel a € N és N
normalis részcsoportja G-nek, ezért g lag € N. Mivel g, h € H, ezért g tag € H. Tehat
g tag € NN H. A normaélis részcsoportok jellemzésére vonatkozo tétel szerint ez azt je-
lenti, hogy N N H normalis részcsoportja H-nak. Mivel N normalis részcsoportja G-nek,
ezért az N és a H részcsoport altal generalt részcsoport egyenlé az NH = HN szorzattal.
Jelolje ¢ az N H szorzatnak az NH/N faktorcsoportra valo termeészetes homomorfizmu-
sat. Tetsz6leges nh € NH elemre p(nh) = ¢(n)e(h) = ¢(h), mert ¢(n) az NH/N
faktorcsoport egységeleme. Igy o(NH) = o(H) = NH/N, és ezért a ¢ homomorfizmus-
nak a H részcsoportra valo ¢* lesziikitése a H részcsoportnak az NH/N csoportra valo
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(sziirjektiv) homomorfizmusa. Ennek a homomorfizmusnak a magja egyenlsé az N N H
metszettel. A homomorfizmustétel szerint ebbél H/(N N H) = NH/N kovetkezik. 0O

2.7.3 Tétel (II. izomorfizmustétel) Ha N és M egy G csoport olyan normalis rész-
csoportjai melyekre teljesiil az N C M tartalmazas, akkor M /N a G/N-nek normélis
részcsoportja és

(G/N)/(M/N) = G/M.

Bizonyitas A 2.7.1 Tétel szerint M/N a G /N faktorcsoport egy normalis részcsoportja.
Jelolje ¢1() a G csoportnak a G/N faktorcsoportra, ¢o() pedig a G/N faktorcsoport-
nak a (G/N)/(M/N) faktorcsoportra valé természetes homomorfizmusat. Akkor a ezen
homomorfizmusok egymas utén valé végrehajtasaval definialt ¢y o pq() leképezés a G
csoportnak a (G/N)/(M/N) faktorcsoportra val (sziirjektiv) homomorfizmusa, melynek
magja M. A homomorfizmustétel miatt ebbsl G/M = (G/N)/M/N) kivetkezik. O

2.8. Centrum, centraliziator, normalizator, a Cauchy-
tétel bizonyitasa

2.8.1 Definicié (Centrum) Egy G csoportnak Z(G)-vel jeldlt centruman értjiik mind-
azon c elemeinek Gsszességét, amelyekre ac = ca teljesiil a G minden a eleme esetén.
Mas szavakkal, ¢ € Z(G) akkor és csak akkor, ha c felcserélheté a G minden a elemével.

2.8.2 Definicié (Konjugilds) Egy G csoport a elemének G egy g elemével valo konju-
géltjan a G csoport g lag elemet értjiik.

Legyen GG egy csoport. Definidljunk egy o binér relaciot G-n a kovetkezsképpen. A
G valamely a és b elemei esetén (a,b) € o akkor és csak akkor, ha van olyan G-beli g
elem, amelyre g~ 'ag = b teljesiil. Megmutathato, hogy o ekvivalenciarelaci6, melynek
osztalyait a G konjugaltsagi osztalyainak nevezziik. Egy elemet tartalmazo konjugaltsagi
osztély az illetd elem Osszes lehetséges kiilonb6z6 konjugaltjait tartalmazza.
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2.8.3 Tétel Egy G csoport valamely a eleme akkor és csak akkor eleme a G centruma-
nak, ha megegyezik G tetszéleges elemével képezet konjugaltjaval (azaz, ha az a elem
minden konjugéaltja 6nmaga).

Bizonyitas A G csoport valamely a elemére a € Z(G) akkor és csak akkor teljestil,
ha minden g € G elemre ag = ga teljesiil, ami azzal akvivalens (g inverzével balrol valo
szorzas révén), hogy g tag = a. O

2.8.4 Definicié (normalizator, centralizitor) Egy G csoport valamely A részhalma-
zanak normalizatoran értjiik G mindazon x elemeinek N(A) Osszességét, amelyekre
rA = Az teljesiil. Az egyelmii {a} halmazok normalizitordt az a elem centralizato-
rdnak is nevezziik és C(a)-val jeloljiik. Tehat C(a) = {z € G : xa = az}.

2.8.5 Tétel Egy G csoport minden A részhalmazanak normalizétora (és igy minden a
elemének centralizdtora) a G csoportnak részcsoportja.

Bizonyitas Legyen A C G tetsz6leges részhalmaz. Mivel e € N(A), ezért N(A) #. Ha
z,y € N(A), akkor (zy)A = z(yA) = z(Ay) = (zA)y = (Az)y = A(xy), és ezért xy €
N(A). Ha z € N(A), akkor A = Ax. Ha ezt az egyenlGséget megszorozzuk mindkét
oldalrol az x~! elemmel, akkor az 7' A = Az~! egyenléséget kapjuk, azaz 27! € N(A).
Tehat N(A) a G csoport olyan nem iires részhalmaza, amelyre N(A)N(A) C N(A) és
N7YA) C N(A) teljesiil. A 2.2.4 Tétel szerint ebbdl az kovetkezik, hogy N(A) a G
csoport egy részcsoportja. O

2.8.6 Tétel Egy G csoport valamely A részhalmazéanak (a elemének) annyi kiilénb6z6
konjugaltja van, amennyi az A részhalmaz normalizatoranak (az a elem centralizatora-
nak) G-beli indexe.

Bizonyitas Legyen A C G és g,h € G tetsz6legesek. g 'Ag = h™1Ah akkor és csak
akkor teljesiil, ha A(gh™) = (gh™1)A (itt g-vel szoroztunk balrol és h~!-gyel jobbrol, de
hasznaltuk azt a tényt is, hogy minden csoport egyszertsitéses). Ezen utébbi egyenls-
ség azzal ekvivalens a 2.4.2 Tétel dualisa szerint, hogy a és b az N(A) részcsoportnak
ugyanabban a jobb oldali mellékosztalyaban vannak. Ebbdél mar kovetkezik, hogy az A
részhalmaznak annyi kiillonb6z6 konjugaltja van, ahény jobb oldali mellékosztalya van
az N(A) részcsoportnak, azaz amennyi az N(A) normalizator G-beli indexe. Cl
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A centrum definicioja alapjan, egy csoport akkor és csak akkor kommutativ, ha meg-
egyezik centruméaval. Véges G csoport esetén ez a | G |=| Z(G) | egyenldség teljesiilését
jelenti

2.8.7 Tétel (Osztalyegyenlet) Legyen G egy véges nem kommutativ csoport. Akkor
megadhaté olyen r pozitiv egész szam és megadhaték olyan egynél nagyobb ki, ..., k,
egészek, hogy

|G |=| Z(G) | +ky+ -+ Ky

teljesiil. Ebben a képletben r egyenlé a G csoport Z(G) komplementere dltal tartal-
mazott konjugaltsagi osztalyok szamaval, ki, ..., k, pedig rendre az ezen konjugaltsagi
osztalyokban levé elemek szamat jeloli, és igy a G csoport rendjének osztoi.

Bizonyitas Jelolje o a fentiekben definialt relaciot: (a,b) € o akkor és csak akkor teljesiil
valamely a,b € G elemekre, ha ezen elemek egymés konjugaltjai. Mint ahogy azt mar
emlitettiik, a o relacio ekvivalencia-relacio. A Z(G)-beli elemek o-osztélyai egyelemtiek,
a G\ Z(G) halmazban 1évs elemek o-osztélyai legalabb kételemtiek. Jeloljik r-rel a
G\ Z(G) halmazban 1évs o-osztalyok szamat, tovabba jeldlje rendre kq, . .., k, az ezen o-
osztélyokban 1évS elemek szamat. Mivel k; (i = 1,...,7) a hozza tartozo K; o-osztalyban
1év6 elemek szamét jeloli, ezért tetszéleges a € K; elemre az teljestiil, hogy k; megegyezik
a C(a) centralizator indexével, amely (a Lagranre-tétel szerint) osztoja a G csoport
rendjének; tehat k; a G csoport rendjének osztoja. O

2.8.8 Tétel Ha egy GG véges csoport rendje p™, ahol p egy prim és n > 1 egész szam,
akkor | Z(G) |> 1.

Bizonyitas Kommutativ G csoport esetén az allitas nyilvanval6. Ha G nem kommutativ,
akkor a 2.8.7 Tétel szerint
|G |=| Z(G) | +ki +--- + K,

teljestil, ahol kq,... k. jeloli a Z(G) komplementere altal tartalmazott konjugaltsagi
osztalyokban levs elemek szamat, és igy ezek olyan 2-nél nem kisebb egész szamok,
amelyek a G csoport rendjének osztoi. Mivel G rendje p-hatvany, ezért a k; szamok
mindegyike p-hatvany, és igy oszthatok p-vel. Mivel p osztdéja a G csoport rendjének,
ezért az osztalyegyenlet | Z(G) | tagja is oszthato p-vel, és ezért | Z(G) |> 2. O

2.8.9 Tétel Minden p?-rendii csoport kommutativ.
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Bizonyitas Ha G tartalmaz p*-rendi a elemet, akkor G = (a), azaz G ciklikus, és
igy kommutativ. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor G minden e-t6l kiillonb6z6 eleme p-
edrendd. Mivel | Z(G) |< 2 a 2.8.8 Tétel szerint, ezért Z(G) tartalmaz egy p-edrendd
c elemet. Ha b € G és b ¢ (c), akkor G = (b,c) és bec = cb. Mivel a két generalo elem
egymaéssal felcserélhets, ezért az altaluk generdlt G csoport kommutativ. O

Augustin Cauchy (1789 — 1857)

2.8.10 Tétel (Cauchy-tétel) Ha egy p primszam osztéja egy véges G csoport rendjének,
akkor a G csoport tartalmaz p-edrendii elemet.

Bizonyitas. A bizonyitast a csoportok n rendjére vonatkozo teljes indukciéval végezziik.
Ha n = 2, akkor az allitds nyilvanvaloan teljesiil. Legyen n > 2 tetszéleges pozitiv egész
szam, és tegylik fel, hogy az allitds minden n-nél kisebb rendszamu csoportra érvényes,
azaz minden m-edrend (m < n) H csoport esetén igaz, hogy ha valamelyik prim osztoja
m-nek, akkor H tartalmaz p-edrendd elemet. Megmutatjuk, hogy minden n-edrendd G
csoportra és n minden p prim osztéjara igaz, hogy G tartalmaz p-edrendi elemet. A
bizonyitast indirekt modon végezziik el. Tegyiik fel (indirekt modon), hogy van olyan
n-edrendidi G csoport és olyan p prim, amely osztoja n-nek, de G-nek nincs p-edrendii
eleme. Természetesen, ekkor G egyetlen részcsoportja sem tartalmaz p-edrendi elemet,
igy a p prim nem osztja G egyetlen valodi rézcsoportjanak a rendjét sem. Két esetet
vizsgalunk.

Az els6 esetben feltessziik, hogy G nem kommutativ. Ekkor G # Z(G), ahol Z(G)
jeloli a G centrumat. Mivel Z(G) rendje kisebb n-nél (és mert Z(G) nem tartalmaz
p-edrendd elemet, ezért (az indukcios feltételt is hasznalva) Z(G) rendje nem oszthatod
p-vel. Hasznaljuk az osztélyegyenlGséget:

|G |=| Z(G) | +k1 + - + ki,
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ahol ki,...,k, jeloli rendre Z(G) komplementerében levé Ky, ..., K,, konjugalt osz-
talyokban 1év6 elemek szamat. Ezen szamok mindegyike legalabb 2. Ismert, hogy k;
megegyezik a K; konjugaltsagi osztéaly tetszéleges a; eleméhez tartozo C(a;) centrali-
zator | G : C(a;) | indexével. Az vilagos, hogy C(a;) # G; ellenkezs esetben azt
kapnénk, hogy a; centrumbeli elem, s ekkor k; = 1 teljstilne. Igy (az indukcios feltételt
is hasznalva) C'(a;) rendje nem oszthaté p-vel. Mivel p osztja a G' csoport rendjét és (a
Lagrange-tétel miatt)
G 1= Clay) |G : Clay) |,

ezért p osztja a k; =| G : C(a;) | szamok mindegyikét. Az osztalyegyenlGség alapjan
ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy p osztja a Z(G) centrum rendjét (hasznéalva azt
is, hogy p osztja a G csoport rendjét). Ez ellentmond annak a mar kordbban kapott
eredménynek, hogy p nem osztoja a Z(G) centrum rendjének.

A mésodik esetében feltessziik, hogy a vizsgéalt G' csoport kommutativ. Legyen G =
{91,92,...,9n}. Tetszleges j € {1,2,...,n} index esetén jel6lje m; a g; elem rendjét. Az

vilagos, hogy p nem osztja az m; szamok egyikét sem. Ugyanis, ha valamelyik j indexre
™5
teljesiilne, hogy p osztja az m; szamot, akkor a g,” elem rendje p lenne, ami az indirekt

feltétel miatt nem lehet. Jelolje m az mq, mo, ... m,, szdmok legkisebb kozos tobbszorosét.
Akkor gj" = e teljesiil minden j = 1,2,...,n indexre, ahol e jeloli G egységelemét. Mivel
p nem osztéja az m; szamnak minden j = 1,2,...,n index esetén, ezért p nem osztdja
m-nek. Jelolje f a (Z,,)" additiv csoportnak (azaz az egészek mod m maradékosztalyok
additiv csoportjanak onmagaval képezett n-szeres kiils§ direkt szorzatanak) G-be valo

kovetkezs leképezését: a (Z,,)™ csoport tetszéleges ([aq], [az], .. ., [an]) eleme esetén
[ ([a1]> [CL?]’ T [an]) = 9?1932 o 'ggn'

Megjegyezziik, hogy f jol definialt, ugyanis, ha [a;] = [b;], akkor a;-nek és b;-nek az
m-mel valé maradékos osztasanal ugyanaz a maradék, azaz a; = mt; +r, b; = ms; +r,
és ezért
g =g = (g7 g) =g = () Vg = g = g
Ha [a;] az 1-et tartalmazo osztély, a tébbi osztaly mindegyike pedig a 0-t tartalmazza,
akkor
fi(la]s a2, - [an]) = g5

Igy f sziirjektiv. G kommutativitdsa miatt f homomorfizmus. A homomorfizmustétel
szerint
(Zp)" [kerf =2 G,
amibdl
| (Zm)" [=| G | | kerf |
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adodik, és igy m™ =n | kerf |. Mivel a p prim osztja n-et, azért ebbdl az egyenlGséghdl
az adodik, hogy a p prim osztja az m™ hatvanyt. Ez csak gy lehetséges, hogy p osztja
m-et. Korabban mar megallapitottuk, hogy p nem osztja m-et. Igy ellentmondésra
jutottunk.

Mivel mind a két esetben ellentmondésra jutottunk, ezért az indirekt feltétel nem
igaz. Fzzel bebizonyitottuk, hogy a tétel allitasa igaz. O

2.8.11 Definici6 (p-csoport) Adott p primszam esetén, egy csoportot p-csoportnak ne-
veziink, ha minden elemének rendje a p primszam valamely (nemnegativ egész kitevdjii)
hatvanya.

2.8.12 Kovetkezmény Minden véges p-csoport rendje p-hatvany.

Bizonyitas Egyelemi csoportra az allitds nyilvanvald. Legyen G egy olyan véges p-
csoport, amely legalabb két elemet tartalmaz. A Lagrange-tétel szerint GG rendje oszthato
p-vel. Ha G rendje oszthato lenne egy olyan ¢ primmel is, amely kiilénbozik p-t6l, akkor
a Cauchy-tétel miatt G-nek lenne g-adrendii eleme, ami nem lehetséges, hiszen G minden
elemének rendje p-hatvany. O

2.9. Normallanc, a Jordan—Holder-tétel

2.9.1 Definicié (Normallanc) Egy G csoportot részcsoportjainak olyan véges sorozatét,
amely G-vel kezdddik, G egységelemével, e-vel végzidik, és mindegyik kozbiilsé részcso-
port normaélis részcsoportja a megelézének, a G csoport norméllancanak nevezziik:

G=Gy>Gi>Gyp>-->G_1>G, =e.

A
Go/Gl,Gl/GQ, . Gr—l/Gr

taktorcsoportokat a normallanc faktorainak nevezziik. Ezek szama r, azaz megegyezik a
lanc hosszaval. Ha egy normallancban szerepld részcsoportok mind kiilonbézdéek, akkor
a normallancot ismétlédés nélkiilinek mondjuk.
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2.9.2 Definicié (Normaéllancok izomorfidja) Egy G csoport
G=G>G >G> DG 1>G =€

és
G:H0|>H1>H2|>"'|>371>H3:€

normallancarél azt mondjuk, hogy izomorfak, ha az egyes normallancok faktoraibol al-
16 {Gy/G1,G1/Gs,...G._1/G,} és {Hy/Hy, Hi/Hs, ... Hs_1/H} halmazok kézott meg-
adhato olyan kolcsondsen egyértelmii megteleltetés, hogy az egymasnak megfeleltetett
faktorcsoportok izomorfak.

Egymassal izomorf normallancok hossza sziikségképpen megegyezik. Normallancok
izomorfizmusa reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacié egy G csoport Gsszes normal-
lancanak halmazan.

2.9.3 Definicié (Normaéllancok finomitdsa) A
G:H()DHlb"'DHs_lbﬂsze

normallancot a

G=G>Gi>--->G 1 >G.=e¢

norméllanc finomitasanak nevezziik, ha a G; (i = 0,...r) részcsoportok mindegyike
megegyezik valamely H; (j =0,...,s) részcsoporttal. Ekkor természetesen r < s.

2.9.4 Definici6 (Kompozicidlinc) Egy norméllancot kompozicidlancnak neveziink, ha
ismétlodés nélkiili és tovabb mar csak tigy finomithato, hogy a benne szerepld részcso-
portokat ismételten kiirjuk.

2.9.5 Tétel Egy normallanc akkor és csak akkor kompozicidlanc, ha faktorai egyszeri
csoportok.

Bizonyitas Haegy G = Go>G1> - >G> G >+ > G > G, = e norméallancban
G; # Gy, akkor a 2.7.1 Tétel szerint kdlesonosen egyértelmd megfeleltetés van a G; /Gy q

faktorcsoport részcesoportjai és G-nek a G4 1-et tartalmazo részesoportjai kozott; ennél a
megfeleltetésnél normaélis részcsoportnak normélis részcsoport felel meg. Igy a G; és G4
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kozzé akkor és csak akkor nem iktathato be egy olyan G’ részcsoport, hogy G; >G> Gy q
teljestiljon, ha a G;/G;41 faktorcsoport egyszerd. Ol

Camille Jordan (1838 — 1922) Otto Holder (1859 — 1937)

2.9.6 Tétel (Jordan-Hoélder tétele) Ha egy G csoportnak van kompozicilanca, akkor G
barmely két kompoziciélanca egymassal izomort.

Bizonyitas (Véges G csoportra) A tételt a lanc r hosszara vonatkozo teljes indukcioval
igazoljuk. Ha egy G csoportnak van r = 1 hosszisagiu kompozicidlanca, akkor ez a
G > e lanc, amibdl kovetkezik, hogy a G csoport egyszert, és igy G-nek nincs is tobb
kompozicidlanca. Legyen r > 2, és tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa igaz minden olyan
véges csoportra, amelynek van r-nél kisebb hosszusagi kompoziciélanca. Legyen G olyan
csoport, amelynek van r hosszisagu

G=G,>G >G> >G 1 >G=e (2.1)

kompozicidlanca. Megmutatjuk, hogy ez a kompoziciolanc izomorf a G csoport barmely
maésik
G=Hy>H >Hy>--->H,1>H,=¢ (2.2)
kompozicidlancéaval.
Ha G, = H;, akkor
Gi>G>- DG >Gr=e

a G1 = Hy csoport egy r — 1 hossztisagu kompozicidlanca. Mivel

Hi>Hy>--->Hy  >H;=e

ugyancsak kompoziciolanca a G; = H; csoportnak, ezért (az indukcios feltétel miatt)
r = s és ezen két, G; = Hy-bdl induld kompoziciolanc egyméssal izomorf. Mivel G/G1 =
G/Hy, ezért az eredeti (2.1) és (2.2) kompoziciolancok is izomorf egymaéssal.
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A tovabbiakban vizsgaljuk azt az esetet, amikor G; # H;. Mivel sem G és Gy,
sem G és Hp kozzé nem iktathatd be téliik kiilonbozd normalis részesoport, ezért G is
és Hy is a GG csoport maximaélis részcsoportjai. Mivel a GGy és H; altal generalt G1H,
részcsoport a G csoport Gy-et és Hi-et valodi modon tartalmazé normalis részcsoportja,
ezért G1H; = G. Mivel a

G=G>G >G> --->GE_1>G.=e¢
lanc a G egy kompozicidlanca, ezért
Gi>Gyp> -G >Gr=c¢

a (1 egy kompoziciolanca. Mivel ennek hossza r — 1, ezért Gi-re alkalmazhatjuk az
indukcios feltételt, ami miatt (G; barmely két kompoziciolanca egyméssal izomorf, és igy
barmely kompoziciélancanak hossza r—1. Az L. izomorfizmustétel szerint G, /(G1NH;) =
G/Hy. Mivel G/H; egyszerii csoport, ezért Gq3 N Hy a Gy csoport maximalis normaélis
részcsoportja. Mivel G; N Hy véges csoport, ezért van kompozicidlanca:

(GlﬂHl)DTQD"'DTu:&

Igy
G1>(G10H1)DT2>--->TMZ€ (23)

a (G1 csoport egy kompozicidlanca. Mivel G; minden kompozicidlancanak hossza r — 1,
ezért ennek a kompoziciolancnak a hosszais r — 1, ésigyu+1=r—1, azaz u =r — 2.
Tehat a G1 N Hy csoport

(G10H1)>T21>~--|>Tr_gze.
kompozicidlanc hossza r — 2. Az vilagos, hogy a
G[>G1D(GlﬂHl)DTQD"'DTT_QZB

és
GG >G> --->G.=¢e

kompozicidlancok egymassal izomorfak, mert
GlD(GlﬂHl)DTQD"'DTr_QZQ

és
Gi>Gy>--->G.=c¢
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a G csoport (r — 1 hosszusagi) kompozicidlancai, és igy ezek egymassal izomorfak az
indukcios feltétel miatt.
Az el6z6ekhez hasonld gondolatmenet alkalmazéasaval kapjuk, hogy

G[>H1[>(GlﬂHl)DTQD"'DTT_Qze
és
G H >Hy>--->H,=¢

kompozicidlancok egymassal izomorfak, és s = r. Az I. izomorfizmustétel szerint nem
csak G1/(G1 N Hy) = G/Hy, hanem H,/(Gy N Hy) = G/G, is teljesill, igy a

G|>G1D(GlﬂHl)DTQD"‘DTT,QIG
és
G[>H1[>(GlﬂHl)DTQD"'DTT_QZG
kompozicidlancok izomorfak. A normallancok izomorfidjanak tranzitivitdsa miatt a
G=G>G >G> >GE_1>G.=e¢
és
G:HolebHQD"'DHS,1>H3:€

kompozicidlancok izomorfak. 0

2.10. Kommutator részcsoport

2.10.1 Definici6 (Két elem kommutatora) Egy G csoport a és b elemeibdl képezett
(a,b) elempar kommutétordan a G csoport [a,b] = a~'b~'ab elemét értjiik.

Vilagos, hogy egy G csoport tetszéleges a és b elemei esetén [a,b]™! = [b,a]. Igy
[a,b] = e (e a G csoport egységeleme) akkor és csak akkor teljesiil, ha [b, a] = e. Tovabba,
egy G csoport a és b elemei akkor és csak akkor felcserélhetGek (azaz, ab = ba), ha
la,b] = e és [b,a] = e.

2.10.2 Definicié (Kommutator részcsoport) Egy G csoport azon részcsoportjat, ame-
lyet a G elemeibdl képezhets Oszes elempar kommutatorainak halmaza general, a G
csoport kommutator részcsoportjanak nevezziik és G'-vel jeldljiik.

30



2.10.3 Tétel Egy G csoport ' kommutator részcsoportja a G-nek normalis részcso-
portja és a G/G' faktorcsoport kommutativ.

Bizonyitas A G csoport tetszéleges a, b és g elemei esetén

1 1

9 'a,blg =g 'a” b labg = g~ 'a" gg b g9 tagg by = [g " ag, g 'bg].

gy tetszbleges [aq, by|[ag, bo] - - - [a, b, € G’ és g € G elemek esetén
9~ ([ax, br[a, by] - - - [ar, b,))g = g '[a1, bilgg[az, balg - - - 99~ [ar, brlg € G’
, amibdl kovetkezik, hogy a G’ karakterisztikus részcsoport a G csoport normalis rész-
csoportja.
A G csoport tetszbleges a és b elemeire

(ba)*(ab) = a b tab = [a,b] € G,

amib6l abG" = baG' azaz (aG')(bG') = (bG')(aG’) kovetkezik. Ez pedig azt jelenti,
hogy a G/G’ faktorcsoport elemei egymassal felcserélhetéek, azaz a G/G’ faktorcsoport
kommutativ. O

2.10.4 Tétel Egy G csoport valamely N normdlis részcsoportja esetén a G /N faktor-
csoport akkor és csak akkor kommutativ, ha G' C N.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy G’ C N. Akkor (a méasodik izomorfizmustétel szerint)
N/G" a G/G' normalis részcsoportja és a (G/G")/(N/G') faktorcsoport izomorf a G/ K
faktorcsoporttal. Mivel a G/G’ csoport kommutativ (az el6z6 tétel szerint), ezért annak
barmely faktorcsoportja is kommutativ. Igy a G/N faktorcsoport kommutativ.

Forditva, tegyiik fel, hogy a G/N faktorcsoport kommutativ. Akkor tetszéleges a,b €
G elemekre (aN)(bN) = (bN)(aN), azaz abN = baN. Ez azzal ekvivalens, hogy

[a,b] = a~'bab = (ba) ' (ab) € N.
Tehat G C N. O

2.10.5 Definicié (Kommutatorlanc) Egy G csoport részcsoportjainak
G=GUp>GYps. . ¢Vl ..

sorozatat a G csoport kommutétorlancanak nevezziik, ha G a GU~Y kommutétor rész-
csoportja minden ¢ = 1, ... indexre.
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2.11. Feloldhat6 csoportok

2.11.1 Definicio (Feloldhaté csoport) Egy csoportot feloldhaté csoportnak neveziink,
ha van olyan normallanca, melynek faktorai kommutativ csoportok.

Megjegyezziik, hogy minden kommutativ csoport feloldhato. A kiévetkezd tétel a
véges felodhato csoportokat jellemzi.

2.11.2 Tétel Egy véges csoport akkor és csak akkor feloldhaté, ha kompozicidlancanak
faktorai primrendit ciklikus csoportok.

Bizonyitas Mivel véges csoport minden norméallanca kompozicidlancca finomithato,
ezért egy véges csoport akkor és csak akkor feloldhato, ha kompozicidlancanak faktorai
kommutativak. Mivel a kompozicidlancok faktorai egyszert csoportok, ezért egy kom-
poziciolanc faktorai akkor és csak akkor kommutativak, ha azok kommutativ egyszert
csoportok, amelyek pontosan a primrendi ciklikus csoportok. O

2.11.3 Tétel Egy G csoport akkor és csak akkor feloldhaté, ha kommutatorlanca leér
a G egységeleméig.

Bizonyitas ... O
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Bizonyitas nélkiil ismertetjiik a kdvetkezs két tételt.

William Burnside (1852 — 1927)

2.11.4 Tétel (Burnside-tétel) Ha a G' csoport rendje p"q™, ahol p és q primek, n és m
pedig nemnegativ egészek, akkor a G csoport feloldhato.

Walter Feit (1930 — 2004) John G. Thompson (1736 — 1813)

2.11.5 Tétel (Feit-Thompson-tétel) Minden véges paratlan rendid csoport feloldhaté.
A kovetkezo tétel ugyan a 2.11.4 Tétel egy kovetkezménye, de részletezziik a bizonyi-

tasat is.

2.11.6 Tétel Minden primhatvanyrendi csoport feloldhato.
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Bizonyitas Legyen a G csoport rendje p". Ha n = 0, akkor G egyelemd, és ezért fel-
oldhato. Tegyiik fel, hogy n > 1. Akkor a 2.8.8 Tétel szerint G' centruma nem trivialis
(azaz nem csak az egységelemet tartalmazza). Jeloljiik ezt a centrumot Cj-gyel. Ha
Cy = G, akkor G kommutativ, és ezért feloldhato. Tegyiik fel, hogy C; # G. A G/C4
faktorcsoport alacsonyabb rendd, mint GG, a rendje pedig ismét 1-nél nagyobb p-hatvany.
A 2.7.1 Tétel szerint G-nek van olyan C-et tartalmazd Cy normaélis részcsoportja, hogy
a Cy/C1 faktorcsoport izomorf a G/C; faktorcsoport centruméval. Folytatva a gondo-
latmenetet, kapjuk az
e Ci <0y ...

szigorian novekvd lancot, amely G végessége miatt egyszer csak eléri G-t:

e Ci<Cy«---<1C,.«G.

Ez a G-nek olyan normallanca, melynek faktorai kommutativak. Igy G feloldhaté cso-
port. [

2.11.7 Definici6é (Nilpotens csoport) Egy G csoportot nilpotens csoportnak neveziink,
ha van centralis lanca, azaz olyan

{B}ZG(O)QG(DQ...QG(M:G

normaéllanca, amelyben szerepld részcsoportok G-nek normalis részcsoportjai, és minden

0 <i < legk — 1 indexre GOV /GW) C Z(G/GW).

2.11.8 Tétel Minden nilpotens csoport feloldhaté.

Bizonyitas Mivel a centralis lanc olyan normaéllanc melynek minden GG+ /G® faktora
kommutativ (ugyanis része a G/G@ faktorcsoport centrumanak), ezért a tétel allitasa
nyilvanvalo. O
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2.12. Permutaci6écsoportok

2.12.1 Definicié (n-edfokii permutécio) Az {1,2,...,n} halmaz énmagéra valé kéleso-
nésen egyértelmii leképezéseit n-edfoki permutacioknak nevezziik és a koévetkezéképpen

jelsljiik:
(o 3o o)

Mint ahogy az a jel6lésbdl is lathatd, a permutécioknal a jobbrol valé hatasnak meg-
felels irasmodot hasznéljuk. Ennek megfelelGen, ha o és 7 n-edfoki permutaciok, akkor
o1 szorzatukra

ot kw— ((k)o)T (2.4)

teljesiil.

2.12.2 Definicié Az n-edfoki permutaciok S, halmaza n! rendii csoportot alkot a per-
mutéciok (2.4) szorzasara nézve.

Bizonyitas Kozismert, hogy | S,, |= n!. Egy halmaz 6nmagéaba valo leképezései (transz-
formacioi) félesoportot alkotnak a leképezések szorzasara (mint a leképezések egymaés
utan valo végrehajtasara) nézve, igy S, is félcsoportot alkot a (2.4) szorzasra nézve. Az
identikus relacié az S, félcsoport egységeleme. Egy n-edfoki o permutacié inverz leké-
pezése a o permutécio S,-beli inverze. Tehat azt kaptuk, hogy .S,, egy n! rendi csoportot
alkot a permutéciok (2.4) szorzéaséra nézve. 0

2.12.3 Definici6 (n-edfokii szimmetrikus csoport) Az {1,2,...,n} halmaz énmagara
valé kolesoénosen egyértelmt leképezéseinek S, csoportjat n-edfoki szimmetrikus cso-
portnak, az S,, csoport részcsoportjait n-edfoki permutaciécsoportoknak nevezziik.

2.12.4 Definicié Legyen (i,j) olyan szimpér, amelyben i és j is az 1,2,...,n szamok
valamelyike 1gy, hogy i < j. Egy ilyen szamparrol azt mondjuk, hogy az n-edfokii o
permutécié egy inverziéja, ha (i)o > (j)o. Egy o permutéciét paros permutacionak vagy
paratlan permutaciénak neveziink attol fiiggéen, hogy o inverzidinak szama paros vagy
paratlan.
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2.12.5 Tétel Az n-edfokii paros permutaciok A,-nel jel6lt halmaza az S,, csoport nor-
malis részcsoportja.

Bizonyitas Az zq, xs, . . ., x,, hatarozatlanokkal készitsiik el azt az A szorzatot, amelynek
tényezG6i az olyan x; — xy kiilonbségek, amelyekre 1 < k < i < n teljesiil. Adott n-edfokt
o permutacio esetén jelolje A, az Osszes olyan ;o — T(x)o kiilonbség szorzatat, amelyekre
1 < (k)o < (1)o < n teljesiil. Kénnyen belathato, hogy minden n-edfoki o permutéciora
A, = £ A; az A, = A egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha o paros permutécio.
Ebbél mar adodik, hogy péaros permutéciok szorzata paros, igy A, az S, csoport egy
részfélesoportja. Mivel az identikus permutacié paros, és paros permutacié inverze is
paros, ezért A, az S, csoport egy részcsoportja. Mivel | S, |[=n! és | A, |= %!, ezért az
A, részcsoport S,-beli indexe 2, és igy A,, az S, csoport normaélis részcsoportja. O

2.12.6 Definicié Az .S, csoport A, részcsoportjat n-edfoki alternalé csoportnak nevez-
zik.

2.12.7 Megjegyzés Mivel S,-ben a paros permutéiciok A, részcsoportja egy 2 inde-
xt normaélis részcsoport, ezért azonos paritdsu permutaciok szorzata péaros, ellentétes
paritasi permutéciok szorzata pedig paratlan.

2.12.8 Definicié Legyeniy,is, ..., ix_1, 1 paronként kiilonbézé {1,2, ... ,n} halmazbeli
elemek egy sorozata. Ha egy n-edfokii ¢ permutaciora

O 11 > 1o, 0y — Z'g,...,’l.k,1 = g, b > 1
teljestil, viszont az iy,1s,...,1x_1, % elemek kozétt nem szerepléket fixen hagyja, akkor
a o permutaciot k hosszisagu ciklusnak nevezziik és (i1 iy ... ix) modon jeloljik. A 2

hossziisagt ciklusokat transzpozicioknak nevezziik.

2.12.9 Definicié Akkor mondjuk, hogy az (i1 is ... ix) és (j1, 72, ... jr) ciklusok disz-
junktak, ha az {iy,ia, ... i} és {j1,J2,--.,Jr} halmazok diszjunktak.
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2.12.10 Tétel Minden S,-beli permutacié el6all (a tényezdk sorrendjétdl eltekintve)
egyértelmiien S, -beli diszjunk ciklusok szorzataként.

Bizonyitas (Csak az egzisztenciat igazoljuk, azt is vazlatosan) Az nyilvanvald, hogy
diszjunkt ciklusok szorzata kommutativ. Legyen

(1 2 3 ... n)
g =|. . . .
1 19 13 ... 1pn

tetszéleges n-edfoki permutécio. Akkor

a:(.l 23 ."):(1@'1...)(mk...)(mt...)---,

1 192 13 ... 1n

ahol, a masodik ciklustol kezdve, az egyes ciklusok kezdd eleme az el6z6 ciklusban nem
szerepld elemek kozott a legkisebb. Példaul:

:G g g ‘11 Z):(12)(354).

([

2.12.11 Megjegyzés Vilagos, hogy egy k hosszusagu ciklus rendje k. Mivel tetszéleges
csoportban az egyméssal felcserélhets elemek szorzatanak rendje megegyezik a tényezdsk
rendjének legkisebb kozos tobbszorosével, ezért egy permutéacié rendje megegyezik az
elsallitasaban szereplé diszjunkt ciklusok hosszanak legkisebb kozos tobbszorosével.

2.12.12 Tétel Minden S,,-beli permutacio el6all S,,-beli transzpoziciok szorzataként.

Bizonyitas Mivel minden legalabb ketts hossztusagu (i; io ... i) ciklusra
teljestil, ezért a tétel allitasa a 2.12.10 Tétel kévetkezménye. 0

Megjegyezziik, hogy permutaciok transzpoziciok szorzataként valo elGallitasa nem
egyértelmtd. Példaul:

(12)(2 5):@ Lo g):u 5)(1 2).
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Az vilagos, hogy a transzpoziciok paratlan permutéaciok. Igy a 2.12.7 Megjegyzés
szerint barhogyan is bontunk fel egy o permutaciot transzpoziciok szorzatara, a felbon-
tasban szerepld tényezdk szaménak paritdsa megegyezik o paritdsaval. Tehat egy péaros
permutaciot csak paros sok transzpoziciora lehet felbontani, egy paratlan permutaciot
pedig csak paratlan sokra. A (2.5) felbontas szerint az is igaz, hogy egy ciklus pari-
tasa mindig ellentétes a hosszanak paritasaval: a péaros hosszisagu ciklusok paratlan
permutéaciok, a paratlan hosszisagu ciklusok paros permutéaciok.

2.12.13 Tétel Ha n > 3, akkor az S, szimmetrikus csoportban minden paros per-
mutacié elGallithaté 3 hosszisagu ciklusok szorzataként, azaz az A, (n > 3) alternalo
csoportot generaljak a 3 hosszisagu ciklusok.

Bizonyitas. Legyen n > 3. Tudjuk, hogy S,-ben minden permutécioé el6all transz-
poziciok szorzataként. Azt is tudjuk, hogy egy permutécio akkor és csak akkor paros,
ha paros sok transzpozicié szorzataként allithato el6. Ezért, ha egy permutacié paros,
akkor az elGallitasaban szereplé transzpoziciokat péarba allithatjuk dgy, hogy az elsé6t
a méasodikkal, a harmadikat a negyedikkel, stb . A transzpozicioparok szorzata vagy
(a b)(a c) alaka, vagy (a b)(c d) alaka (itt a, b, ¢, d paronként kiillonbozsek). Belathato,
hogy
(ab)(ac)=(abc)

(ab)(cd)=(abc)adc), ha n>4,

amibdl mar kovetkezik a tétel allitasa. O

2.12.14 Tétel n > 5 esetén az A, alternalé csoport egyszert.

Bizonyitas Legyen N az A, (n > 5) alternalo csoport olyan normaélis részcsoportja,
amely tartalmaz legalabb két elemet. Megmutatjuk, hogy N = A,. Ekkor van N-nek
olyan o # e eleme, amely az {1,2,...,n} elemek koziil a legkevesebb elemet mozgatja.
Mivel egy permutacié hatvanyai csak azokat az elemeket mozgathatjak, amelyeket o,
ezért o! ugyanannyi elemet mozgat mint o, feltéve, hogy o' # e. Korabbi tétel szerint o
diszjunkt ciklusok szorzatéra bonthat6. Ha ebben a felbontasban van m és n hosztusagu
ciklus és m < n, akkor a 0™ # e permutacioban az m hosszusagi ciklus eltiinne (de
az n hosszisagli nem), és ezért o™ kevesebb elemet mozgatna, mint o, ami lehetetlen
az el6bbiek figyelembevételével. Tehéat o azonos hosszisagi diszjunkt ciklusok szorzata.
Ha ez a hossz k, és ha k = pj (itt p egy primszam), akkor a 0/ # e permutécié p
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hosszusagu diszjunkt ciklusok szorzata. Tehat van A,-ben olyan permutaci6, amely
a lehetd legkevesebb elemet mozgatja és prim hosszusagu diszjunkt ciklusok szorzata.
Tegyiik fel, hogy o-t mér ugy valasztottuk, hogy eleget tesz ezeknek a feltételeknek. A
kovetkezd lehetGségek vannak:

(I) o0 =(12)(34) ..., azaz o transzpoziciok szorzata. (o nem lehet transzpozici6, mert
minden transzpozici6 paratlan, s ezért nem eleme A,-nek.)

(IT) o = (123), azaz o egy harom hosszusagu ciklus.

(III) o = (123)(456) ..., azaz o két vagy t6bb harom hosszusagu diszjunkt ciklus szor-
zata.

(IV) 0 = (12345...) vagy 0 = (12345...)..., azaz o olyan egy vagy tobb tényezds
szorzat, amelynek tényez6i legaldbb 5 hosszisagu diszjunkt ciklusok.

Megjegyezziik, hogy o-rol feltehetjiik, hogy a fenti alakiak, mert ha o (példaul az (1)
esetben) (ab)(cd) alaku, akkor az n elem sorrendjének megvaltoztatasaval elérhetjiik,
hogy a legyen az 1. elem, b a 2. elem, c a 3. elem, d pedig a 4. elem. Mivel n > 5, ezért
T = (345) € A,,, és N normalitasa miatt
0= oro tr~t e N.

Vilagos, hogy ¢ az 1-et fixen hagyja. A (I11) és (IV) esetekben o a 4-et a 2-be viszi,
ezért ezekben az esetekben p # e. A 7 csak a 3-as, a 4-es és az 5-0s elemeket mozgatja.
A (I11) és (IV) esetekben o mozgatja ezeket az elemeket, igy o csak azokat az elemeket
mozgathatja, amelyeket a o mozgat. Mivel 1o = 2 és 1p = 1, ezért ¢ kevesebb elemet
mozgat, mint 0. Ez ellentmond o valasztasanak. Tehat a (111) és (IV) esetek nem
lehetségesek. A tovabbiakban csak a (I) és (/1) eseteket vizsgaljuk. Az vilagos, hogy
a=(123) € A, és = (345) € A,,. Mivel N normalis részcsoport, ezért az (I) esetben

cac ta! = (14)(23) € N,
a (I1) esetben pedig
B loBo = (13)(24) € N.

Tehat az (1) és (11) esetek mindegyikében N tartalmazza valamely két diszjunkt transz-
pozici6 szorzatat. Megmutatjuk, hogy mindkét esetben N tartalmazza barmely két disz-
junkt transzpozicio szorzatat. Legyenek a,b,¢,d az {1,2,...,n} halmaz paronként kii-
16nb6z6 elemei. Mivel A,, a paros permutaciok halmaza, ezért az alabbi két permutaciod
valamelyike eleme A, -nek:

(1234 .. /1234 ..
N=\abved ) 2"\bacd.)
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Mivel
71 (14)(23)m = (ad)(be),

v5 1 (14)(23)72 = (ac)(bd),

ezért az (I) esetben N tartalmazza barmely két diszjunkt transzpozici6 szorzatat. Mivel
7 (13)(24)m = (ac)(bd),

75 (13)(24) 2 = (ad)(be),

ezért a (II) esetben is N tartalmazza barmely két diszjunkt transzpozicio szorzatat.
Tudjuk, hogy A, minden eleme paros sok transzpozici6 szorzata. Ha ebben a szorzatban
a tényezGk parba allithatok tgy, hogy a parban 1évd transzpoziciok diszjunktak, akkor
a parban lévék szorzata, és igy az egész szorzat benne van N-ben. Ha ilyen parositas
nincs, akkor minden parositasnal a parba allitott szorzatok kozott van ketts, amelyik
koziil az egyik (ab), a masik (ac) vagy (cb) alaku. Legyenek d és e olyan {1,...,n}-beli
elemek, amelyek kiilonboznek a-tol, b-t6l és c-t6l. Ekkor

(ab)(ac) = [(ab)(de)][(de)(ac)] € N

(ab)(cb) = [(ab)(de)][(de)(cb)] € N.

Tehat ebben az esetben is az egész szorzat eleme N-nek. Ezzel megmutattuk, hogy A,
minden eleme benne van N-ben, és igy N = A,,. O

2.12.15 Tétel Az S, S3, Sy szimmetrikus csoportok mindegyike feloldhato, viszont n >

5 esetén az S,, szimmetrikus csoport nem feloldhatéo.

Bizonyitas Mivel S, kommutativ, ezért feloldhato.

Sy elemei (1), (123), (132), (12), (13), (23). Az elsé harom alkotja As-at. S35 kompo-
ziciolanca e < Az < S3. Ennek faktorai C'(3) és C'(2). Mivel ezek a faktorok primrendi
ciklikus csoportok, a 2.11.2 Tétel szerint az S csoport feloldhato.

Sy-nek 24 eleme van. Mivel A, indexe 2, ezért normaélis részcsoport Sy-ben. Az
Ay-nek normalis részesoportja az (1), (12)(34), (13)(24), (14)(23) elmekbdl allo Klein-féle
csoport. Jeldljiik ezt K-val. A K-nak harom nem trivialis részcsoportja van:

By ={(1),(12)(34)},
By = {(1), (13)(24)}
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és

Bs = {(1), (14)(23)}.
Ezek mindegyike masodrendi (igy kommutativak) és mindegyiknek a K-beli indexe (igy
normalis részcsoportjai K-nak). Az S, csoport kompozicidlancai:

ed B, <K <A, <.

Ezek mindegyikének faktorai C'(2),C(2),C(3),C(2), melyek mindegyike primrendi cik-
likus csoport. Igy a 2.11.2 Tétel szerint az Sy csoport feloldhato.
n > 5 esetén az S, csoport kompozicidlanca

e<d1A,<S,.

Ennek faktorai A, és C(2); koziiliikk A, nem primrendd ciklikus csoport. Igy S, nem
feloldhaté n > 5 esetén. O

Arthur Cayley (1821 — 1895)

2.12.16 Tétel (Cayley tétele) Tetszbleges n-edrendii csoport izomorf egy n-edfoku per-
mutaciocsoporttal.

Bizonyitas Legyen G n-edrendii csoport, és legyenek elemei valamilyen sorrendben
a1,0a2,...,0y.

Legyen ¢ a G csoportnak az S,, csoportba vald alabbi leképezése. Ha a € G, akkor legyen
©(a) a kovetkezd n-edfoku permutacio:



ahol 7, jeloli azt az indexet, amelyre a;,a = a;, teljesiil. Mivel a,a = aja akkor és csak
akkor teljesiil, ha A; = A;, ezért ¢(a) € S,. Mivel az xa = b egyenlet G-ben megoldhato
egyértelmien minden a, b € G esetén, ezért ¢ sziirjektiv. Ha ¢(a) = ¢(b), akkor a = ea =
eb = b, és ezért ¢ injektiv. Tetsz6leges a,b € G elemek esetén p(ab) = ¢(a)p(b), mert
tetszéleges a; € G elem esetén a;(ab) = (a;a)b. Kaptuk theat, hogy ¢ a G csoportnak az
S,, csoportra val6 izomorfizmusa. O

2.13. Csoportok direkt szorzata

2.13.1 Definicioé (Csoportok belsé direkt szorzata) Akkor mondjuk, hogy egy G csoport
el6all A és B részcsoportjainak (belsé) direkt szorzataként, ha

e (A,B) =0,
e AN B =e, ahol e a G egységeleme,

e A és B a G normalis részcsoportjai.

A fentivel ekvivalens definicio:

2.13.2 Tétel Egy G csoport akkor és csak akkor all el6 A és B részcsoportjainak belsé
direkt szorzataként, ha

e (G minden eleme elGall egyértelmiien egy A-beli és egy B-beli elem szorzataként,

e ab = ba teljesiil minden a € A és b € B elemre.

2.13.3 Definici6é (Csoportok kiilsé direkt szorzata) Legyenek A és B csoportok. Az A x
B Descartes-szorzaton definialjunk miiveletet tigy, hogy tetszdleges a1, as € A és by, by €
B esetén legyen (ay,b)(az,be) = (ajag, bibs). A X B erre a miiveletre nézve csoport,
amelyben (es,ep) az egységelem (itt ey az A csoport, eg a B csoport egységeleme),
és egy (a,b) elem inverze (a=1,b~'). Ezt a csoportot az A és B csoportok kiilsé direkt
szorzatanak nevezziik.
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2.13.4 Megjegyzés (Csoportok belss és kiils6 direkt szorzata kozotti kapcesolat) Az
A és B csoportok kiils§ direkt szorzataban az (a,ep) alaka elemek egy olyan A’ rész-
csoportot alkotnak, amely izomorf A-val, az (ea,b) alakt elemek pedig egy olyan B’
részcsoportot, amely izomorf B-vel. Egyszertien belathato, hogy az A x B csoport az
A’ és B’ részcsoportok belsd direkt szorzata. Ha az egymaéssal izomorf csoportokat azo-
nositjuk egymaéssal, akkor azt is lehet mondani, hogy az A és B csoportok A x B kiilsé
direkt szorzata megegyezik a belsé direkt szorzatukkal.

Az is megmutathatd, hogy ha egy G csoport elgall A és B részcsoportjainak belsé
direkt szorzataként, akkor G izomorf az A és B csoportok kiilsé direkt szorzataval. Itt G
egy g elemének azt az (a,b) € A x B elempart feleltetjiik meg, amelyekkel g elGallithato
egyértelmtien g = ab alakban.

2.13.5 Tétel Ha a egy n-edrendi eleme egy A csoportnak, b pedig egy m-edrendii
eleme egy B csoportnak, akkor az (a,b) € A X B elem rendje az n és m legkisebb kézds
tobbszorose.

Bizonyitas Ha k jeloli n és m legkisebb kozos tobbszordsét, akkor k = nky és k = mko
valamely pozitiv egész k; és ky egészekre. Igy (a,b)F = (a¥,bF) = (a™,b72) = (e4, ep),
ahol ey és ep jeloli az A, illetve a B csoport egységelemét. Ha (a,b)" = (ea, ep), akkor
al = ey és b' = ep, ezért t tobbszorose n-nek és m-nek. Tehat t az n és m kozos

tobbszorose. Ezért az (a,b) elem rendje az n és m legkisebb kozos tobbszordse. O

T6bb részesoport direkt szorzatat két részesoport direkt szorzatanak mintéjara értel-
mezhetjik.

2.13.6 Definicié (Tébb részesoport (belsé) direkt szorzata) Akkor mondjuk, hogy egy
G csoport elGall A; (i = 1,...,n) részcsoportjainak (belsd) direkt szorzataként, ha

o (Ay,....A,) =G,

o AN (A, ..., A1, Ai11,... Ay) = e minden ¢ = 1,...,n indexre, , ahol e a G

egységeleme,
e A; a G csoport normalis részcsoportja minden @ = 1, ..., n indexre.
2.13.7 Tétel Egy G csoport akkor és csak akkor all el6 A; (i = 1,...,n) részcsoportja-

inak (bels6) direkt szorzataként, ha
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e (G minden a eleme egyértelmiien el6all a = ay - - - a,, alakban (a; € A;),

e a,a; = aja; teljesiil minden a; € A; és a; € A; elemre, ha i # j.
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2.14. Véges Abel-csoportok

2.14.1 Definicié Egy kommutativ csoportot Abel-csoportnak (vagy Abel-féle csoport-
nak) is neveziink.

Niels Henrik Abel (1802 — 1829)

A fejezet elss tétele arra a kérdésre ad valaszt, hogy két véges ciklikus csoport direkt
szorzata mikor ciklikus.

2.14.2 Tétel Egy n-edrendii (a) és egy m-edrendi (b) ciklikus csoport direkt szorzata
akkor és csak akkor ciklikus, ha n és m relativ primek.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy ha n és m relativ primek, akkor az (a) x (b)
direkt szorzat ciklikus. Mivel két relativ prim legkisebb kozos tobbszorose megegyezik
a két szam szorzataval, ezért ha n és m relativ primek, akkor az el6z6 tétel szerint az
(a,b) € (a) x (b) elem rendje nm, ami megegyezik az (a) x (b) ciklikus csoportban 1év§
elemek szaméval. Tehat az (a,b) elem generalja a két ciklikus csoport direkt szorzatat.
Forditva, tegytik fel, hogy az (a) x (b) direkt szorzat ciklikus. Jelolje (z,y) a direkt szorzat
egy generald elemét. Akkor az (x,y) elem rendje nm. Az el6z6 tételt is hasznalva, azt
kapjuk, hogy az = € (a) elem rendjének és az y € (b) elem rendjének legkisebb k6z0s
tobbszorose nm. Megmutatjuk, hogy = generalja (a)-t és y generélja (b)-t. Legyen
2’ € (a) tetszoleges elem. Mivel (z,y) generélja az (a) x (b) direkt szorzatot, ezért van
olyan k pozitiv egész szam, hogy (z',ep) = (z,y)* = (z*,y*), amibél 2/ = 2% adodik.
Tehat x generélja (a)-t. Hasonloan igazolhaté, hogy y generélja (b)-t. Igy x rendje n
és y rendje m. Az el6z6 tételt is hasznalva, azt kapjuk, hogy nm (azaz az (x,y) elem
rendje) megegyezik az n és m legkisebb kozos tobbszorosével. Mivel

nm
lkkt{n,m} = Inkoln. ]’
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ezért Inko{n,m} = 1, azaz n és m relativ primek. O
A kovetkezd tétel véges ciklikus csoportok primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt
szorzatara vald felbontéassal kapcsolatos.

2.14.3 Tétel Ha azn pozitiv egész szam kanonikus felbontasan = pi* - - - pF, akkor az a

elem altal generalt n-edrendi ciklikus csoport felbonthato a pff’ -rendi (a™) (i=1,...,71)
ciklikus részcsoportok direkt szorzatara, aholn; = % (i=1,..., r).

).t '
Bizonyitas Legyen ¢ tetsz6leges egész szam. Mivel inko(ny, ..., n,) =1, ezért az nyu; +

- -n,u, = t diphantosi egyenlet megoldhato, és igy

a = (a")" - (a™)" € (™) - (a") = ({@™),..., (a")).

Tehat az (a) ciklikus csoportot generaljak a (a™) (¢ = 1....,r) ciklikus csoportok.
Igy teljesiil a 2.13.6 Definicio (1) feltétele. Ahhoz, hogy megmutassuk a (2) feltétel
teljesiilését, tegyiik fel, hogy valamely s kitevére

a® € (a™) N ((a™),... (a™ 1), (a™*) ... )a""))
teljesiil. Akkor megadhatok olyan vy, ... v, egészek, hogy

a® = anv; = @MVt - . QU imL gL L g tr

és igy
N1Vt +Ni— 10— 1 =N UL+ N4 1V 1+ N Ur

a =e,

amibdl
n|7’L1U1 + -+ N1V — MU + Ni+1Vi41 + - Ny,

kévetkezik. Minden j # 7 indexre az n;v; tagok mindegyike oszthato pfi—vel, igy a —n,v;
tag is. Mivel Inko(n;, pfl) =1, ezért pf" osztja v;-t. Ekkor viszont az n;-vel képezett nlpfl
és n;v; szorzatokra is teljesiil, hogy nzpf’ osztja n;v;-t. Minen nzpfl = n, ezért azt kapjuk,
hogy n|n;v;. Ebbdl viszont a® = o™ = e adodik. Tehat teljestil a 2.13.6 Definicio (2)
feltétele. Mivel a ciklikus csoportok kommutativak, ezért a 2.13.6 Definicio (3) feltétele
nyilvanvaloan teljesiil. Tehat az a elem altal generalt ciklikus csoport elgall az (a™)
(¢ =1,...,r) ciklikus csoportok direkt szorzataként. O

A kovetkez§ tételben a véges kommutativ p-csoportok jatszanak szerepet. Mint ahogy
azt mar korabban definialtuk, adott p primszam esetén egy csoportot p-csoportnak ne-
veziink, ha minden elemének rendje a p valamely (nemnegativ egész kitevgjii) hatvanya.
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2.14.4 Tétel Minden G véges Abel-csoport kiilonbozé primekhez tartozé p-csoportok
direkt szorzata. A direkt szorzatban szerepld p-csoportok a G csoport altal egyértelmiien
meg vannak hatarozva.

Bizonyitas Legyen G véges Abel-csoport. A tétel allitasa nyilvanvaloan teljesiil az egy-
elemt csoportra, igy feltehetjiik, hogy G-nek legalabb két eleme van. Adott p prim esetén
jelolje G, a G csoport mindazon elemeinek osszességét, amelyek rendje a p prim valamely
nemnegativ egész kitevjd hatvanya. G, nem iires, mert a G csoport e egységelemére
e € G) teljesiil. Ha a, b € G, tetszbleges elemek, akkor megadhatok olyan m és n kitevdk,
hogy a?" = e és bP" = e. A két kitevs koziil valasszuk a nyagyobbikat. Tegyiik fel, hogy
ez m. Akkor
(ab™ )P =a?" (b =" (BP") T =e? = ¢,

azaz ab™' € G,. Tehat G,(G,)™' C G,, ¢s igy G, a G csoport részcsoportja. A G
csoport végessége miatt csak véges sok olyan p prim van, amelyre G, # e. Legyenek
ezek p1,...,pr. A Gy, részcsoport egy p;-csoport (i = 1,...,k). Megmutatjuk, hogy a

G csoport elséall a G, ..., G,, részcsoportok direkt szorzataként. Mivel G kommutativ
csoport, ezért a Gy, , ..., G)p, részcsoportok a G csoport normalis részcsoportjai. Legyen

a € G tetszoleges elem. Mivel G véges, ezért az a elem rendje is véges. Igy (az el6z6
tétel szerint) az a elem &ltal generélt ciklikus csoport el6all primhatvanyrendi ciklikus
csoportok direkt szorzataként, amibdl

G=(Gp,...,Gp)

kovetkezik. Mar csak azt kell megmutatni, hogy mindegyik G, részcsoportnak a tobbi
altal generalt részcsoporttal vett metszete csak G egységelemét tartalmazza. Jeldlje x a
G egy olyan elemét, amelyre

€ Gy, N(Gpy,...,Gp,,Gp,\y - Gpp)

teljesiil. Mivel x € G),, ezért P = valamely k; kitevével. Mivelx € (Gp,,...,Gp,_ . Gpirrs* Gpe),

ezért vannak olyan x; € G, elemek j # i, hogy x = 1 - x; 17441 - - - 71, és emiatt meg-
adhato a p; (j # i) primek elég magas hatvanyainak szorzataként el6allo olyan ¢ kitevd,
amelyre 2 = e teljesiil. Az vilagos, hogy Inko(t,p;’) = 1. Ezért a tu + p'v = 1
diophantosi egyenlet megoldhato, és igy

r = xtu-{-p:iv = (xt)u(l‘p:l)q) = 62 = €.
Ezzel tehéat bebizonyitottuk, hogy

G=Gp X xXGp,. (2.6)
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Mar csak a felbontas egyértelmiiségének bizonyitdasa van hatra. Itt is feltehetjiik,
hogy G-nek lagalabb két eleme van. Tegyiik fel, hogy a G csoportra az (2.6) felbontas
mellett teljesiil egy

G=H, x---xH, (2.7)

felbontas is, amelyben szerepls H,, (i = 1,...,k) részcsoport a G, részcsoport egy
részcsoportja (egyes tényezok esetleg G egységelemével egyenlSek). Megjegyezziik, hogy
ha G egy direkt felbontasban olyan p-csoport is szerepel, ahol p & {p,...,px}, akkor ez
a p-csoport a G egységelemével egyezik, és ezért a felbontasbol elhagyhato. Meg fogjuk
mutatni, hogy H,, = G,, minden i = 1,..., k indexre. Legyen i € {1,...,k} tetszbleges.
Mivel H,, C G),, ezért elegends a G,, C H,, tartalmazés igazoldsa. Legyen g € G,,
tetszéleges elem. Akkor gP = e valamely ¢ kitevore. A (2.7) felbontas miatt megadhatok
olyan h; € H,, (i =1,...,k) elemek, amelyekre g = h; - - - hy, teljesiil. Igy

e:g”i:(hlmhk)p?:hf%mhﬁ.

Mivel a (2.7) direkt felbontas miatt a G minden eleme, igy az e egységelem is (a sor-
rendtdl eltekintve) egy és csak egyféleképpen allithato el Hy,-beli (i = 1,..., k) elemek

t
szorzataként, ezért minden j = 1,..., k indexre h?i = e. Ebbdl viszont h; = e kovetkezik
minden j # ¢ indexre. Tehat g = h; € H,,. Kovetkezésképpen G, C H,,. N

2.14.5 Tétel Minden véges Abel-féle p-csoport felbonthaté p-hatvanyrendi ciklikus cso-
portok direkt szorzatara. A felbontasban szerepld ciklikus csoportok rendjei (sorrendtdl
eltekintve) egyértelmien meg vannak hatarozva.

Bizonyitas Legyen G egy véges Abel-féle p-csoport. Akkor G minden elemének rendje
p-nek valamely hatvanya. G végessége miatt ezen p-hatvanyrendek kozott van maxima-
lis: p*. Legyen a a G egy olyan eleme, amelynek rendje ez a p* hatvany. Megmutatjuk,
hogy G-nek van olyan B részcsoportja, hogy G el6éll az a elem altal generalt (a) ciklikus
csoportnak és a B részcsoportnak a direkt szorzataként. Mivel B ismét p-csoport és
a rendje kisebb G rendjénél, ezért indukcidval kovetkezik a tétel allitasa. Tekintsiik a
G mindazon részcsoportjainak halmazat, amely részcsoportoknak az (a) ciklikus rész-
csoporttal vett metszete e. Ez a halmaz nem iires, mert az egyelemt {e} részcsoport
benne van ebben a halmazban. A G csoport végessége miatt ebben a halmazban van
maximalis elem. Jeloljon B egy ilyen részcsoportot. Tehat (a) N B = e, és ha a G egy
B’ részcsoportja a B-t valodi moédon tartalmazza, akkor (a) N B' # e. Jeloljiik G*-gal az
(a) és B altal generalt részcsoportot. Mivel G kommutativ, ezért (a) és B a G normaélis

48



részesoportjai. Mivel (a) N B = e, ezért G* elGall az (a) és B direkt szorzataként, azaz
G* = (a) X B. (2.8)

Elegendé azt megmutatni, hogy G* = G; ehhez pedig azt, hogy G C G*. Tegyiik fel,
indirekt moédon, hogy G # G*, azaz G-nek van olyan x eleme, amely nincs benne G*-ban.
Akkor az x,xP, . .. ,:cpk sorozat kezdd eleme nincs benne G*-ban, viszont az utolsé eleme
G*-ban van. Igy van enneck a sorozatnak olyan kozbiils eleme, jeloljiik ezt y-nal, hogy
y & G*, de y? € G*. A (2.8) direkt felbontas miatt y? = a'b teljesiil valamely ¢ egész
szamra és valamely b € B elemre. Mivel p¥ maximalis volt a G elemeinek rendje kozott,
ezért

k—1

o — ypk _ (yp)p _ apk—ltbpk—1.

Mivel a?" 't € (a) és "' € B, ezért

k—1¢ k—1

a? =e=10

kovetkezik a (2.8) direkt felbontas miatt. Az a elem rendje p*, igy p* osztja a p*~'t
szamot, amibdl az kovetkezik, hogy p osztdja t-nek, azaz t = pm valamely m egésszel.
Igy 4? = aP™b. Legyen z = ya~™. Akkor 2P = b € B. z is igaz, hogy z ¢ G*. Ugyanis,
ha z € G* teljesiilne, akkor ™ € G* miatt y7za™ € G* is kovetkezne, ami ellentmond
az korabbi y ¢ G* feltételnek. Tekintsiik most a

B' = (B, z)

részcsoportot. Mivel z ¢ G*, ezért z ¢ B, amibdl az kévetkezik, hogy B’ bévebb B-nél.
Mivel 2P = b € B, ezért B’ tetsz6leges b/ eleme O/ = b*z" (b* € B,0 < r < p) alakban
irhat6. Mivel B’ bévebb a B-nél, ezért (a) N B’ tartalmaz egy etdl kiilonbozd elemet.
legyen ez a® = b*2". Itt r # 0, kiilonben a® az (a)-nak és B-nek kozos eleme lenne. Tehat
Inko(r,p) = 1, és igy az ru + tv = 1 diophantosi egyenlet megoldhato (u-ra és v-re).
Akkor viszont
5 = Z’ru+pv — (Zr)u + (Zp)v — (as(b*)—l)ubv c G*,

ami ellentmond a z ¢ G* feltételnek. Emiatt a G # G* indirekt feltétel nem helyes.
Tehét G = G*.

A bizonyités hatralévs részében az egyértelmiiség bizonyitasat végezziik el. A G
csoport tetszdleges a és b elemeinek p™ hatvanyaira (ab)?” = a? V*" és (a1)P" = (a?")~!
teljesiil, igy G = {a?" : a € G} a G csoport részcsoportja minden r = 0, 1, ... indexre.
Itt GO = G és G = ¢, ha r elég nagy. Legyen

G = (a1) x -+ X {ag), (2.9)
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a G csoport egy direkt felbontésa (p-hatvanyrendii) ciklikus részcsoportok direkt szor-
zatara. Minden i = 1,...k indexre a’ € (a;), ezért az (a;) ciklikus csoportnak az <a§r)
(j # 1) ciklikus részcsoportok altal generalt részcsoporttal vett metszete iires. G kommu-
tatfvitisa miatt a (a? ),--- (a¥ ) részcsoportok mindegyike normalis részcsoport a G

részcsoportban. Mivel minden a € G elem elGall
t
a=al--- a;’

alakban, ezért

azaz

Tehat
GM = (@) x - x (a¥). (2.10)

Ha az a; elem rendje p™, akkor a?" rendje p™~" vagy 1, attol fiiggden, hogy m > r vagy
m < r. Legyen a; rendje p™i. Tegyiik fel, az altalanossag megszoritasa nélkiil, hogy

Ny ="+="Ng>MNgy] > ...

Ekkor G(™) = e. Tekintsiik a G™~Y csoportot. Ennek a csoportnak a (2.10) egyenléség
r =mny, — 1 esetét jelentd

G(n1—1) _ <a11,n1—1> X% <a£n1—1>

felbontésaban éppen s tényezd lesz e-t6] kiilonbozs, és rendjitk éppen p lesz. Igy az
G=1 reszesoport p° elemet tartalmaz. Tekintsiik most a

ny—2 nq—2

G(nl—g) — <a71’ > X oo X <aﬁ

)

részcsoportot. Ebben a felbontésban a p™-rendd a; elemeknek megfelels tényezdk p2-
rendiiek, a p™ ~'-rendticknek megfelels tényzok pedig p-rendiiek. Igy a G2 részcso-
portban p*52 elem van, ahol sy a p™~! rendd a; elemek szamat jeloli. Ezt az eljarast
folytatva, nyilvanvald, hogy a felbontasban szereplé ni,n; —1,... rendi ciklikus csopor-
tok szama s, so,.... Ebb6l mar kdvetkezik s, s, ...-nek a felbontéas pecialis megvalasz-
tasatol valo fliggetlensége, és innen a tényezSk rendjének egyértelmiisége. N

Az el6z6 két tétel kovetkezményeként megfogalmazzuk a véges Abel-csoportok alap-
tételét.
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2.14.6 Tétel (véges Abel-csoportok alaptétele) Minden véges Abel-csoport felbonthato
véges sok primhatvanyrendi ciklikus csoport direkt szorzatara. A felbontasban szerepld
ciklikus csoportok rendjei (sorrendtél eltekintve) egyértelmien meg vannak hatarozva.

Bizonyitas Az 2.14.4 Tétel miatt minden G véges Abel-csoport kiilonb6z6 primekhez

tartozo p-csoportok direkt szorzata. A direkt szorzatban szereplé Gy, ,...,Gp, csopor-
tok a G éltal egyértelmten vannak meghatarozva. Minden ¢ = 1,...,k indexre a G,

részcsoport p;-csoport, igy a 2.14.5 Tétel szerint felbonthaté p;-hatvanyrendd ciklikus cso-
portok direkt szorzatara. A felbontasban szerepld ciklikus csoportok rendjei (sorrendtsl
eltekintve) egyértelmtien meg vannak hatarozva. O

2.14.7 Megjegyzés ElGszor is emlékeztetiink arra, hogy elemek olyan 0Oszszességét,
amelyben egy elem tobbszor is el6fordulhat, az illet6 elemek egy rendszerének nevez-
ziikk. Ha ebben az Osszességben egy elem pontosan egyszer forduldul elg, akkor az illetd
elemek halmazarol beszéliink. A 2.14.6 Tétel szerint minden G véges Abel-csoporthoz
tartozik primhatvinyoknak egyértelmtien meghatarozott véges rendszere, tudniillik G
-nek primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzatara valo felbontasaban a fak-
torok rendjeinek rendszere. (Példaul a 8-adrendd kommutativ csoportok a kévetkezd
csoportok egyikével izomorfak: C'(2) x C(2) x C(2), C(2) x C(2?), ¢(23). Az els6 eset-
hez a 2 prim hatvanyinak {2, 2,2} rendszere, a masodik esethez a 2 prim hatvanyainak
{2,2%} halmaza, a harmadik esethez a 2 prim egyetlen hatvanyabol allo {23} halmaza
tartozik.) Konnyd latni, hogy ha két véges Abel-csoporthoz ugyanaz a primhatvany-
rendszer tartozik, akkor a két csoport egymaéssal izomorf. Az is igaz, hogy tetszéleges
véges primhatvany-rendszerhez tartozik egy véges Abel-csoport (a rendszert alkoté prim-
hatvanyokkal megegyezé rendi ciklikus csoportok direkt szorzata). Tehat kolcsonosen
egyértelmd megfeleltetés van a véges Abel-csoportok és primhatvanyok véges rendsze-
rei kozott. A véges Abel-csoportok theat (izomorfia erejéig) tokéletesen jellemezhetSk
primhatvanyok véges rendszereivel.

2.15. Sylow-tételek

2.15.1 Definicioé (p-Sylow részcsoport) Egy adott p primszam esetén, egy véges G cso-
port pF-adrendii részcsoportjat p-Sylow részcsoportnak nevezziik, ha G rendjének prim-
tényezds felbontasaban a p primszam p* alakban szerepel.
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Ludvig Sylow (1832 — 1918)

Ha a p nem szerepel ténylegesen a csoport rendjének primtényezds felbontéasaban
(azaz p nem osztoja a G csoport rendjének), akkor a G csoport p-Sylow részcsoportja a
G egységelemébdl allo egyelemt részcsoport.

2.15.2 Tétel (Sylow I. tétele) Minden véges G csoportnak minden p primre létezik p-
Sylow részcsoportja.

Bizonyitas A bizonyitast a csoportok n rendjére vonatkozo teljes indukcioval végezziik.
Az n = 1 esetre az allitds nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy n nagyobb 1-nél, és az allitas
minden n-nél kisebb rendi csoportra érvényes. Legyen G egy n-edrendii csoport. Meg-
mutatjuk, hogy az allitas igaz G-re. Legyen p tetszéleges primszam. Feltehetjiik, hogy p
osztoja n-nek. Tegyiik fel, hogy p az n primtényezds felbontasdban p* alakban szerepel.
Két esetet fogunk vizsgalni.

Az els6 esetben feltessziik, hogy a G csoport Z(G) centruméanak rendje oszthato p-vel.
A Cauchy-tétel szerint ekkor a Z(G) centrumnak van p-edrendd ¢ eleme. Mivel ¢ € Z(G),
ezért a c elem altal generalt (c) ciklikus részcsoport a G csoport normaélis részcsoportja.
Mivel a {c) részcsoport rendje p, ezért a G/(c) faktorcsoport rendje 7, ami az indukcios
feltétel miatt tartalmaz egy p-Sylow részcsoportot, azaz egy p*~! elemet tartalmazé H'
részesoportot. A 2.7.1 Tétel szerint G-nek van egy olyan pF-rendd H részcsoportja,
amely tartalmazza a (c) részcsoportot; ez a H részcsoport a G csoport egy p-Sylow
részcsoportja.

A masodik esetben tegyiik fel, hogy a G csoport Z(G) centrumanak rendje nem
oszthato p-vel. Akkor G # Z(G). Irjuk fel az osztalyegyenletet:

|G |=| Z(G) | +hy+ -+ ke (k> 1),

Mivel p osztja a G csoport rendjét, de nem osztja a Z(G) centrum rendjét, ezért van olyan
j € {1,...,r} index, melyre p nem osztja a k;-t, és igy van a G csoportnak olyan a eleme,
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hogy p nem osztja az a elem C(a) centralizatoranak | G : C'(a) | indexét. A Lagrange
tétel miatt | G |=| C(a) || G : C(a) |, amibdl az kovetkezik, hogy a C(a) részcsoport
rendjének primtényezds felbontdsaban a p prim p* alakban szerepel. Mivel C(a) rendje
kisebb n-nél, ezért az indukcios feltétel miatt C'(a)-nak van p-Sylow részcsoportja, amely
rendje p*; ez a részcsoport egybe p-Sylow részcsoportja G-nek is. O

2.15.3 Kovetkezmény (Cauchy tétele) Ha egy p primszam osztéja a véges G csoport
rendjének, akkor G-nek van p-edrendi eleme.

Bizonyitas Ha egy p primszam osztoja a véges G csoport rendjének, akkor Sylow I.
tétele szerint a GG csoportnak van p-Sylow részcsoportja. Ha a ennek egy egységelemtdl
kiilénbozs eleme, akkor a rendje p*, ahol k egy pozitiv egész szam. Ha k = 1, akkor a
rendje p. Tegyiik fel, hogy k > 1. Mivel a rendje p¥, ezért a? " +# e, viszont (apk_l)p =e,
és igy ' a G egy p-edrendi eleme. O

2.15.4 Tétel (Sylow II. tétele) Véges G csoport p-Sylow részcsoportjainak szama kong-
ruens 1-gyel modulo p.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy a p primszim p* alakban szerepel a G csoport rendjének
primtényezds felbontasaban, azaz a p-Sylow részcsoportok rendje p*. Mivel egy G csoport
tetsz6leges H részcesoportja és tetszbleges g eleme esetén | H |=| g ' Hyg |, ezért tetszo-
leges véges G csoport minden p-Sylow részcsoportjanak barmely konjugaltja is p-Sylow
részcsoportja G-nek. A G csoport p-Sylow részcsoportjainak

{P,Py,...,P}

halmazan definidljunk egy binér relaciot a kovetkezSképpen: G két p-Sylow részcsoport-
ja akkor és csak akkor &ll relacioban, ha P;-nek vannak olyan elemei, amelyekkel valo
konjugélassal egymésba mennek at. Ez a relacioé ekvivalencia-relacio, amely meghatéaroz-
za a G csoport p-Sylow részcsoportjaibol allo halmaz egy osztalyozasat. Vilagos, hogy
P, osztalya csak a Pj-et tartalmazza. Megmutatjuk, hogy az Gsszes tobbi osztalyban
1év6 p-Sylow részesoportok szama oszthatd p-vel. EbbSl mar kovetkezik a tétel allitasa.
Legyen P tetsz6leges P-Sylow részcsoport. Akkor nincs G-nek a P-t valodi médon tar-
talmazo p-hatvanyrendd részcsoportja. P-vel egy osztélyban az a='Pa (a € P;) alaki
p-Sylow részcsoportok vannak. Ezek kozott esetleg egyenldk is vannak. A P valamely a
és b elemeire a= ' Pa = b~! Pb akkor és csak akkor teljesiil, ha ab~! € N(P), ahol N(P)
jeloli a P normalizatorat. Tudjuk, hogy P C N(P). Megmutatjuk, hogy jelen esetben
ab™! € P is teljesiil. Tegyiik fel, indirekt modon, hogy ab™! ¢ P. Akkor P C (P,ab™').
Mivel P egy p-Sylow részcsoport, ezért nem lehet G-nek a P-nél b&vebb p-hatvanyrend
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részesoportja. Ellentmondésra tigy jutunk, hogy megmutatjuk a P-nél bévebb (P, ab™!)
részcsoportrol, hogy rendje p-hatvany. Mivel ab~! € P, ezért ab~! rendje p-hatvany. Le-
gyen ez a hatvany p”. Akkor (ab™!)P" = e. Mivel ab™! € N(P), ezért (ab™')P = P(ab™?),
és igy a (P, ab™') részcsoport minden eleme x(ab~ ') alakban frhato, ahol x € P ¢és t egy
egész szam. Mivel P rendje p*, ezért minden y € P elemre ypk = e. Az el6z6ekbdl
kovetkezik, hogy a (P, ab™') részcsoport tetszéleges x(ab™!)! eleméhez megadhato olyan
y € P elem, hogy

(™) = (a1 ) = (v (@7)))" =

— (v ((ab_l)pr)tyk = (') =y =

teljesiil. Tehat a (P, ab~!) részcsoport minden elemének rendje p-hatvany. Mivel (P, ab~1)
véges, ezért rendje p-hatvany a 2.8.12 Kévetkezmény szerint. Mint ahogy emlitettiik, ez
ellentmond annak, hogy P egy p-Sylow részcsoport. Tehéat ha a,b € P, és a 'Pa =
b1 Pb, akkor ab~! € P, N P. Forditva, ha a,b € P, és ab™' € P, N P, akkor P C N(P)
miatt ab~'P = Pab™!, azaz a 'Pa = b~ Pb. Arra az redményre jutottunk, hogy P-vel
egy konjugaltsagi osztalyban annyi kiilonb6z6 p-Sylow részcsoport van, amennyi a P, NP
részcsoport Pj-beni indexe. Mivel P rendje p*, ezért minden részcsoportjanak indexe
p-hatvany. Igy minden P;-t6l kiilonboz6 p-Sylow részesoport osztalyaban 16vs p-Sylow
részcsoportok szama oszthatoé p-vel. Eppen ezt akartuk bizonyitani. Ahogy azt fent
emlitettiik, ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa. N

2.15.5 Tétel (Sylow III. tétele) Véges G csoport p-Sylow részcsoportjai egymas konju-
galtjai.

Bizonyitas Legyenek a p-Sylow részcsoportok kozott Py, ... P, egymas konjugaltjai. Az
el6z6 tétel bizonyitasanak mintajara megmutathato, hogy ezek szama, azaz r kongruens
1-gyel modulo p. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy G-nek van olyan p-Sylow részcsoport-
ja, amely nem szerepel ezek kozott. Jeloljik ezt P-vel. A Py, ... P, halmazon definidljunk
egy ekvivalancia-relaciot a P segitségével: P; relacioban van Pj-vel i, j € {1,...,r} akkor
és csak akkor, ha P;-nek valamely P-beli elemmel képezett konjugéltja egyenlé Pj-vel.
Ugyanugy, mint az el6z6 tétel bizonyitdsdban, meg lehet mutatni, hogy minden osz-
talyban az elemek szdma oszthato p-vel (mivel most P nincs a P, ..., P. részcsoportok
kozott). Igy r kongruens 0-val modulo p, ami ellentmond az el6z6 eredménynek. Tehat
az indirekt feltétel nem helyes, igy a p-Sylow részcsoportok egymés konjugaltjai. N
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2.15.6 Tétel Véges G csoport adott p primhez tartozo p-Sylow részcsoportjainak met-
szete a G csoport normalis részcsoportja.

Bizonyitas. Sylow 3. tétele szerint, ha egy véges GG csoport Gsszes kiilonbozs p-Sylow
részesoportjai Hy, ..., Hy, akkor barmely H; (i = 1,... k) p-Sylow részcsoportnak G
tetszoleges g elemével valo g~ H;g konjugaltja is p-Sylow részcsoport. Nyilvanvalo, hogy
g 'H;g = g 'H;g akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢ = j. Ezért van olyan k-adfoki
o permutacio, melyre g"'H;g = H, teljesill (i = 1,...,k). Igy Nf H;, = NF H, ).
Legyenek g € G és a € N¥_, H; tetsz6leges elemek. Mivel a € H; minden i indexre, ezért
g tag € N¥_ H,; = N H;. Tehat a N, H; metszet minden elemének G tetszSleges
elemével valo konjugéltja is eleme a N®_, H; metszetnek, amibél kovetkezik, hogy G 6sszes
p-Sylow részcsoportjainak NE_; H; metszete normélis részcsoportja G-nek. O

2.16. Szabad csoportok, csoportok megadasa definial6
relaciokkal

Legyen X egy nem iires halmaz. Jelolje X! az X halmaz z elemeibdl képezett z7!
szimbo6lumok halmazat. Az X U X! halmaz elemeit bettiknek fogjuk nevezni. Tetszo-
leges © € X elem esetén az (z,z7') és o', x) parokat tiltott betiiparoknak nevezziik.
Képezziik az X U X ! halmaz elemeibd] (bettiib6l) az sszes olyan véges sorozatot (més
szohasznalattal élve: az Osszes olyan szot), amelyekben a szomszédos betiiparok egyi-
ke sem alkot tiltott betiipart (azaz, amelyekben az z és x~! elemek nincsenek egymas
mellett egyetlen X-beli x elemre sem). Jelolje Gx ezen sorozatoknak az iires sorozattal
kiegészitett halmazat. Egy Gx-beli szoban szerepld betiik szamét a sz6 hosszanak fogjuk
nevezni. A Gx halmazon értelmeziink egy o miiveletet a kovetkezGképpen. TetszGleges
wy, wy € G szavak esetén jelolje wy owy azt a Gx-beli sorozatot, amelyet tgy kapunk meg,
hogy a wy sorozatot a w; sorozat utan irjuk, majd az igy keletkezett sorozatbol tordl-
jik a tiltott betiiparokat (ha egyaltalan elfordulnak benne). Féldaul, ha X = {z,y} és
wy = yryxr L, wy = xy ', akkor w; ows = yxx. Elsfordulhat, hogy a szorzat eredménye
az iires szo. Példaul, ha w, = zyx~! és wy = zy '~ !, akkor w; o wy az iires szo.

2.16.1 Tétel Tetszbleges nem iires X halmaz esetén a Gx halmaz csoportot alkot az
el6zdekben definialt o miiveletre nézve.

Bizonyitas A bizonyitas els6 részében megmutatjuk, hogy a széban forgo miivelet asszo-
ciativ. A bizonyitast a kozépss sz6 n hossza szerinti teljes indukciéval végezziik. Legyen
n =1, és legyenek a € X U X1 w;,wy, € Gx tetszbleges elemek. Ha a = z € X,
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akkor jeldlie a=! az 7! betiit. Ha a = 27! € X!, akkor pedig jeldlje a=! az x bettit.

Feltehetjiik, hogy w; és wy egyike sem az iires sz6. Négy esetet fogunk vizsgalni.
Az els6 esetben sem w; utolsd bettije, sem ws elsé betiije nem egyenls az a~! bettivel.
Vilagos, hogy ekkor
(wy 0 a) 0wy = wyawy = wy o (a o wsy).

A masodik esetben feltessziik, hogy w, = wja™! alaki, és ws els6 bettje nem egyenld
a~1-gyel (emiatt aw, € Gy). Ekkor

(w1 0a)owy =wj 0wy =w; 0aws = 1wy o (aows).

A harmadik esetben feltessziik, hogy w; utolst bett{je nem egyenls a~'-gyel (emiatt
wia € Gx), és wy = a~'w). Ekkor

W1 0a) o wWsy) = wWiao wy = Wy ow, =wy o (aows).
2

A negyedik esetben feltessziik, hogy w; = wia™! és wy = a~'w) (emiatt w] utolsd

betije és wj els6 betiije nem egyenls a-val, és igy wjws, wiw) € Gx). Ekkor

1

(wy 0 a) 0wy = Wijwy = Wia™ wy = wiwy = wy 0 (a o wa).

Ezek utan tegytik fel, hogy n > 1, és az (w; ow’) owy = wq o (W' o wy) teljesiil minden
w1, wy € Gy és minden n-nél kevesebb szot tartalmazo w’ € Gy szavakra. Legyenek
w,wr, wy € Gx tetszbleges szavak ngy, hogy a w sz6 hossza n. Legyen w = w'a alaku,
ahol w' € Gx és a € X U X!, Mivel w’ hossza n-nél kisebb, ezért az indukcios feltétel
és az egy hosszusagu szavakra az el6zdekben bizonyitottak miatt kapjuk, hogy

(wy owy) ows = (wy 0 (w oa))owy = ((wyow')oa)owy = (w;ow')o(aows) =
=wp o (w' o (aows)) =w;o((woa)owy)=w o(wows).

Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy a o mivelet asszociativ a Gy halmazon. Igy Gy
félcsoportot alkot a o miiveletre nézve. Ebben a félcsoportban az iires sz6 az egységelem.
Ha egy w sz6bol kiindulva képezziik azt a szot, amelyet tgy kapunk meg, hogy az w-ben
1évs elemeket forditott sorrendben irjuk fel, és az igy keletkezett sorozatban (minden
r € X esetén) az x bettit x7!-re, az 7! betiit z-re cseréljiik, akkor ez a sz6 a w 26

inverze. Példaul, ha X = {z,y} és w = zayx~!, akkor w™! = zy~lx~tz~!. Tehat Gx
csoportot alkot a o mitiveletre nézve. O

Az el6z6 tétel alapjan a Gx szabad csoport minden eleme egyértelmien irhaté fel
x’fl oxé€2 oz alakban, ahol x1, T, ..., 2, € X és ky, ka, . .., k; egész szamok. Ezért X a Gy
csoport un. szabad generdtorrendszere. A Gy csoportot az X szabad generatorrendszer
feletti szabad csoportnak nevezziik.
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2.16.2 Tétel Egy nem iires X halmaznak egy G csoportba valé tetszéleges (egyértelmii)
f leképezése esetén megadhaté a Gx szabad csoportnak a G csoportba valé olyan ¢
homomorfizmusa, hogy minden x € X elemre p(z) = f(z) teljestil.

iz ita 76 w=1x'ox20x v 870 én n
Bizonyitas Tetszlleges Mo xk?oal € Gy sz6 esetén legye

p(w) = (f(x1))" (f (22))"*2 - (f ()™

Vilagos, hogy ¢ teljesiti a tételben megfogalmazott allitasokat. O

2.16.3 Tétel Ha X és Y azonos szamossagi nem iires halmazok, akkor a Gx és Gy
szabad csoportok egymassal izomorfak.

Bizonyitas Mivel X és Y szamossaga megegyzik, ezért megadhaté X-nek Y-ra egy f
bijektiv leképezése. Az el6z6 tétel szerint létezik Gy-nek Gy-ba egy ¢ homomorfizmu-
sa. Mivel f az X-et a Gy csoport generatorrendszerére képezi le, ezért ¢ sziirjektiv.
Megmutatjuk, hogy ¢ injektiv is. Legyenek w,w* € Gx tetszbleges elemek, mégpedig

w:x’flozl;?m--oxfb"

és
w* = (2)" o (25)"% 0o (z},)"m.

Tegyiik fel, hogy ¢(w) = p(w*). Akkor

() (f2) - (f )™ = (F(@7)" (F(23)" - (F ()"

azaz
k1 k kn _ s\k¥ /o ox\k3 * \kr,
WYt = () ()™ e ()
Mivel Gy minden eleme egyértelmiien all el Y és Y ~!-beli elemek szorzataként, ezért
m =n, és y = (y7)¥ minden i = 1,2,...n indexre. Ebbdl az f leképezés bijektivitasa
miatt xf = (27)% kovetkezik minden i = 1,2,...,n indexre, és igy w = w*. Tehat
@ injektiv. Kovetkezésképpen ¢ a Gy szabad csoportnak a Gy szabad csoportra vald
izomorfizmusa. O

2.16.4 Tétel Minden csoport elGill egy F' szabad csoport faktorcsoportjaként.
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Bizonyitas Adott G csoport esetén jelolje X a G egy generatorrendszerét. Akkor meg-
adhato az ' = Gy szabad csoportnak a GG csoportra egy ¢ sziirjektiv homomorfizmusa.
A homomorfizmustétel szerint G izomorf az F/N faktorcsoporttal, ahol N jeloli a ¢
homomorfizmus magjat. O

A fejezet hatralévs részében csoportoknak definialo relaciokkal valo megadaséaval fog-
lalkozunk.

Az el6z6 tétel szerint, ha G tetszbleges csoport, akkor megadhaté olyan F' szabad
csoport és annak egy N normalis részcsoportja, hogy G izomorf az F//N faktorcsoport-

tal. Ha az F' szabad generdtorai xy,xs9,...,%p,..., és ha g1,92,...,0n,... az ezeknek
megfelel G-beli elemek F-nek G = F//N-re valé természetes homomorfizmusanal, akkor
egy F-beli xfll o xf; o..., oxff szora pontosan akkor teljesiil az
xfll oxfjo...,oxf: eN

. -k K ky .

tartalmazés, ha a G-beli g;'g;? ..., g;' szorzatra teljesiil a
ki k k
91909, =e

egyenlGség; ezt az egyenlGséget a g;,, gi,, - - -, gi, €lemek kozotti relacionak mondjuk. Ha

olyan G csoportot szeretnénk konstrualni, amelyet a

91,92, -,9n, - - -

elemek generalnak és generdtorelemei kozott elére megadott relaciok teljesiilnek, akkor
megkapunk egy ilyen csoportot, ha tekintjiilk a fenti generatorelemeknek kdlcsénosen
egyértelmd moédon megfeleltetett

L1,L9y ..y Lp,y...

elemekbdl all6 halmaz, mint szabad generatorrendszer feletti F' szabad csoportot, és ké-
pezziik ezen F' szabad csoportnak azon normaélis részcsoportja szerinti faktorcsoportjat,
amelyet a megadott relacioknak megfeleltetheté F-beli szavak generdlnak. Ha a meg-
adott relaciok halmaza {gf“l1 e gfj =e,...} (az egyszertség kedvéért csak az els relaciot
frtuk ki), akkor az emlitett G csoportot

G:{gl7g27"'7gn7"'|g§€11"‘g£?:€7"'}

modon is szoktuk jelolni. A megadott relaciok kozott esetleg lehet talalni olyanokat,
amelyek szorzataként, hanyadosaként vagy konjugaltjaként a tobbi is elgall. Példaul, ha
a G csoport generalohalmaza {g, g2, g3}, a megadott relaciok pedig: go293 = e, g3g1 = e,
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1929397 = e, és g2932g1 = e, akkor az els6 relacié g-gyel valé konjugaldsaval megkap-
juk a harmadikat, ha pedig az els6 relaciot jobbrol megszorozzuk a masodikkal, akkor
megkapjuk a negyediket. Igy a megadott relaciok az elsé két relacio kovetkezményei.
Elegendé tehat csak az els6 kettét megtartani. Megjegyezziik, hogy az ezekhez tartozo
F' szabad csoportbeli xox3 és x3x; szavak altal generalt normalis részcsoportban benne
vannak a masik két relacionak megfelels F-beli xlxga:gxl_l és woxiy) szavak is.

Csoportok definialo relaciokkal valé megadésanal hasznos lehet a kovetkezd tétel.

2.16.5 Tétel (Dyck tétele) Ha G és G’ csoportok ugyanazon generdtorokkal vannak
értelmezve tgy, hogy G-nek minden definialé relaciéja szerepel G' definialé relacioi kozt,
akkor a G' csoport izomorf a G csoportnak egy faktorcsoportjaval.

Bizonyitas Jelolje X a G és G’ kozos generatorrendszerét. Akkor az F' = Gy szabad
csoportban a GG definialo relacidinak megfelel szavak altal generalt N normaélis részcso-
portot tartalmazza a G’ definialo relacidinak megfelels szavak altal generalt N’ normaélis
részesoport (azaz N C N'). A II. izomorfizmustétel miatt N'/N az F'/N szabad csoport
normaélis részcsoportja és F/N' = (F/N)/(N'/N). Mivel F/N' = G’ és F/N = G, ezért
G' = G/(N'/N). Tehat G’ izomorf a G egy faktorcsoportjaval. 0

A Dyck tételének alkalmazéaséval mutassuk meg, hogy
S3 2 G ={a,b|a® = e, b* = e, abab = e}.

Koénnyen ellendrizhetd, hogy az S3 csoportot generéljék az a = (123) és b = (12) ciklu-
sok, tovabbé ezek a ciklusok kielégitik a megadott definiald relaciokat. A G csoportnél
megadott definialo relaciokbol kévetkezik, hogy ba = a~'b~' = a?b. Igy a G csoportban
az a-nak b-nek minden hatvanyszorzata a"b™ alakban irhato; elég csak az n = 0,1,2 és
m = 0, 1 esetekre szoritkozni. Igy G-nek legfeljebb hat eleme lehet. Mivel G minden de-
finialo relacidja szerepel S3 definiald relacioi kozott, ezért Dyck tétele szerint Ss izomorf
a G egy faktorcsoportjaval. Ez csak tgy lehet, ha G izomorf S3-mal.
Hasonl6an igazolhato, hogy

Q=G ={ab|a"=eabab™! =e,a*h? = e},

éa
D, =G ={a,b|a" =eb*=e,abab = e}.
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2.17. Kis elemszamu csoportok

Hasznalni fogjuk a kovetkezo tételt.

2.17.1 Tétel Ha G egy 2p-rendii csoport, ahol p > 2 prim, akkor G izomorf a C(2p)
ciklikus csoport és a D,, diédercsoport koziil az egyikkel.

Bizonyitas. Legyen G egy 2p-rendd csoport, ahol p egy 2-nél nagyobb prinszam. A
Cauchy-tétel alapjan tudjuk, hogy G-nek van olyan f és ¢ eleme, melyre o(f) = p és
o(t) = 2. Az f elem éaltal geralt F' részcsoport izomorf a C'(p) ciklikus csoporttal. Mivel
Findexe 2, ezért I’ normalis részcsoportja G-nek. A t elem altal generalt T' részcsoport
izomorf a C(2) csoporttal. Tovabba, F'NT = {e}, ahol e jeldli a g egységelemét. Igy
|G| = |FT|. Ha t felcserélhets f-fel, akkor G kommutativ, és ekkor G = F x T =
C(p) x C(2). Mivel (2,p) = 1, ezért G ciklikus csoport. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor
ft #tf. Ekkor G elemei e, t, ff2, ..., [Pl tf, tf?, ... tfP azaz G = D,,. O

[zomorfiatol eltekintve, az alabbi (legalabb két, de legfeljebb tiz elemet tartalmazo)
kis elemszami csoportok léteznek:

e Egyetlen kételemt csoport van: ez a C(2) ciklikus csoport.
e Egyetlen haromelemt csoport van: ez a C'(3) ciklikus csoport.

e Mivel a négyelemii csoportok mindegyike kommutativ (mert minden p? rendi (p
prim) csoport kommutativ), ezért két négyelemd csoport létezik a véges kommu-
tativ csoportok alaptétele szerint: az egyik a C'(4) ciklikus csoport, a masik a
C(2) x C(2) csoport.

e Egyetlen 6telemii csoport van: ez a C(5) ciklikus csoport.

e Két hatelemti csoport van a 2.17.1 Tétel szerint: az egyik a C'(6) ciklikus csoport,
a méasik a D3 diédercsoport.

e Egyetlen hételemi csoport van: ez a C(7) ciklikus csoport.

e Ot nyolcelemti csoport van. A kommutativ nyolcadrendtiek: a C(8), a C(4) x C(2)
és a C(2) x C(2) x C(2) csoportok. A nem kommutativ nyolcadrendiiek: a Dy
diédercsoport és a () kvaterniocsoport. A 8 elemi csoportrol elGszor is kimutatjuk,
hogy — ha nem kommutativ — van negyedrendd eleme. Altaldban igaz ugyanis az,

hogy ha egy csoport minden eleme masodrendi, akkor a csoport kommutativ. Va-
16ban, ha a* = b? = (ab)? = 1, akkor ba = 1bal = aababb = a(ab)*h = alb = ab.
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gy a kérdéses csoportban van egy negyedrendii a elem. Mivel a G csoport rendje
primhatvéany, ezért centruma nem csak az egységelemet tartalmazza. A Lagrange-
tétel miatt Z(G) rendje 8, vagy 4, vagy 2. Ha ez a rend 8, akkor G kommutativ,
de most a nem kommutativ esettel foglalkozunk. Ha ez a rend 4, akkor a G/Z(G)
faktorcsoport kételem ciklikus csoport, ami ugyancsak a G kommutativitasat ered-
ményezi. Igy Z(G) rendje csak 2 lehet. Mivel G nem kommutativ, ezért a G /Z(G)
faktorcsoport nem lehet ciklikus, igy az a elem valamelyik egységelemtdl kiillonb6zé
hatvanya benne van Z(G)-ben. Ez a hatvany csak a? lehet. Ugyanis, ha a € Z(G),
akkor Z(G) rendje nem lehetne 2, ha pedig a® € Z(G), akkor a ¢ Z(G) miatt a*
nem lehetne Z(G)-nek eleme, de ez ellentmond annak, hogy a* = e. Igy valoban
a’* € Z(G). Legyen b ¢ (a) tetsz6leges elem. Akkor (a,b) rendje nagyobb, mint
négy, igy (a,b) = G. Mivel a csoport nem kommutativ, ezért generatorelemeik nem
felcserélhetsek. Igy az [a,b] = a~'b~'ab nem az egységelem. A centrum szerinti
faktorcsoport rendje 4, ami a 2 primnek a négyzete, igy a faktorcsoport kommuta-
tiv, amibdl az kévetkezik, hogy G kommutator részcsoportja benne van Z(G)-ben.
Ezért [a,b] € Z(G). Mivel Z(G)-nek az egységelemtdl kiilonbozs eleme a?, ezért
a~'b~tab = a®. Ezt az egyenlSséget a-val, majd b-vel balrél beszorozva, ab = ba®
adodik. Meg lehet mutatni, hogy ekkor e, b, a, a?, a®, ba, ba?, ba® paronként kiilon-
b6z6 elemek az (a, b) részesoportban. Mivel b% € (a, b), ezért b? megegyezik a fent
felsorolt négy elem valamelyikével. Megmutathato, hogy csak a b = e vagy b* = a?
esetek lehetségesek. Ha b* = e, akkor (az ab = ba® egyenlGségnek a-val, majd b-vel
jobbrol valé megszorzasaval) abab = e, és igy G = {a,bla" = e,b* = e, abab = e},
amibsl G = D, adodik. Ha b = a?, akkor ab = ba® egyenléségnek a-val, majd
b~l-gyel jobbrol valé6 megszorzasa utan az abab~! = e egyenlséghez jutunk, azaz
G = {a,bla* = e,a® = V?,abab™! = e}, amibdl adodik, hogy G izomorf a kvater-
ni6csoporttal.

Két kilencelemii csoport van (mivel a p? (p primszam) rendd csoportok kummuta-
tivak): a C(9) ciklikus csoport és a C'(3) x C(3) csoport.

Két tizelemt csoport van a 2.17.1 Tétel szerint: a C(10) ciklikus csoport és a Ds
diédercsoport.
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3. fejezet
GYURUK
3.1. A gytri fogalma

3.1.1 Definicié (A gyiirii fogalma) Egy dsszeadéssal és szorzassal ellatott kétmiiveletes
algebrai struktirat gytriinek neveziink, ha a kévetkezd harom feltételnek eleget tesz:

(1) R az Gsszeadasra nézve kommutativ csoport (més néven: Abel-csoport);
(2) R a szorzasra nézve télcsoport;

(3) Az ésszeadas mindkét oldalrél disztributiv az Osszeaddsra nézve, azaz a(b + ¢) =
ab+ ac és (b+ c)a = ba + ca teljesiil R tetszdleges a, b, ¢ elemeire.
Ha egy R gytiriiben a szorzas kommutativ, akkor a gytriit kommutativ gytiriinek nevez-

zlik.

Az (1) feltétel miatt minden R gytirtiben az Osszeadasra nézve van neutralis elem,
amelyet a gytrd nullelemének nevezziik, és 0-val jeloljik. Egy R gyilrd minden a ele-
mének van az Osszeadésra nézve —a inverze, amelyet az a elem ellentettjének nevezziik.
A disztributivitas alapjan tetszdleges a,b € R elemekre ab = a(b + 0) = ab + a0 és
ba = (b+ 0)a = ba + Oa, ahonnan

(Vae R)a0=0 és 0a=0

adodik. Mivel egy R gytiri tetszdleges a és b elemeire 0 = a0 = a(b+(—b)) = ab+a(—b),
0=00=(a+ (—a))b=ab+ (—a)b, teljesiil, ezért

(Va,b € R) a(—=b) = (—a)b = —(ab) és (—a)(—b) = ab.
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Ezért a disztributivitas a kiilonbségre is teljesiil:
a(b—c)=ab—ac ¢és (b—c)a=ba— ca.

Egy R gytri tetszéleges a eleme és tetszbleges n egész szam esetén az na szorzat
értelmezve van. Ha n pozitiv, akkor na az az n-tagi 6szeg, amelyben minden tag egyenld
a-val. Ha n = —m negativ, akkor na azt az m-taga osszeget jeloli, amelyben minden tag
—a. Az a elemnek a 0 szimmal valé szorzatan a gytri nullelemét értjiik (azaz 0a = 0).
Tetszbleges gytiriiben érvényesek a kévetkezs azonossagok:

na +ma = (n+ m)a, n(ma) = (nm)a, n(a+b) = na + nb, n(ab) = (na)b = a(nb).

3.2. Gyfrik kituntetett elemei

3.2.1 Definicié (Nulloszté) Egy R gytiri a elemét bal oldali nulloszténak nevezziik, ha
van a gytriinek olyan b # 0 eleme, amelyre ab = 0 teljesiil. A jobb oldali nulloszté
fogalma a bal oldali nulloszté fogalmanak duélisa.

Az egész szamok modulo 6 maradékosztily gytrtjében pl. 2 maradékosztaly bal
oldali nulloszté (a szorzas kommutativitdsa miatt jobb oldali is), mivel a 2 és 3 mara-
dékosztalyok szorzata a 0 maradékosztaly (ami a Z,, maradékosztalygytird nulleleme).

Ha egy gytriiben nincs a nullelemtdl kiilonbéz6 bal oldali nulloszto, akkor nincs a
nullelemtdl kiilénb6z6 jobb oldali nulloszté sem.

3.2.2 Definicié (Nullosztémentes gytirii) Egy olyan gytiriit, amelyben nincs a nullelem-
t6l kiilonb6zd nulloszté, nullosztémentes gyitirtinek neveziink. Egy kommutativ nullosz-
tomentes gytriit integritasi tartomanynak neveziink.

3.2.3 Tétel Tetszbleges R gytirtiben az ab = ac egyenléségbdl akkor és csak akkor
kovetkezik a b = ¢ egyenlség, ha a nem bal oldali nullosztéja az R-nek.
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Bizonyitas. Legyen a nem bal oldali nullosztéja egy R gytriinek. Tegyiik fel, hogy
ab = ac valamely b, ¢ € R elemekre. Akkor a(b—c) = 0. Mivel a nem bal oldali nulloszto,
ezért ez az egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha b — ¢ = 0, azaz b = ¢. Forditva, tegyiik
fel, hogy a az R gytrd olyan eleme, amelyre a kdvetkezs feltétel teljesiil: minden b,c € R
elemekre az ab = ac feltételbsl b = ¢ kovetkezik. Ha ennek ellenére a bal oldali nulloszté
lenne, akkor létezne olyan 0 = b € R elem, hogy ab = 0 teljesiilne. Ekkor ab = 0 = a0
miatt b = 0 kovetkezne az a elemre vonatkozo feltétel miatt. Ez viszont ellentmond a
b # 0 feltételnek. O

3.2.4 Definicié (Gytiri egységeleme) Ha egy R gytrii a szorzasra nézve monoid, azaz
van a szorzasra nézve neutralis eleme, akkor ezt a gytiri egységelemének nevezziik. Ekkor
a gytriit egységelemes gytiriinek nevezziik.

3.2.5 Definicioé (Inverz) Egységelemes R gyiiri = elemét az a € R elem bal oldali in-
verzének nevezziik, ha xa = e, ahol e a gytirid egységeleme. Elem jobb oldali inverzének
fogalma a bal oldali inverz fogalmanak dualisa. Egy gytrid valamel a elemének inver-
zén azt az a~'-gyel jelolt elemét értjiik (ha létezik, akkor egyértelmiien meghatarozott),
amelyre aa™' = a~'a = e teljesiil.

3.2.6 Tétel Ha egy R gytri valamely a elemének van bal oldali inverze, akkor az a
elem az R-nek nem bal oldali nullosztdja.

Bizonyitas Ha egy a € R elemnek = € R bal oldali inverze, akkor R tetszéleges b eleme
esetén az ab = 0 feltételbdl b = eb = (ra)b = x(ab) = 20 = 0 kovetkezik. O
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3.3. Gytrik idealjai

3.3.1 Definicié (Részgyiirii) Egy R gytri részgytirijén értjiik R olyan nem iires rész-
halmazat, amely maga is gytrid az R-en értelmezett eredeti 6szeadasra és szorzasra nézve.

Egy R gytrid valamely nem tires S részhalmaza akkor és csak akkor részgytrd, ha
tetszoleges a,b € R elemek esetén a —b € S és ab € S.

3.3.2 Definicioé (Gyiiri idedljai) Egy R gytrd nem iires I részhalmazat az R gytrd
egy bal oldali idealjanak nevezziik, ha tetszdéleges a,b € R elemek esetén a — b € [ és
minden a € I ésr € R elemre ra € I teljesiil. A jobb oldali ideal fogalma a bal oldali
ideal fogalmanak dualisa. Egy R gytri nem tires I részhalmazat az R egy idealjanak
nevezziik, ha I az R-nek bal oldali és egyben jobb oldali idealja is.

Tetsz6leges R gytri esetén R és 0 mindig bal oldali, jobb oldali, illetve kétoldali
idealok; ezeket trivialis bal oldali, jobb oldali, illetve kétoldali idedloknak nevezziik.

3.3.3 Definicié (Egyszert gytrii) Egy R gytiriit egyszerd gytriinek neveziink, ha a
trivialis idealokon kiviil nincs R-nek mas ideéalja.

Egy R gytri tetszdleges sok idealjanak metszete is idedlja R-nek, igy beszélhetiink egy
gylri nem iires részhalmaza altal generalt idealrol, azaz a részhalmazt tartalmazo Gsszes

ideal metszetérsl. Az aq,...,a, € R elemek &ltal generalt ideédlt (aq,...,a,) modon
jeloljiik. Hasonlo allitas érvényes az egyoldali idealokra is. Az aq, ..., a, € R elemek altal
generalt bal oldali idealt (aq,...,a,), modon, a jobb oldali idealt (a4,...,a,); modon
jeléljiik.

Az egy elem altal generalt idealokat fGidedloknak nevezziik. Konnyen ellendérizhetd,
hogy tetszéleges R gytiri tetszGleges a eleme setén

(a)p ={na+ra: n€Z, r e R},
(a)j ={na+ar: ne€Z, r € R},

(a) = {na+ra+ ar’ + Z rar;,: n € Z, r,r' r,r € R}
véges 0sszeg
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Ha az R gytird egységelemes, akkor

(a) = Z rari : ri, 1 € R}

véges 0sszeg

Kommutativ egységelemes R gytird esetén

(a) = (a), = (a); ={ra: r € R}.

3.4. Faktorgyfrik

Legyen I egy R gytird ideéalja. Akkor I az (R;+) kommutativ csoport normélis részcso-
portja. Tekintsiik az (R;+) csoport I szerinti mellékosztalyait (maradékosztélyait): az
a + I alakt részhalmazokat.

3.4.1 Tétel Egy R gyiird tetszoleges idealja szerinti mellékosztalyai a gyiird kompati-
bilis osztalyozasat adjak. Megforditva, gyiird tetszéleges kompatibilis osztalyozasanak
osztalyai valamely ideal szerinti mellékosztalyok.

Bizonyitas. Legyen [ egy R gytr(d idedlja. Az R gytrd [ szerinti a + I mellékosztalyai
kompatibilisek az Osszeadasra nézve. Mivel tetszéleges a + I és b + I mellékosztalyra
(a+I)(b+1)=ab+al +Ib+ II Cab+ I, ezért a mellékosztalyok szerinti osztéalyozas
kompatibilis a gytribeli szorzasra nézve is. Tehat a gytiri egy kompatibilis osztélyozasa.

Forditva, tegyiik fel, hogy adott az R gytirtinek egy kompatibilis osztalyozéasa. Cso-
portelméleti eredmények miatt a gytrd O-elemét tartalmazo I osztaly részcsoportja az
(R;+) kommutativ csoportnak, és az osztélyok az I szerinti a + I alakt mellékoszta-
lyok. Mivel ez az osztalyozas a szorzasra nézve is kompatibilis, ezért tetszdleges a € [
és tetszbleges r € R elemek esetén az ra és ar szorzat abban a mellékosztalyban van,
amelyben az r0 = 0 és a Or = 0 szorzat van, azaz, ra,ar € I. Tehat I az R gy(ri ideélja.
[

Nem bizonyitjuk, de egyszerten igazolhatd a kévetkezd tétel.

3.4.2 Tétel Egy R gytiri tetszéleges I idealja szerinti mellékosztalyok halmaza az osz-
talyok (a+ 1)+ (b+ 1) = (a+b) + I Osszeadasara és (a+ I1)(b+ 1) = ab+ I szorzdsara
nézve gyiirtt alkot (ennek neve: R-nek I szerinti faktorgytrije).
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3.5. Gytrik homomorfizmusa, izomorfizmusa

oo

3.5.1 Definicié (Gytriik homomorfizmusa) Egy (R;+,-) gyitirinek egy (R';®,0) gyi-
ritbe valo ¢ leképezését homomorfizmusnak nevezziik, ha tetszéleges a,b € R elemekre

pla+b)=p(a)®p) é plab) = p(a)op(b)

teljesiil. Ha ¢ sziirjektiv, akkor azt mondjuk, hogy ¢ epimorfizmus, és R' az R epi-
morf képe. Ha ¢ sziirjektiv és injektiv, akkor -t izomorfizmusnak nevezziik; ekkor azt
mondjuk, hogy R és R’ izomorfak.

3.5.2 Definicié (Homomorfizmus magja) Ha ¢ egy R gyiirtinek egy R’ gyiiriibe val6
homomorfizmusa, akkor ¢ magjan az R gytirii mindazon elemeinek Gsszességét értjiik,
melyeknek a ¢ szerinti képe az R’ gytirii nulleleme.

3.5.3 Tétel Egy R gytirt tetszélege homomorfizmusanak magja R-nek idealja. Fordit-
va, R minden idealjahoz van R-nek olyan homomorfizmusa, melynek magja I.

Bizonyitas. Legyen ¢ egy R gytirtinek egy R’ gytriibe val6 homomorfizmusa. Ha R
valamely a és b elemei ¢ magjanak elemei, akkor p(a—b) = ¢(a)—@(b) = 0/ és tetszdlegse
r € R elemre ¢(ra) = ¢(r)p(a) = ¢(a)0 = 0’ és , hasonléan, ¢(ar) = 0, ahol 0 jeloli
az R’ gylrd nullelemét. Tehat ¢ magja az R egy idealja. Mivel minden R gytirtinek
tetszbleges I idealja szerinti R/I faktorgytriire valo természetes homomorfizmusénak
magja I, ezért a tételt bebizonyitottuk. O

3.5.4 Tétel (Gyiiriik homomorfizmustétele) Ha az R’ gytrid az R gyiiri epimorf képe,
és I ennek az epimorfizmusnak a magja, akkor R' = R/I.

3.5.5 Tétel (Gyiiriik I. izomorfizmustétele) Ha I az R gyiiri idealja, A pedig egy rész-
gytriije, akkor AN I az A idedlja, és A+ 1/1 = A/JANI.
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3.5.6 Tétel (Gytiriik I1. izomorfizmustétele) Ha I és J az R gytiri olyan idedljai, ame-
lyekre I C J teljesiil, akkor J/I az Ry ideélja, és (R/I)/(J/1) = R/ J.

3.6. Gytrik beagyzasi tételei

3.6.1 Tétel Minden gyiiri beagyazhatoé idealként egy egységelemes gytiriibe.

Bizonyitas Képezziik az adott R gytrid alaphalmazanak és az egész szamok Z halma-
zanak R* = R X Z Descartes szorzatat! Az R* halmazon értelmezziik az egyenlGséget
a szokasos modon, azaz (a,n) = (b,m) akkor és csak akkor, ha a = b ésn = m. Az
R* halmazon értelmeziink egy Osszeadést és egy szorzést a kovetkezSképpen: tetszdleges
R*-beli (a,n) és (b,m) elemek esetén

(a,n)+ (b,m) = (a+b,n+m)
(a,n)(b,m) = (ab+ nb+ ma,nm).

Az vilagos, hogy (R*;+) az R gytri additiv csoportjanak és az egész szamok additiv
csoportjainak direkt Osszege, igy (R*;+) kommutativ csoport. R* a szorzéasra nézve
félcsoport, mert a szorzas asszociativ:

(a,m) (b, m))(c, &) = (ab + b+ ma, nm) (e, k) =
= (abc 4 nbc + mac + nmc + kab + knb + kma, nmk) =

= (a,n)(bc + me + kb,mk) = (a,n)[(b,m)(c, k)].

A szorzas mindkét oldalrol disztributiv az Osszeadasra nézve (csak a balrol valo disztri-
butivitast részletezziik, a masik oldali hasonloan igazolhato):

(a,n)[(b,m) + (¢, k)] = (a,n)(b+c,m+ k) =

=(a(b+c)+nb+c)+(m+k)a,n(m+k)) =
= (ab+ nb+ ma + ac + nc+ ka,nm + nk) = (a,n)(b,m) + (a,n)(c, k).

Tehat R* gytird. Mivel R* minden (a,n) elemére

(0,1)(a,n) = (a,n) és (a,n)(0,1) = (a,n),
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ezért (0,1) az R* egységeleme. Az R gytird tetszdleges a és b elemei, valamint tetszéleges
m egész szam esetén

(a,0) — (b,0) = (a — b,0)
és
(a,0)(b,m) = (ab+ 0b + ma,0), (b,m)(a,0) = (ba + ma + 0b,0)
ezért az R* gylri (a,0) alaka elemei az R* egy I ideéljat alkotjak. A ¢ : a — (a,0)
leképezés az R gytlrtinek az [r idealra valo injektiv leképezése. Tetszbleges a,b € R
elemekre
pla+b)=(a+b,0)=(a,0)+(b0) = p(a) + ©(b)
és
p(ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = p(a)p(b).

Tehat ¢ az R gytrtinek az Ig ideédlra valé injektiv homomorfizmusa, azaz az R gytrtinek
az R* egységelemes gytirtibe idealként valé beagyazasa. O

3.6.2 Tétel Legyen R olyan kommutativ gytri, amelyben a nem 0-osztok M halmaza
nem iires. Akkor R bedgyazhaté részgytiriiként olyan R egységelemes kommutativ gyti-
ritbe, amelyben M minden elemének van inverze. Az R gytrd tigy is megvalaszthato,
hogy annak minden eleme ra~' alakban irhaté (r € R, a € M). Az ilyen tulajdonsagt
R gytird izomorfizmus erejéig egyértelmiien van meghatérozva.

Bizonyitas. Az R x M Descartes szorzaton definidlunk egy Oszeadést és egy szorzast a
kovetkezGképpen: tetszéleges R x M-beli (r,a) és (s,b) elemek esetén

(r,a) + (s,b) = (rb+ sa, ab)
és
(r,a)(s,b) = (rs,ab).
Definidlunk az R x M halmazon egy = egyenlGség relaciot is:

(r,a) = (s,b) akkor és csak akkor, ha rb = sa.

Nem részletezziik, de konnyen igazolhato, hogy ez a relacié ekvivalencia-relacio, amely
meghatarozza az R X M halmaz egy osztalyozésat. Megmutatjuk, hogy ez az osztalyozas
kompatibilis az elézGekben definialt két miiveletre nézve. Ugyanis, ha (r,a) = (r',a’) és
(s,0) = (5, V'), azaz, ra’ = 1'a és sb’ = s'b, akkor

(rb+ sa,ab) = (r'b' + s'd’, d'V),
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mert
(rb+ sa)a't! = rba’b’ + saad't = r'abb’ + s'baa’ = (r'b' + s'a’)ab.

Ugyancsak igaz, hogy
(rs,ab) = (r's',a'l’),

mert (rsa’b’ = r'as’b. Ezért
(r,a) + (s,b) = (rb+ sa,ab) = (r'b' + s'd’,d't') = (', d") + (s, V)

és

(r,a)(s,b) = (rs,ab) = (r's',d't)) = (r',ad") (s, V).
Tehat a szoban forgo osztalyozés valoban kompatibilis mindkét miveletre nézve. Jelolje
R az (R x M)/ = faktorhalmazt. Jeldlje [r,a] az (r,a) € R x M elemet tartalmazo

=-osztalyt. Két osztaly kozott definidljunk egy Osszeadast és egy szorzast a kovetkezs-
képpen: tetszéleges [r,a] és [s, b] osztéalyok esetén legyen

[r,a] + [s,b] = [rb + sa,ab]

és
[r,al[s, b] = [rs, ab).

Nem részletezziik, de egyszertien igazolhato, hogy R kommutativ gytird erre a két m-
veletre nézve. A (0,a) (a € M) alaki elemekrdl meg lehet mutatni, hogy egy osztélyt
alkotnak, és [0,a] az R nulleleme. Az [r,a] osztaly ellentettje (negativia) a [—7,a] osz-
taly. Az (a,a) alakt elemek (itt a € M) is egy osztalyt alkotnak. Az [a,a] osztaly az
R gytirt egységeleme. Adott r € R elem esetén az Osszes (ra,a) alaki elemek is egy
osztalyt alkotnak. A ¢ : r + [ra,a] hozzarendelés az R gytirtinek az R gytirtibe vald
injective leképezése. Kénnyen igazolhatd, hogy ez a leképezés homomorfizmus, és igy az
R gytirtinek az R gytiriibe valo bedgyazasa. Mivel gytirti homomorf képe is gytirt, ezért
részgytiriként valo beagyazasa. Azonositsuk az R gytirt r elemét a neki megfeleltetett
[ra, a] osztéllyal. Tetsz6leges a,b € M elemekre igaz, hogy

alb, ab] = [ab, b][b, ab] = [ab?, ab?].
Mivel az [ab?, ab?] osztaly az R gyfiri egységeleme, ezért a [b, ab] osztaly az a = [ab, b]
elem inverze. Tehat M minden elemének van inverze az R gytirtiben. Az R gytri
tetszdleges [r, a] elemére

[r,a] = [rb?, ab®] = [rb, b][b, ab] = ra™".
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Tehat R minden eleme a tételben emlitett moédon irhato fel.

Tegyiik fel, hogy R’ is olyan gytrd, amelybe az R gyftirii beagyazhat6 olymodon
részgytriként, hogy M minden elemének van inverze R’-ben és R’ minden eleme ra~!
alakban frgato fel valamely r € R és a € M elem segtségével. Feltehetjiik, hogy R
mindkét gytiriiben benne van részgytriiként. Ha R elemeit 6nmaguknak feleltetjiik meg,
akkor ezzel az R és R’ gytrtk egy-egy részgytirtje kozott létesitiink izomorfizmust. Ha
minden a € M elem R-beli a=! és R'-beli a/~! inverzét egymasnak feletetjiitk meg, akkor
a@:ra~' — ra ~' megfeleltetés az az R gytiriinek az R’ gytiriire valo izomorfizmusa. [

Az el6z6 tételben szerepls R gyfiriit az R gytirt hanyadosgytiriijének (vagy kvéciens-
gytirtjének) nevezziik. Ha ez a gytri test, akkor hanyadostestnek nevezziik.

3.6.3 Tétel Minden integritasi tatomanynak van hanyadosteste, amely izomorfizmus
erejéig egyértelmri.

Bizonyitas. Ha R integritasi tartomany, akkor R nem 0-osztéinak M halmaza az R nem
0 elemeibdl all. Ez esetben a hanyadosgytiri mar test, mert a 0-t6l kiillénb6z6 elemei
ab™! alaktiak (a,b € M), és az ab~! elemnek a ba™! elem inverze. O

3.7. Gytrik karakterisztikaja

3.7.1 Definicié (Gytiri karakterisztikdja) Azt mondjuk, hogy az R gyitird karakterisz-
tikdja az n pozitiv egész szam, ha R minden a elemére na = (0 teljesiil, és n a legkisebb
ilyen tulajdonsagti pozitiv egész. Ha nincs ilyen pozitiv egész szam, akkor azt mondjuk,
hogy az R gyiird karakterisztikaja 0.

3.7.2 Tétel Nullosztémentes R gytriire az alabbi harom feltétel egyike teljesiil.
(1) R karakterisztikija 1, azaz R egy nullgyurii.

(2) R olyan 0-karakterisztikaju gytrd, amelyben na # 0 minden 0 # a € R elem és
minden n # 0 egész szam esetén.

(3) R karakterisztikija egy primszam.
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Bizonyitas. Legyen R nullosztomentes gytird. Ha R = {0}, akkor R karakterisztikaja
1. A tovabbiakban vizsgaljuk az R # {0} esetet. Tegyiik fel, hogy van olyan 0 # a € R
elem és olyan n pozitiv egész szam, amelyekre na = 0 teljesiil. Tegyiik fel, hogy n mér
a legkisebb ilyen tulajdonsagu pozitiv egész. Akkor n tetszéleges p prim osztdja esetén
n=pn, é 0= 0a = (na)a = pn'aa = (pa)(n’a), amibdl pa = 0 vagy n’a = 0 kévetkezik.
Az n’a = 0 nem teljesiilhet, mert p > 2 miatt n’ < n, ami ellentmond annak, hogy
n a legkisebb olyan pozitiv egész, amelyre na = 0. Tehat pa = 0. Mivel p sem lehet
kisebb n-nél, ezért n = p. Legyen b € R tetsz6leges. Akkor 0 = 0b = (pa)b = a(pb),
amibdl R nullosztomentessége és a # 0 miatt pb = 0 kovetkezik. Tehat a p primszam
az R nullosztomentes gytrd karakterisztikdja. Ez a p prim egyértelmitien meghatarozott.
Ugyanis, ha egy ¢ # p prim is karakterisztikaja lenne R-nek, akkor léteznének olyan u és
v egész szamok, melyekre pu+ qu = 1 teljesiilne, és igy a gytird tetszéleges a # 0 elemére
a = (pu—+ qu)a = u(pa) + v(ga) = 0 adodna. Ez ellentmond az R # {0} feltételnek. 0O

Az el6z6ek alapjan, ha R egy nullosztomentes gytird, akkor azt mondjuk, hogy R
karakterisztikaja az n pozitiv egész szam, ha R minden a elemére na = 0 teljesiil, és n
a legkisebb ilyen tulajdonségu pozitiv egész. Ha minden 0 # a € R elemre és minden
n # 0 egész szamra na # 0, akkor pedig azt monjuk, hogy R karakterisztikdja 0.

3.7.3 Tétel Ferdetest (és igy test) karakterisztikdja O vagy primszam.

Bizonyitas. Mivel minden ferdetest legalabb két elemet tartalmaz és nullosztémentes,
azért a Tétel 3.7.2 miatt ferdetest (mint nullosztomentes gytirt) karakterisztikdja 0 vagy
primszam. a

Példa 0-karakterisztikaju testre a racionalis szamok teste. Példa p-karakterisztikaja
(p primszam) testre a Z, test.

3.7.4 Definicié (Primtest) Primtesteknek nevezziik azokat a testeket, amelyek a racio-
nalis szamok teste és a Z, testek (p primszam) valamelyikével izomorfak.

3.7.5 Tétel Tetszbleges ferdetest Gsszes részferdetestének metszete primtest. Ez a ra-
ciondlis szamok testével vagy a 7, testtel izomorf aszerint, hogy I' karakterisztikdja 0
vagy a p primszam.

Bizonyitas. Egy T ferdetest minden részferdeteste tartalmaz egységelemet, amely meg-
egyezik a T ferdetest e egységelemével. Az Osszes részferdetest T metszete is ferdetest,
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és tartalmazza e-t. Tehat Tj) az e altal generalt részferdetest. A Ty részferdetest ne alaku
elemeinek Ry halmaza gytird. Ha T karakterisztikaja 0, akkor ne # 0 minden n # 0 egész
szamra, és ezért az n — ne leképezés az egész szamok gytrtjét izomorf moédon képezi le
Ro-ra. Az Ry gytrd kommutativ és nullosztomentes, azaz integritasi tartomény, amely-
nek hanyadosteste izomorf Tj-lal. Mivel Ry izomorf az egész szamok gytrtjével, azért
Ry hanyadostetste, azaz Ty izomorf az egész szamok hanyadostetstével, azaz a racionalis
szamok testével. Ha T karakterisztikdja p prim, akkor pe = 0. Az n — ne leképezés
homomorf moédon képezi le az egész szamok gytirtjét Rp-ra. E homomorfizmus magja
a p-vel oszthato egész szamok (p) idedlja. A homomorfizmustétel miatt Ry izomorf a
Z/(p) = 7, faktorgyftriivel, ami test. Igy Tp izomorf a Z, testtel. Ol

3.8. Egységelemes integritasi tartomanyok

3.8.1 Definicié (Elem osztéja) Egy R egységelemes integritasi tartomany a és b ele-
meirdl akkor mondjuk, hogy b osztéja a-nak (jelben: bla), ha megadhaté R-nek olyan c
eleme, amelyre a = be teljesiil. Ez azzal ekvivalens, hogy (a) C (b).

Az oszthatosag reflexiv és tranzitiv, de nem feltétleniil szimmetrikus.

3.8.2 Definicid (Asszociilt elemek) Egységelemes R integitasi tartomany a és b eleme-
ir6l azt mondjuk, hogy asszociéaltak, ha alb és bla (jelben: a ~ b).

3.8.3 Tétel Egységelemes integritasi tartomany elemei akkor és csak akkor asszocialtak,
ha az altaluk generalt téidealok megegyeznek.

Bizonyitas. Egy R egységelemes integritési tartomany a és b elemei asszocialtak akkor
és csak akkor ha alb és bla, azaz (b) C (a) and (a) C (b), ami azzal ekvivalens, hogy

(a) = (b). 0

3.8.4 Definicié (Azegység fogalma) Egységelemes interitasi tartomany egységelemének
osztoit egységeknek nevezziik. Tehat egy R egységelemes integritasi tartomany e eleme
akkor és csak akkor egysége R-nek, ha van inverze R-ben.
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Az egész szamok gytrdjében (amely egységelemes integritasi tartomany) egységek az
1ésa—1.

3.8.5 Tétel Egy egységelemes integritasi tartomany két eleme akkor és csak akkor asszo-
cialt, ha egység faktorban kiilonbéznek.

Bizonyitas. Legyenek a és b egy R egységelemes integritasi tartoméany asszocialt elemei.
Feltehetjiik, hogy a # 0 és b # 0. Mivel alb és b|a, azért megadhatok R-nek olyan z és
y elemei, hogy ax = b és by = a. Ebb6l axy = a, azaz, a(xy — 1) = 0 adédik. Mivel R
integritasi tartomany és a # 0, ezért xy = 1, azaz v és y egységek. Tehat a és b egység
faktorban kiilonbdznel.

Forditva, tegyiik fel, hogy a és b egy R egységelemes integritasi tartomény olyan
elemei, amelyekre a = €;0 és b = eqa teljesiil valamely R-beli €; és €5 egségekkel. Ekkor
alb és bla, azaz a és b asszocialtak. 0

3.8.6 Definicié (legnagyobb kézds oszto) Egy egységelemes integritdsi tartomédny va-
lamely d elemét az R-beli a és b elemek legnagyobb kézos osztéjanak nevezziik, ha d
osztoja a-nak is és b-nek is, és az a és b elemek barmely ¢ kézos osztéjira c|d teljesiil.

3.8.7 Megjegyzés Ha d legnagyobb kozos osztoja a-nak és b-nek, akkor tetszéleges e
egység esetén de is legnagyobb koz0s osztdja a-nak és b-nek. Tovabbé, ha d és d' az a
és b elemek legnagyobb kozos osztoi, akkor d ~ d’, és igy van olyan e egység, hogy pl.
d = de.

3.8.8 Definicié (Irreducibilis elem) Egy egységelemes integritasi tartomany valamely
nem nulla, nem egység d elemét irreducibilis elemnek nevezziik, ha tetszdleges a,b € R
elemek esetén a d = ab feltételbsl d ~ a vagy d ~ b kivetkezik. Megjegyezziik, hogy
d ~ a esetén b egység, a d ~ b esetén pedig a egység.

Az egész szamok gytirdjében a primszamok az irreducibilis elemek. Test feletti poli-
nomok gytrtjének irreducibilis elemei az irreducibilis polinomok.

3.8.9 Tétel Ha d irreducibilis eleme egy egységelemes integritasi tartomanynak, akkor
tetszoleges € egységgel képezett szorzata is irreducibilis elem.
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Bizonyitas. Legyen d egy R egységelemes integritasi tartomany irreducibilis eleme, €
pedig az R egy egysége. Az vilagos, hogy de nem nulla és nem egység. Tegyiik fel, hogy
de = ab valamely a,b € R elemekre. Akkor d = a(be™!), és ezért d ~ a vagy d ~ be 1. A
d ~ aesetben d = ax és a =dy (z,y € R). A d = ax egyenl&séghdl de = axe kovetkezik,
igy alde. Az a = dy egyenlSség a = dee 'y alakban is frhato, ezért de|a. Tehéat de ~ a.
Ha d ~ be™!, akkor d|be™! és be™t|d. A d|be™! feltételbsl be™! = dx, (z € R) kovetkezik,
és ezért b = dex, ami miatt de|b. A be !|d feltételbsl d = ybe™* (y € R) kovetkezik,
amibél pedig de = yb adodik; tehat b|de. Igy de ~ b. Tehat a de = ab feltételbsl de ~ a
vagy de ~ b kovetkezik, ami bizonyitja, hogy de irreducibilis. O

3.8.10 Definicié (Primelem) Egy egységelemes integritasi tartomény valamely nem
nulla, nem egység p elemét primelemnek nevezziik, ha tetszéleges a,b € R elemek esetén
a plab feltételbdl pla vagy p|b kivetkezik.

Az egész szamok gytrijében a primszamok a primelemek.

3.8.11 Tétel Ha p primeleme egy egységelemes integritasi tartomanynak, akkor tetszd-
leges egységgel képezett szorzata is primelem.

Bizonyitas. Legyen p egy R egységelemes integritasi tartoméany primeleme, € pedig az
R egy egysége. Tegyiik fel, hogy pelab valamely a,b € R elemekre. Akkor xpe = ab
valamely x € R elemmel, és igy pla(be!). Mivel p primelem, ezért pla vagy p|be~'. Ha
pla, akkor py = a valamely y € R elemmel. Ez igy is irhat6: pee 'y = a, ami miatt
pela. Ha p|be™!, akkor pz = be~! valamely z € R elemmel. Ebb6l pez = b, azaz pelb
kovetkezik. Tehét a pe|ab feltételbsl pe|a vagy pe|b kovetkezik. Igy pe primelem. Ol

3.8.12 Tétel Egységelemes integritasi tartomany minden primeleme irreducibilis elem.
O. - (o) ),

Bizonyitas. Legyen p egy R integritasi tartomény primeleme. Tegyiik fel, hogy p = ab
valamely R-beli a és b elemekkel. Ekkor a|p és b|p. Mivel p primelem, ezért p|a vagy p|b.
Az els6 esetben p ~ a, a masodik esetben p ~ b. Tehéat p irreducibilis elem. O

Megjegyezziik, hogy hogy az el6z6 tétel allitasanak megforditasa altalaban nem igaz.
Az R = {x+yiV5: a,b € I} egységelemes integritasi tartomanyban 3|9 = (2+iv/5)(2—
iv/5), de 3 (2 +iv/5) és 3 J(2 —iv/5), tehat 3 nem primelem. Viszont 3 irreducibilis
elem. Tegyiik fel, hogy 3 = ab teljesiil R valamely a és b elemeire. Tetszbleges R-beli
x +yi\/5 elemre legyen N (x4 yiv/5) = 2%+ 5y2. Akkor 9 = N(3) = N(ab) = N(a)N(b),
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amib6l N(a) =1 és N(b) = 9 vagy N(a) =9 és N(b) =1 vagy N(a) = N(b) = 3 adodik.
Megmutathaté, hogy N(A) = 1 akkor és csak akkor, ha a egység. Ha a = x 4 yiv/5,
akkor N(a) = 22+ 5y2. Igy az N(a) = N(b) = 3 egyenléség nem lehetséges. Ugyanis, ha
2?2 + 5y? = 3, akkor y # 0 nem lehet (ekkor mar a masodik tag legalabb 5), tehat y = 0,
viszont z? = 3 sem teljesiilhet, hiszen x egész szam. Tehat csak N(a) = 1 és N(b) =9
vagy N(a) =9 és N(b) = 1 teljesiilhet. Ekkor a egység és igy p ~ b, vagy b egység, és
igy p ~ a. Tehat 3 irreducibilis elem, de nem primelem.

3.9. Gauss-gytrik

3.9.1 Definicié (Gauss-gyiiri) Egy egységelemes integritasi tartomanyt Gauss-gytirtiinek
neveziink, ha minden 0-t6l és egységtdl kiilonbézs eleme felbonthaté - a sorrendtdl és
aszszocialttol eltekintve - egyértelmiien véges sok irreducibilis elem szorzatara.

Carl Fridrich Gauss (1777 — 1855)

Az egész szamok gytrije Gauss-gytrd. Példaul —30 elsall 3-(—2)-5=(—-2)-3-5=
2:-(=3):-5=(-2)(—3) - (—5) szorzatok formajaban. Az egyes szorzatok a tényezsk
sorrendjében kiilénboznek, vagy abban, hogy az egyik szorzatban szereplé primszam
helyett a méasik szorzatban a primszam (—1)-szerese (azaz egy asszocialtja) szerepel.

3.9.2 Lemma Gauss-gyiirti minden irreducibilis eleme primelem.
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Bizonyitas. Legyen d az R Gauss-gytird egy irreducibilis eleme. Legyenek a,b € R
tetszbleges elemek. Tegyiik fel, hogy d|ab. Megmutatjuk, hogy d|a vagy d|b. Ha a = 0
vagy b = 0, akkor d0 = a vagy d0 = b, és igy d|a vagy d|b. Igy feltehetjiik, hogy a és b
egyike sem 0. Mivel d|ab, ezért ab = dc teljesiil valamely ¢ € R elemre. Ha a egység (azaz
van a’-vel jelolt inverze), akkor az ab = dc egyenlséghdl b = eb = a’ab = a’dc adodik, és
igy d|b. Ha b egység, akkor pedig d|a. Vizsgalhatjuk tehat azt az esetet, amikor a és b
egyike sem nulla és egyike sem egység. Ekkor ¢ # 0 is teljesiil. Ha ¢ nem egység, akkor
elgall
c=cp-

alakban irreducibilis tényez6kkel. Tekintsiik az a és b elemeknek irreducibilis tényezkre
val6é bontésat:

Akkor
ay - apby -+ b, =dc

vagy
al"'ambl"'bn:dcl"'cku

attol fliggden, hogy ¢ egység vagy nem egység. Mivel d irreducibilis elem, ezért az R
Gauss-gytirtiben egy elemnek két irreducibilis tényezSkre valo felbontasat kaptuk. A két
oldalon lényegében véve ugyanazon irreducibilis elemeknek kell allni, legfeljebb mas sor-
rendben és asszocialtan. A jobb oldalon az egyik irreducibilis tényezs d. Ezért d valamely
asszocialtjanak a bal oldalon szerepelnie kell. Mivel két elem akkor és csak akkor asszoci-
alt, ha egységfaktorban kiilonboznek, ezért d-nek is szerepelni kell a bal oldalon. Mivel a
bal oldalon csak a és b irreducibilis tényezdéi szerepelnek, igy valamelyikiik felbontasaban
eld kell fordulni d egy asszociéltjanak, és ezért d az a és b elemek valamelyikének osztoja.
Tehét d primeleme az R Gauss-gytriinek. C

Megjegyzés. Tudjuk, hogy minden egységelemes integritasi tartomanyban minden
primelem irreucibilis elem. Ebbdl a ténybdl és az el6z6 lemmabol kévetkezik, hogy a

Gauss-gytird definiciojaban az irreducibilis elem kifejezés helyettesitheté a primelem ki-
fejezéssel. A kovetkezd tétel bizonyitasdban ez meg is torténik.

3.9.3 Tétel Egy R egységelemes integritasi tartomany akkor és csak akkor Gauss-gytri,
ha R nem tartalmazza féidealok szigortian névekvd lancat, és R-nek minden irreducibilis
eleme primelem.
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Bizonyitas. Legyen R egy Gauss-gytri. Akkor benne minden irreducibilis elem prim-
elem a Lemma 3.9.2 alapjan. Tegyiik fel, indirekt mdédon, hogy R féidedljainak van egy
szigoruan novekvé lanca:

(al)C(ag)C---C(an)C...

Mivel az egységek altal generalt fGidedl R, ezért a; nem lehet egység. Feltehetjiik azt is,
hogy a; # 0. Ugyanis ha a; = 0 lenne, akkor az (a;) ideél csak a nullat tartalmazna, és a
szigoru novekedés miatt (ag) # {0} lenne. Az elemek indexeinek egyel valo csokkentésével
olyan végtelen lancot kapnank, amelyben a; # 0. Mivel a; nem nulla és nem egység,
ezért felirthato véges sok irreducibil elem szorzataként. Jeldlne ny az a; elem irreducibilis
tényzokre valo felbontasaban szerepls irreducibilis elemek szamat. Mivel (ay) C (ag),
ezért az|a;, amibdl kovetkezik, hogy az a; elem irreducibilis tényezdkre valo felbontasaban
szerepl$ irreducibilis elemek kozott ott szerepelnek az as irreducibilis tényezdkre vald
felbontasdban szerepld irreducibilis elemek, de nem mindegyik. Ellenkez6 esetben a; és
ay asszocialtak lennének, és ekkor (a;) = (a9) teljesiilne. Tehat ay irreducibilis tényezékre
valo felbontasaban ni-nél kevesebb irreducibilis elem szerepel. Folytatva ezt az eljarast,
kell lenni olyan i indexnek, hogy (a;) = (ai11) = .... Ez ellentmondés. Tehat R nem
tartalmazza f6idedlok szigortian névekvs lancat.

Forditva, tegyiik fel, hogy R olyan egységelemes integritastartomany, amely nem
tartalmazza f&idealok szigortian ndvekvs lancat, és R-nek minden irreducibilis eleme
primelem. Megmutatjuk, hogy R minden 0-t6l és egységtdl kiillonbozs eleme elsall (a
sorrendtdl és asszocialttol eltekintve) egyértelmiien véges sok irreducibilis elem szorza-
taként. Legyen r € R nem nulla és nem egység. Ha r irreducibilis elem, akkor készen
vagyunk, mert r 6nmaganak egytényezds szorzata. Tegyiik fel, hogy r nem irreducibilis.
Megmutatjuk, hogy r el6all ds szorzat alakban, ahol d irreducibilis elem (s € R). Mivel
r nem irreducibilis, ezért vannak olyan ay,b; € R elemek, hogy r = a1b; és sem a; sem
by nem asszocialt r-rel (ekkor (r) C (ay) és (r) C (b1)). Ha a1 és ay egyike irreducibilis
elem, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor pl. a; el6all a; = asbs alakban, ahol as és by
egyike sem asszocialt a;-gyel (és ezért (a1) C (az) és (a1) C (be)). Ha ay és by valamelyike
irreducibilis, akkor készen vagyunk, mert » = asbyb,. Ha egyike sem az, akkor - folytatva
az eljarast - kell, hogy legyen r-nek olyan r = a,b,, - - - b; elGallitdsa, amelyben szerepld
a, és b, valamelyike irreducibilis elem. Ellenkez& esetben az

(r) C (a) C -+ (an) C -

végtelen lanchoz jutnank, ami a feltétel miatt ellentmondashoz vezetne. Tehat van R-nek
olan d irreducibilis eleme, amelyre r = ds teljesiil (s € R). Ha s egység, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor az el6z6 gondolatmenetet s-re alkalmazva, s vagy irreducibilis
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(ekkor készen vagyunk), vagy eldall s = dys; alakban, ahol d; irreducibilis (s; € R).
Vilagos, hogy (r) C (d) C (dy) C ---. Mivel nem kaphatunk végtelen lancot, ezért kell,
hogy legyen olyan n pozitiv egész szam, hogy r = dyds - - - d,s, ahol s egység. Tehat r
el6all irreducibilis elemek szorzatatként.

Megmutatjuk, hogy az elGallitéas egyértelmi. Tegytik fel, hogy

Pip2 Pt = q1492 - (gs

teljestil az R valamely irreducibilis elemeire (amelyek, a feltétel miatt, primelemek).
Tegyiik fel, hogy s > t. Mivel p; primelem és p; osztja a jobb oldali szorzatot, ezért
valamelyik tényezének (mondjuk ¢;-nek) osztoja. Mivel ¢ irreducibilis, ezért ebbdl p; ~
q1 kovetkezik. A p; tényzdvel osztva mindkét oldalt,

D2---Dr = €1q2- "+ (qs
adodik, ahol €; az R egy egysége. Folytatva az eljarast,
€= €€ €ty (s

adodik. Ebbgl mar kovetkezik, hogy s =t (és a p; és ¢; tényezdk csak egység faktorban
kiilonboznek, azaz asszocialtak). O

3.10. Féidealgytrik, euklideszi gytiriik

3.10.1 Definicié (Fdidealgytirii) Egy egységelemes integritdsi tartoményt féidealgyt-
riinek neveziink, ha minden idealja féideal.

3.10.2 Definicié (Maximalis idedl) Egy R gytri M ideéljat maximalis idealnak neve-
ziink, ha M # R és R minden J idealjara az M C J C R feltételbél M = J vagy J = R
kovetkezik.

3.10.3 Tétel Egy R féidedlgyiiri valamely (d) idealja akkor és csak akkor maximélis
ideal, ha d az R irreducibilis eleme.
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Bizonyitas. Egy R féidealgytird (d) idealja akkor és csak akkor maximalis ideél, ha
(0) # (d) # R (azaz d nem nulla és nem egység) és minden a € R elemre a (d) C (a)
feltételbdl (azaz abbol a feltételbsl, hogy alb) (d) = (a) vagy (a) = R (azaz d ~ a vagy
a egység) kovetkezik. Tehat (d) akkor és csak akkor maximalis ideal, ha d irreducibilis
elem. O

3.10.4 Tétel Minden féidealgytiri Gauss-gyiir.

Bizonyitas. Legyen R egy fGidedlgytrd. Megmutatjuk, hogy R nem tartalmazza f6ide-
alok szigortian noévekve lancat, és R-nek minden irreducibilis eleme primelem. Tegyiik
fel, indirekt médon, hogy R f6idealjainak van egy

(al)C(az)C---C(an)C...

szigorian névekvs lanca. Legyen I = U, (a;). Ha a,b € I, akkor a,b € (a;) valamely
J indexre, és ezérz a — b € (a;), amib6l a — b € I kévetkezik. Ha a € I, akkor a € (a;)
valamely j indexre, és ezért tetszéleges r € R elemre ar € (a;) C I teljesiil. Tehat
idealja R-nek. Legyen I = (c). akkor ¢ € (ai) valamely k indexre, és ezért I C (ay)
minden ¢ > k indexre. Ez ellentmondas.

Annak bizonyitasat, hogy R minden irreducibilis eleme primelem, azzal kezdjiik, hogy
megmutatjuk: R barmely két elemények van legnagyobb koézos osztdja. Legyenek a,b €
R tetszoleges elemek. Akkor van olyan d € R elem, hogy (a,b) = (d). Mivel (a) C (d)
és (b) C (d), ezért d|a és d|b. Tegyiik fel, hogy valamely ¢ € R elemere c|a és c|b teljesiil.
Akkor a = zc és b = yc, azaz (a) C (c¢) és (b) C (c) és ezért (d) = (a,b) C (¢). Ez azt
jelenti, hogy c|d. Tehéat d az a és b elemek legnagyobb kozos osztoja. A kovetkezSkben
megmutatjuk, hogy tetszdleges a, b, c € R elemekre c(a,b) = (ca,cb). Az (a,b) elemei az
ra + sb (r,s € R) alaku elemek. Igy c(a,b) elemei rca + scb alaktak. Ezért c(a,b) C
(ca,cb). Forditva, (ca,cb) elemei rca + scb alakiak, amelyek a disztributivitds miatt
c(ra + sb) alakban irhatok. Ezért (ca,cb) C c(a,b). Most pedig megmutatjuk, hogy
minden ireducibilis elem primelem. Legyen p irreducibilis elem. Tegyiik fel, hogy plab
(a,b € R). Tegyiik fel, hogy p fa. Megmutatjuk, hogy p|b. Mivel p fa, ezért (a) € (p),
és ezért a ¢ (p). Igy (p) C (p,a). Mivel p irreducibilis elem, ezért (p) maximalis ideal a
Tétel 3.10.3 miatt. Ezért (p,a) = R. Az vilagos, hogy pb € (p) és ab € (p). Igy

(p) 2 (pb,ab) = (p,a)b = Rb = (b),
amibdl mar adodik, hogy p|b. O
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A. Fukleidész

3.10.5 Definicié (Euklideszi gyiirt) Egy egységelemes integritasi tartoményt euklideszi
gytirtinek neveziink, ha minden nem nulla a eleméhez hozza van rendelve egy ¢(a)-val
jelolt nemnegativ egész szam tigy, hogy minden a € R és0 # b € R eleméhez megadhatok
olyan q,r € R elemek, hogy a = bq + r, ahol r = 0 vagy ¢(r) < ¢(b).

3.10.6 Tétel Minden euklideszi gytird {Gidealgytr.

Bizonyitas. Legyen R egy euklideszi gytrd. Legyen [ az R egy idealja. Feltehetjiik,
hogy I # {0}. Legyen b az I-nek olyan nem nulla eleme, amelyre teljesiil, hogy minden
0 # a € I elemre p(a) > (b) teljesiil. Megmutatjuk, hogy I = (b). Legyen a € I
tetszdleges elem. Akkor megadhatok olyan ¢, € R elemek, amelyekre a = bg+r teljesiil,
valamint igaz az is, hogy r = 0 vagy ¢(r) < ¢(b). Ha r # 0, akkor r = a — bg € I és
¢(r) < ¢(b). Ez azonban ellentmond a b elem valasztasanak. Igy r = 0 lehet csak, azaz
a=bg € (b). Igy I C (b), amibél I = (b) kdvetkezik. O

3.11. Noether-féle gytirtk

3.11.1 Definicié (Maximum feltétel) Azt mondjuk, hogy az R gytriiben a bal olda-
li idealokra teljesiil a maximum feltétel, ha R bali oldali idealjainak tetszdleges nem
iires halmazaban van legalabb egy maximalis elem, azaz olyan, melyet valodi médon a
tekintetbe vett halmazhoz tartozé egyetlen bal oldali ideal sem tartalmaz.
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3.11.2 Megjegyzés Egy R gytirtiben a bal oldali idedlokra akkor és csak akkor teljesiil
a maximum feltétel, ha az R gytrd bal oldali idealjainak barmely

[LL,CL,C---CL,C...

névekve lanca esetén megadhaté olyan m index, hogy L,, = L,,+1 = - - - Ezzel ekvivalens,
hogy R bal oldali idedljainak egyetlen szigortian novekvés lanca sem lehet végtelen.

Emmy Noether (1882 — 1935)

3.11.3 Tétel (E. Noether) Egy R gytriben akkor és csak akkor teljesiil a bal oldali
idedlokra a maximum feltétel, ha R barmely bal oldali idedlja végesen generalt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az R gytrtiben a bal oldali idealokra teljesiil a maximum
feltétel. Legyen L az R egy bal oldali idealja. Tekintsiik R azon végesen generalt bal
oldali ideéljainak halmazat, amelyek benne vannak L-ben. A maximum feltétel miatt
ezek kozott van egy maximaélis. Jeloljik ezt L*-gal. Ha L* nem egyezne meg L-lel, akkor
lenne olyan a eleme R-nek, amely L \ L*-ban helyezkedne el. Ekkor viszont az L* Ua
altal (végesen) generalt bal oldali ide4l benne lenne L-ben és bévebb lenne L*-néal. Fz
ellentmondés. Tehét L megegyezik a végesen generalt L* bal oldali ideallal.
Forditva, tegyiik fel, hogy R minden bal oldali ideédlja végesen generalt. Legyen

[CLyC---CL,C...

az R bal oldali idealjainak egy monoton novekvé lanca. Egyszertien igazolhato, hogy ezek
L-lel jelolt unidja is bal oldali ideédlja R-nek, és ezért ez végesen generdlhato, azaz L =

(ay,as,...,a,),. Ekkor megadhato olyan m index, hogy a generald elemek mindegyikét
tartalmazza az L,, bal oldali ideal. Ekkor viszont L C L,, C L,,.1 C .... Innen méar
egyszertien adodik, hogy L,, = Ly = - -+ O
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3.11.4 Definicié (Noether-gyiirt) Egy kommutativ R gytriit Noether-féle gytiriinek
neveziink, ha R-ben teljesiil az idealokra a maximum feltétel, azaz R barmely idealja
végesen generalt.

David Hilbert (1862 — 1943)

3.11.5 Tétel (Hilbert bazis tétele) Ha R egységelemes Noether-gyiirt, akkor az R|x]
polinomgytiri is Noether-féle.

Bizonyitas. Legyen R egységelemes Noether-féle gytird. Legyen A az R[x] polinomgyi-
rid tesz6leges idedlja. Megmutatjuk, hogy A végesen generalhato. Jelolje C,, az A-hoz
tartozo legfeljebb n-edfoki polinomok x"-et tartalmazo tagjanak egyiitthatoibol allo hal-
mazt. Megmutathato, hogy C), idedlja R-nek, és

CoCCiC---CC,C ...

Mivel R Noether-féle, ezért van olyan m index, hogy C,, = Cy41 ... Legyenek a C; (i =
1,2,...,m) idedl generatorai a;1, ..., ay,. Jeloljon f;; olyan A-beli i-edfokt polinomot,
amelyben az x' tag egyiitthatoja a;;. Megmutathato, hogy ezek a polinomok generaljak
az A idealt. Legyen f tetszéleges A-beli polinom. Ha f foka 0, azaz f € R, akkor
f e Co={for,---s foro}- Ha f foka n > 1 és az n-nél alacsonyabb fokuakrol méar
tudjuk, hogy az f;; polinomok altal generalt idedlhoz tartoznak, akkor az f polinom a
kezdGegyiitthatoja

a=7"ilnp +- -+ TknQnk, Vagy a =T10m] + -+ Tk Ak, 5
attol fiiggéen, hogy n < m vagy n > m. De ekkor
f=rifa+ o+ e fon, vagy f—2" " (rifm + o+ Thy Sk,
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n-nél kisebb fokszamu polinom, igy eleme az f;; polinomok altal generélt idealnak, amibdl
mar kovetkezik, hogy az f is eleme az f;; polinomok &ltal generalt idealnak. Mivel az f;;
polinomok mindegyike eleme A-nak, ebbsl mar kivetkezik, hogy A megegyezik a véges
sok f;; polinom é&ltal generalt ideallal. O

3.12. Dedekind-gyfiriik

3.12.1 Definicié (Balidedlok szorzata) Legyenek A és B egy R gytirt bal oldali ideéljai.
Az AB szorzaton értjiik az dsszes olyan ), a;b; véges Osszegek halmazat, amelyekben
a; € A ésb; € B. Ez maga is bal oldali ideal, mert az ilyen dsszegek kiilonbsége és R-beli
elemmel balrol vett szorzata is hasonlo alaku.

Hasonloan értelmezhets jobb oldali idealok, illetve egy A bal oldali és egy B jobb
oldali ideal szorzata is. Megjegyezziik, hogy ha A bal oldali, B pedig jobb oldali idealja
egy R gytriinek, akkor AB idealja R-nek.

3.12.2 Tétel Ha A és B egy R gytirii kétoldali idealjai, akkor AB C AN B. Ha az R
kommutativ gytirtiben A = (ay,...,a,) és B = (by,...,b,), akkor

AB = (a1by, ..., a1by, asby, ..., anby, ... apnby),

vagyis végesen generalt idealok szorzata is végesen generalt.

3.12.3 Definicié (Primideél) Egy R kommutativ gytrii valamely P idealjat primideél-
nak nevezziik, ha R tetszdleges a és b elemei esetén az ab € P feltételbdl a € P vagy
b € P kovetkezik.

3.12.4 Tétel Egy R kommutativ gytrii P idealja akkor és csak akkor primideal, ha az
R/ P faktorgytrid nullosztémentes.

Bizonyitas. Tetsz6leges a,b € R elemek esetén ab € P akkor és csak akkor, ha az R/P
faktorgytrtben az a + P és b + P mellékosztalyok sorzata 0. Igy ab € P-bél akkor és
csak akkor kovetkezik a € P vagy b € P, ha az R/ P faktorgytrtiben az (a+ P)(b+ P) =
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0 feltételbél a + P = 0 vagy b + P = 0 kovetkezik, azaz, ha az R/P faktorgytrd
nullosztémenets. 0

3.12.5 Tétel Egy R kommutativ gyiirtd P idealja akkor és csak akkor primideal, ha az
R gyiirt tetszéleges A és B idealjaira AB C P-b6l A C P vagy B C P kovetkezik.

Bizonyitas. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy van olyan R kommutativ gytrd és abban
olyan P primideal, valamint olyan A és B idealok, amelyekre AB C P teljesiil, de A € P
és B  P. Legyenek a € A és b € B olyan elemek, amelyekre a,b ¢ P teljsiil. Mivel
P primideal, ezért ab ¢ P, és ezért AB € P, ami ellentmondés. Igy egy kommutativ
gyird minden P primidealjara teljesiil, hogy az AB C P feltételb6l A C P vagy B C P
kovetkezik minden R-beli A és B ideéalra.

Forditva, tegyiik fel, hogy P a kommutativ R gytrd olyan idealja, amelyre AB C P-
b6l A C P vagy B C P kovetkezik R minden A és B idealjara. Tegyiik fel, hogy ab € P
az R valamely a és b elemeire. Az ab € P feltétel miatt (ab) € P. Kommutativ gytriiben
(ab) = (a)(b). Ezért (a)(b) € P, amibdl (a) C P, ésigy a € P vagy (b) C P, ésigy b€ P
kovetkezik. Ol

3.12.6 Tétel Egységelemes R kommutativ gytirii M idealja akkor és csak akkor maxi-
malis, ha az R/M faktorgytri test.

Bizonyitas. Egységelemes R gytirti M idealja akkor és csak akkor maximaélis, ha az R/M
faktorgytiri egyszerd. Mivel R/M is kommutativ, ezért R/M vagy test vagy zérogytird.
Ha R egységelemes, akkor R/M is, és ezért nem lehet zérogytird. Kaptuk tehat, hogy
egységelemes kommutativ gytird M idealja akkor és csak akkor maximalis, ha az R/M
faktorgytrd test. O

3.12.7 Tétel Egységelemes kommutativ gytirii minden maximalis idealja primideal.

Bizonyitas. Ha M egy egységelemes kommutativ gytrd maximalis idedlja, akkor az
el6z6 tétel miatt az R/M faktorgytrd test. Mivel minden test nullosztomentes, ezért a
3.12.4 Tétel miatt M primideal. O

3.12.8 Tétel Legyen K test. A K|[x] polinomgyiiriben egy M ideéal akkor és csak akkor
maximalis ideél, ha M-et a K[z] egy irreducibilis polinomja generalja.
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Bizonyitas. Mivel tetszleges K test feletti K[z] polinomgytird arkhimédeszi gytir,
ezért f6idedlgytrid is. Igy a Tétel 3.10.3-b6l mar kovetkezik a jelen tétel allitasa.

-

(

Richard Dedekind (1831 — 1916)

3.12.9 Definicié (Dedekind-gytirii) Egy R egységelemes integritasi tartoméanyt Dedekind-
gytriinek neveziink, ha R minden nem zérus A ideéalja (sorrendtdl eltekintve) egyértel-
mien irhaté az

szorzat alakban, ahol a P;-k R-t6l kiilonb6zd primidealok.

3.12.10 Tétel Egy R integritasi tartomany akkor és csak akkor Dedekind-gytirt, ha
(1) R-ben teljesiil az idedlokra a maximum-feltétel,

(2) R tetszdleges A idedljahoz van olyan B # {0} ideal, hogy AB = (c) fideal.

3.13. Teljes matrixgytriik

Kozismert a kovetkezd tétel.

3.13.1 Tétel Tetszéleges R gytird elemeibdl képezett n x n-tipusi matrixok M, (R)
halmaza a matrixok Osszeadasara és szorzasara nézve gytirtt alkot (ezt az R gytiri feletti
teljes matrixgytiriinek nevezziik). Ha R egységelemes, akkor az M, (R) teljes matrixgyturt
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is egységelemes. n > 2 esetén az M,(R) teljes matrixgytri dltaliban nem kommutativ,
még akkor sem, ha az R gytrii kommutativ. Ha R egységelemes kommutativ gytirt,
akkor az M,(R) teljes matrixgytrii valamely A maéatrixanak akkor és csak akkor van
inverze, ha A determindnsa az R gytri egysége, azaz (R-ben) van inverze.

3.13.2 Tétel F ferdetes feletti M, (F') teljes matrixgytrd egyszerti.

Bizonyitas. Legyen I az M,(F) gytird nullatol kiilonbo6z6 ideédlja. Legyen A az I-hez
tartozo tetszéleges nem nulla matrix. Legyen a;, az A egy nem nulla eleme. Jeldlje Ej;
azt az M, (F)-beli matrixot, melynek az i-dik soraban allo j-dik elem a test egységeleme,
az Osszes tobbi eleme pedig a test nulleleme. Felhasznalva azt, hogy I ideal és A € I,
kapjuk, hogy

(Ejiay ) AEy € 1

tetszdleges j,t € {1,,2,...,n} indexre. Mivel M, (F) az F test feletti vektortér, ezért
M, (F) tetszoleges C' méatrixahoz megadhatok olyan c¢;; € F' elemek, hogy

C == Z cijEij == CijEiiEij S I.
ij=1
Ezért M, (F) C I, és igy I = M,(F). Igy az F test feletti M,(F) teljes métrixgytirt
egyszerd. O

3.13.3 Definici6 (Ferdetest feletti vektortér) Legyen (V;+) egy kommutativ csoport
(F; +.-) pedig egy ferdetest. Azt mondjuk, hogy V bal oldali vektortér az F' ferdetest
felett, ha minden («,a) € F x V elempérhoz hozza van rendelve egy aa-vel jel6lt F-beli
elm tigy, hogy tetszdleges o, B € F' és a,b € V elemekre az alabbiak teljestilnek

e a(a+0b) =aa+ ab,
e (a+ f)a=aa+ fa,
e (aB)a=a(Bo),

e la =a, ahol 1 az F ferdetest egységeleme.

AV elemeit vektoroknak, az F elemeit skalaroknak is nevezziik. Ha az I elemeivel valo
szorzast jobbrdl irjuk, akkor a jobb oldali vektortér fogalmahoz jutunk. Ekkor az af
skalarral valo szorzasra a(af) = (aa)f teljesiilését irjuk eld.
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Egyszertien igazolhatd, hogy egy F' ferdetest elemeibdl képezett n-elemi sorozatok
F™ halmaza bal oldali vektorteret alkot F' felett, ha egy a € F' skalarnak egy [aq, ..., ay]
sorozattal képezett szorzatat a kovetkezSképpen értelmezziik:

alay, ..., a,| = laay, ..., aa,).

Az eléz6ekben hasznalt fogalmakkal élve, egy F' ferdetest elemeibdl képezett n x
n-tipusi matrixok sorait az F' ferdetest feletti I bal oldali vektortér vektoraiként is
tekinthetjiik, és hasznalhatjuk a "méatrix sorvektorai" kifejezést.

3.13.4 Tétel Egy F ferdetest feletti M, (F') teljes méatrixgytrii L bal oldali idealjahoz
tartozo matrixokban eléfordulé sorvektorok F™(L) halmaza az F ferdetest feletti F™ bal
oldali vektrotérnek egy alterét alkotjak. Az L — F"(L) megfeleltetés bijektiv az M, (F)
gyurid osszes bal oldali idealjai és az F™ bal oldali vektortér osszes alterei kézott. Ennél
a megfeleltetésnél az F™ bal oldali vektortér egy W alterének az M, (F') gytrd azon L
bal olali idealja felel meg, mely az Gsszes olyan matrixokbdl all, melyeknek sorvektorai
W-bél valok.

Bizonyitas Legyen L az M, (F) méatrixgytri bal oldali idealja. Ha a,b € F"(L), akkor
vannak L-ben olyan A és B matrixok, hogy a az A maétrix i-dik, b pedig a B métrix j-
dik sorvektora. Legyenek «, 8 € F' tetsz6leges skalarok, és legyen k tetszéleges sorindex.
Akkor az L-beli (Ey;a)A+ (Ey;5)B matrix k-dik sorvektora aa + 8b, amibdl kovetkezik,
hogy F"(L) az F™ bal oldali vektortér egy altere.

Ha egy A matrix benne van az L bal oldali idedlban, akkor annak Osszes sorvektora
benne van az F™(L) altérben. Megmutathato az is, hogy minden olyan B € M,,(F) méat-
rix, melynek minden sorvektora F™(L)-hez tartozik benne van az L bal oldali ide4lban.
Ugyanis, ha a B matrix sorvektorai b,,...,b,, akkor léternek olyan L-beli A;,... A,

=N

matrixok, hogy az A; matrix k;-dik sorvektora b,. Ekkor viszont
B=FE,A 1+ -+ Eu, Ay € L,

mert az Ey, A; matrix ¢-dik sorvektora b,, a tobbi sorvektora pedig a nullvektor.

Ha az F™ bal oldali vektortér tetszéleges W alteréhez elkészitjiik M, (F') mindazon
matrixait, amelyeknek valamennyi sorvektora W-ben van, akkor ezek L halmaza az
M, (F) gytri egy bal oldali ideélja. Az evidens, hogy tetszSleges A;, Ay € L esetén
Ay — Ay € L, mert az A — Ay matrix i-dik sorvektora az A; és az Ay matrixok i-dik
sorvektorainak kiilonbsége (és igy két W altérbeli vektor kiilonbsége), amely benne van
a W altérben. Ha A egy L-beli méatrix (azaz minden sorvektora W-hez tartozik), akkor
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tetszbleges B € M, (F') matrix esetén a BA matrix i-dik sorvektora (minden 4 sorindex
esetén) megegyezik az A méatrix sorvektorainak a B matrix i-dik soraban &ll6 elemek
linearis kombinéciojaval, amely linearis kombinécié eleme W-nek. Igy BA € L. Tehat L
valoban bal oldali idealja az M, (F) méatrixgytriinek. Az, hogy a W altérrel konstrualt
L bal oldali idealhoz tartozo F™(L) altér éppen W, az eléz6ek alapjan nyilvanvalo. [

Megjegyezziik, hogy analog tétel érvényes az M, (F') matrixgytrd jobb oldali idealja-
ira (amely tételben a matrixok oszlopvektorai szerepelnek)

3.14. Féligegyszeri gytirtk

3.14.1 Definicié (Minimum-feltétel) Azt mondjuk, hogy az R gytriiben a bal oldali
idealokra teljesiil a minimum feltétel, ha R bali oldali idealjainak tetszdleges nem tires
halmazaban van legalabb egy minimalis elem, azaz olyan, mely valédi médon a tekintetbe
vett halmazhoz tartozo bal oldali idealok egyikét sem tartalmazza.

3.14.2 Megjegyzés Egy R gytrtiben a bal oldali idedlokra akkor és csak akkor teljestil
a minimum feltétel, ha az R gytrd bal oldali idedljainak barmely

Ly2Ly 2 2L, 2...

csokkend lanca esetén megadhato olyan m index, hogy L,, = L,,1+1 = --- Ezzel ekviva-
lens, hogy R bal oldali idealjainak egyetlen szigortian csokkend lanca sem lehet végtelen.

A 3.13.4 Tétel szerint, ha Ly és Ly az M, (F) matrixgytird olyan bal oldali idealjai,
amelyekre az Ly C Ly valodi tartalmazas teljesiil, akkor F"(Ly) C F™(Ly). Mivel az F"
bal oldali vektortér dimenzidja n, és nagyobb altér dimenzidja is nagyobb, ezért az F™ bal
oldali vektortér altereinek egyetlen szigortian csokkend lanca sem lehet végtelen. Ebbél
kovetkezGen, az M, (F) méatrixgytrid bal oldali idealjainak egyetlen szigorian csokkend
lanca sem lehet végtele, azaz az M, (F') matrixgytrtiben a bal oldali idedlokra teljesiil a
minimum-feltétel.

3.14.3 Definicioé (Nilpotens elem, nilpotens balideédl) Egy R gytiri a elemét nilpotens
elemnek nevezziik, ha megadhaté olyan n pozitiv egész szam, amelyre a™ = 0 teljesiil. Az
R gytirii egy L bal oldali idealjat nilpotensnek nevezziik, ha L™ = {0} teljesiil valamely
n pozitiv egész szamra, azaz az L elemeibdl képezett n-tényezds szorzatok mindegyike 0.
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Egy nilpotens bal oldali ideal minden eleme nilpotens. Az viszont altalaban nem igaz,
hogy ha egy L bal oldali ideal minden eleme nilpotens, akkor L nilpotens.

o s

3.14.4 Definicio (Féligegyszerii gytiri) Egy R gytiriit féligegyszeriinek neveziink, ha
(1) R bal oldali ideéaljaira teljesiil a minimum feltétel, és

(2) R nem tartalmaz a 0-tél kiilénbézd nilpotens bal oldali idealt.

3.14.5 Definicié (Minimaélis balideal) Egy R gytiri valamely L bal oldali idealjat mi-
nimaélis bal oldali idealnak nevezziik, ha L # {0} és az R minden bal oldali A deéaljara a
{0} C A C L feltételbsl {0} = A vagy A = L kivetkezik.

3.14.6 Lemma Ha L egy R féligegyszerii gytriinek minimalis bal oldali idealja, akkor
R-nek van olyan e idempotens eleme, amelyre L = Re teljestil.

Bizonyitas Legyen L az R féligegyszert gytirti minimalis bal oldali ideédlja. Mivel L #
{0}, ezért L* # {0}, és igy van olyan a € L elem, melyre La # {0} teljesiil. Mivel
La az R bal oldali idedlja és La C, ezért La = L, mert L minimélis bal oldali ideal.
Tehat L-nek minde eleme za alakt (z € L). Ezért van L-nek olan e eleme, amelyre
ea = a. Mivel a # 0, ezért e # 0. Ha b € L tetsz6leges elem, akkor bea = ba, azaz
(be —b)a = 0. Jeldlje X az L bal oldali ide4l mindazon = elemeinek halmazat, amelyekre
xa = 0 teljesiil. Nem nehéz belatni, hogy X az R egy bal oldali idealja. Mivel La # {0},
ezért X C L, amibgl L minimalitasa miatt X = {0} kévetkezik. Mivel be — b € X, ezért
be — b =0, azaz be = b. Tehat be = b az L tetsz6leges b elemére. Mivel e € L, ezért
e? = e, azaz e egy idempotens elem. Ebbdl viszont az is adédik, hogy Le = L (ugyanis
be = b minden b € L elemre). Mivel e € L, ezért Re C L (mivel L az R bal oldali
ideélja). Igy L = Le C Re C L, amibél L = Re kovetkezik. O

Az el6z6 lemma lényegében azt mondja ki, hogy féligegyszert gy(rt minden minimalis
bal oldali idealja idempotenssel generalhatd. A kdvetkezs tétel szerint ez féligegyszeri
gytriiknek nem csak minimalis bal oldali idealjara, hanem tetszéleges bal oldali idealjara
érvényes.

3.14.7 Lemma FEgy R féligegyszert gytirt tetszéleges L bal oldali idealjahoz megadhato
R-nek olyan e idempotens eleme, hogy L = Re.
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Bizonyitas Legyen L egy R féligegyszert gytird tetszéleges bal oldali idealja. L tar-
talmaz idempotens elemeket; ilyen példaul a 0 nullelem. Tetszéleges f € L idempotens
elem esetén jelolje Ay az L minazon x elemeinek halmazat, melyekre zf = 0 teljesii.
Az Ay halmazok mindegyike az R bal oldali idedljai, igy ezek k6zott van minimalis: A..
Megjegyezziik, hogy A. nem az R-nek minimalis bal oldali idealja hanem csak az Aj
alakiiak kozott minimalis a tartalmazéasra nézve. Megmutatjuk, hogy A. = {0}. Tegyiik
fel, indirekt modon, hogy A, # {0}. Mivel A, az R bal oldali ideélja, ezért az &ltala tar-
talmazott nem nulla bal oldali idealok kozétt van minimalis, ami az R gylrd minimalis
idedlja, s ezért (a 3.14.6 Lemma szerint) A, tartalmaz egy e; # 0 idempotens elemet.
Erre eje = 0 teljesiil. Tekintsiik az L-beli es = e 4+ e; — ee; elemet. Igen egyszerden
ellendérizhetd, hogy teljesiilnek az alabbiak:

eey = €y, €€ =2¢€, €16y =¢€1, €26] = ey.

Ezekbdl adodoan €3 = (e + e; — eey)es = €9, azaz ey idempotens elem. Ha we, = 0,
akkor ze = x(ese) = (veg)e = 0e = 0, ezért Ao, C A.. Az ejes = €1 # 0 miatt ey # A,
igy A., valodim része A.-nek. Ez ellentmond az A, megvalasztasanak. Tehat A, = {0},
ahogy azt eredetileg allitottuk. Mivel e idempotens elem, ezért az L minden b eleme
setén (be —b)e =0, és igy be — b € A.. Mivel A, = {0}, ezért be = b. Ugyanigy, mint az
el6z6 lemma bizonyitasanak utolsd szakaszaban, ebbdl mar kovetkezik, hogy L = Re. [

3.14.8 Definicié (Direkt dsszeg) Azt mondjuk, hogy egy R gytri az Li,..., Ly bal
oldali idealok direkt dsszege, ha R additiv csoportja az L, . ... Ly, részcsoportok direkt

osszege.

3.14.9 Tétel (Noether) Minden féligegyszeri gytirii véges sok minimélis bal oldali ide-
aljanak direkt osszege; ezen bal oldali idealok mindegyike idempotenssel generalhato.

Bizonyitas. Legyen R tetszéleges féligegyszerd gytird. Akkor R-nek van egy L; mini-
maélis bal oldali idealja, amelyet idempotens generédl a 3.14.7 Lemma szerint, azaz van
R-nek olyan e; idempotens eleme, hogy L; = Re;. Legyen L' = {(x —xe; : x € R}.
Megmutathato, hogy L' az R egy olyan bal oldali idealja, melyre L N L' = {0} teljesiil.
(Ugyanis, ha re; = x — xep, akkor re; = (rej)e; = (x — zej)ey = veg —xe; =0.) Az R
tetszdleges r eleme elGall r = re; + r — re; alakban, ezért L, = Re; és L' generéaljak R
additiv csoportjat. Tehat (R;+) elall az Ly és L' részcsoportok direkt sszegeként. Igy
az R gytrid az Ly és L' bal oldali idealok direkt osszege: R = Li & L'. Ezek szerint R
minden minimalis bal oldali idedlja az R egy direkt 6sszeadandoja. Ha L' = {0}, akkor
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készen vagyunk a bizonyitassal. Ha nem, akkor legyen Lo az R gytrt L’ altal tartalma-
zott egyik minimélis bal oldali ideédlja. Erre ugyancsak érvényes, hogy R = Lo ® L”. Ttt
Ly = Reg és L” = {x—xey : x € R}. Ezt a felbontést alkalmazva az L' elemeire, adodik,
hogy L' = Lo ® (L'NL"), ésigy R = L1® Ly @ (L' NL"). Folytatva ezt az eljarast, véges
sok lépésben eljutunk az

R=L1&L P &Ly

direkt felbontashoz, mivel L' O L'NL" O ---. Az el6z8 lemma szerint az L; (i = 1,... k)
bal oldali idealok idempotens elemmel generalhatok. O

3.14.10 Lemma Ha A egy féligegyszeri R gytrd kétoldali idealja, akkor A-nak mint
gytriinek van egységeleme, és R-nek van olyan kétoldali B idealja, hogy R = A ® B.

Bizonyitas Legyen A egy R féligegyszerd gytrd kétoldali idealja. A 3.14.7 Lemma
szerint A = Re alka valamely e € R idempotenssel. Emiatt e jobb oldali egységeleme
A-nak. Megmutatjuk, hogy e bal oldali egységelem is. Legyen J = {a € A | ea = 0}.
Mivel eJ = {0}, ezért

J? = (Je)J = J(eJ) = {0},

azaz J nilpotens jobb oldali idedl. Mivel RJ ideal é¢s (RJ)* = R(JR)J C RJJ = {0},
ezért RJ = {0} a R gytrd féligegyszertisége miatt. Ez azt eredményezi, hogy J bal
oldali ideal is. Mivel J? = {0}, ezért J = {0} az R gytr( féligegyszertisége miatt. Mivel
minden b € A elemre

0=ceb—eb=c’—eb=e(ehb—b),

ezért eb — b € J, amib6l eb — b = 0, azaz eb = b kovetkezik. Tehéat e az A-nak bal
oldali egységeleme is, és igy e az A egységeleme. A 3.14.9 Tétel bizonyitasaban szerepld
felbontést Ly helyett A-ra alkalmazva, R = A® B adodik, ahol B az z—xe (x € R) alaku
elemek Gsszessége. Megmutathato, hogy B nem csak bal oldali, hanem jobb oldali ideal
is. Ugyanis tetszéleges r € R elem r = re + (r — re) alakban irhato, és ezért (hasznalva
azt is, hogy re = ere)

(x —xe)r = (x — xe)re + (x — ze)(r —re) = x(re — ere) =

= (x —ze)(r —re) = (x — ze)(r —re) € B.

Tehat BR C B, azaz B az R-nek jobb oldali idealja. Ko&vetkezésképpen B az R-nek
kétoldali idélja. O

A kovetkezo tétel bizonyitasa el6tt megjegyezziik, hogy ha A és B egy R gyiiri olyan
idealjai, amelyekre R = A & B teljesiil, akkor A és B egyoldali, illetve kétoldali idealjai
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az R-nek is egyoldali, illetve kétoldali ideédljai. Ugyanis, ha a € A és b € B, akkor
abe ANB = {0}, és ezért ab=10. Tehat azr =a+bésr’ =da' + b (a,d’ € A, b,V € B)
elemek szorzatara rr’ = aa’ + bb' adodik (mert ab’ = 0 = a'b). Ha I az A egy bal oldali
idedlja, akkor I = I + {0} és ezért tetszGleges r = a+b € R (a € A,b € B) elemre
rl = (a+0b)(I +{0}) =al+{b0} C I+ {0} = I. Tehat I az R-nek is bal oldali ideélja.
Hasonloan, A tetszéleges kétoldali idealja R-nek is kétoldali ideélja.

J.H.M.Wedderburn (188271948) E.Martin (1898 — 1962)

3.14.11 Tétel (Wedderburn-Artin 1. tétele) Minden féligegyszerii R gytirt egységele-
mes, és felbonthaté véges sok olyan kétoldali idealjanak direkt dsszegére, melyek mind-
egyike olyan egyszerd gytri, amelyekben a bal oldali idealokra teljesiil a minimum-
feltétel. R-nek ez a felbontasa egyértelm.

Bizonyitas. Mivel minden kétoldali ideal bal oldali ideal is, ezért az el6z6 tétel bizonyi-
tasdnal valaszthattunk volna csak két oldali idedlokat. Igy

R=A0A0 - @A,

ahol az A;-k az R gytrd kétoldali ideédljai. Az A; direkt 6sszeadandok idealjai R-nek is
ideéljai. Mivel az idealok minimalis idedlok voltak, ezért az el6z6ekbdl kdvetkezGen egy-
szertdiek is. Mivel R onmagéanak kétoldali idealja, ezért van egységeleme a 3.14.10 Lemma
szerint. Mivel az A;-k bal oldali idealjai bal oldali idealjai R-nek is, ezért az A; idealok
is eleget tesznek a minimum-feltételnek a bal oldali ideédljaikra nézve.

Mar csak az egyértelmiiség bizonyitasa van hatra. Elég ehhez megmutatni, hogy R
minden minimélis ideélja ott szerepel a felbontasban, azaz valamelyik A;-vel megegyezik.
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Legyen tehat B az R tetszéleges minimalis ideéalja. Akkor B # {0}. Legyen b a B egy
nem 0 eleme. Akkor b = a; + -+ + a (a; € 4;), amely tagok kozott van olyan (pl. aq),
amely nem nulla. Akkor az A; ideal e; egységelemére a; = eja; = e1b € B. B tehét
tartalmazza az a; altal generélt ideélt, ami nem lehet mas, mint A;, mert A; minimalis
ideal. Tehat A; C B. Mivel B minimalis ideél, ezért A; = B. O

Mivel minden egységelemes kommutativ egyszert gytrd test, ezért a Wedderburn-
Artin 1. tételének kapjuk egy kovetkezményét.

3.14.12 Tétel Minden kommutativ féligegyszerii R gytirt egységelemes, és felbonthaté
véges sok olyan kétoldali idealjanak direkt Osszegére, melyek mindegyike test.

A Wedderburn-Artin 1. tételében szerepls direkt 6sszeg tagjait is jellemzi a kévetkezs
tétel (amelyet bizonyitas nélkiil ismertetiink).

3.14.13 Tétel (Wedderburn-Artin 2. tétele) Egy R # {0} gyiirt akkor és csak akkor
olyan egyszerd gytirt, amelyben a bal oldali idedlokra teljesiil a minimum-feltétel, ha
R vagy primszamrendid zérégyitird, vagy izomorf valamely F ferdetest feletti F™ teljes
matrixgytrivel.
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4. fejezet
MODULUSOK, VEKTORTEREK

4.1. A modulus fogalma

4.1.1 Definicié (A modulus fogalma) Legyen R egységelemes gytirii, M pedig Abel-
csoport. Azt mondjuk, hogy M bal oldali R-modulus, ha minden r € R és a € M
elemparhoz hozza van rendelve egy ra-val jelolt M-beli elem tigy, hogy minden r,s € R
és a,b € M elemekre teljesiilnek az alabbiak:

e r(a+b) =ra+rb,

e (r+s)a=ra+ sa.

e 1(sa) = (rs)a,

e la=a,
ahol 1 az R egységelemét jeloli.
4.1.2 Megjegyzés Ha az R elemeivel vald szorzést jobbroél irjuk, akkor a jobb oldali
R-modulus fogalméhoz jutunk. Ugyeljiink arra, hogy tetsz6leges r,s € R elemek rs
szorzatanak az M egy a elemével vald szorzasanal elGszor s-sel, majd r-el szorzunk, ha
M bal oldali R-modulus; ha M jobb oldali R-modulus, akkor elészor r-rel, majd s-sel
szorzunk. Kommutativ R gytri esetén a bal oldali és jobb oldali R-modulus k6zott nem

kell kiilonbséget tenni. Tekintettel arra, hogy a bal oldali , illetve a jobb oldali modulusok
elmélete analdg, ezért elegends csak az egyik oldali modulusokkal foglalkozni. Mi itt a
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bal oldali modulusokat vizsgaljuk, és a bal oldali jelz6t elhagyjuk. Tehat moduluson
mindig bal oldali modulust értiink.

Példak.

(1) Legyen M tetsz6legs Abel-csoport és Z az egész szamok gytirtje. Az M tetszolegs
a elemének és tetszllegs m egész szamnak értelmezve van az ma szorzata, és erre a
szorzatra teljeslilnek a fenti definiciéban szereplé azonossédgok. Tehat minden Abel-
csoport Z-modulus.

(2) Valaszuk M-et egy egységelemes gytirt additiv csoportjaként, és az R elemeinek
az M elemeivel val6 szorzés legyen a gytiribeli szorzés. Megmutathato, hogy teljestilnek
a modulus defunici6jaban szerepl§ feltételek. Tehat minden R gytrd R-modulus.

(3) Legyen M egy tetsz6leges Abel-csoport és R egy egységelemes gytird. Minden
r € R és a € M elemre legyen ra az M nulleleme. Ekkor M egy R-modulus (un. trivialis
R-modulus).

(4) Legyen M egy Abel-csoport és R az M endomorfizmusainak gytrdje. Az M
tetszGleges a elemének és M tetszdleges ¢ endomorfizmusanak szorzata legyen egyenld
(a)-val. Konnyen belathato, hogy az M Abel-csoport erre az R gyfiriire nézve R-
modulus.

(5) Ha R egy ferdetest, akkor az R-modulust vektortérnek (R-vektortérnek, vagy R
feletti vektortérnek nevezziik.

4.1.3 Definicié (Részmodulus) Legyenek M és N mindketten R-modulusok. Azt mond-
juk, hogy N az M részmodulusa, ha N az M részcsoportja, és minden r € R ésa € N
esetén ra € N.

4.1.4 Tétel Legyen M egy R-modulus. Ha N; (i € I) az M modulus R-részmodulusainak
tetszbleges nem tires halmaza, akkor M;c;N; is R-részmodulusa M -nek.

4.1.5 Definicié (Generalt részmodulus) Legyen M egy R-modulus, és legyen X az M
egy nem iires részhalmaza. Az M mindazon R-részmodulusainak metszetét, amely rész-
modulusok tartalmazzak X-et, az X altal generalt R-részmodulusnak nevezziik.

4.1.6 Tétel Legyen M egy R-modulus és X az M-nek egy nem lires részhalmaza. Az
M-nek az X altal generalt R-részmodulusa mindazon véges ria,+- - - r,a, szorzatosszegek
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(lineéris kombinaciok) halmaza, amelyekben n tetszéleges pozitiv egész szam, r; € R és
a €M (i=1,...,n).

4.1.7 Definici6é (Faktormodulus) Legyen M egy R-modulus, és legyen N az M-nek egy
R-részmodulusa. Akkor az M tetszoleges a + N mellékosztalyara és tetszéleges r € R
elemre r(a + N) = ra+rN C ra+ N. Ha az M/N faktorcsoport a + N elemének és
az R gytri tetszdleges r elemének szorzatét r(ay) = ra = N moédon értelmezziik, akkor
M/N egy R-modulus lesz. Ezt az M modulus N szerinti faktormodulusdnak nevezziik.

4.2. Modulusok homomorfizmusa

4.2.1 Definicié (Modulusok homomorfizmusa) Legyenek M, és My R-modulusok. Az
Mi-nek Ms-be valé o leképezését R-homomorfizmusnak nevezziik, ha

e p(a+b)=p(a)+ o),
o p(ra) =rp(a)

teljesiil tetszéleges a,b € M és tetszéleges v € R elemekre. A ¢ R-homomorfizmus
magjan a

Kerp ={a € M; : ¢(a) =0}

halmazt értjiik, ahol Oy jeloli az My csoport nullelemét.

4.2.2 Tétel (Homomorfizmustétel) Tetszbleges ¢ : My — My sziirjektiv R-homomorfizmus
magja az Mi-nek egy R-részmodulusa, és az M, /Kery faktormodulus R-izomorf az My
modulussal.

4.2.3 Tétel Legyenek M és N mindketten R-modulusok. Az M-nek N-be val6 R-
homomorfizmusai a

(1 +p2) ra— pi(a) + p2(a) (a€ M)

modon definialt Gsszeadasra nézve Abel-csoportot alkotnak.
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Az el6z6 tételben szereplé Abel-csoport jele Hom(M, N), neve pedig: homomorfiz-
muscsoport.

Legyen I tetszéleges halmaz és A; (i € I) indexezett halmazrendszer. Azon f fiigg-
vények halmazat, amelyek az I indexhalamazt az U;crA; halmazba képezik le gy, hogy
minden ¢ indexre f(i) € A; teljesiil, az A; (i € I) halmazrendszer Descartes-szorzatanak
nevezzik és I1;c; A; modon jeloljiik. A Descartes-szorzat elemeit kivalasztasi fliggvények-
nek nevezziik.

Ha (G;;%;) (i € I) csoportok tetszéleges rendszere, akkor annak Descartes-szorzatan
értelmetheziink egy mtveletet a kévetkezGképpen:

fix fo i fi(i) % fa(3).

Koénnyen igazolhato, hogy a Il;c;G; Descartes-szorzat erre a mitiveletre nézve csoportot
alkot, amelyet a G; (i € I) csoportok (kiils§) direkt szorzatédnak neveziink.

4.2.4 Definicié (Modulusok direkt szorzata) Legyenek M; (i € I) tetszéleges R-modulusok.
Legyen M az M; csoportok kiils6 direkt szorzata. Az M csoport tetszéleges [ elemé-
nek az R gytrid tetszéleges r elemével valé szorzatat értelmezziik a kovetkezSképpen:
rf i rf(i). M egy R-modulussé valik, amelyet az M; (i € I) modulusok direkt
szorzatanak neveziink, és Il;c; M; médon jeloliink.

4.2.5 Definicié (Modulusok direkt 6sszege) Egy R gytirt feletti M; (i € 1) modulusok
direkt Gsszegén (mas néven a diszkrét direkt szorzatan) direkt szorzatuk azon ) .., M;-
mel jel6lt részmodulusat értjiik, amely azon f kivalasztasi fiiggvényekbdl all, amelyeknél
véges sok i indexre teljesiil, hogy f(i) # 0;, ahol 0; az M; modulus nullelemét jeldli.

4.2.6 Megjegyzés A ) ., M; direkt Osszeg a formalisan képezett Gsszes lehetséges
A, + -+ + ag, véges osszegek halmazakeént is tekinthets, ahol mindegyik ay; az azonos
indexti My, eleme, ¢s az indexek egy ilyen formalis Gsszegben paronként kiilonbéznek.
Két ilyen formalis Osszeg egymaéssal egyenls, ha ugyanazon tagokbdl all, és a két Gsszeg
csak a tagok sorrendjében kiilonbozik. Két ilyen formalis Osszeg Osszegét ugy képezziik,
hogy formalisan a + jellel kotjiik Ossze Gket és az azonos indext modulusboél szarmazo ta-
gokat Osszeadjuk. R-beli r elemmel pedig gy szorozzuk 6ket, hogy a tagok mindegyikét
szorozzuk r-rel (balrol, ha bal oldali R-modulusokrél van sz6).
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4.3. Szabad és projektiv R-modulusok

4.3.1 Definicié (Szabad modulus) Az F' R-modulust az X C F szabad generatorrend-
szer altal generalt szabad R-modulusnak nevezziik, ha

e X az F generatorrendszere és

e barmely N R-modulus esetén barmely f : X — N leképezés kiterjesztheté F'-nek
N-be val6 R-homomorfizmusava.

4.3.2 Tétel Minden szabad R-modulus az R-rel R-izomorf R-modulusok direkt dsszege.

Bizonyitas. Legyen az F' R-modulus az X C F szabad generatorrendszer altal generalt
szabad R-modulus. Akkor F' minden z eleme el6all z = ryzy + - - - + r,x, alakban, ahol
az r;-k az X-nek paronként kiilonbozé elemei, az r;-k az X-nek elemei. Minden x € X
elemhez rendeljiink hozza egy, az R gytrtvel R-izomorf R, R-modulust. Jeloljiik z-szel
az R, modulus azon elemét, amelyet az R = R, R-izomorfizmus az R gylrd egység-
eleméhez rendel. Képezzikk az R, (¢ € X) R-modulusok direkt Osszegét. Jeldlje ezt
F'. A fenti utasitassal X minden eleméhez hozzarendeltiik az F’ egy jol meghatarozott
elemét. Mivel X az F' R-modulus szabad generatorrendszere, ezért ez a hozzarendelés
kiegészitheté6 F-nek F'-re valo ¢ homomorfizmusava. A ¢ homomorfizmus az F' egy
T =rx + -+ rpx, eleméhez az F (z) = rip(z1) + -+ rap(2,) = x4+ T,
elemét rendeli. Ebb6l mar kovetkezik, hogy ¢ R-izomorfizmus. O

4.3.3 Definicié (Modulusok egzakt sorozata) R-modulusok és R-homomorfizmusok egy
My 25y 2o D v (k> 2)
sorozatat egzakt sorozatnak nevezziik, ha minden i = 1,2,...,k — 1 indexre
Imf; = Ker fi1,

azaz f; az M; 1 modulust az M; modulus azon részmodulusara képezi le, amely az f;,
homomorfizmus magja.
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4.3.4 Megjegyzés A
{0y L a2

sorozat pontosan akkor egzakt, ha f5 injektiv, azaz az M; modulusnak az My modulusba
valo bedgyazasa.

4.3.5 Megjegyzés Az
Mo 25 My 25 {0}

sorozat pontosan akkor egzakt, ha f; sziirjektiv, azaz M; az M, epimorf képe.
4.3.6 Megjegyzés A
{0}— My 25 My L My—s{0}

sorozat pontosan akkor egzakt, ha fy injektiv és f3 sziirjektiv; ekkor M; tugy is tekinthe-
t6, mint M, azon részmodulusa, amely megegyezik az f;3 magjaval, és ezért az My /M,
faktormodulus izomorf az M; modulussal.

4.3.7 Megjegyzés A
{0}—M L M—{0}

sorozat pontosan akkor egzakt, ha f az M-nek automorfizmusa.

4.3.8 Tétel Tetszbéleges M R-modulus alkalmas F' szabad R-modulusnak homomorf ké-
pe. Masképpen fogalmazva: minden M R-modulushoz létezik olyan F' szabd R-modulus
és olyan ¢ R-homomorfizmus, hogy

F <5 M—{0}

egzakt sorozat.

4.3.9 Definicié (Projektiv modulus) Legyen P egy R-modulus. Azt mondjuk, hogy P
egy projektiv R-modulus, ha tetszéleges olyan

P
&
C

B N

«
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diagramm, amelyben a

sor egzakt, kiegészithetd olyan

diagramma, amely kommutativ, azaz, amelyben szerepld v, a, ¢ R-homomorfizmusokra
Ya = p teljesiil.

4.3.10 Tétel Minden szabad R-modulus projektiv.

4.3.11 Tétel Egy P R-modulus akkor és csak akkor projektiv, ha valamely F szabad
R-modulus direkt 6sszeadandéjaval R-izomorf.
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5. fejezet
FERDETESTEK, TESTEK

Mint ahogy arrél mar volt szo, egy olyan gytrtt, amelyben a nullelemt6l kiilonb6z§ ele-
mek a szorzasra nézve csoportot alkotnak, ferdetestnek neveziink. Egy olyan ferdetestet
pedig, amelynek multiplikativ csoportja kommutativ, testnek neveziink.

5.1. Véges testek

5.1.1 Tétel Ha a K test az L véges ferdetest részteste, akkor van olyan pozitiv egész
n, hogy | L |=| K |".

Bizonyitas. Bebizonyithato, hogy L vektorteret alkot a K test felett. Mivel F' véges sok

elemet tartalmaz, ezért L dimenzidja véges. Legyen ez a dimenzié n. Ha by, ..., b, egy
bézis elemei, akkor L minden eleme egy és csak egyféleképpen irhato fel K-beli kq,..., k,
egytitthatokkal

kb + -+ + kb,

.....

vonatkozo képletbdl), hogy | L |=| K |". 0

5.1.2 Tétel Véges test elemeinek szama primhatvany:.

Bizonyitas. Legyen L véges test. L katakterisztikdja p primszam. Az L-ban 1év§
primtest izomorf a p elemet tartalmazoé Z, résztesttel. Az 5.1.1 Tétel felhasznalasaval
kapjuk az | L |= p" eredményt valamely n pozitiv egész szammal. O
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5.1.3 Tétel (Wedderburn) Minden véges ferdetest kommutativ.

Bizonyitas Legyen F' egy véges ferdetest, melynek karakterisztikija a p prim. Az F
ferdetest Z(F') centruma F-nek p karakterisztikaju részteste. Az 5.1.2 Tétel szerint
Z(F) elemszama p-nek valamely hatvanya. Jelolje ezt a hatvanyt q. Mivel Z(F') az F
részteste, ezért a Tétel 5.1.1 szerint | F' |= ¢ valamely n pozitiv egész szamra. Ha meg
tudjuk mutatni, hogy az n kitevé egyenlé 1-gyel, akkor abboél F' = K kovetkezik, ami
bizonyitana a tétel allitasat. Tegylik fel, indirekt moédon, hogy n > 2. Jeldlje G az F
ferdetest multiplikativ csoportjat, azaz G = F'\ {0}. Az osztalyegyenlet alkalmazéséaval:

|G = ZG) [+ | Ky [+ 4| K |,

ahol K1, ..., K,, a G csoportnak a nem egyelemii konjugaltsagi osztalyai (azaz, amelyek
a G centruméanak komplementerében helyezkednek el). Vilagos, hogy a G csoport Z(G)
centruma egyenld a Z(F) \ {0} multiplikativ csoporttal, igy | Z(G) |= ¢ — 1. Tehat az
osztéalyegyenlet a kovetkezs alaki:

" —-1l=q—1+|K |+ +|Kn|.

Legyen j € {1,2,...,m} tetsz6leges index. A K, elemszama megegyezik tetszGleges
f € Kj elem kiilonb6z6 G-beli konjugéltjainak szamaval, azaz az f elem G-beli centra-
lizatoranak indexével. Az f elem F testbeli C(f) centralizatora F-nek részferdeteste,
amely résztestként tartalmazza F centrumat. Igy O(f) elemszdma Z(F) elemszamanak,
g-nak egy ¢" hatvanya. Igy

o1 g -1

Ezek szerint a fenti osztalyegyenlet a kovetkezd alaku:

"—1 "—1
qn1_1 qnm_l

Tudjuk, hogy

minden pozitiv egész n-re és minden valos z-re, ahol ®4(x) jeloli a d-dik korosztési

polinomot. Mivel n; osztéja n-nek minden j = 1,2,...,m index esetén, ezért @, (x)
oszt6ja minden egyes % tagnak. Vilagos, hogy ®,(x) osztéja 2™ — 1-nek is. Az x
q"—1

helyébe ¢-t irva, adodik, hogy ®,,(q) osztja ¢™ — 1 kiilonbséget és a tagokat minden

q" -1

j=1,2,...,m indexre. Ebbdl kévetkezik, hogy ®,(q) osztja ¢ — 1-et.
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Ellentmondasra tugy fogunk jutni, hogy megmutatjuk azt is, hogy ®,(q) nem osztja
a q — 1 kiilonbséget. Mivel n > 2, ezért minden egyes §; primitiv n-dik egységgyok
valos része kisebb 1-nél (mivel ezek a komplex szamsikon az origd koézépponti 1 sugart
koron helyezkednek el), és emiatt a &;, 1, ¢ pontok altal meghatarozott komplex sikbeli
haromszoghdl | ¢ — & |[>] g — 1 |= ¢ — 1 adodik. Az elézGek alapjan a n-dik kérosztasi
®,,(x) polinomra | ®,(q) |> (¢— 1) > g — 1 teljesiil, és ezért ®,(¢) nem osztja ¢ — 1-t.
Ez ellentmod a bizonyitas elsé részében kapott eredménynek, ezért az n > 1 feltétel nem
teljesiilhet. Igy n = 1, azaz F = Z(F). Tehat F-ben a szorzs kommutativ, azaz F egy
test. O

5.1.4 Tétel Minden véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas. Legyen T k + 1 elemet tartalmazo test. Jeldlje G a T" multiplikativ cso-
portjat. Akkor | G |= k. Ha g a G csoport d-edrendii eleme, akkor d|k a Lagrange
tétel szerint, és a T test feletti ¢ — 1 polinomnak a gyckei éppen a g kiilénboz6 hatva-
nyai, azaz a g altal generalt d-edrendi ciklikus részcsoport elemei. Ezért ha G-ben van
d-edrendii elem, akkor azok szama szama ¢(d), mert egy d-edrendi ciklikus részcsoport-
ban ¢(d) szdmt olyan elem van, amelyek rendje d. Mivel az ¢ — 1 polinomnak legfeljebb
d gyoke van T-ben, ezért gyokeinek szama 0 vagy d. Igy G-ben vagy nincs d-edrendi
elem (ilyen eset példaul az, amikor d nem osztéja k-nak) vagy van, és ekkor azok szama
©(d) (a fentiek alapjan). A korosztasi polinomokroél tudjuk, hogy z*F — 1 = [ @a(=),
ahol ®4(x) jeloli a d-dik korosztasi polinomot. Az egyenlSségben szerepld polinomok
fokszamét tekintve, k = >, ¢(d). Ennek az egyenl6ségnek tehat teljesiilni kell, amely
(a fentieket is figyelembe véve) azt eredményezi, hogy k& minden d osztojara kell, hogy
legyen G-ben d-edrendt elem. Igy viszont van G-ben k-adrendd a elem. Tehat G az a
elem altal generalt ciklikus csoport. O

5.1.5 Tétel Minden olyan véges nullosztomentes gytri, amelynek legalabb két eleme
van, test.

Bizonyitas. Mivel R nullosztomentes, ezért a nem nulla elemeinek halmaza zart a

szorzasra nézve, és ezért félcsoport. Legyenek aq,...,a, az R gy(ri 6sszes nem nulla
elemei. Tetsz6leges 0 # a € R elemre az aaq, . .., aa, szorzatok egyike sem nulla, mivel

a nem bal oldali nulloszt6. Ezért az ar = b egyenletnek van megoldédsa R nullatol
kiilonb6z6 elemeinek félcsoportjaban minden nem nulla b elemre. Hasonléan igazolhato,
hogy az ya = b egyenletnek is van megoldédsa R nem nulla elemeinek félcsoportjaban
tetszbleges 0 # b € R elem esetén. Ebbdl mar kévetkezik, hogy az R\ {0} halmaz
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csoport a szorzéasra nézve. Tehat R ferdetest. Mivel R véges, ezért Wedderburn tétele
miatt R kommutativ, és ezért R test. O

5.2. Ferdetestek, mint specialis gytrik

5.2.1 Tétel Ferdetestnek nincs nem-trivialis egyoldali idealja. Forditva, ha R olyan
gyiirid, amelyben nincs nem-trivialis bal oldali ideél (vagy nincs benne nem-trivialis jobb
oldali ideal) és R* # {0}, azaz R nem zérogytirii, akkor R sziikségképpen ferdetest.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L egy F' ferdetest 0-tol kiilonb6z6 bal oldali idealja.
Legyen 0 # a € L tetszoleges elem. Mivel F ferdetest, a-nak létezik a! inverze, és ezért
minden x € F elemre v = xe = xa'a € L, azaz, L = F. Hasonl6an igazolhato, hogy F
minden 0-t6l kiilonbo6zé J jobboldali idealra F' = J adodik. Ezzel e tétel els allitasat
bebizonyitottuk.

Forditva, tegyiik fel, hogy R olyan gytri, amelyben nincs nem-trivialis bal oldali
ideal és R nem zérogytri. ElGszor bebizonyitjuk, hogy R nullosztomentes. Tegyiik fel,
indirekt médon, hogy R-nek vannak olyan a # 0 és b # 0 elemei, amelyekre ab = 0
teljesiil. Legyen

A={x € R| zb =0}
és
B ={y € R| Ry ={0}}.

Mivel a € A és A bal oldali idedlja R-nek, ezért A = R. Igy Rb = {0}, és ezért b € B.
Mivel B is bal oldali ideélja R-nek, ezért B = R, amibsl R?* = {0} kovetkezik. Ez
viszont ellentmond az R? # {0} feltételnek. Tehat R nullosztémentes. Igy R nem nulla
elemeinek halmaza félcsoportot alkot a szorzasra nézve. Ebbdl kovetkezGen, R tetszéleges
nem nulla a eleme esetén Ra az R nem nulla bal oldali iealja, és ezért Ra = R. Tehét
van olyan 0 # ¢ € R elem, melyre ea = a. Ekkor e?a = ea = a, amibdl (e* — €)a
kovetkezik. Ebbdl viszont a nullosztémentesség miatt e? — e = 0, azaz e = e adodik.
Innen e%b = eb kivetkezik tetszleges b € R elemre, azaz e(eb—b) = 0. Mivel e # 0 és R
nullosztémenentes, ezért eb — b = 0, azaz eb = b. Tehat e az R bal oldali egységeleme. A
fenti Ra = R egyenlGségnek R tetsz6leges a # 0 elemére valo fennallasabol kdvetkezik,
hogy minden 0 # a € R elemhez van olyan a~! # 0 eleme R-nek, amelyre a 'a = e
teljesiil. Tehat R nem nulla elemeinek halmaza csoportot alkot a szorzasra nézve. Igy R
egy ferdetest. O
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5.2.2 Tétel Ha R olyan kommutativ egyszerti gytri, amely nem zérogytri, akkor R
test.

Bizonyitas. A tétel az el6z6 tétel kbvetkezménye. O

5.2.3 Tétel Ferdetest tetszéleges epimorfizmusa vagy izomorfizmus vagy a 0 gytrtre
valé leképezés.

Bizonyitas. Mivel F' ferdetestnek nincs valodi idealja, ezért tetszéleges epimorfizmu-
sanak magja vagy 0 vagy F'; az els§ esetben az epimorf kép izomorf F-fel, a masodik
esetben az epimorf kép egy elemet tartalmaz, azaz 0-gytird. O

5.3. Testbgvitések (altalaban)

5.3.1 Definici6 Ha a K test része az L testnek, akkor K-t az L résztestének, L-et
pedig a K bdévitésének nevezziik. Ennek jele: L|K. Legyen «,f3,... az L test véges
vagy végtelen sok eleme. Az L test azon legsziikebb résztestét, amely K-t is és az
a,f,... elemek mindegyikét is tartalmazza (vagyis a K és az «,f3,... elemek éaltal
generalt résztestet) a K test «, 5, . .. elemekkel valé bévitésének nevezziik, és K(«, [3,. . .)
modon jeloljiik. Azt is mondjuk, hogy a K (a, (3, ...) test a K testbdl az «, 3, . .. elemek
adjunkciéja révén all elé.

5.3.2 Definicié Ha az L test a K test egy bévitése, akkor L tekinthetd tigy, mint egy
K test feletti vektortér. Az L-nek, mint K feletti vektortérnek a dimenziéjat az L|K
testbévités fokanak nevezziik. Ha ez a fok véges, akkor véges foki bévitésrdl, ellenkezd
esetben végtelen bovitésrdl beszéliink.

5.3.3 Tétel Ha K, L, M olyan testek, amelyekre a K C L C M teljestiil, akkor az M|K
bévités foka egyenls az L|K és az M|L bévitések fokanak szorzataval. Ha az L|K és
M|L bévitések valamelyikének foka végtelen, akkor az M|K bdvités foka is végtelen.
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Bizonyitas. Csak azt az esetet bizonyitjuk, amikor az L|K és az M|L bovitések foka
véges. Legyen «y,...,a, az L-nek K-ra vonatkozo, B, ..., 3, pedig M-nek L-re vonat-
kozo bazisa. Megmutatjuk, hogy az «;f; szorzatok (1 = 1,...,n; j=1, ..., m;) M-nek
K-ra vonatkozo bazisat alkotjak. Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy ezek a szorzatok
generaljdk M-et. Legyen x € M tetsz6leges elem. Akkor megadhatok olyan b; € L
elemek (j =1,...,m), hogy

=001+ + bnfm-
Minden b; € L elemhez megadhatok olyan K-beli a;; elemek (i = 1,...,n), amelyekre

bj = CLleél 4+ 4+ anjan.

Igy .
Tr = Z Z CLijOéiﬁj.
i=1 j=1
Tehat az ;8 szorzatok M-nek K-ra vonatkoz6 generatorrendszerét alkotjak. Mar csak
azt kell megmutatni, hogy ezek a szorzatok linearisan fliggetlenek. Tegyiik fel, hogy

an(fr) + -+ ag(@iBy) + - + apm(nBm) =0,
ahol a;; € K. Rendezziik az egyenlGséget a [3;-k szerint, akkor azt kapjuk, hogy
(a0 4 -+ + @pan)fr + - -+ (amar + - - 4 ApmQn) B = 0.
A Bj-k egytitthatoi L elemei. Mivel 8i,..., 3, az M-nek, mint L feletti vektortérnek a
bazisa, ezért
ajjoq + -+ ago, =0 (j=1,...,m).

Kihasznalva, hogy az a;-k az L nek, mint K feletti vektortérnek a béazisa, azt kapjuk,

hogy

Tehat az ;5 szorzatok linearisan fiiggetlen generatorrendszertét, és igy bazisat alkotjak
M-nek, mint K feletti vektortérnek. O

5.3.4 Definicidé Legyen « egy L test tetszdleges eleme, K pedig az L egy részteste.
Azt mondjuk, hogy o a K felett algebrai elem, ha van olyan legalabb els6foki K-beli
egytitthatés f(x) polinom, melynek az o elem gydke, azaz, amelyre f(a) = 0 teljesiil.
Ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy az o elem transzcendens a K felett.

110



Ha K a racionalis szamtest és a egy komplex szam, akkor a aszerint algebrai vagy
transzcendens szam, hogy o gyoke-e egy raciondlis egyiitthatoju legalabb elséfoka po-
linomnak, vagy nem. Példaul v/2 és 1 + i algebrai szamok, mert /2 gydke az 22 — 2
polinomnak, ¢ + 1 pedig gyoke az %xz — x + 1 polinomnak. Megmutathato, hogy e és m
transzcendens szamok.

Legyen L a K test bovitése és o € L. Tekintsiik a K[z| polinomgytird mindazon
polinomjait, amelyeknek az « elem gyoke. Vilagos, hogy ezek a polinomok a K|x] egy
I idealjat alkotjak. Mivel a K test feletti polinomgytri euklideszi gytiri, ezért fGideal-
gytrd is, igy megadhato olyan p(z) € K[x] polinom, amely generédlja az I idealt, azaz
I = (p(x)). Vilagos, hogy ez a polinom aszerint 0 vagy nem nulla, hogy az « elem
tarnszcendens (ekkor « csak a 0 polinomnak gyoke) vagy algebrai (ekkor o gyoke egy
legalabb elssfokt polinomnak). Vizsgaljuk azt az esetet, amikor az a elem algebrai K
felett. Ekkor a p(x) polinom legalabb elséfoku. Mivel a (p(z)) ideal minden polinomja
a p(x) polinomnak K [z]-beli polinommal képezett szorzata, ezért p(z) a legkisebb olyan
fokszamu polinom, amelynek az o elem gyoke. p(x) valaszthato ugy is, hogy fGegytittha-
toja 1 legyen. Megmutathato, hogy p(x) irreducibilis polinom. Ellenkezs esetben lenne
két olyan, a p(z) polinom fokszaméanal kisebb fokszamu h(z), g(z) € K[x] nem nulla
polinom, melyekre p(z) = h(z)g(x) teljesiilne. Ekkor a 0 = p(a) = g(a)h(«) egyenls-
ségbdl g(a) = 0 vagy h(a) = 0 kovetkezne, mert minden test nullosztomentes. Tehét az
a elem gyoke lenne a g(x) és a h(z) polinomok egyikének, ami viszont nem lehet, mert
mindkettd fokszama kisebb a p(x) polinom fokszdmanal, és p(z) a legkisebb fokszamu
olyan polinom, melynek az a elem gyoke. Tehéat a p(x) polinom irreducibilis. Ezt a
p(z) polinomot az « algebrai elem definial6é polinomjanak (vagy minimalpolinomjanak)
nevezziik.

5.3.5 Tétel Legyen L a K test bévitése és o € L egy K feletti algebrai elem. Akkor a
K (a) test izomorf a K|z|/(p(x)) maradékosztilygytirivel, ahol p(x) az « elem definial6
polinomja. Ha a p(x) polinom fokszama n, akkor a K(a)|K bdvités foka n, és a K(«)
test minden eleme egyértelmiien felirhaté cy + cioq + - -+ + ¢, ! alakban K-beli
Co,C1, - - -, Cn_q elemekkel.

Bizonyitas. Jelolje K[a| az a elem K-beli egyltthatokkal képezett polinomjainak
Osszességét, azaz az L test ¢, @™ + --- + cia + ¢g formaban felirhaté elemeinek hal-
mazat, amelyben szerepld c; elemek a K test elemei, m pedig tetsz6leges nemnegativ
egész szam. Ez a halmaz az L test egy részgytrije. Vilagos, hogy K[a| C K(a). Legyen
¢ a KJz] polinomgyitrtnek a K[a] gytriibe valé azon leképezése, amely minden egyes
f(z) € K[z] polinomhoz annak az o elemhez tartozo f(«) € K helyettesitési értékét ren-
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deli. Vilagos, hogy ¢ sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja megegyezik az o elem
p(x) definialé polinomja altal generalt (p(x)) ideallal. Mivel p(x) irreducibilis polinom,
ezért az (p(z)) idedl maximalis idealja K [x]-nek, és ezért a K[z]/(p(x)) faktorgytirtd test.
A gyitirtikre vonatkozé homomorfizmustétel miatt K|x]/(p(z)) = K|a]. Ezért K[a] test.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy K (o) = Kla] = K[z]/(p(x)).

Tegyiik fel, hogy az p(x) definial6é polinom fokszéma n. Akkor a K(«)-beli

elemek linearisan fliggetlenek. Ugyanis, ha linearisan fiiggék lennének, akkor meg lehetne
adni olyan ¢; € K (1 = 0,...,n — 1) egyiitthatokat, amelyek nem mindegyike nulla, és
amelyekkel

coFeat 4"t =0

teljesiilne. Ez viszont azt jelentené, hogy « gyoke a definialé polinomjanél kisebb fok-
szamu
flx)=co+ecrx+- +cpqa"?

n

polinomnak. Ez viszont ellentmondas. Megmutathato, hogy az 1,...,a" ! elemek nem

csak lineéarisan fliggetlenek, hanem generaljak is K («)-t. Ha
p(z) = 2" +ap_1 2"+ -+ ayx + a,

akkor
Q" = —a, 10" — o — a0 — ay,

és igy o n-dik és annal magasabb kitevsjd hatvanyai kifejezheték az 1, o, . .., o™ ! elemek

linearis kombinacidjaként. Tehat az 1,a,...,a" ! elemek a K(a)-nak mint K feletti
vektortérnek egy bazisat alkotjak. Ezért a K(a)|K testbévités foka megegyezik az o
elem definial6 polinomjanak fokszaméaval, és K (a) minden eleme egyértelmten felirhato
co+ cioq + -+ cp_1a™ ! alakban K-beli ¢y, c1, ..., c,—1 elemekkel. 0

5.3.6 Tétel Legyen L a K test bévitése és a € L egy K feletti transzcendens elem. Ak-
kor a K («) test izomorf a K (x) fiiggvénytesttel. Ekkor a K(«)|K bévités foka végtelen,
és a K(«) test minden eleme felirhato

b,a™ + -+ b+ by

Q™+ -+ ¢

alakban. Két ilyen tort csak akkor reprezentalja K («)-nak ugyanazt az elemét, ha x
megtelel6 racionalis tortjei egymassal egyenldk.
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Bizonyitas. A bizonyitas elején alkalmazzuk az el6z6 tétel gondolatmenetét. Jeldlje ¢
itt is a K[z] polinomgytirtinek a Kla] gytrtre valo azon sziirjektiv homomorfizmusat,
amely minden f(x) € K[z] polinomhoz annak f(«) helyettesitési értékét rendeli. Mivel o
transzcendens elem, ezért kerg = {0} és igy (a homomorfizmustétel miatt) Kz] = Klal.
A K(a) test izomorf a K|a] egységelemes integritasi tartoméany hanyadostestével, és igy

K(a) = K(z). O

5.3.7 Definicidé Legyen a K test az L; és Ly testek részteste. Akkor mondjuk, hogy
Ly izomorf Lo-vel K felett, ha megadhaté Li-nek Ls-re olyan izomorfizmusa, amely K
elemeit fixen hagyja.

5.3.8 Tétel Legyenek a és B egy K test L bévitésének olyan elemei, amelyek ugyanazon
K feletti irreducibili polinom gydkei, akkor létezik olyan K feletti izomorfizmus K («) és
K(B) kozott, amely az a-t a S-ba viszi ét.

Bizonyitas. Az 5.3.5 Tétel szerint K () elemei felithatok cy + ciaq + -+ + 1™
alakban. Nem nehéz belatni, hogy a

Co+cioaqg + -0+ cn_la”_l — Co + Clﬁ1 + -+ Cn_lﬁn_l

megfeleltetés a K («) testnek a K(f) testre valo olyan izomorfizmusa, amely K elemeit
fixen hagyja. O

5.3.9 Tétel Ha « és f mindketten transzcendes elemek a K test egy L bdévitésében,
akkor K («) izomorf K(f3)-val K felett.

) = K(z) és K(B) & K(x), ezért K(a) & K(f). Ennél az
€ K(a) elemennek az % € K(pP) elem felel meg. Ez a K
elemeit fixen hagyja. O

Bizonyitas. Mivel K(«
izomorfizmusnal az %

5.3.10 Tétel Legyen K egy test. Létezik K -nak olyan K(a) bévitése, amelyben o
transzcendens elem K felett.
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5.3.11 Tétel Legyen p(x) a K test feletti irreducibilis polinom. Létezik K-nak olyan
K («) bévitése, amelyben « a p(x) gyoke.

Bizonyitas. A K[x]/(p(z)) faktorgytird test, mert (p(z)) maximalis ideal. Ebben a
testben K kiilonb6z6 elemei kiilonb6z6 mellékosztalyokban vannak, igy K részteste a
K[z]/(p(z)) testnek. Jeldlje o az x polinomot tartalmazoé mellékosztalyt. Ez gyoke a
p(z) polinomnak és K(«) = K[x]/(p(z)). O

5.4. Algebrai bévitések

5.4.1 Definicié Egy L|K testbdvitést algebrainak neveziink, ha L minden eleme algeb-
rai K felett.

5.4.2 Tétel Ha az L test a K testnek véges bévitése, uigy az az L| K testbévités algebrai,
és L a K-bdl véges sok algebrai elem adjunkciéjaval all eld.

Bizonyitas. Legyen az L|K testbovités foka n. Ha « az L tetszoleges eleme, akkor az
lLa,...,«

elemek linearisan fiiggek, igy megadhatok olyan K-beli ¢y, ..., ¢, elemek, amelyek nem
mindegyike nulla, és ¢y + cia + - - - + ¢,” = 0. Ez pedig azt jelenti, hogy o algebrai
elem K felett. Ha K-hoz az L test egy bazisat adjungaljuk (amely n elembdl &ll), akkor
bévitésként az L testet kapjuk. Cl

5.4.3 Tétel Ha o € L algebrai K felett, akkor K(«) a K algebrai bévitése.

Bizonyitas. Ha o € L algebrai K felett akkor K(«) a K-nak véges bévitése, és ezért
algebrai. 0

5.4.4 Tétel Ha egy L test a K testbdl véges sok algebrai elem adjungalasaval all eld,
akkor L algebrai bévitése K-nak.
Bizonyitas. Mivel véges sok véges bovités véges bovités, ezért az allitas nyilvanvalo. O

5.4.5 Kovetkezmény Algebrai bovités algebrai bévitése algebrai.
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5.5. Felbontasi test

Az algebrai testbévitések kozott kiillonosen fontosak azok, amelyek tugy allnak els, hogy
egy K testhez egy K|x|-beli polinom gyokeit adjungaljuk.

5.5.1 Definicié Legyen f(x) egy K test feletti n-edfoka (n > 1) polinom. Tegyiik fel,
hogy K-nak van olyan M bévitése, amelyben f(x) elséfoku tényezok szorzatara bomlik

f(x) = (z =) (2 = an).

Az M testnek azt az L résztestét, amely a K testbdl az oy, . . ., o, gyokok adjunkciéjaval
all els, az f(x) polinom felbontasi testének nevezziik: L = K(ayq, ..., ap).

Az el6z6 definicibban feltételeztiik, hogy van olan M test, amely tartalmazza az
f(z) € K[x] polinom &sszes gyokét. Igy kérdéses, hogy egy polinomnak van-e felbontési
teste, illetve, hogy egyértelmtie-e? Erre a két kérdésre ad valaszt a kdvetkezs két tétel.

5.5.2 Tétel (Egzisztencia-tétel) Egy K test feletti K[x] polinomgytiri tetszéleges f(x)
polinomjahoz létezik felbontasi test.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy a vizsgélt polinom legalabb elssfoku. Akkor f(z) fel-
bonthato K felett irreducibilis polinomok szorzatara:

f(@) = pr(@)pa(x) - - pp ().

Mivel p; (z) irreducibilis K felett, ezért létezik K-nak olyan K («) algebrai bévitése, hogy
K C K(ay) és ap a py(x) irreducibilis polinom gydke. Ez az o az f(z)-nek is gyoke. Igy
f(z)-b6l az x—a; gyoktényezo levalaszthato. Tegytik fel, hogy méar megkonstrualtunk egy
K, = K(ay,...,q;) (i < n) bévitést, amelyben  — aq, ...,z — a; az f(x) gyoktényezoi.
Ekkor f(x), mint K; feletti polinom a kovetkezé alakban irhato:

F@) = (o =)+ (= a)ons (o) -+ (),

ahol a ¢;(x) polinomok a K; test feletti irreducibilis polinomok, és legalabb masodfokuak.
Alkalmazva az el6z6 gondolatmenetet, kapunk egy K; 1 = K;(a;1) = K(oa, ...y, aiyq)
bévitést a q; 11 valamely a;11 gyoke segitségével. Tovabb haladva, véges sok lépés utan
eljutunk egy kivant K(ay, ..., a,) bévitéshez, amely az f(x) polinom felbontési teste.

115



5.5.3 Tétel (Unicitds-tétel) Ha L és L' egy K test feletti f(z) polinom két felbontasi
teste K felett, akkor az L|K és L'|K testbdvitések izomorfak, azaz megadhaté L-nek
L'-re olyan izomorfizmusa, amely K elemeit fixen hagyja.

5.6. Normalis testbdvités

s

5.6.1 Definicié Egy N|K testbévitést normélisnak neveziink, ha
(1) N a K-nak algebrai bévitése;

(2) haegy K feletti p(x) irreducibilis polinomnak van egy gyoke N-ben, akkor az dsszes
gyoke N-ben van, azaz p(x) az N test feletti linedris tényzdék szorzatara bomlik.

5.6.2 Tétel Ha N az f(x) € K|[z| polinom felbontasi teste, akkor az N|K testbévités
K véges normélis bovités, akkor N valamely f(x) € K|z]

normalis. Megforditva, ha az N
polinom felbontasi teste.

5.6.3 Tétel Ha L|K tetszbleges véges bovités, akkor létezik egy olyan N|K véges nor-

malis bévités, hogy L benne van N-ben.

5.7. Véges testek

Az 5.1.2 Tétel szerint minden véges test elemszama primhatvany.

5.7.1 Tétel Azonos elemszami véges testek egymassal izomorfak.

Bizonyitas. Legyen K egy véges test. Jelolje ¢ a K elemeinek szamat. A K test 0-t6l
kiilonb6z6 elemei csoportot alkotnak, melynek rendje g —1. Ezért K minden nem nulla o
elemére teljesiil az a9~! = 1 egyenldség, és igy K minden « elemére a? —a = 0. A K test
elemei tehat az ¢ —x € Zy[z] polinom gyokei. A K test tehat az x¢ —x € Z,[z] polinom
felbontasi teste. Mivel egy adott alaptest feletti polinom felbontasi testei egyméssal
izomorfak, abbdl kovetkezik, hogy barmely két g-elemi test egyméssal izomorf. O
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5.7.2 Tétel Minden q = p" (n > 1) primhatvanyhoz létezik q elemi test.

Bizonyitas. Tekintsiik a Z, test feletti 9 — x polinomot. Mivel p|q, ezért 7 — x
derivaltja ¢! — 1 = —1, és ezért az 27 — x polinomnak minden gydke egyszeres. Legyen
K az x? — x polinom felbontési teste. Ebben a testben

l—r=(r—a1) (v —ay)

alakban irhat6, ahol az «;, ..., a, elemek paronként kiilonbozéek. Mivel tetszéleges o
és aj gyokre
(i — )" = of —af = i — ay,

és a; # 0 esetén

q )
(Hye=%i -2
N
o a;
ezért az aq,. .., a, gyokok test alkotnak. Emiatt K = {a1,...,q,}, amely egy ¢ elemi
test. O
5.7.3 Tétel Ha a K véges test elemeinek szama q = p", akkor a kovetkezd leképezések
K-nak automorfizmusai:
D pz pnfl ])n,
ara’, a—a’, ...;a—a’ ) arral .

Bizonyitas. Mivel tetszbleges a,b € K esetén (a + b)P = a? + WP és (ab)? = a’bP,
azért az a — af mivelettarto leképezés. Ha o = bP, akkor (a — b)? = 0, amibdl
a K nullosztomentessége miatt a — b = 0, azaz a = b kovetkezik. Tehat a vizsgalt
leképezés injektiv. K végessége miatt sziirjektiv is. Tehat az a — aP leképezés K-nak egy
automorfizmusa. Ebb6l mar kévetkezik, hogy a tobbi leképezés is K automorfizmusai. O

5.7.4 Tétel Tetszbleges p prim és tetzdleges n pozitiv egész szam esetén a p™ elemszamu
K testnek csak olyan p* elemszamii résztestei vannak, ahol k az n osztéja. Tovabba az
is igaz, hogy a K testnek pontosan egy p* elemszamii részteste van.

Bizonyitas Ha T a p" elemszami K test egy részteste, akkor K és T' karakterisztikaja
p, és Z, CT C K. Mivel T véges dimenzios vektortér Z, felett (jeloljiik ezt a dimenziot
k-val), ezért | T |= p*. Igy a T |z, testbovités foka k. Jeldlje t a K |7 testbovités
fokat. Mivel a K |z, testbévités foka megegyezik a T' |7, testbévités fokanak és a K |7
testbovités fokanak szorzataval, ezért = kt. Tehat k az n egy osztdja.
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Most megmutatjuk, hogy n minden k osztoja esetén létezik a K testnek p* elemszami
részteste. Tegytik fel tehat, hogy k az n egy osztdoja. Akkor n = kt valamely pozitiv
egész t-vel. Mivel

pr—1=p"—1=0p"N —1=0"—1)(")" "'+ P +1),

ezért pF—1 a p™ —1 egy osztodja. Mivel p” —1 a K test multiplikativ csoportjanak rendje és
p*—1 ennek a rendnek egy osztoja, ezért ebben a csoportban van p* —1-edrendti b elem. A
b elem altal generalt ciklikus részcsoport rendje p* — 1. Ennek a ciklikus részcsoportnak
minden b elemére teljesiil a (b))P*~1 = (B"~1)t = 1t = 1 egyenlSség (itt 1 jeloli a K
csoport egységelemét). Jelolje T a b altal generalt ciklikus csoportot, kiegészitve a K
test nullelemével. Az el6zek miatt T’ elemei az 27" — z polinom zérushelyei, igy T' az
27" — z polinom felbontasi teste. 7' elemszéma p.

Ha K két résztestének azonos az elemszdma (tegyiik fel, hogy ez az elemszam pF,
ahol k az n egy osztoja), akkor mindkét résztest az P polinom gytkeibdl all (az
elozGek szerint). Igy a két résztest egyméassal egyenld. N

5.7.5 Tétel Tetszbleges p prim és tetzdleges n pozitiv egész szam esetén mindig létezik
Z, test feletti n-dimenziés irreducibilis f polinom. Az ilyen f polinomok mindegyikének
felbontasi teste izomorf a p" elemszamii testtel, valamint az is teljesiil rajuk, hogy osztoéi
az vP" — x polinomnak.

Bizonyitas Jeloljon K egy p™ elemszamu testet. Mivel K multiplikativ csoportja cik-
likus, ezért van ebben a csoportban olyan b elem, ami generalja ezt a csoportot. Mivel
a Z, testnek a b elemmel valo Z,(b) bévitésére Z,(b) = Z,[b] teljesiil, ezért Z,(b) = K,
mert K nem nulla elemei mar a b hatvanyaiként is elgallnak. Igy a Z,(b) |z, testbo-
vités foka n (mert | K |= p™), amibdl az adodik, hogy a b elem my(z) irreducibilis
minimalpolinomjanak foka n.

Legyen f tetszéleges Z, test feletti n-edfokt irreducibilis polinom. Jeldlje F' ennek a
polinomnak a felbontasi testét. Mivel F' tartalmazza résztestként Z,-t, ezért I’ elemsza-
ma p-nek valamely pozitiv egész kitevds hatvanya. Ha b € F' egy zérushelye f-nek, akkor
b minimélpolinomjanak fokszdma megegyezik f fokszaméval, azaz n-nel. Igy a Z,(b) |z,
testbdvités foka is n. Ez azt jelenti, hogy az F' felbontasi test Z,(b) részteste p™ elemet
tartalmaz. Mivel ez az f polinom tetszSleges b zérushelyére igaz, ezért Z,(b1) = Z,(bs)
teljesiil f tetszéleges by és by zérushelyére, mivel Z,(by) és Z,(b2) a p-hatvany elemszamu
F test két azonos elemszami részteste (lasd az el6z6 tételt). Tehat az f minden zérushe-
lye benne van az F' test egyetlen p" elemszamu résztestében, és ez a résztest el6all a Z,
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testnek egyetlen zérushelyével valo bévitésével. Igy ez a p” elemszamu test az f polinom
felbontéasi testével izomorf.

Legyen b az f(x) polinom egy zérushelye. Az el6z6 rész szerint a Z,(b) test elemszama
p", és ezért a Z,(b) test multiplikativ csoportjanak rendje p™ — 1. Igy b zérushelye
az xP" — x polinomnak is. Végezziik el az 27" — x polinomnak az f(z) polinommal
valo maradékos osztasat. Akkor megadhatok olyan Z, feletti g(z) és r(z) polinomok,
hogy 27" — x = f(x)q(z) = r(z), amelyben szerepls r(x) polinom vagy azonosan nulla,
vagy fokszdma kisebb az f(x) polinom fokszaméanal. Ha r(z) nem lenne az azonosan
nulla polinom, akkor az el6z6 egyenldség miatt 0 = vP" — b = f(b)q(b) — r(b) = r(b)
teljestilne, ami azt jelentené, hogy b az r(x) polinom zérushelye. Mivel az r(z) polinom
fokszama kisebb az f(x) polinom fokszaméanal, ez utobbi eredmény lehetetlen, hiszen az
irreducibilis f(x) polinomnal kisebb fokszamu polinomnak nem lehet b zérushelye. Tehéat
r(x) csak az azonosan nulla polinom lehet, amibsl mar adodik, hogy f(x) az 2P" — x
polinom egy osztoja. O

5.7.6 Példa Hatarozzuk meg a négyelemi testet!

Megoldas.Mivel a négyelemii test a Z, test masodfoku bévitése, ezért az a Z, testbdl
egy masodfokt irreducibilis polinom segitségével allithato els. Vilagos, hogy 2* — z =
z(z® = 1) = z(z — 1)(2* + 4+ 1). Az 2® + 2 + 1 polinom irreducibilis a Z, test felett,
mert nincs zérushelye Z-ben. Jelolje a az 2? + x + 1 polinom egy zérushelyét a polinom
felbontési testében. Akkor Z,(a) egy négyelemi test, melyben 1 és a egy bézis, azaz
Z5(a) minden eleme egy és csak egyféleképpen elsallithaté o + fa alakban (o, f € Z5).
Tehat
Zy(a) ={0,1,a,1 + a}.

Jeloljiik az 14 a elemet b-vel. Akkor az Osszeadas és a szorzas miivelettablai a kovetkezdk
(hasznalva azt is, hogy a? +a+ 1 = 0).

+10 1 a b 01 a b
010 1 a b 0,0 0 0 O
111 0 b «a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 bl10 b 1 a

5.7.7 Példa Hatarozzuk meg a nyolcelemi testet!

Megoldas.Mivel a nyolcelemii test a Z, test harmadfoka bévitése, ezért az a Z5 testbsl
egy harmadfoki irreducibilis polinom segitségével allithato els. Vilagos, hogy 2% — 2 =
" =) =2+ +2'+ 23+ 2% +rz+ 1) =z(z -3+ +1)(23+ 22+ 1).
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Az 23 + 2+ 1 és 23 + 2% + 1 polinomik mindegyike irreducibilis Z, felett, mert nincs
zérushelyiik Zo-ben. Igy ezen két irreducibilis polinom barmelyikének zérushelyével valo
bévitésként megkapjuk a nyocelemii testet. Hasznaljuk az 2® + x + 1 polinomot. Jeldlje
a az z° + x + 1 polinom egy zérushelyét a polinom felbontési testében. Akkor Z,(a) egy
nyolcelemti test, melyben az 1, a és a® elemek egy bazist alkotnak, azaz Z(a) minden
eleme egy és csak egyféleképpen eléallithato a + Sa + va? alakban («, 3,7 € Z3). Tehat

Zy(a) ={0,1,a,1 +a,a* 1+ a® a+a* 1+ a+a’}.
Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:
b=14+ac=d’d=1+d*u=a+d*,v=1+a+d

Akkor az dsszeadas és a szorzas miivelettablai a kovetkezék (hasznalva azt is, hogy a® +
a+1=0).

+10 1 a b ¢ d u v +10 1 a b ¢ d u v
0]/0 1 a b ¢ d u v 0O/]0 0 0 0 0 0 0 O
111 0 b a d ¢ v u 1101 a b ¢ d u v
ala b 0 1 uw v ¢ d a|l0 a ¢c u b 1 v d
b|b a 1 0 v u d c b |0 b u d v ¢ 1 a
clec d uw v 0 1 a b c |0 ¢c b v u a d 1
dld ¢ v u 1 0 b a dl0 d 1 ¢ a v b u
wlu v ¢ d a b 0 1 v |0 u v 1 d b a c
viv u d ¢ b a 1 0 v |0 v d a 1 u ¢ b
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6. fejezet
FUGGELEK

6.1. Korosztasi polinomok

6.1.1 Definici6é n-edik egységgyokoknek nevezziik azokat a komplex szamokat, amelyek
n-dik hatvanya egyenld 1-gyel.

Az n-edik egységgyokok a kovetkezd alaki komplex szamok:

2k
ek:cos—ﬁ—l—isin—ﬁ, (k=0,1,...,n—1).
n n

Ezt a jelolést hasznalva, az n-dik egységgyokok:

€0 =1,e,¢€],...eM 1
6.1.2 Definicié Egy ¢ komplex szamot primitiv n-dik egyéggyoknek neveziink, ha n az
a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre €" = 1 teljesiil. Mas szavakkal, a primitiv n-dik
egységgyokok azok a komplex szamok, amelyek rendje (a komplex szamok multiplikativ
csoportjaban) egyenld n-nel.

6.1.3 Tétel Egy e} n-dik egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-dik egységgyék, ha
(k,n) =1, azaz k és n relativ primek. Igy a primitiv n-dik egységgyokok szama egyenld
o(n)-nel, ahol ¢ az un. Euler fiiggvény.

6.1.4 Definici6é n-edik korosztasi polinomon azt az 1 {Gegyiitthatojii polinomot értjiik,
melynek gyokei a primitiv n-dik egységgyckok, s ezek mindegyike egyszeres gyok. Ezt a
polinomot ®,,(x)-szel jeldljiik.
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Az n-dik kérosztai polinom fokszama egyenld ¢(n)-nel.

Példak korosztasi polinomokra:
Oy(x)=2—1,

(I)Z(IE) =T+ 17
Oy(z) =2+ +1,
@4(1’) = 22 + 1.

6.1.5 Tétel Tetszdleges n pozitiv egész szamra Hd‘” Oy(x) = 2™ — 1.

Bizonyitas Vilagos, hogy az 2" — 1 polinom gyokei az n-dik egységgyokok (minegyik
egyszeres gyok), igy

t—=1l=@—-1)(r—€) - (x—€) - (x—€1).

Az n-dik egységgyokok a nem nulla komplex szamok multiplikativ csoportjanak egy rész-
csoportjat alkotjak; ennek a részcsoportnak a rendje n. Igy az n-dik egységgyokok rendje
osztja n-et. A @, () gyokei ezek koziil pontosan azok, amelyek rendje kisebb n-nél. Ami-
kor az 2" — 1 polinomot elosztjuk az Gsszes d-adrendii (d < n és d | n) egységgyokkel
definialt ®4(z)-szel, akkor az olyan tényezdkkel egyszertsitiink, amelyek d-edrendt egy-
séggyokokhoz tartoznak. Tehat

" —1
= o, (x).
Hd|n,d7£n Py(z)
Innen mér adodik a [],, ®a(z) = 2" — 1 egyenldség. O

A tétel alkalmazasaval adodik. hogy

P —1 2’ -1

) = = =z 3 2 1.
5(x) 5i) w1 x4+

Hasonléan, ha p tetszéleges primszam, akkor

xp—l_xp—l

= — P! p=2 4 L. 1.
B (2) — bt o

P, (7) =
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6.1.6 Tétel A ®,, korosztasi polinom egyiitthatoi egész szamok.

z2—1

Bizonyitas ®, egyiitthatoi egészek. Az el6z6 tétel szerint Oo(x) = b)) ALAZ Dy(x) egy
egész egylitthatos polinomnak egy 1 fGegyiitthatoju egész egyiitthatos polinommal vald
hanyadosa, s ezért ®o(x) egyiitthatoi egészek. Innen mar a teljes indukeio alkalmazasaval
adodik a tétel allitasa.

6.1.7 Tétel Minden kérosztasi polinom irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

6.2. Csoportok szemidirekt szorzata

6.2.1 Definicié (Csoportok belsé szemidirekt szorzata). Akkor mondjuk, hogy egy G
csoport el6all A és B részcsoportjainak (ebben a sorrendben vett) bels6 szemidirekt
szorzataként, ha

e B a G normalis részcsoportja,
e A és B metszete csak a G egységelemét tartalmazza,

o A és B egyiitt generaljak G-t.

6.2.2 Tétel Egy G csoport tetszéleges A részcsoportja és tetszéleges B normélis rész-
csoportja esetén az alabbi feltételek egymassal ekvivalensek.

e G az A és B (ebben a sorrendben vett) belsé szemidirekt szorzata.

e (7 minden eleme egyértelmiien el6all ab alakban egy A-beli a és egy B beli b elem-
mel.

e (G minden eleme egyértelmiien elGall ba alakban egy B-beli b és egy A beli a elem-
mel.
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6.2.3 Definicié (Csoportok kiilsé szemidirekt szorzata) Legyenek A és B csoportok, és
legyen ¢ az A csoportnak a B csoport AutB automorfizmuscsoportjaba valé homomor-
fizmusa; a B csoport ¢(a) automorfizmusdnak B valamely b elemére valé hatédsdsaként
adodo elemet jelolje b*. Az A és B csoportok A x B Descartes szorzatan definialjunk
egy miiveletet a kovetkezGképpen: tetszéleges (a1, b1), (ag,bs) € A X B parokra legyen

(alybﬂ(am 52) = (alambi&bz).

Az igy keletkezett algebrai struktira csoport, amelyet az A és B csoportok kiils6 szemi-
direkt szorzatanak neveziink.

6.2.4 Tétel Ha egy G csoport elGall egy A részcsoportjanak és egy B normaélis részcso-
portjanak belsé szemidirekt szorzataként, akkor A-nak B automorfizmuscsoportjaba valé
azon o leképezés, amely A tetszdleges a eleméhez B elemeinek a-val valé konjugaltjait
rendeli, homomorfizmus. Tovabba G el6all az A-nak és B-nek ezen ¢ : A — Aut(B)
homomorfizmussal definialt kiils6 szemidirekt szorzataként.
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