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Elészé

Ez a kétet a negyedik abbél a négykdtetes feladatgyGjteménybsl, melyet a
Kézlekedésmérnoki Kar Matematika Tanszékének okiatsdi készitenek Szdsz G4-
bor Matematika I-II-III cimi tankdnyvéhez. A kotet 8t fejezete megfelel a tan-
kényv harmadik kétetében talalhaté hasonlé szémozést fejezeteinek. A fejezetek
sorszdmozatlan alfejezetekre oszlanak. Minden alfejezet tipografiailag is elkiils-
nilld elméleti ssszefoglaléval kezdddik; ez tartalmazza a felhaszndlandé ismeretek
legfontosabb elemeit: jeloléseket, definiciskat, tételeket, példikat, alkalmaz4sokat,
megjegyzéseket, melyek azonositéja egy-egy betiivel kezdsdik (ezek jelentése:

J jelolés, D definici6, T tétel, P példa, A alkalmazés, M megjegyzés), majd a fejezet
sorszima, végitl a fejezeten beliili sajit sorszdm kévetkezik. Péld4ul:
M 35.2 Ezitt a harmincitodik fejezet elméleti bevezetsjének kettes sorszdmi megjegyzése.

Az elméleti bevezetS utdn kdvetkeznek a feladatok; ezek csak a fejezeten beltili sor-
szdmukat viselik. Azonos fejezetb6l valé hivatkozasnal csak ez a sorszém (pl.: 56.),
mds fejezetbsl valé hivatkozdsnal a fejezet 6s a feladat sorszdma egyiitt szerepel
(pl.: 35.56.). A feladat sorszdmanak felss indexében szerepelhet egy jel, melyet az
alabbi példikban magyarizunk:

512 Ez a feladat alapfeladat, az olvasé altal valé megolddsat fontosnak tartjuk.
527 Ehhez a feladathoz részletes fitmutaté tartozik a megoldisokn4l.
532 Fz a feladat a nehezebbek kéizé tartozik.
54X Ehhez a feladathoz kalkultor hasznlata szitkséges.
53F Ehhez a feladathoz programozhaté szdmols- vagy sz&mitégép haszndlata szlikséges.
A végeredményt, néhany kivétellel, minden feladatnal kozoljitk. Az 4bréknak nincs
sajat sorszdmuk, de minthogy kézvetlentil a feladat mellett szerepelnek, a széveghdl
mindig egyértelmd, hogy melyikhez tartoznak. :

A kotet szerz8i kisszonetet mondanak Szész Gébornak rendkiviil gondos lektori
munk4jiért és hasznos javaslataiért.

A feladatgyiijtemény szovegét a MAEX, rajzait az AUTOCAD programcsomaggal
szerkesztettiik. Ez konnyebbé teszi egy javitott kiadss elkészitését, Ezért kériink

minden olvasét, hogy a megtalalt hibskat, javitési stleteiket Juttassik el a Kozle-
kedésmérnski Kar Matematika Tanszékére :

Budapest, 1993. december 15.
A szerkeszts
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31. Kombinatorika —

31. fejezet

Kombinatorika

D 31.1 Az egymiasist kilonbdzs a1,ay, ..., 2, elemekbsl képzett n elemid sorozatokat az
21, a3, ..., Ay clemek ismétiés nélkdli permuticidinak nevezzik.

T 31.2 Az ay,ag,...,a, elemek Ssszes ismétlés nélkilli permutsciinak szdma n!l.

D 31.3 Ha az a1,4z,...,a, elemek kozott egyenlSk is vannak, akkor a belsiik képzett n
elemd sorozatokat ismétléses permutdcidknak nevezzik.

T 31.4 Ha n elem kézétt r kilinh6z fordul el5, és ezekbdl rendre &y, k3, ..., k',- darab van

(Zi=1 ki = n), akkor ezen n elem osszes ismétléses permutacisinak szdma FF":I;T—ET .

0 31.5 Az egymidstsi kilonb&zd ay,ag,...,an elemekbsl képzett % elemi sorozatokat az
a1,a9,..,8; elemek k-adosztilyn ismétiés nélkilli varidcidinak nevezziik, ha bennik az
adott elemek mindegyike legfeljebb egyszer fordul «l.

T ?;ll.ﬁ Adott n elembd! képzett dsszes k-adosztélyd ismétlés néikoli variscidk szdma
G—E'Tﬂ? = n(n - 1)...(11 -k + 1)

D 31.7 Az egymiastd! killonbs25 ay,as,...,a, elemekbsl képzett k elemd sorozatokat az
a1, 89, ...,4y elemek k-adosztilyd ismétléses varidciinak nevezziik, ha beanlik az adott
elemek tébbszér is eldfordulhatnak.

T 31.8 Adott'n elem #sszes k-adosztslyi ismétiéses variscidinak szdma n*.

D 31.9 Az egymasts! kilénbézé ay, ag, ..., an elemekbsl képzett k elemi haimazokat az adott
elemek k-adosztalyd ismétlés nélklili kombindcidinak nevezziik,

T 31.10 Afiott n elem 6sszes k-adosztélyd ismétlés nélictili kombindcidinak szdma
» = meem I

D 31.11 Az egymasts! kiilonbdz6 ay,az,...,a, elemekbdl képzett k elemd rendszereket az
adott elemek k-adosztilyd ismétléses kombinsciGinak nevezziik.
T 31.12 Adott n elem 8sszes k-adosztslyd ismétléses kombindcidinak széma ("+f_1).

A kombinatorikai feladatok megolddsanal olykor j6i alkalmazhat6 a kivetkezd, teljes induk-
ciéval bizonyithaté tétel:
T 31.13 Jelslje n{A) az A halmaz elemeinek szémét. Ekkor

k

(A UA U UA) =) a(A) - Y a(AinAp+ Y n(AinA;nd)-..

=1 i i
1€i<i<k 1< <igk

et (D (A N A3 N0 A)
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31. Kombinatorika —

Feladatok

A kombinatorikai feladatok megolddsa Altaldban nem vezethets vissza tisztén per-
mutécidkra, varidcikra, kombinscidkra. A legtBbb feladat — legaldbbis részben ~
egyéni okoskod4st igényel.

12

4.

5.

8.

T
8r

9

10.

11.

12,
132

Héany killénb8z8 négyjegyt szdmot tudunk felirni az 1,2, 3,4 szdmjegyekkel,
ha

a) mindegyiket fel kell haszn4lni?

b) nem kell mindegyiket felhasznélni?

Hény olyan négyjegy(l szdm van, amelyben nincs két egyenls szﬁmjegy?

Egy gy(lésen 8t ember szélal fel: A, B, C, D, E. Hanyiéle sorrendben kap-

hainak sz6t, ba,

a) B nem szé6lalthat fel A elstt?

b) B kozvetlentil A utén szélal fel?

Hanyféleképpen tiltethetiink le egy kerck asztal kré 6t uv. és 8t férfit vgy,

hogy se két férfi, se két né ne keriiljon egymés mellé, és az elforgatassal

egymésba atvihetd tilésrendeket

a) kilsnbdz8nek tekintjilk?

b) nem tekintjlik kiilsnbszének?

Egy autérendszém hirom beifb&l és hirom szambél 4ll. Hény killsnbézs

ilyen rendszdmot tudunk késziteni, ha az 4bécébsl 24 jelet hasznilhatunk,

természetesen egy bettit vagy szdmot t8bbszdr is, és

a) a hirom betd eldl van?

b) a hdrom szdm egymés melleit, de a bet@k kdzstt is lehet?

Egy kﬁnyvespolcon n + m kényv 8ll, kdzsttik m konyv kotése fekete, és n

kényvé piros.

a} Hanyféleképpen rakhatjuk sorba ezeket a kényveket dgy, hogy az elsé m
helyen fekete kitésd ktnyv 4lijon?

b) Héany olyan sorrend van, amelynél az m fekete kdnyv egymas mellé kertil?

Mennyi az 1 és 2 szdmjegyekkel felirhaté dtjegy( szdmok &sszege?

Mennyi az 1,2, ..., n szamjegyek (1 < n < 9) Usszes permutécidi dltal alkotott

n jegyfi szAmok sszege?

Ttz killsnbs28 cukorkabél hdanyféleképpen lehet kettSt kivilasztani? (A kiva-

_lasztés sorrendje nem szdmit.)

Egy tanulénak hét kényve van, tdrsinak kilenc. Elhatdrozzdk, hogy két-két
knyvet cserélnek egymdssal. Hanyféleképpen tehetik meg?

Egy sakktdbiin a bal-fels§ sarokbél indulva a jobb-alséba kell jutnunk tgy,
hogy mindig csak egyet léplink, vagy jobbra vagy lefelé. Hany it lehetséges?
Hény n + k jegyd szAm irhaté fel n db 2-esbél és &k db 1-esbsl?

Hiny 8tjegyll szdm irhaté fel az 1,2,3 szdmjegyekkel, ha

a) nem kell mindegyiknek szerepelnie?
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14.

15.

186.

17.

18.

19°

20.

21.

222

23!

24.

25.

267

b) mindegyiknek legalabb egyszer szerepelnie kell?

Hény hdromjegyd paratlan szémot frhatunk fel az 1,3, 5, 6, 8 szémjegyekb6l,
ha mindegyiket

a) csak egyszer haszndlhatjuk fel?

b) t6bbszér is felhasznalhatjuk?

Hényféleképpen iilhet 18 ember egy 8, egy 6 és egy 4 személyes csénakba, ha
egy csénakon belii! a sorrend

a) nem szdmit?

b} sz4mit?

Ugyanaz a feladat mint el6bb, de van két ember, ski ugyanabba a csénakba
Egy tdrsasigban mindenki mindenkivel kezet fogott. Hinyan voltak a tarsa-
sdgban, ha 45 kézfogés tértént?

Hény szétérra van szilkségiink ahhoz, hogy kizvetlenit!l tudjunk forditani 8
adott nyelv bArmelyikér6] barmelyikre?

Egy bizottsdgnak kilenc tagja van. Elntkst, elnskhelyettest, titkirt, és propa-
gandafénokst akarnak vdlasziani. Hinyféleképpen tehetik ezt meg; ha senki
sem lithat el egynél tbb feladatot?

Adva van a stkban n pont. Ezek kbzill p egy egyenesen fekszik, a tobbi kozstt
viszont nincsenek olyanok, amelyek barmely maésik kettSvel egy egyenesen
lennének. Hiny olyan (nem elfajul6) héromsztg van, melynek csicsai az adott
pontok kdzil kerillnek ki?

A 32-lapos magyar kéirtydbél hinyléle leosztss lehet, ha négy embernek osz-
tunk, és

a) egy ember 8 lapot kap?

b} egy ember 4 lapot kap?

. Ot kiilonbdz6 tortabél valasztva hanyféle ssszesllitssa lehet egy hiiszszeletes

csomagnak, ha nem feltétléntil vilasztunk mindegyik fajtéb6l? A kivdlasztss
sorrendje nem szimit.

Hény olyan nem egybevigé héromszbg van, amelyekben az oldalak hossza az
a) 4,5,6,7;

b} 2,3,4,6 értékek kozil kerl ki?

Hény olyan téglatest van, amelynél az oldalak hossza 1 és 10 kdzé es§ egész
szAm?

Egy postahivatalban tizféle képeslevelezflapot drulnak. Hianyi¢leképpen vi-
sérolhatunk

a} nyole killsnbézé lapot?

b) nyolc lapot?

c) tizenkét lapot?

Definiéljuk a (1 + z + 22 +...}(1 + z + z° + ...) szorzatot a szokésos médon,
azaz legyen '

m -
QP =1-14+0-z4+z- )+l 22 +z- 2422 1)+ .. =1+22 +3* + ...

i=06
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27.

282

29.

30.

31.

32.

33.

342

35°

36’

37.

38’

a9’

40.

Mennyi lesz =" egytitthatéja (52, z)*-ban?

Héanyféleképpen lehet 80 egyfor:;:a. golyét 10 killsnbsz6 dobozba elhelyezni,
ha mindegyikbe belefér mind a 807 (Azaz mindegy, hogy mely golySk keriil-
nek egy dobozba, csak az az érdekes, hogy melyikbe mennyi.)
Hanyfécleképpen lehet 90 egyforma golyét 7 killénbz8 dobozba ethelyezni, ha
mindegyikbe belefér mind a 90, de mindegyikbe legaldbb &tét kell rakni?
Hany megoldésa van a Y20, z; = 200 egyenletnek, ha z; pozitiv egész?
Fehér, piros, lila, kék és sirga szinfi virdgokbdl 17 csupa kiilsnbsz6 csokrot
szeretnénk késziteni figy, hogy egy csokorban hét sz4l virdg legyen, és mind
az 5t szinnek szerepelnie kell. Sikeriiini fog?

Fehér, piros, lila, kék és sarga szind virfgokbél 123 csupa killdnbdzd csokrot
szeretnénk késziteni gy, hogy egy csokorban hét szal virdg legyen, és legaldbb-
harom szinnek szerepelnie kell. Sikerdlni fog?

Hanyféleképpen oszthaté szét 30000 Ft jutalom hérom dolgozé kbzbtt, ha
6000 Ft-n4l kevesebbet egyik sem kaphat, és mindegyik jutalmat Siszdzasokra
kell kerekiteni?

Hanyféleképpen készithetiink az 1,2,...,n halmaz elemeib8l 3n elemi, egy-
méstdl kitidnbsz8, monoton sorozatokat?

Hényféleképpen lehet 80 egyforma goly6t 10 kiilénbszé dobozba elhelyezni,
ha egy dobozba legfeljebb 20 fér? (A végeredményt szamitégéppel szdmit-
hatjuk ki.)

Héanyléleképpen lehet 5 féle tortabél 20 szeletet kivalasztani, ha mindegyikbél
csak 12 szelet van? (A végeredményt szdmit6géppel szdmithatjuk ki.)

Az 1,2 3,4,5,6 szémjegyekbdl hatjegyd szAmokat készitiink igy, hogy mind-
egyiket felhaszndljuk. Hiny olyan szdm van, amelyikben legaldbb az egyik
szémjegy az értékének megfeleld sorszimi helyen 4ll7

Egy futéversenyen tizenketten indulnak; rajtszémaik 1,2, ..., 12. Hanyfélekép-
pen fordulhat el6, hogy egyik sem annyiadiknak fut be, mint a rajtszdma?
Egy dobozban n db, 1-t6] n-ig szdmozott cédula van. Kihidzzuk valamennyit.
Bizonyitsuk be, hogy ha N, ;-val jelﬁljuk azon esetek sza4mat, amikor éppen
k db-ot annyiadiknak huzunk amennyi a sorszéma, akkor fennall a kovetkezs
egyenldség:

nfn-—i

n,k = k' Z( 1)‘
i=0

Hanyféleképpen lehet 10 szdmozott korongot 6 sorban elhelyezni, ha minden
sorban elfér mind a 10, és egy-egy soron beliil a kcrongok sorrendje
a) nem szAmit?
b) szémit?
Hinyféleképpen helyezhetiink el 20 kilsnbsz8 kinyvet egy sipolcos kinyv-
szekrényben, ha minden polcon elfér mind a 20 kényv, és egy polcon beliil a
kényvek sorrendje
a) nem szAmit?
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41.

b) szdmit?

c) szédmit, é minden polcra kell tenni legalsbb egy kionyvet?
Hényféleképpen lehet 80 db 1-t8] 80-ig szdmozott goly6t 10 kitlsnbsz8 doboz-
ba elhelyezni, ha mindegyik dobozba belefér mind a 80, és egy-egy dobozon
beliil a sorrend

a) nem szdmit?

b) szamit?

Szok4sos n elem k-adosztalyd ismétléses, ill. ismétlés nélkiili variscidinak, ill. kom-
bindcidinak szdmat VFi.vel, VE-val, Ct'-val, C¥-val jeltlni.

42.

43.

44,

Legyen A = {1,2,..,k}, B ={1,2,...,n}. Hatérozzuk meg

a) az A — B leképezések szamét!

b) a kélcstnésen egyértelm A — B leképezések szdmat!

c) a monoton A — B leképezések szamdit!

d) a szigoriian monoton A — B leképezések szdmét!

Egy dobozban n kiilénbsz6 golyé van, kivalasztunk k-t. Hényféleképpen te-

hetd ez meg, ha

a} a kihiizott goly6t mindig visszatessziik, és a kihtzas sorrendje szamit?

b) a kihtizott golyét nem tessziik vissza, és a sorrend szamit?

¢} a kihizott goly6t visszatessziik és a sorrend nem szémit?

d) a kihtizott golySkat nem tessziik vissza, és a sorrend nem szamit?

Adott n doboz és k érme. Hényféleképpen lehet az érméket szétosztani a

dobozokba, ha

a) egy dobozba tetsz&leges szami érmét tehetiink, és az érmék megkiilon-
boztethetdek?

b) egy dobozba legfeljebb egy érmét tehetiink, és az érmék megkilonboztiet-
het&ek?

c) egy dobozba tetszleges szdmi érmét tehetiink, é&s az érmék megkiilsn-
béztethetetlenek?

d) egy dobozba legfeljebb egy érmét tehetiink, és az érmék megkiilsnboztet-
hetetlenek?
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32. Valészintiségt algebra — Eseménytér, valészinfiségt algebra

32. fejezet

Valészintiségi algebra

Eseménytér, valészinliségi algebra

D 32.1 Az § nem iires halmazt Boole-algebrianak nevezziik, ha barmely a, b elempdrjshoz

egyértelmiien hozz4 van rendelve egy S-beli a--b 8sszeg és egy S-beli ab szorzat, és tetszbleges

a,b,¢ € § esetén

a) a+b=>5+a,ab=ba,

b} (e +b8)+ec=a+ (b+ c),(able = albe),

¢} a{a +8) = a,a+ ab = q,

d) a(b+ c) = ab + ac,

e) van olyan 0 € S, hogy 5 minden elemére 0 + a =g,

f) van olyan 1 € S, hogy 5 minden elemére 1 - a = a,

g) minden a-hoz van olyan T € 5, hogy ¢ +@ = 1 és a@ = 0. Az ilyen @ elemet & komple-
mentuntanak nevezzitk.

T 32.2 Minden § Boole-algebraban teljeslilnek a kévetkez5k:

a} tetszdleges a,b,c € Seseténaa =g, ata=aésa+ (bc) = (a+b)a+c),

b} a 0 és 1 egyértelmien meghatdrozott, és 1 +a = 1,02 =0,

¢} @ az o 4ltal egyértelmilen meghatdrozott, és & = a , tovahbi tetszGleges a és b esetén
a+b = @b, ab = @+ b (de Morgan azonossagok).

Valamilyen véletlen jelenség elfidézését vagy megfigyelésst kisérletnek nevezziik. Egy ki-
sérlet lehetséges kimeneteleit a kisérlethez tartozé elemi eseményeknek, az &sszes efemi
eseménybdl all6 halmazt a kisérlethez tartozé eseménytérnek, ennek részhalmazait pedig
eseményeknek nevezzitk. Az eseményteret () -val jelsljiik. Az tires halmazt lehetetien ase-
ménynek, az {2 eseményt biztos eseménynek nevezzilk. Ha a kisérlet kimenetele egy z elemi
esemény, ahol z € A, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény bekdvetkezett; ha z ¢ A, akkor
azt mondjuk, hogy az A esemény nem kivetkezett be.

D 32.3 Az Q eseménytér elemeibdl dlié A és B események Bsszegén az AUB C () eseményt
értjiuk, és A4 B-vel jelljik, az A és B események szorzatén pedig az AN B C § eseményt
értjilk, és AB-vel jeldljiik. Az A és B események kiildnbségén az A\ B C (I eseményt értjiik,
és A — B-vel jelsljuk,

D 324 Az A = Q — A eseményt az A esemény ellentétének nevezziik. Ha 4B = 0, akkor
azt mondjuk, hogy A és B egymast kiz&ré események.

D 325 Az Ay, Ajg, ..., Aq C Q események &sszességét teljes eseményrendszernek nevezziik,
ha

A+ A+ .. +A4,=0 & A4A;=0 i#j5, 1<i<n, 1<j<n
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32. Valésziniiségi algebra — Eseménytér, valészintiségi algebra

D 32.6 Llegyen 0 egy K kisérlethez tartozé eseménytér. Az §) részhalmazainak valamely
Bsszességét, vagyis a K kisérlethez tartozé események valamely halmazédt az ) eseményté-
ren létesitett eseményalgebrinak nevezzitk, és E{Q)-val jeloljiik, ha a kovetkezs feltételek
teljestilnek:

a) § € E(Q) és 9 € E(Q),

b) Ha [An;n € N*] az E(fl)-ba tartozé események valamely végtelen sorozata, akkor a
Yon=i1 An esemény is E({2)-ba tartozik (ahol 3752, Ay, azt az eseményt jelenti, hogy az
An {n = 1,2,...) események koziil legalsbb egy beksvetkezik).

c) Ha 4 € E(Q) és B € E(), akkor AB € E(Q),

d) Ha A € E(Q), akkor 4 € E(Q).

T 32.7 Mirden eseményalgebra az események sszeadésdra és szorzéséra nézve Boole-algebrat
alkot.

D 32.8 Legyen E(Q) az Q eseménytéren létesitett olyan eseményalgebra, amelynek minden A

eseményéhez hozzd van rendelve egy P({A) valds szam, azaz az E({2) eseménytéren értelmezve

van egy valds értékd P fliggvény Ggy, hogy:

a) 0< P(A) <1,

b) P(}) =1,

¢} Ha Ay, Az, ... egymast paranként kizaré E(Q)-beli események véges vagy végtelen soroza-
ta, akkor P(A; + Ay + ...) = P(A1) + P(A2) + ... . Ekkor azt mondjuk, hogy az E()
eseményalgebra a P fliggvényre nézve valdszindségi algebrat vagy mas széval valészindi-
ségi mezdt alkot. A a,b,c kévetelményeket valészindségi axismaknak, a P(A) szamot az
A esemény valészin{iségének nevezziik.

T 32.9 A fenti kovetelményekbsl kovetkezik, hogy tetszbleges A, B € E((1) esetén
P(A) =1 P(A), P(A+ B) = P(A)+ P(B) - P(AB), P($)=0.

T 32.10 (Jordan tétel) Legyenek A, ..., Ay tetszbleges események. Jeltle ¢; az ezekbd] az
eseményekbdl alkothaté sszes ¢ tényezds szorzat valdszintiségének &sszegét, azaz

¢ =3 P(Aj4;) 1€ <fa< < fiSin
Ekkor annak Py valdszinfisége, hogy az A; események k&zlil pontosan k db kévetkezik be:

k+1 k+2 xfn
Pk=ck"( k )0k+1+( & )€k+2—«--+(—1)“ k(k)cn

Feladatok

1! Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szdm, és térzstényezds felbontdsa-
ban minden primszam elsé hatvanyon szerepel, akkor a szdm osztSi Boole-
algebrat alkotnak a kivetkezd miiveletekre nézve: két oszt6 "Gsszegén” legki-
sebb kozos t6bbszorosiiket, két osztd "szorzatdn” legnagyobb kézos oszidjukat
értjlik.

2? Boole-algebrat alkotnak-e a [0,1] intervallumba es§ szdmok, ha a miiveletek
a kbvetkez8 médon vannak értelmezve: a + b = max{a, b); ab = min(e, b)?

3. Egy H halmaz bizonyos részhalmazainak T 8sszességét halmaztestnek nevez-
zitk, ha a halmazok tsszeaddsa, szorzdsa és kivondsa nem vezet ki a T-h6l

32-2



32. Valészintségi algebra — Eseménytér, val6sziniiségi algebra

4!

62

9?

10.

(ahol az &sszeadéds az egyesités, a szorzés a metszés, a kivonds pedig a szo-
kdsos médon van értelmezve). Bizonyitsuk be, hogy egy H halmaz bizonyos
részhalmazainak T Osszessége halmaztestet alkot, ha teljesiilnek a kovetke-
28 feltételek: a H halmaz T-hez tartozik, és ha az A, B halmazok T-hez
tartoznak, T-hez tartozik az A ~ B halmaz is. '

Legyen a,b,c egy Boole-algebra tetszSleges harom eleme. Bizonyitsuk be,
hogy

a) (e +b)(a+c)(b+c¢)=ab+ac+ be,

b) (@b)(@) = (ab)(ab).

Boole-algebrak alkalmazésainsl gyakran hasznéljdk a kivetkezd két mivele-
tet: a0 b = @b+ ab, &s a » b = @ + b. Bizonyitsuk be, hogy egy Boole-algebra
tetszBleges @, b, ¢ elemeire:

a) abo@b=ao b,

b} ao(boc)=(aob)oc,

¢} (axb)*{ax*b)=ab

Egy kosirban sdrga, kek, és fehér labdék van. Egymas utan kikfizunk hérmat.
Jeltlje rendre S;, K;, illetve F; azt, hogy sdrga, kék vagy fehér lahdét hiiztunk
az i-edik htziskor. Adjuk meg Si-vel, K;-vel, Fj-vel a kvetkez& eseményeket:
a) Mind a hirom fehér.

b) Csak a harmadik kék.

¢) Egyik sem fehér.

d) Harom kiilénbdz6 szinfit hiztunk.

e} Fejezzitk ki az Fy eseményt a tobbivel!

Legyen A az az esemény, hogy egy jatékkockéval dobva péros szdmot dobunk,
B az, hogy négynél kevesebbet dobunk, és C az, hogy ketténél t5bbet dobunk.

Mit jelent a D = (A — BC) + ({4 — B) — O) esemény?

Egy medencét két csapon keresztiil lehet megtolteni. Az A esemény jelentse

azt, hogy az els8 csapon &t folyik a viz, a B pedig azt, hogy a mésodik csapon

at folyik. Fogalmazzuk meg szavakban a kivetkezs eseményeket:

a) AB b) A-B ¢) A58
d) AB e) (A-B)+(B-4A) ) 4+8

Egy brigdd hdrom géppel dolgozik. Jelentse 4; (i = 1,2,3) azt az eseményt,
hogy az i-edik gép egy éven belill elromlik. Fejezzitk ki az A; eseményekkel a
kivetkezSket:
a} Csak az els§ romlik el.
b) Csak egy gép romlik el.
¢) Legfeljebb egy gép romlik el.
d) Legaldbb egy gép elromlik.
Legyenek A1, ..., A, tetszGleges, egymast paronként kizaré események. Milyen
eseményt jelsl a kévetkezd kifejezéssel definidlt B?
n
B= Y (& AirdiAi. )
k=1
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11.

i2.

13!

14.

152

16.

17.

18!

19!

20,

212

227

23.

24,

Bizonyitsuk be, hogy egy eseményalgebra tetsz8leges A, B, C elemeire:

a) A-BC=(A-B)+(4A-0),

by AB-C=(A-CYXB-0C).

Bizonyitsuk be, hogy egy eseményalgebra tetszbleges A, B elemeire A+ B =
AB + AB + AB, és a jobb oldalon egymast paronként kiziré események
dlinak.

Mutassuk meg, hogy egy eseményalgebra tetsz&leges A, B elemeire az AD,
AB, AB, A B események teljes eseményrendszert alkotnak.

Fennillnak-e az aldbbi egyenl8ségek egy eseményalgebra tetszéleges 4, B, C
elemeire? Ha nem, adjunk meg az A, B, C események kozott olyan Ssszeflig-
géseket, amelyek fennslldsa esetén az egyenldségek teljesiilnek.

a) A+(B-C)=(4+B)-C,

b) (A-B)+C=A—(B-C),

c) (A+BY—B=A,

Legyenek A, B,C tetsz&leges események. Ezeket és ellentéteiket hasznilva
bontsuk az A + B 4+ C eseményt a lehets legitbb egymadst paronként kizard
esemény Osszegére.

Egy vodorben rézsaszin, fehér és piros szegfitk vannak. Véletlenszertien kihd-
zunk harmat. Adjuk meg az elemi eseményeket, ha azt nézziik, melyik szinbé&l
mennyit hdztunk.

Tekintsiik az elé§z8 feladatot. Jelentse A azt az eseményt, hogy hirom mege-
gyez8 szinii virdgot hiztunk. Legfeljebb hiny elemii az a teljes eseményrend-
szer, amely az A-t tartalmazza, a lehetetlen eseményt viszont nem?

Egy piros és egy kék kockdval dobunk. Adjuk meg a kisérlethez tartozd elemi
események szémat, ha azt nézzik, hogy melyik kockdn melyik szdm keriilt
feliilre!

Két egyforma kockdval dobunk. Adjuk meg a kisérlethez tartozé elemi ese-
mények szémat, ha azt nézziik, milyen szémok keriiltek feliilre!

A 32 lapos magyar kértyabdl kihiizunk 4 lapot. Jelentse A azt az eseményt,
hogy legaldbb két 4szt hazunk. Egészitsiik ki legaldbb hérom elemd teljes
eseményrendszerré gy, hogy a lehetetlen esemény ne legyen koztiik.
Igazoljuk, hogy egy valdsziniiségi algebra tetsz8leges A és B eseményére :

a) P(AB)=1-P(4+B), e) P(AB) < P(A),
b) P(A+B)=1-P(AB), f) P(A+B) < P(A)+P(B),
¢) P(AB)= P(A) - P(AB), g) P(A)<P(A+B),

d) P(A+ B)= P(A)+ P(B4), h) P(AB+CD)< P(4+C).
Legyen A és B ugyanahhoz a kisérlethez tartozd két esemény. Mennyi lesz
P(A), ha P(B) =06, P(AB) = 0.3 és P(AB) = 0.17
Bizonyitsuk be, hogy ha egy valdsziniiségi algebra A és B elemeire:

a) P(A) =0.9 és P(B) = 0.8, akkor P(AB) >0.7;

b) P{B) = 0.8 és P(AB) = 0.7, akkor P(A4} > 0.1 .

Legyen A és B ugyanahhoz a kisérlethez tartozé két esemény. Hatdrozzuk
meg
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a) az_z esemény valdszintiségét, ha P(B) = p, P(A+ B) = q és P(AB) =,

b) a B esemény valészintiségét, ha P(A) = r, P(AB) = p és P(AB) = q.
25! Legyenek Ay, As, ..., A, egy valészinGiségi algebra tetsz8leges eseményei. Tel-

jes indukciéval bizonyitsuk be a kivetkez8 egyenldséget (Poincaré tétele):

P(A1+ ...+ 4p) = P(A1) + ... + P(4n) = 3 P(Aidj)+
i<j
+ Y. P(AiAjAL) — ... + (-1 P(4;..4,)
<i<k
aholl<i<j<k<..<n.

26" Legyenek A, Ag, Az egy valészintiségi algebra tetsz6leges elemei, és vezessiik
be a kdvetkez§ jelsléseket:
c] = P(Al) + P(Az) + P(A3), €y = P(A;Ag) + P(A1A3) + P(A2A3),
¢3 = P(A;AsA;) . Bizonyitsuk be, hogy annak valészinfisége, hogy az A;
események kizill pontosan egy kévetkezik be, ¢ — 2¢2 + 3¢3 .

27. Ha Ao B = (A — B) + (B — A), akkor bizonyitsuk be, hogy
a}) P(AoC)< P(AoB}+ P(BoC),
b) P(B o C) csak akkor 0, ha P(B) = P(C),
¢} |P(AB) — P(AC) < P(BoC(C).

28. Bizonyitsuk be hogy egy eseményalgebra tetsz8leges A és B elemeire fenn-
dllnak az —3 < P(AB) - P(A)P(B) < i egyenlStlenségek.

Klasszikus valésziniiségi mez&

D 32.11 Az olyan valésziniiségi algebrat, amelyben véges szémd, egyenl§ valésziniségii ese-
mény van, klasszikus valdsziniiségi algebranak, vagy klasszikus valészindségi mezdnek
nevezziik.

T 32.12 Kiasszikus valésziniiségi algebriban barmely esemény valSszinGsége az illets eseményt
alkoté elemi események szamdanak és az 6sszes elemi esemény szémdnak hanyadosaval egyenls.

D 32.13 Ha klasszikus valészindségi algebriban egy A esemény valészinGségét akarjuk meg-
hatdrozni, akkor azokat az elemi eseményeket, amelyek az 4 eseményt atkotjdk, kedvezd
eseményeknek nevezziik.

Feladatok
Ha egy feladaton belill tobb kérdés is van, akkor a megoldisban esetenként a
P1, p2... jeloléseket is fogjuk alkalmazni.

29 Egy dobozban 5 piros golyé van. Hany fehéret kell hozzatenni, hogy 0.9-nél
nagyobb legyen a valészinisége annak, hogy egyet kihiizva az fehér legyen,
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30.

31

32?7

337

34.

35.

36.

372

38.

39.

40.

feltéve, hogy a dobozbdl barmelyik golyét ugyanakkora valész:miséggel hiz-
hatjuk.

Egy kockdval kétszer dobunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy két ki-
15nbéz8 szdmot dobunk?

Egy piros és egy kék kockit feldobva mennyi a val6szinfisége annak, hogy a
dobott szdmok dsszege 87

K¢t egyforma kockdval dobunk. Mennyi a valdszin{isége annak, hogy a dobott
szdmok tsszege 87

Egy kockdval 6tsztr dobunk. Mennyi a valdszinfisége annak, hogy

a) legaldbb egyszer hatost dobunk?

b) ot killsnbsz6 szdmot dobunk?

¢} az elsd dobds hatos, a t6bbi nem?

d) legaldbb hdrom dobds eredménye megegyezik?

e) legalibb két dobés eredménye megegyezik?

{f} a dobott szdmok koz6tt az egyenld paratlanok szdma pozitiv és pdros?
Nyolc darab, egytél nyoleig szdmozott és megkevert cédula koziil egyet ki-
hizunk, megnézziik a szdmot, visszatessziik, iijra megkeverjiik a céduldkat.

Mennyi a val6szindisége, hogy hdrom hﬁzas sordn hdrem egymds utin kﬁvet-
kezd szamot hizunk

a) novekvd sorrendben? .
b) tetsz8leges sorrendben?,

Egy dobozban 6 hib4tlan és 4 selejtes termék van 8sszekeverve. Mind a 10
terméket kihiizzuk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a 4 selejtes a négy
utolsé lesz?

Mennyi a valésziniisége, hogy lottésorsoldskor az 6t szdmot névekvs sorrend-

ben hizzak ki 7

Egy polera 20 kényvet helyeztink el, kozottik Jékainak egy hdromkdtetes mii-
vét. Feltéve, hogy a kbnyvek birmely sorrendje egyforman valdszind, merinyi
a valészinfisége, hogy ezek a kitetek ndvekvé sorszdm szerint lesznek

a) egymés mellett?

b) nem feltétleniil egymas mellett?

Tiz kitlsnbsz8 magassigi gyereket véletelenszeruen sorbaalhtunk Ha minden
sorrend egyformén valdszin®f, mennyi a valészintisége, hogy

a} a legnagyobb a sor elejére, a legkisebb a sor végére keriil?

b} a legnagyobb és a legkisebb egymads mellé keriil?

Egy n kulcsot tartalmazd kulesesoméval prébdlunk egy ajtét kinyitni. A kul-
csok koziil pontosan egy nyitja a zarat. Mennyi a valészintisége, hogy

a) az elsé nyitni fogja?

b) épp a k-adik fogja nyitni, ka azt, amelyik nem nyitotta., félretesszilk?
Egy dobozban N tdbla csokolddé van, kdzttitk s szAmd tejesokoladé, a tobbi
étcsokolddé. Kivesziink koziiliik sorba.n n db-ot. Mennyi a valészintisége, hogy
a k-adik hizds ezedmenye te_;csokolade volt, ha barm:lyen sorrend egyforman
valészini?
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41.

42?2

43.

44>

45,

462

47.
48.

49,

50,

51!

52.

Péter dcese Ssszekeverte batyja magnészalagijait, véletlenszertien tette vissza
&ket a tokokba. Péter a tokok felirata alapjén vitt el hdrmat a tizennégybsl.
Mennyi a val6sziniisége, hogy épp azokat vitte el, amelyeket szerette volna?
Egy dobozban 18 papirlap van 1-t6] 18-ig megszémozva. Kihfizunk egyszerre
6 lapot. Mennyi a valészintisége, hogy a kihiizott legkisebb szam is nagyobb
kilencnél, ha barmelyik 6 lapot egyenld valészintiséggel valaszthatjuk?

Egy dobozban 13 papirlap van 1-t61 13-ig megszdémozva. Kihizunk 4 lapot.
Mennyi a valészintisége, hogy a kihtizott szdmok kéziil a legnagyobb és legki-
sebb kiilonbsége legfeljebb 10, ha barmelyik 4 lapot egyenls valdszinfiséggel
hdzhatjuk? ‘

Egy fickban zoknik vannak: 3 egyforma par, tovibbé 4 olyan pér, amelyik
az el6bbiekts] és egymdstdl is kilonbozik, és 4 db par nélkdli. Mennyi a
valészintisége annak, hogy ha sététben kivesziink kett6t, akkor az par lesz,
feltéve, hogy barmely két zokni kihtzésa egyformdan valészing? _

Egy dobozban 50 db 8 mm-es és 60 db 6 mm-es csavar van. Belemarkolva
kivesztink 20 db csavart. Mennyi a valészintsége, hogy tobb lesz a 8 mm-es,
mint a 6 mm-es?

Egy iskola 18 tagi sakk-korébsl sorsoldssal két egyenlS létszdmii csapatot
alakitanak. Mennyi a valészinfisége, hogy a két legjobb jatékos egy csapatba
kertl] ? '

Oldjuk meg az el§z§ feladatot tigy, hogy hirom csapatot alakitunk,

Egy iidiil6ben 28 vendéget 7 asztalhoz tiltetnek le négyesével. Mennyi a va-
lészintisége, hogy két adott személy egy asztalhoz keriil?

Egy szabilyos pénzérmét n-szer feldobunk. Mennyi a val6szintisége, hogy
k-szor dobunk fejet (k < n)?

Egy jaték menete a kivetkezs: Van harom doboz, amelyek koziil az egyikben
értékes ajandék van, a masik kett6ben egy-egy krumpli. A jitékvezetd tudja,
hogy melyik dobozban van az ajindék. A jitékos el6szor rdmutat az egyik
dobozra, de nem nytl hozzé. A jitékvezetS ezutdn a maradék kett6bs] kinyit
egy olyat, amelyikben krumpli van. A jatékos ezutén djra vilaszthat, és azt
kapja, ami ebben a mésodszorra vélasztott dobozban van. Milyen stratégist
kévessen?

«) Ragaszkodjon ahhoz, amit elfszér valasztott?

B) Vilasszon véletlenszerfien immar ketts kozil? -

7) Vélassza a mésikat, mint amit elészdrre? :

Egy 32-lapos kirtyacsomagbél 6 lapot kihtzunk. Mennyi a valdszinfisége,
hogy lesz kozottiik dsz, ha a kihizott lapokat :

a) minden hiizds utdn visszakeverjiik?

b) nem keverjiik vissza?

(A "lesz kézottiik” azt jelenti, hogy legaldbb egy lesz kozottiik.)

Egy 32-lapos kirtyacsomagbdl 6 lapot hiizunk ki, visszatevés nélkiil. Mennyi
a valdsziniisége, hogy

a) a harmadik hazas eredménye piros?
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53.

54.

55.

56.

57.
58.

59.

60.

61.

627

63.

b) az els§ és utolsé hizds eredménye z6ld?

Oldjuk meg az el8z6 feladatot azzal a viltoztatassal, hogy a kihdzott lapot
mindig visszakeverjiik!

Négy ember kirtyszik; jeloljitk ket A, B, C, D-vel. A 32 lapos kértyacsoma-
got egyeniBen kiosztjuk kozsttiik. Ha barmely kiosztds egyformén valdszind,
mennyi a valészinisége, hogy a négy dsz

a) C-hez keriil? :

b) egy emberhez keritl?

Egy 32-lapos kirtyacsomagbél 8 lapot kibtizunk. Mennyi a valészinfisége,
hogy lesz kozotttik két zold, ha a kihazott lapokat

a) visszakeverjiik?

b) nem keverjiik vissza?

12 db 40 wattos és 15 db 60 wattos villanyégs koziil véletlenszeriien kivesziink
kettst. Mennyi a valdsziniisége, hogy

a) mindketts 40 wattos lesz?

b) egyik sem lesz 40 wattos?

c) lesz koztiik 40 wattos?

0, 22

Oldjuk meg az el6z6 feladatot visszatevéssel!

Egy tizlet turksléjéban tréningruhak vannak 8sszekeverve 1-es és 3-as méret-
ben. Az alsé és felss részek nincsenek osszekdtve. Ha 20 db 1-es és 30 db 3-as
méretdf van, mennyi a valdsziniisége, hogy véletlenszerfien kihizva egy alsé
és egy felsS részt,

a} 1-es méretii part kapunk?

b} felemésat hizunk ki?

Egyes orszigokban az auték rendszamaban a betikon kiviil 4 szdmjegy van.
Mennyi a valészintisége annak, hogy egy véletlenszertien vilasztott ilyen rend-
szémban

a) minden szamjegy killonbdz87?

b) kéi-két azonos szimjegy van?

¢) hérom szamjegy megegyezik, a negyedik ezeknél kisebb?

10 pér fekete és 10 par barna cipd mellé véletlenszertien csomagolnak 10 pér
fekete és 10 par barna fiz6t. Mennyi a valészintisége, hogy mindkét s2inbél
legalabb 8 par cip8 megfeleld fifz6t kap?

Tiz terjedelmes kéziratot dsszesen 30 irattartéban tudunk elhelyezni gy,
hogy mindegyiket 3-3-ba tessziik. Mennyi a valSsziniisége annak, hogy 6 vé-
letlenszerfien kivdlasztott irattartéban egyetlen teljes kézirat sem lesz?

Az 1,...n egész szdmok koztil véletlenszeriien kivilasztunk egy z szdmot.
Mennyi a valészinfisége, hogy z% — 1 oszthaté 10-zel? Ha ezt a valbszintiséget
pu-nel jeloljtik, mennyi lesz imp 0o pn?

A0, 1, .., (10" — 1) egész szdmok koziil véletlenszeriien kivilasztunk egy z
szamot. Mennyi a valdszinisége, hogy ennek tizes szdmrendszerbeli alakja k
jegy? (0 < k < n; a 0 egyjegytinek szémit).
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32, Valdszinfiségi algebra — Geometriai valészintiségek

64. Egy dobozban N db 1-t6] N-ig szdmozott golys van. Visszatevés nélkdl ki-
hizunk n db-ot, és ezeket a rdjuk irt szém nagysiga szerint sorba rakjuk.
Legyen r tetszSleges egész, 1 < r < N, Mennyi a valészinfisége, hogy a
sorban a k-adik golyé szama éppen r-rel egyenls?

65. Egy n hazasparbél 4li6 térsasig tancol. Az 8sszes parokra valé oszlds egyen-
18en valészind. Mennyi a valésmm’zsége, hogy egy adott pillanatban senki sem
téncol a hézastirsival?

66. Egy osztalyban a gyerekek kardcsonykor megajdndékozzik egymast. A 28 kis
ajindékot egyformén csomagoljdk, és azutdn mindenki hiiz egyet. Mennyi a
valészintlisége, hogy lesz olyan gyerek aki a sajét ajandékat hieza?

67. Egy futdversenyen hatan mdulnak rajtszémuk 1, 2, ... 6 . Mennyz a valoszi-
niisége, hogy éppen ketten a.nnyladakna.k érnek be, amennyl a rajtszémuk?

68. Egy dobozban n db papirlap van 1-t61 n-ig szdmozva . Mennyi a val6szinii-
sége, hogy a papirlapokat kihiizva
a}) pontosan k db-ot annyiadiknak hézunk ki, amennyi a sorszama?
b) legalébb k db-of annyiadiknak hizunk ki, amennyi a sorszdma?

69. Egy kapualjban 30 postalida van felszerelve. A viligitds elromlott, a postss
nem tudja elolvasni a neveket sem a ldddkon, sem a boritékokon. Csak arra
emliékszik, hogy a 10 levelet csupa kiilénbz8 ember kapta. Véletlenszertien
bedobja a leveleket. Mennyi a valészinisége, hogy legalabb
a) kilencen a sajit leveliiket kapjak?

b) nyolcan a sajat leveliiket kapjik?

Geometriai valészintiségek

T 32.14 Legyen G olyan ponthalmaz, amelynek van mértéke, és ez nem nulla; jelsljitk ezt

m(G)-vel. Definisljuk az £(G) eseményalgebrat gy, hogy E{G) eseményei G-nek azok a H
részhalmazai, amelyekre

a) az m{ H) mérték létezik,

b) az m{G — H) mérték létezik,

és tegyen eleget tovabbs G annak a feltételnek, hogy ha H,, i = 1,2,... a G-nek olyan
részhalmazai, amelyekre a) és b} teljesiil, akkor H = U;H; -re is teljesil a) és b) és ha minden
4,7 (1 # 7y parra Hyn H; = §, akkor m{H) = 3"; m(H;) . Ha ezen az eseményalgebrin a P
fiiggvényt gy értelmezziik, hogy az E(G)-beli birmely H eseményre

m(H)
P = ——i
legyen, akkor erre a P fiiggvényre nézve E(G) valészindségi algebrat alkot.

A szokdsos geometriai terillet-térfogat nem mindenben elégiti ki a fenti kovetelményeket,
de egyszeriibb esetekben az elsbbi tétef j6l alkalmazhats,
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32. Valbsziniiségi algebra — Geometriai valészinifségek

Feladatok

Az alébbi feladatokat azzal a feltevéssel oldjuk meg, hogy azokban geometriai
valGszinliségekrdl van szé.

70

71}

T2.

73.

74.

75.

76’

7.

78.

9.

Két villamossal érhetjitk el dticélunkat, az a és b jelfivel. Az a jel€ 5 per-
cenként, a b jelf 8 percenként kozlekedik, és mindegyik elsé kocsija reggel 5
érakor indul. Fé] hét és hét kozott véletlenszerffen ériink a megalléba. Mennyi
a val6szinfisége, hogy egy percnél kevesebbet kell varnunk?

Az (1,3) intervallumon véletlenszerfien ethelyeztink egy pontot. Mennyi az r,
ha 0.6 annak a valdsziniisége, hogy ez a pont a 2.5-nek r sugari kérnyezetébe
esik?

Egy ridiéallomas minden 6réban pontos idét kozsl. Valaki reggel felébredve
észreveszi, hogy megallt az érdja. Bekapcesolja a rddist. Mennyi a valdszind-
sége, hogy 10 percnél kevesebbet kell vérnia az idGjelzésze?

A (—a,a) intervallumon (& > 0) véletlenszertien vilasztunk két szdmot, legye-
nek ezek z és y. Legyen tovdbba r adott valés szdm. Mennyi a valészindisége,
hogy z +y<r?

Vélasszunk véletlenszerden két szdmot a [0;2] intervallumon. Mennyi a valé-
szinfisége, hogy

a) dsszegik kisebb %—nél?

b) szorzatuk kisebb 1-nél?

A [0;4] intervallumon véletlenszeriien valasztunk két szdmot, legyenek ezek a
és b . Mennyi a valdszindisége, hogy

a)a+b>57 b)ya® +b<1?

A (0;2) és (0;3) intervallumon talslomra valasztunk egy-egy szdmot, legyenek
ezek x, és y. Mennyi annak a val6szinfisége, hogy az z, y és 1 hosszisdgid
szakaszokbél hdromszog szerkeszthetd?

Egy konyvtar de. 10-t8] du. 6-ig tart nyitva. Két kutaté mindegyikének szan-
dékiban 4ll egy adott napon a kényvidrat felkeresni, és egy adott koényvbdl
valamit kikeresni, ami mindkett8 esetén fél 6rds elfoglalisdg. Ha mindketien
barmelyik pillanatban érkezhetnek, mennyi a val6szinfisége, hogy taldlkoz-
nak?

Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldaldn talslomra véilasztunk egy-
egy pontot. Mennyi a valdszinfisége, hogy ezek tdvolsiga egy adott r szdmnal
kisebb?

Egy négyzetben, amelynek oldala 3 hossziisigi, véletlenszerffen valasziunk
egy pontot. Legyen h adott vals szém. Mennyi a valészinfisége, hogy a pont
tavolsdga

a) a négyzet egy eldre adott oldaldtél nem nagyobb h-nal?

b} a négyzet hozza legkszelebbi oldaldtél nem nagyobb h-nal?

c) a négyzet kozéppontjatél nem nagyobb h-ndl?
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802

81.

82.

832

84.

85.

86.

872

88.

89,

90”

d)} az egyik rogzitett csiicstél nem nagyobb h-nsl?

A [2;7] intervallumon vélasztunk egy szdmot, majd az [1;5] intervallumon is
egyet. Mennyi a valészinfisége, hogy a kettS szorzata 10-161 legfeljebb 0.5-tel
tér el?

R sugari kirlapon véletlenszerfien vilasztunk egy pontot. A kérlapot 6t olyan
kérgytirdre ill. belss kérre akarjuk osztani, hogy a pont egyenlS valészintiség-
gel essen barmelyikbe, Mekkorék legyenek az 5t részt hatdrol6 korsk sugarai?
Taldlomra vélasztunk egy pontot egy R sugard kor keriiletén, és egyet a

korlapon. Mennyi annak a valészinfisége, hogy a két pont a kér sugarinsl
tdvolabb lesz egymaéstél?

Egy R sugari korben vélasszunk ki véletlenszerfien egy hirt. Mennyi a va-
16szintisége, hogy a hir hossza kisebb, mint R/3, feltéve, hogy a hirt Ggy
vilasztiuk, hogy

a) a kozéppontjat jeloljik ki véletlenszerfien a korlapon?

b) két végpontjit jelsljik ki véletlenszeriien a kirvonalon?

c) kijeloljiik az irdnyat, és a kozéppontjat véletlenszerfen valasztjuk az adott

irdnyra merSleges dtmérdn?
A [0; a] intervallumbél (@ > 0) egyma4s utan véletlenszerfien vala,sztunk hérom
szamot. Mennyi a valészinfisége, hogy
a) az dsszeglik kisebb, mint a?
b) az utolsé a legkisebb?

A [0; e] intervallumbél (a > 0) egymds utan taldlomra vélasztunk 5 szdmot.
Mennyi a valésziniisége, hogy az els& hdrom kisebb, az utolsé kett& nagyobb,

mint a/37

Véletlenszertien vilasszunk hirom szdmot a (0;2) intervallumbdl, Iegyenek
ezek x, y, z. Mennyi a valészinlisége annak, hogy az z, y, z élekkel biré
téglatest atlja kett&nél kisebb?

Valasszunk véletlenszertien két szamot a [0;1] intervallumbél, a-t és b-¢. Jelolie
k a g(z) = 2%+ az+b polinom killénhoz6 valés gyskeinek a sz4mét. Mennyivel
egyenlSk a P(k = 0), P(k = 1) és P(k = 2) valészin(iségek?

Valasszunk veletienszerﬁen két szémot a [0;1] intervallumbél, a-t &s b-t. Jelolje
k ag(z) = — a®z + b polinom kiilonbszs valés gytkeinek a szamét.

Mennyivel egyenlSk a Pk =1) (i = 1,2,3) valészin{iségek‘? (Vizsgaljuk a
polinom maximum-, ill. minimumhelyét. )

Valasszunk egy a szimot a [~3;1] intervallumon, és egy b szdmot a [—1;2]
intervallumon. Mekkora valdszintiséggel lesz 2 q(z) = z° 4 az + b polinomnak
1, 2, ill. 3 kiilénboz8 valés gyske?

Egy rudat taldlomra vélasztott pontjiban kettétortink, majd a két darab ko-
zill a nagyobbikat taldlomra vilasztott pontjiban wjbél kettétorjtik. Mennyi
a valdszinidisége, hogy

a) az igy kapott hdrem darabbsl haromszoget lehet alkotni?

b) barmelyik kettd8 hosszinak eltérése kisebb, mint a riad hosszinak tizede?
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32. Val6sziniiségi algebra — Feltételes valdszinifség, filggetlen események

91. Tegylik fel, hogy egy anyagi részecske (pl. gdznemii anyagi részecske, vagy
oldott anyag olddszerben) szabadon és véletlenszerfien mozoghat a tér egy
bizonyos részén . Tegyik fel tovibb4, hogy az anyag, amelynek részecskéirsl
sz6 van, a rendelkezésre 4116 teret nem egyenletesen t5lti ki (pl. méagneses
vagy gravitici6s erf, vagy gyorsulds miatt; ilyen pl. a Fold légkore). tegyiik
fel, hogy megjeléltiink egy részecskét, majd magsra hagytuk. Ha hosszi id§
elteltével feltesszitk a kérdést, hogy a részecske milyen valészintiséggel lehet
a tér egy ‘adott részén, ez ny:lvﬁn a térrészben levs anyag tomegével lesz
egyenesen ardnyos. Ebben az esetben az alaphalmaz mértéke az dsszes tomeg,
feltéve, hogy ez véges. Legyena vizsgalandé térrész egy 2 sugard, 4 ma,gassagu
egyenes kérhenger, amelyben az anyag stirtiségét a o(z,y,2) = m (0 <
z < 4) fuggvénnyel tudjuk leirni, feltéve, hogy a henger tengelye a z tengely,
és alapsikja az (z,y) sik. Mennyi a va.iosmnusege, hogy egy megjeldlt részecske
hosszabb id& utén éppen abban a T T nyildsszogi, origd csficst kérkipban lesz,
amelynek tengelye a z tengely, és pontjaara, z2>07

92. Oldjuk meg az el6z8 feladatot, ha az "anyag” az egész térben oszlik el
olz,y,2) = eV ztylta sfirfiséggel, és a kérdés az, hogy a részecske milyen

valésziniiséggel van az arctgd = /22 + 3% és az 2z = 0 egyenletd felletek
dltal hatdrolt hengerben, ha z,4,2 >0 ?

Feltételes val6szinliség, fiiggetlen események

P

P(B) # 0. Az A esemény B-re vonatkoztatott felteteles valoszmusegenek nevezziik, és
P(A|B)-vel jelsijisk a
P(AB)

PAIB) = S

hényadost.

T 32.16 Ha Ay, Ag, ..., A, egy valészinilségi algebra olyan eseményei, hogy az Aj, A; As,
. A1A2...An—1 események mind pozitiv valdsziniiségliek, akkor

P{A)...Ap) = P(A))P{A3)A1)P(A3lA 1 42)... P(An]As Ag.. . Ap_1) .

By esemenyek teljes esemenyrendszert alkotnak, és P(Bk) >0 (k = 1,2,...,n), akkor a
valészindségi algebrahoz tartozé tetszéleges A eseményre

P(A) = E P(A|B;)P(B.

f=1

T 32.18 (Bayes-tétel) Ha egy valészindségi algebrdban a By, He, ..., B, események tel-
jes eseményrendszert alkotnak, és P(B:) > 0, (k = 1,..,n), valamint A a valészindségi
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algebrshoz tartozé pozitiv valészindségli esemény, akkor
P(AIBOP(BY)
Te1 P(A|B;)P(B;}

P(BilA) =

D 32.19 Egy valészinliségi algebra két eseményét fliggetlennek nevezziik, ha
P(AB) = P(A)P(B) .

D 32.20 Egy valészinfiségi algebra tetsz6leges szami eseményére azt mondjuk, hogy

a) paronként fiiggetlenek, ha kéziilik barmely kettd figgetlen.

b) teljesen filggetienek, ha kaziiliik tetszdlegesen valasztott véges sok esemény szorzaténak
valoszindisége egyenld a valdszintiségek szorzatdval.

Feladatok

93* Mennyi P(A), ha P(A]B) = 0.7, P(A|B) = 0.3 és P(B|4) = 0.6 7

94. Bizonyitsuk be, hogy ha P(4) = 0.7 és P(B) = 0.8,
akkor 0.625 < P(A|B) < 0.875 !

95. Fejezzitk ki P(4|B)-t P(B)-vel és P(A + B)-vel, feltéve, hogy P(B) #1 .

96. Fejezzitk ki P(ABC|D)-t P(A|D), P(B|AD) és P(C|ABD)-vel.

97. Tegylik fel, hogy az A és B események fiiggetlenek. Fiiggetlenck-e az
a) A és B események ?

b) A és B események ? _

98. Bizonyitsuk be, ha egy valészinliségi algebrdban az A és B események fiig-
getlenek, valamint A C B , akkor vagy P(B) =1, vagy P(4) =01

99! Bizonyitsuk be, hogy ha A, B és C egy valészinliségi algebra paronként fiig-
getlen eseményei, és A fiiggetlen B + C-t8], akkor az A, B és C események
teljesen fiiggetlenek!

100. Bizonyitsuk be, hogy ha egy val6szinfiségi algebrdban az 4, B, C, D esemé-
nyek teljesen fiiggetlenek, akkor AB fiiggetlen C + D-t81 !

101. Egy valészintiségi algebra A és B eseményeire P(4) = i, P(BlA) = § és
P(A|B) = ; . Figgetlen-e Aés B ?

102*Legyenek A;, As, A3 egy valésziniiségi algebra egymdst paronként kizaré
eseményei, amelyek p;, p2, p3 valészintiségekkel kovetkeznek be. Mennyi a
valészintisége, hogy n egymdastdl fiiggetlen kisérletet végezve az Aj el6bb
kivetkezik be, mint a masik kett§ valamelyike?

103. Ketten, X és Y jatszanak. Feldobnak egy-egy szdmozott kockit. Ha a dobott
szamok Ssszege legaldbb nyolc, a dobés érvénytelen, és #jra dobnak. Ha a do-
bott szdmok dsszege kevesebb, mint nyolc, és paratlan szam, akkor X nyer, ha
péros, akkor Y. Mennyi a valdszinfisége, hogy X nyer 7 (Attdl a lehet8ségtél,
hogy olyan sokdig nem dobnak nyolcndl kevesebbet, hogy abba kell hagyniuk
a jatékot, miel6tt valamelyik is nyerne, tekintsiink el.)
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1042 Egy kocksval kétszer dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szdmok
Gsszege
a) hét, feltéve, hogy az 8sszeg pdratian?
b) hat, feltéve, hogy van kizsttiik pératlan?

105. Hirom kockival dobunk. Menny: a valdsziniisége, hogy az egyiken hatos van,
feltéve, hogy a dobott szdmok 8sszege 12 7

106. Két kockival dobunk. Mennyi a valészinfisége, hogy két st8st dobtunk, ha
tudjuk, hogy a dobott szdmok &sszege oszthatd sttel?

107. Az {1, 2, ... , N} szdmhalmazbél visszatevés nélkiil kihdzunk hdrom szémot.
Mennyi a valészinfisége annak, hogy a harmadiknak kihtizott szam az elsé
ketts kozé esik, ha tudjuk, hogy az elsd kisebb, mint a méasodik?

108" Egy dobozbdl, amelyben ismeretlen sszetételben voltak fehér és fekete go-
lysk, visszatevés nélkiil hiztak ki n goly6t; ebbsl k volt fehér. Mennyi a
valészintisége, hogy az els§ hizds eredménye fehér golyé volt?

109! Valakit keresiink az egyetemen. A keresett személy ugyanakkora val6szint-
séggel lehet 6t adott terem valamelyikében. Annak valészintisége, hogy egy4l-
talin az egyetemen van, p . Mar négy teremben megnéztiik, és nem taléltuk.
Mennyi a valészin(isége, hogy az 6t6dik teremben megtalaljuk?

110*Egy kockéval kétszer egymds utdn dobunk. Mennyi a valészinfisége, hogy a
misodik dobas eredménye nagyobb, mint az els§ volt?

111. Oldjuk meg a teljes val6szintiség tételének felhasznaldsdval a 44. feladatot!

112. Két doboz mindegyikében csavarok vannak. Az els§ dobozban 10 % a selej-
tes, a mésodikban 6%. Taldlomra kivesziink az egyik dobozbél egy csavart.
(A dobozok kézott egyenls valdszintiséggel valaszthatunk). Mennyi a valészi-
niisége, hogy a csavar j6?7

113! Egy gép 4tlagban munkaidejének 1/3-aban az I. jelt, 1/6-oddban a IL jeld, a
tébbi idejében a IIL. jel alkatrészen dolgozik. Az 1. jelii alkatrész kidolgozésa
kdzben az erre forditott id6 10%-dban 4ll a gép, a I1. jeli alkatrész kidolgozésa
kozben végig dolgozik, a IIL. jel kidolgozdsa kozben a munkaid§ 25%-4ban
all. Mennyi a valésziniisége, hogy egy taldlomra kivdlasztott idSpontban ali
a gép?

1142 A 32-lapos kirtyacsomaghbél kihiizunk hérom lapot. Mennyi annak valdszi-
niisége, hogy
a) a mdsodik z6ld?
b) az els& és a médsodik z81d?
¢) a harmadik piros?

118%Az § = {1, 2, ... , N} szémhalmaz sszes részhalmazai kozil visszatevéssel
valasszunk ki két részhalmazt (természetesen az iires halmazt is vilaszthat-
juk). Mennyi lesz annak a val6szintsége, hogy a metszetitk az fires halmaz?

116! Egy tizemben egy bizonyos alkatrész gyartasival négy gép foglalkozik. Az

" els8 naponta 250 alkatrészt gydrt, & mésodik 320-at, a harmadik 200-at, a

negyedik 270-et. Az egyes gépeknél a selejtarany rendre 2%, 4%, 3%, 5%. A
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117.

118.

119.

120.

121.

122,

1232

kész alkatrészeket egy helyen gy@jtik. A gépek napi termelésébdl kivesziink

egy alkatrészt.

a) Mennyi a val6szintisége annak, hogy a kivélasztott alkatrész j67

b) Az alkatrészt jénak taldljuk. Mennyi a valdszinfisége, hogy a negyedik gép
gyartotta?

Egy tizembél kikeriild darabiru 75%-a elsSosztdlyt. A kikeriilt termékeket
egyenkénti vizsgilatnak vetik ald. Annak valSszinisége, hogy a vizsgélat so-
rdn egy elsGosztilytd terméket nem elsSosztlyiinak minésitenek, 0.002 . An-
nak valészintisége, hogy egy nem elsSosztélyit elsSosztdlydnak minésitenek,
0.05 . Mekkora a valdsziniisége, hogy ha egy elsSosztédlydnak mindsitett ter-
méket visiroltunk, tényleg elsGosztalyit kaptunk?

Az tizembd] kikeriils termékeket mindsitik. A termékek g valésziniiséggel hi-
basak. A vizsgélatban a hibdsakat o valészinfiséggel fedezik fel, és 8 valészi-
niiségill az az esemény, hogy egy j6 terméket hibasnak minésitenek. Mennyi
a valdsziniisége, hogy

a} jonak ftélt termék selejtes?

b} selejtesnek mindsitett termék j67

¢} a terméket helyesen mindgsitik?

Egy egyszertisitett betegséglelismerési vizsgdlat py = 0.95 valdszintiséggel
mutatja ki a betegséget azokndl, akiknek van, de pp = 0.01 val6szinfiséggel
pozitiv eredményt mutat azokndl is, akik egészségesek. Becslések szerint a
lakossdg 4%-a szenved az adott betegségben. Mennyi a valészinfisége annak,
hogy valaki

a) tényleg egészséges, ha a vizsgdlat annak mutatia?

b) tényleg beteg, ha a vizsgilat annak mutatta?

Tekintsiik az el§z6 feladatot. Hogyan véltoznak a kérdéses valészinﬁségek ha
a lakossag 2%-4t ill. 8%-4t tételezziik fel betegnek?

Az un. feleletkivilasztdsos médszerrel a didkok Ggy vizsgéznak, hogy a teszi-
lapon minden kérdéshez t8bb vdlasz van megadva, amelyek kozill csak az
egyik helyes, és a vizsgézénak azt kell megjeloinie, melyiket tartja helyesnek.
Nyilvinvals, ha a vizsgdzdé nem tudja a valasat, akkor a vilaszok kdziil véle-
lenszerden jelsl meg egyet. Tegyiik fel, hogy p annak a val6szintisége, hogy
a vizsgdzé tudja a helyes vilaszt. Egy kérdésre a vizsgszé a helyes vilaszt
jelolte meg. Mennyi a val6szintisége, hogy a tényleg tudta, ha

a} két valasz kozil vilaszthatott?

b) négy vilasz koziil vilaszthatott?

c) n {n > 2) valasz kozil vélaszthatott?

Egy ABC izletnek két szovetkezet, X és Y szallit ropit. A rekeszben N zacské
ropi van, ebbdl n elemil mintdt vesziink visszatevéssel. A mintdban s azok
széma, amelyeket X gyartott, Mennyi a valdszintisége, hogy &sszesen k olyan
zacsko van az N zacské kozott a.melyet X gyirtott, feltéve, hogy barmilyen

242 A

Mennyi a valésziniisége annak, hogy egy kockit négyszer feldobva kétszer
dobunk hatost?
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1242 Egy helységet két dton lehet megkozeliteni. Két gépkocsi indul el, egyik az
els& Gton, a mésik a masikon. Annak valdszintisége, hogy az els§ dton a gépko-
csi elakad, 0.8 ; annak, hogy a mésikon elakad, 0.83 . Mennyi a valésziniisége,

~ hogy legaldbb az egyik gépkocsi célhoz ér?

125. Egy repiilégépnek jobb és bal oldaldn 2-2 motorja van, és még biztonsdgosan
le tud sz4llni, ha mind a két oldalon legalabb egy-egy motor lizemképes. Egy
adott 4t alatt a motorok mindegyike ¢ val6szinfiséggel romhk el, egymastdi
fiiggetleniil. Mennyi a val6sziniisége a biztonsigos leszdlldsnak?

1286. Statisztikai adatok alapjdn annak valésziniisége, hogy egy djsziilott neme fini:
0.516 . Ha a testvérek nemét egymaistdl fliggetlennek tekintjik, mennyi a
valészinfisége, hogy egy dtgyerekes csalddban csak egyetlen fid sziiletik?

127 Mennyi a valészinfisége annak, hogy egy kockit t6bb, mint tizszer kell fel-
dobni ahhoz, hogy két hatost kapjunk?

128. Mennyi a valszinfisége annak, hogy két kockat t8bb, mint tizszer kell feldobni
ahhoz, hogy dupla hatost kapjunk?

129! Hényszor kell két kockit feldobnunk, hogy 0.98-nal nagyobb legyen a valé-
szinfisége annak, hogy legalabb egyszer dupla hatost dobunk?

130. Mennyi a valészinfisége annak, hogy egy szabdlyos kockat
a) 30-szor feldobva pontosan 3-szor dobunk négyest?

b) 5k-szor feldobva pontosan k-szor dobunk négyest?

131. Mennyi a valésziniisége annak, hogy harom kockéval kétszer dobva mindkét

esetben ugyanazt az eredményt kapjuk, ha a kockik

a) megkiilsnboztethet6k?

b) nem kiilénboztethetSk meg?

Egy kockival n-szer dobunk. Mennyi a val6szintisége, hogy nem dobjuk két-

szer egymds utdn ugyanazt a szamot?

133. Egy vizsgara valé felkésziiléskor 35 hallgaté mindegyike megtanult a 35 tétel
koziil 34-et 4gy, hogy mindegyik tételt pontosan egy hallgaté nem tudja.
Mennyi a valészinfisége, hogy a vizsgdn (ahol mindenki egy tételbdl felel)
senki sem hiizza azt, amit nem tud, ha
a) a kihtizott tételeket nem keverjiik vissza?

b) a kihéizott tételeket visszakeverjitk?

134. Egy orszagban az A, B,C, D, E pontok ks-
zbtt az Abran lathaté ithalszat van kiépitve.

Egy adott téli napon minden egyes tszaka- E
szon p valészinfiséggel hoakad4ly van, a t6b-

bi titszakasz sllapotétdl fiiggetleniil. Mennyi A

a valészinfisége, hogy egy adott napon el le- D

het jutni A

a) A-bél E-be? b} B-b8l E-be?

135. Valaki berakta az atlevelét n fick kéziil valamelyikbe, de elfelejiette, melyik-
be. Utazas eltt idegesen keresni kezdi. Annak valdszinfisége, hogy kihizva
azt a fikot, amelyikben az titlevél van, azt meg is taldlja, «. Mennyi a vald-
szindisége, hogy

132

.
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a) az utlevelet az elfszér kihtizott fickban megtaldlja?
b} ha az el@szor kihiizott fickban nem taldlta, akkor az nincs is ott?
c) t6bb, mint kétszer kell a fickokat végignézni ahhoz, hogy megtalslja?

136. Tiz goly6t osztunk el egyenként 6t dobozba gy, hogy mindegyik dobozt
egyenld valGszintdséggel valaszthatjuk mindegyik golyé elhelyezésekor. Mennyi
a valGszinfisége, hogy az elsé dobozba négy golyé keriil?

137. Egy n kulcsot tartalmazé kulcscsoméval prébalunk egy zérat kinyitmi. A
kulesok kéziil pontosan egy nyitja a z4rat. Mennyi a valészinfisége annak,
hogy épp a k-adik fogja nyitni, ha
a} félretessziik azokat, amelyek nem nyitottdk?

b) nem tessziik félre azokat, amelyek eddig nem nyitottsk?
{Adjunk més dton megoldést, mint a 39. feladatban.)

138. Egy szabélyos kockat n-szer feldobtunk. Az n dobéshél k-szor dobtunk egyest.
Mennyi a valészintisége, hogy az i-edik dobds eredménye egyes volt?

1397 Egy tévkozlési csatornan (.002 valészintiséggel torzul el egy jel. Mennyi a
valGsziniisége, hogy 1500 jelet tovibbitva legfeljebb két jel torzul el?

140. Egy zuhogén valé dthaladiskor a kajak p; valdszinfiséggel nem sériil meg,
p2 valészintiséggel jelentdsen megsériil, p3 valészintiséggel tonkremegy (p; +
p2+p3) = 1). Mennyi a valészinfisége, hogy n étkelés utin a kajak nem megy
tonkre, ha két jelentSs sériilés mér egyenériékd a tonkremenéssel?

141. Tekintsiik a 119. feladatot. Mennyi a valdszintisége, hogy tiz embert egymaés-
t6l fiiggetleniil megvizsgdlva, mindegyiknél helyes lesz a diagnézis?

142 Egy tizemben 10 gépen gysrtanak egyforma alkatrészeket, mindegyiken ugyan-
annyit. Az els§ két gépnél egyiittvéve 3% a selejt, a kovetkezd 5t gépnél
egylittvéve 1.5% , a t6bbinél egyiittvéve 1% . Az egy helyen gy((jtstt alkat-
részek koziil
a) egyet kivesziink. Mennyi a valészinfisége, hogy selejtes?

b} 6tot kiveszink. Mennyi a valészintisége, hogy legfeljebb az egyik selejtes?

143. Egy dobozban négy papirlapon a kévetkezd szamharmasok allnak: (0,0,0),
(0,1,1), (1,0,1), ill. (1,1,0). Hizzunk ki egy lapot. Feltessziik, mindegyik egy-
forma valésziniiséggel hizhaté. Jelentse A; azt az eseményt, hogy a kihidzott
lapon az i-edik szdmjegy egyes (i = 1,2,3). Mutassuk meg, hogy az A; ese-
mények pironként fiiggetlenek, teljesen azonban nem!

144. Egy dobozban 15 fehér, 18 fekete és 20 piros golyé van. Addig hizunk vissza-
tevés nélkiil, amig pirosat nem hizunk. Szémitsuk ki a kovetkezd valészinii-
ségeket: '

a) 3 fekete és 5 fehér goly6t hiztunk.
b) egyetlen fehéret sem hiiztunk ki .
¢) sszesen 13 golyét hiiztunk ki.

145. a) Mennyi a valésziniisége, hogy egy 5 cm &tmérsjd labdat egy négyzethils

alakd rdcson a récs érintése nélkiil 4tdobunk, ha a négyzetek oldala 8 cm,

a drét vastagsdga nullinak vehetd, és a labd4val nem célzott dobdsokat
végziink?
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32. Valészintlségi algebra — Feltételes valészinfiség, figgetlen események

b) Hény dobés kell ahhoz, hogy annak 2 valészinsége, hogy a labda legaldbb
egyszer siman &tmegy, nagyobb legyen, mint annak, hogy egyszer sem?

Néha nem vagyunk biztosak abban, hogy egy felichetSen geometriai val6szing-
ségre visszavezethet§ feladatnal j6l vilasztottuk-e meg a tartominyokat. Az ityen
feladatokat masképp is megoldhatjuk.

146. Oldjuk meg a teljes valészinfiség tételének felhasznildsdval azt a feladatot,
hogy ha taldlomra vélasztunk két szdmot a [0;1] intervallumon, mennyi lesz
annak valészinfisége, hogy ezek legfeljebb 0.1-del térnek el egymastol!

147. A [0;2] intervallumon vélasztunk egy szdmot, majd egy néla kisebbet. Mennyi
a valészinGisége annak, hogy a kett8 osszege kisebb, mint barom?

1482 Oldjuk meg a teljes valésziniiség tételének felhasznéldsival a 90. a) feladatot.
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33. Val6szinfiségi valtozék — Alapfogalmak

33. fejezet

Valészintiségi valtozok

Alapfogalmak

D 33.1 A valds értékii £ fliggvényt valdsziniiségi valtozonak nevezzilk, ha értelmezési tar-
tomanya egy eseménytér, és barmely valés z-re értelmezve van a P(§ < ) valészindség.

D 33.2 Az Fe(z) = P(£ < z) egyenidséggel definidlt fiiggvényt a £ valészinliségi viltozé
eloszlasfllggvényének nevezzik,

T 33.3 Tetszdleges valdszinfiségi véltozs eloszlasfiiggvényére érvényesek az alibbiak:

a) imz— oo Fe(z) =0 € limgoo Fg(z)=1.

b) F¢(=) monaton n& (igy minden pontban létezik jobb oldali hatdrértéke), és minden ponthan
balré! folytonos.

e) Pla<é<b)= Ff(b) - FE(G) s
P(§ = =) = limg—,z940 Fe(z) — Fe(2o} -

D 33.4 A £ valészinGségi valtozét diszkeétnek (vagy diszkrét eloszidsiinak) nevezziik, ha

értékkészlete egy [z, T2, ..., 2] véges sorozat vagy egy olyan [z1,..., 2y, ..] végtelen sorozat,
amelynek egyetlen eleme sem toriddast helye ennek a sorozatnak.

A diszkrét valészinfségi valtozd Ssszes lehetséges értékéhez tartozd [P = z3),k =
1,2,...] sz&msorozatot a valészindiségi véltozd valbszinfiségeloszldsinak nevezziik. Nyilvan-
vals, hogy Y p P(E =z} = 1.

D 33.5 A ¢ valészinfiségi valtozét folytonosnak {vagy folytonos eloszlasiinak) nevezzik, ha
megadhats olyan egyvaltozés valés f; fiiggvény, amely mindenttt nemnegativ, barmely véges
intervallumon legfeljebb véges sok pont kivételével folytonos, és amellyel £ eloszlasfiiggvénye
kifejezhetd

"z
Fea)= [ feltyae
-0
alakban. Ezt a f; fuggvényt a £ valSszinGségi valtozé siirliségfliggvényének nevezzik.

T 33.6 Folytonos valészintiségi viltozé eloszlasfiiggvénye folytonos. Ha F és f egy folytonos
valészindiségi valtozé eloszlds-, ill. srfiségfiggvénye, akkor

a) -
[ fey=1,

b} ha zo-ban F differencisthats, akkor F/'{zg) = f(zg).

D 33.7 A ¢ valésziniiségi valtozst kevert eloszldsinak nevezziik, ha
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33. Valésziniiségi valtozok — Alapfogalmak

a) azok a val6s szamok, amelyeket £ pozitiv valészintiséggel vehet fel, vagy egy (1, ..., 5] vé-
ges sorozatot alkotnak, vagy egy olyan [z1, ..., 2p, ...] végtelen sorozatot, amelynek egyetien
eleme sem torlédasi helye a sorozatnak;

b) fenndll a 3op P(€ = &) < 1 egyenldtlenség;
¢) megadhats egy olyan egyvéitozés nemnegativ fy fuggvény, amely barmely véges interval-
furnon legfeljebb véges szdmii hely kivételével folytonos, és amellyel £ eloszlasfiiggvénye

Fe)= 3 PE=o0) + [ fehat

Ip<z
alakban irhats fel. '
(liyen valészinidiségi valtozékkal csak néhdny kivételes esetben foglalkozunk.)
D 33.8 Ha a £ és 5 valoszinfiségi véltozék kdzétt fennsll egy 7 = i(£) fiiggvénykapcsolat,

£-nek t-vel vald transzformaéltja.

T 339
a} Ha ¢ diszkrét eloszidsn valészindségi valtozs, és = 1(£), ahol 7 szintén diszkrét, akker

P& =w)= ), PlE=).
¥
J=p)=vi
b) Ha £ folytonos eloszléstt valészindiségi valtozs, & 7 = #(£), ahol 7 szintén folytonos, és

t szigordan monoton, differencidlhatd fiiggvény, akkor u-val jelélve t (szintén monoton és
differencidthat6) inverzét:

Sa(w) = felu(®)) - 1 (2)]

A tovabbiakban az eloszlds-, ill. sdrdségfiiggvény mellett a £, 7, stb. jelet csak akkor tiintet-
juk fel, ha nem nyilvanvaié, hogy melyik valészindiségi valtozé eloszlas-, ill. striiségfliggvényérsl
van szé.

Feladatok

1* Mutassuk meg, hogy ha F a £ eloszlasfiiggvénye, akkor fennsllnak a kdvetkezd
egyenl@ségek (o < b):
a) Pla<{<b)=F(b) - Fa)+ P({=9),
b) P(a <{ <b)=F(b)— F(a) - P({ =a) ,
¢c) Ple<{<b)=F(b)— F(a) - P(f=a)+ P(( =b).

2% Legyen 0 < p < 1 és ¢ = 1 — p. Alkothatnak-e a ¢, pq, p°q,..., 2 "1q ,...
szdmok valészinfiségeloszlist?

3" Legyenek £ lchetséges értékei —3, —2, —1, 1, 2, rendre 0.2, 0.15, 0.2, 0.15, 0.3
valészindségekkel. Mik lesznek n lehetséges értékei és milyen valdszinfiségek-
kel, ha

a) n=2£+3, o) gp=¢,
b)  p=-£+1, ) n=£-3¢.
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33. Valészintiségi valtos6k — Alapfogalmak

4.

5°

Kily

9’

10.

11.

iz,

13.

14,

15.

Legyenek ¢ lehetséges ériékei a pozitiv egész szdmok, és a hozzdjuk tartozé
valészintiségek P(€£ = i) = p; ({ = 1,2,...). Hatdrozzuk meg n lehetséges
értékeit és valdsziniiségeloszlasit, ha
a) n=(-1)éspi=%, n=4¢,
byn=¢—3Entiésp=2%, dyn=2+3,
e) n = {£}, ahol {z} jelenti z tortrészét, (azaz {z} = v — Ent z }.
Legyenek a ¢ lehetséges értékei a pozitiv egész szdmok, P(£ = k) = kd*
valészintiségekkel. Mennyi a d7
Legyenek a { valdsziniiségi viltozd lehetséges értékei —2, —~1, 0, 1, és a hoz-
z8juk tartozo valdszintiségek rendre 0.25, 0.2, 0.35, 1.
a} Adjuk meg ¢ értékét!
b) Adjuk meg az 7 = €2 + £ + 1 egyenl&séggel definialt valésziniiségi valtozs
valoszinfiségeloszlasat!

¢) Adjuk meg n eloszldsfiiggvényét!
Legyen a ¢ val6szindségi valtozé eloszlasfiggvénye

0, haz < -1,

1/4, ha~1<z<0,

F(z)=41/3, halO<z<1,
5/6, hal<z<2,
1, ha2<zx.

Adjuk meg ¢ valészinfiségeloszldsat, és hatdrozzuk meg a kévetkez§ valdszi-
niiségeket:

a) P({<05), ) P{{21),

b) P(-0.5<¢<1), dyPO<E<2).

Két kockéval dobunk. A dobott szdmok 8sszege valdsziniiségi viltozs. Hatd-
rozzuk meg ennek valsziniiségeloszlasat, és irjuk fel eloszlasfiiggvényét!
Egy dobozban hat cédula van, egytsl hatig megszdmozva. Kihizunk hérmat.
¢ értéke legyen a legkisebb kihiizott szam. frjuk fel £ eloszldsfiiggvényét!
Egytdl tizig szdmozott céduldk kézil kihdzunk 6tot. A £ valéseziniiségi viltozd
értéke a legnagyobb kihiizott szém. frjuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét!

Szabdlyos dobdkockdval dobunk héromszor. Jelentse £ a legkisebb dobott
szamot. [rjuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét!

Egy szabélyos pénzérmével négyszer dobunk. Legyen £ értéke a fejdobédsok
szdma. frjuk fel £ eloszlasfiiggvényét!

Egy kockaval addig dobunk, amig négyest nem kapunk. Jelentse £ a dobésok
sz4mat, ha az utolsé dobast is beszamitjuk. frjuk fel ¢ valészinfiségeloszlasat!
Egy szabdlyos pénzérmét n-szer feldobunk. £ értéke legyen a fej-irds dobdsok
szdmdnak eltérése. Adjuk meg £ valészintiségeloszlasit, ha

a)yn=3, byn=8.

Valasszunk véletlenszertien két szamot a [0, 1} intervallumbél, a-t és b-t. Le-
gyen ¢ értéke a ¢(z} = 2? 4 ax + b polinom kiilsnbézé valés gydkeinek a
szama. frjuk fel £ eloszlasfiiggvényét!
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16. Tegyiik fel, hogy egy étieremben a vendégek ebédidben eltsltstt idejét per-
cekben mérve a kisvetkezd eloszlésfiiggvény jellemzi:

0, haz<0,

&, hal<z<30,
Flzy=4{3, ha30<z<60,

5 ha60 <z <120,

1, hal20<cz.

Mennyi a valészinfisége, hogy egy vendég az étteremben
a) 45 percnél tovibb marad?
b} "1 érdnél tobbet, de masfél 6randl kevesebbet 18lt el?

17. Legyen a £ valszinfiségi viltozd eloszlisfiggvénye
0, haz <1, s

_ (z —1)2, hal<z <35,

F(z) = -1%3:—%, ha%(z_<_4,

1, had<z.
Mennyivel lesznek egyenlSk a kévetkezd valdszinfiségek:
a) P(¢ <12), ¢) PAB < £ <41),
b} P(0.8 < ¢ < 1.5), d) P4<¢<8).
18. Egy ¢ valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye legyen
0, haz<@,
Z, hal<z<1,
F(z)=4% hal<z<2,
B, ha2<z<3,
1, had3<z.
Szamitsuk ki a kévetkez8 valészintiségeket:
a) P({ =1), c} P({ = 3),
b) P(2<{ < 4), d) P(£>3) .

Az eloszldsfiiggvény tulajdonsigait ismerve nem okoz nehézséget, hogy ez a
£ kivételesen egy kevert eloszldsi valdszintiségi véiltozo.

19! Az A, B, C sllandék mely értékeire lesz az F fliggvény eloszldsfliggvény, ha
. a)
F(z) = A+ B arctgz ,

b)
0, haz <A,
Flz)= {B+Ca:e""', haz > A.
20" Legyen egy £ valészintiségi viltozd eloszlasfiiggvénye
0, haz <1,
@) ={G4 2, mmast’

a) Mennyi A és B .értéke?
b) Mennyi P{10 < £<14)?
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21,

22.

23,

24,

25.

26>

27.

28"

¢) Mennyi P(0.3<£<4)7?

Vélasszunk a {0, 1] intervallumban véletlenszertien két szdmot, z-et és y-t.
frjuk fel eloszlasfliggvényét |, ha

a) n=z+y, d)n=(z-y)?,

b) n = max(z,y) , e)p=z-y.

¢} n = min(z,y) ,

Egységnyi oldald négyzet két itellenes oldaldn vilasztunk véletelenszerfien
egy-egy pontot. Ezek tivolsiga valészintiségi valtozé. frjuk fel az eloszlds-
fiiggvényét!

Egy villanyéra mutatdja percenként ugrik egyet. Véletlenszerifen ranéziink az
érara. Jelentse £ a kovetkez§ mutatéugrésig eltelt id6t, percben mérve. frjuk
fel ¢ eloszlasfiiggvényét!

Egy négyzetben, amelynek oldala 3 hossziséigi, véletlenszeriien vdlasztunk
egy pontot. frjuk fel £ eloszlasfiiggvényét, ha ¢ a pont tévolsiga

a) egy rdgzitett oldaltél!

b) a hozz4 legkszelebbi oldaltsl!

c) a négyzet kézéppontjatal!

d} az egyik régzitett csicstsl!

Vilasszunk a [0, o] intervallumon véletlenszerfien, egymastél fiiggetlentil h4-
rom szdmot, legyenek ezek z, y, z. frjuk fel a é =z +y + 2 valészintiségl
valtozé eloszlasfiiggvényét!

Legyen a ¢ valésziniiségi viltozd eloszlasfiiggvénye

0, haz <0,
F(m):{m, ha0<z <1,
1, hal<z.
{rjuk fel n eloszlasfiiggvényét, ha
a) n=38+2, d) n=tgr(€ - 1),
b) n=+E, e} 1=1¢,
¢) n="1+sin(¢) fn=i-e.

Legyen a € val6sziniiségi valtozé eloszldsfilggvénye
0, haz <1,
F(r):{“’a;l, hal<z<4,
1, had< 2.
Irjuk fel n = /€ + 3 eloszlasfiggvényét!
A kovetkezd fiiggvények koziil melyik lehet siiriiségfitggvény :
a)
z, halt<z <1,
flzg)=42-2, hal<z<?2,
0 kiillénben .

_flt—=z, hal0<z<2,
=) {o kiilonben .
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33. Valészintiségi valtozé6k — Alapfogalmak

29.

30.

31

32.

33.

34.

352

386.

37!

A £ valdszindségi valtozd stirfiségfiiggvénye
_[A+ Bz, haze(0,1],
=) = {0, ha z ¢ (0,1] .
Hatarozzuk meg A-t, B-t, és irjuk fel £ eloszlésfiiggvényét!
{rjuk fel £ eloszlésftiggvényét, ha stirtiségfiiggvénye

. —L . halz|>1
_[1-]1—-2 hal<z<2, _ J -1 ’
2) f(=) {0 killsnben . b) fl=) { ?;, ha |z]<1.

A [0,1] intervallumon vélasszunk egyméstél fiiggetleniil két szdmot, z-et és
y-t. Legyen a £ valészintiségi valtozé értéke |z — yl. Trjuk fel ¢ stirtiségfiigg-
vényét!

Valasszunk véletlenszeriien egy P pontot az 2% 4(y—a)? = a® (a > 0) egyenle-
ti kérvonalon (azaz, annak valészintisége, hogy a pont egy adott korivre esik,
legyen ardnyos a kériv hosszdval). A kor kizéppontjit a P ponttal 6sszekotd
egyenes és az z-tengely metszéspontja legyen A = (£,0). Hatdrozzuk meg ¢
eloszlas- és siiriségfiiggvényét!

Legyen ¢ stiriiségfiiggvénye

felz) = {?\’e—/\z,

Hatarozzuk meg az n = e¢~¢ valdszintiségi viltozé eloszldsftiggvényét!
Legyen £ eloszldsliiggvénye

haz <0
haz>0.

0, ha z <0,
F(x):{l—cosm, ha0<z <%,
1, haf <z.
Irjuk fel az 5 = 2¢ + 1 valészintiségi valtozé stiriiségftiggvényét!
Legyen £ eloszlasfiiggvénye

1 1
Fe(z) = 3 + ;r-a,rctg T.

a) Trjuk fel ¢ stirfiségfiiggvényét!
b) frjuk fel az p = 2£%+1 valdszintiségi viltozs eloszlas- és stirtiségliiggvényét!
c) friuk fel a v = ¢ + 1 valészinfiségi viltozé stiriiségfiiggvényét!
Legyen ¢ eloszlasfiiggvénye
_ [0, haz <1,
Fe(z) = {1 —el-2) haz>1.

o 4

frjuk fel n = % eloszlds- és siirfiségliiggvényéil

Legyen a £ valosziniiségi viltozd eloszlasfiiggvénye
0, haxz <0,

FE(m)={a:, hal<z <1,
1, hal<z.
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33. Valésziniiségi valtozsk — Varhaté érték, széras, Markov- & Csebisev egyenlftlenség

Legyen G tetsz6leges olyan eloszlasfiiggvény, amely az (a, b} véges vagy vég-
telen intervallumon szigorian monoton n8, folytonos, img_g40 G(z) =0 és
hm,_p_o G(z) = 1. Jeltlje  az (a, b) intervallumra korlstozott G inverzitgg-
vényét. Legyen n = v(¢). frjuk fel eloszlasfiiggvényét!

38" Legyen ¢ tetszbleges olyan folytonos valészinfiségi valtozé, amely az (a,b)
véges vagy végtelen intervallumon vehet fel értékeket. Legyen n = Fe(8),

azaz a transzformidcidfiiggvény legyen ¢ sajit eloszldsfiiggvénye. frjuk fel 7
eloszlisfiiggvényét!

Varhat6 érték, széras, Markov- és Csebisev egyenltlenség

D 33.10 Legyenek a ¢ valészintiségi valtozé ichetséges értékei [zi,2 = 1,2,...] (véges vagy
végtelen sorozat), & P(£ = z;) = p;.
A £ virhato értékén az

M) = Zmim

sszeget értjik, feltéve, hogy a }; |z;|p; Gsszeg létezik. Ha ez utébbi 8sszeg nem létezik, a va-
l6szinfiségi valtozé vérhatd értékét nem értelmezziik. {Latjuk, véges értékkészletd val6sziniiségi
viltozénak mindig van varhaté értéke.)

D 33.11 Legyen ¢ folytonos valésziniiségi valtozé f sirdségfiggvénnyel. £ varhaté &rtékén

" M= |

00

zf(z)dz

értéket értjiik, feltéve, hogy ez létezik. Ha az integral nem létezik, £ varhaté értékét nem
értelmezziik.
T 33.12 A ¢ valészintiségi valtozé 7 = g(£) transzformaltjanak varhats értéke:

Ha & diszkrét valészinGségi valtozé (1, zg, ...] értékkészlettel, akkor
M(n) = T; g{z;) P(€ = z;), feltéve, hogy ez az 6sszeg abszolit konvergens;

Ha £ folytonos valsszindiségi valtozs f strGségfiiggvénnyel, g pedig folytonos, és véges sok
hely kivételével differencialhats figgvény, akkor M(n) = [*°_ g(z)f(z)dz, feltéve, hogy

T2 lg(=)| f(z)dz is lstezik.

Specislisan, ha a £ valSszinfiségi valtozénak van varhats értéke, akkor a tetszileges valds
a és c konstansokkal képezett 5 = af + ¢ valGszinGségi valtozénak is van, és

M(aé +c)=aM(E) +c.

T 33.13 (Markov egyenl&tlenség) Ha egy nemnegativ értéka & valészindségi valtozénak
van vdrhaté értéke, akkor tetszéleges r pozitiv szamra

PE2n< M@

D 33.14 A £ valészindségi viltozd szérasanak nevezzitk a

D(§) = yM((£ - M(£)")
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33, Valészinfiségi valtozdk — Vérhaté érték, szords, Markov- £s Csebisev egyenlGtienség

értéket, feltéve, hogy a gyskjel alatti varhats érték létezik. Ha ez nem létezik, a valdszindségi
viltozd szérasat nem értelmezziik.

T 33.15 Ha a ¢ vaiészindségi véltozo szdrasa létezik, akkor a tetszéleges e és ¢ konstansokkal
képezett 1 = af + ¢ valdszindségi viltozé szérasa is létezik, és

D(a€ + ¢) = |a| D(£)
T 33.16 Ha a £ val6szinfiségi v4ltozé szordsa létezik, :kkor
D) = M(£H) - 2 4(8) .
A szamitasoknal tébbnyire a szérasnak ezt a kiszamitasi médjst alkalmazzuk.

T 33.17 {Csebisev egyenlftlenség) Ha a £ valészinfiségi valtozénak van szérdsa, akkor
tetszdleges r pozitiv szémra

PUE - M)} 2 7) < (5)

Feladatok

39" A £ val6szinil segi viltozé lehetseges értékeii—~1, 0, 2, 4, 6. Az ezekhez tartozé

valészinfiségek - 5 %, ;—11], £ g Szémitsuk ki £ varhat6 értékét és szdrasat!

40. Legyenek a £ valdsziniiségi valtozé lehetséges értékei: —1, —0.5, 0, 0.5, 1,
1.5, és a hozzdjuk tartozé valdszinfiségek 0.1, 0.15, 0.25, 0.13, 0.18, 0.19 .
Szamitsuk ki £ varhaté értékét és szérasit!

41. Legyenek ¢ lehetséges értékei 1, 2, 3, és a megfelel§ valdszind segek , -é-, é.
Mennyi lesz £ virhaté értéke és szérdsa?

42. Két kockival dobunk. Szamitsuk ki a dobott szdmok Ssszegének varhaté ér-
tékét és sz6rasat!

43* Hirom kockdval dobunk. Jelentse ¢ a legnagyobb dobott szémot. frjuk fel ¢
eloszlasfiiggvényét, és szamitsuk ki varhat6 értékét és szdrasit!

44, Egy dobozban n cédula van, ezeken az egymadstdl kiilonbdz8 z1,2,...,Zn
valés szamok szerepelnek. Egyet kihtzunk. Jelentse £ a kihdizott szdmot.
Mennyi lesz £ varhaté értéke, ha a céduldkat egyenld valészintiséggel hizzuk?

45. Egy kockaval addig dobunk, amig az addig dobott szimok sszege (az utolsét
is beszamitva) el nem éri, vagy meg nem haladja a hatot. Mennyi lesz a
dobésok szamédnak varhat6 értéke?

46. Egy szabdlyos pénzérmét n-szer feldobunk. £ értéke legyen a fej-irds dobasok
szamdnak eltérése. Mennyi lesz £ varhaté értéke, ha
a) n =37 b) n=287

47* Két személy, A és B a 32 lapos magyar kirtydval jaitszik. Az asztalra tett
csomagbdl feliitnek 2 lapot. Ha ezek kézdtt van 4sz, A fizet B-nek 189 Fi-
ot. Ha nincs 4sz, B fizet A-nak. Mennyit fizessen B, hogy a jaték méltdnyos
legyen?
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33. Valésziniiségi valtoaék — Vérhatd érték, sz6rés, Markov- és Csebisev egyenifitlenség

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

552

56.

Egy urndban 3 fehér, 5 fekete és 2 piros golyé van. Két jatékos felviltva
visszatevés nélkiil hiz egy-egy goly6t. Az a jétékos nyer, aki el6bb hiz fehéret,
de ha valamelyikiik elsére, vagy csupa fekete hiizds utdén pirosat hiz, akkor
a jiték dontetlen. Ha a kezd® jitékos gyGz, 43 Fi-ot kap. Mennyit fizessen a
kezd§ a masiknak annak gyGzelme esetén, hogy a jiték méltinyos legyen?
Médositsuk az eldz8 feladatot Ggy, hogy bevonunk a jitékba egy "bankot”
is. A bank a gy&ztesnek feleannyit fizet, mint a vesztes, és dontetlen esetén
mindkett&tsl ugyanannyit kap. Ha a kezd6 a gySztes, N Ft-ot kap Ssszesen.
Mekkora legyen a t6bbi dsszeg, hogy a jaték méltanyos legyen?

Harman jatszanak. Mmdegyﬂdik hiz egy iapot a 32 lapos magyar kirtysabél.
Ha van kozsttiik piros, akkor A gy&z; ha nincs piros, de van zold, akkor
B; a tobbi esetben C. A gySztesnek a mésik keits egyformén fizet. Mllyen
ara’myba.n legyenek a nyeremények, hogy a jaték méltdnyos legyen?

Az {izembdl kikeriils termékeket megfelelének és nem megfelelének ming-

‘sitik. Két mindsitési médszer koztt valaszthatnak. Az elsénél egy termék

mindsitési koltsége 13 Ft, és ez a médszer a j6 termékek 5%-4t hibdsnak, a
rosszak 8%-at viszont megfelelSnek minésiti. A mésodik termékenkénti kolt-
sége 5.3Ft, és a jok 8%-4t rossznak, a rosszak 15%-4t j6nak mindsiti. Az
eladott j6 terméken 50Ft a nyereség, a kiselejtezett j6r 200Ft a veszteség.
Mivel az eladott rosszat garancidlisan jéra kell cserélni, és ez kezelési koltsé-
get —és presztizsveszfeséget is— jelent, egy eladott rossz ésszességében 130Ft
veszteséget jelent. (A kiselejtezett rossz termék esetén természetesen csak a
minGsitési kltség szdmit, mert a rossz termék termelési vesziesége nem a
mindsitési médszerts] fiigg). Melyik médszert valasszuk, ha a termékeknek
a) kb. 90%-a j6?
b) kb. 70%-a j6?
¢) Erdemes-¢ egysltalan mindsiteni?
Legyen £ diszkrét eloszlast valészinfiségi valtoz6 P(¢ = k) = p*~ ¢ (k =
.,n) eloszldssal, ahol 0 < p < 1és5 g = L—-— Hatdrozzuk meg £ varhato
ert‘.eket1

Egy kockéval addig dobunk, amig hatost nem dobunk. Jelslje ¢ a dobésok
szdmit az elsd hatosig ligy, hogy az utolsé dobdst is beszémitjuk. Mennyi
lesz ¢ virhaté értéke és szdérdsnégyzete?

Egy n kulcsot tartalmazé kulcscsoméval prébalunk egy zérat kinyitni. A

kulcsok kozil pontosan egy nyitja a zarat. Eléreldthatéan hényadik prébal-
kozdsra sikeriil kinyitni a zarat, ha

a} félretessziik azokat a kuicsoka.t amelyek eddig nem nyltottak'?

b) nem tessziik félre azokat a kuIcsokat amelyek eddig nem nyitottdk?

A ¢ valészinfiségi viltozé lehetséges értékei legyenek 1,—2,3,—4,5,... . Van-e
varhatd értéke, és szérésa, ha

a) P(I¢] = &) = grtmy » b) P(i¢l = #) = msresy

Legyenek ¢ lehetséges értékei 1,2,....n,... , P({ = k) = k(—g‘zz)k valdszindsé-
gekkel. Mennyi lesz £ varhat6 értéke?
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33. Valészinfiségi valtozdk — Varhat6 ériék, szérés, Markov- és Csebisev egyenlétlenség

57? Legyenck £ lehetséges értckei 1,2,...,n,... és a P(§ = k) valszinfiségek egye-
nesen ardnyosak Elg-tei. Mennyi £ varhatd értéke?

58. Legyen £ sfiriiségfiiggvénye

. 1 i
f((l}')—_—{-\/_;’ h30<$<4_,
0 kiilsnben .

Hatérozzuk meg ¢ eloszlisfiiggvényét és virhatd értékét!
59. Milyen A értékre lehet az
A
F = {7 o’
fiiggvény stirtiségliiggvény? Mutassuk meg, hogy az ezzel a sﬁ’rfiségfﬁggvéﬁnyel:
jellemzett valészinfiségi valtozénak nincs varhatd értéke!
60. Legyen € eloszlasfiiggvénye

0 haz <1
F($)={1,—-%, halz:t:j
Mennyi lesz £ vdrhatd ériéke?
61. Mennyi lesz £ virhatd értéke, ha stirfiségfiiggvénye
0, haz €0,

O {\/;2‘_—':1226—;;, hali<z.

62. Valasszunk hérom szamot véletlenszerfien, egymadstél fiiggetleniil a [0, ¢} in-
tervallumon. Legyenek ezek z, y, 2. Szdmitsuk ki a { = x +y+ 2z valdsziniségi
valtozs varhats értékés!

63! Legyen a £ valdsziniiségi valtozd stiriségliiggvénye
_fe(z+2%), ha2<z<4,
H=) {0 kiilsnben .
a) Mennyi ¢ értéke?
b) Szdmitsuk ki £ szérasat!
64. Szamitsuk ki az
_f2(z-1), hal<z<?2,
f(z) { 0 killonben .
stirtiségfiiggvényil valészintiségi viltozé virhat6 értékét és szérdsat!
65. Szamitsuk ki az
haz <1,

#(2) = { gics
e hal<z.
stirdségfiigevényt valészintiségi valtozé varhatd értékét és szérésat!
86. Mennyi £ varhatd értéke és szérdsa, ha sliriségfiiggvénye

1
_lz+=z haze(0,1],
Hz) { {2} kiilonben .
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33. Valdszindségi valtondk — Varhaté érték, sz6rds, Markov- &s Csebisev egyenlétlenség

67. A { val6sziniiségi viltozé eloszlasfiiggvénye

0, haz <1,
F(z):{ln( Z )

——mE}ZTl—H, hal<z.

a) Ellendrizziik, hogy F valéban eloszlisfiiggvény!
b} Szdmitsuk ki virhaté értékét és szérasit!
68" A { val6szinfiségi vltozd eloszldsfiiggvénye
0, haz <1,
Flz) = {1——‘37=(1 +In z{z), hal<z.
Szédmitsuk ki varhato értékét és szdrisit!
69. Legyen ¢ sfiriségfiiggvénye

0, haz <0,
f(:z:)—{;, hall<z<e,
0, hae<z,

ahol £ adott pozitiv szdm. Hatdrozzuk meg £ szérasat!
70! Legyen £ strdségfliggvénye
1 1
flz) = .
{lel(z® +1) 8/3r

Van-e {-nek virhaté értéke és szérisa?

71® Legyen £ eloszlasfiiggvénye

Fz) = 0, haz < %
T} = 1
—5—5——116{:1“ ha % <z.

a) Szdmitsuk ki £ varhaté értékét!
b) Létezik-e £ szérasa?

72F Bizonyitsuk be, a T 33.12 tétel folytonos esetre vonatkozé allitasit abban a
specidlis esetben, amikor az ottani g helyén egy monoton novekvd, differenci-
alhaté r fliggvény dll. Azaz, bizonyitsuk be, hogy ha a ¢ valdszinfiségi valtozé

sr oz

striségfiiggvénye f és r monoton névekvd differencidlhaté fiiggvény, akkor
az 77 = r{{) varhaté értéke:

M= [ r@)f()d(z) .

73. Legyen ¢ eloszlasfiiggvénye

-

0, haz < —a,
Fg(a:):{—?";—, ha —a<z<aqa,
1, haa<a.
a) Mennyi £ varhaté értéke?
b} Mennyi lesz az 5 = |¢| valészintiségi valtozé virhaté értéke?

33-11



33. Valészintiségi viltozék — Vérhaté érték, szérds, Markov- &s Csebisev egyenl@tienség

74.

752

76.

e

78.

79.

802

81.

82,

83.

Egy szamitégép javitisinak ideje 6rdkban mérve olyan valészintiségi valtozd,
melynek siiriiségfiiggvénye

0.07, bal<z<0.1,

_}J047, haGl<2z<2,
f£) =101, haz2<z<3,

0 kiilsnben .
A javitas munkadfja n = 200 + 240/ forint. Mennyi a javitds virhat6 mun-
kadija?
Legyen ¢ eloszidsfiiggvénye

0, haz <2,
F(m):{%—z-, ha2<z <4,

1, had<z.
Szamitsuk ki # varhaté értékét és szordsit, ha
a) p=3{+1, byp=¢2-1.

A ¢ valészin(iségi viltozé olyan, hogy M(£) = 2és M (£2) = 8. Mennyi lesz
az = (2+4€)% és a7 = €2 4+ (£ +1)* valdszintiségi valtozdk virhatd értéke?
Egy kiallitéteremben szombatonként 4tlagosan 80 latogat6 fordul meg. Leg-
feljebb mennyi a valészintisége, hogy egy adott szombaton legaldbb 100 lato-
gaté lesz?

Egy forgalmas helyen a kozlekedésijegy-4rus naponta atlagosan 400 jegyet ad

el. Legalsbb mennyi a valészinfisége annak, hogy ha 600 jegy van néla, akkor

az aznapra elég lesz?

Egy parkoléban, ahol érénként 40 Ft-ot kell fizetni, 4ltaldban 60 kocsi all

egyszerre. Ha a parkolé elég nagy, legfeljebb mennyi a valészindsége annak,

hogy reggel 8 és du. 5 6ra kozott a bevétel legaldbb 40000 Ft lesz?

A £ valésziniiségi valtozordl csak annyit tudunk hogy vérhaté értéke 20, sz6-

rdsa 10. Mit mondhatunk a P(1 < £ < 35) val6szintiségrl?

Egy professzor a miilt tapasztalatai alapjin tudja, hogy az frasbeli vizsgdn a

hallgaték &tlagosan a pontszém 75%-4t érik el.

a) Adjunk fels§ becslést arra a valészintiségre, hogy egy véletlenszerfien ki-
valasztott dolgozat pontszdma. legalabb 85%!

b) Tegyiik fel, a professzor azt is tudja, hogy a dolgozatok pontszdmainak
sz6risa hozzévetslegesen a pontszimok 15%-a. Milyen becslést tudunk
adni arra a valészintiségre, hogy egy véletlenszertien kivilasztott dolgozat
pontszima 55% és 95% kozott lesz?

Egy gyar egy részlegében egy automata apré szogeket csomagol. Egy cso-

maghban a szogek szdma valésziniiségi viltozd, virhato értéke 4000, szérésa

20. Legalabb mennyi a valészinfisége, hogy egy csomagban a szbgek szdma a

varhaté értékt&] 50-nél kevesebbel tér el?

Legyen ¢ egy valészinfiségi valtoz6, amelynek létezik szérdsa. J eloljiik d(£)-vel

¢ varhato eltérését sajat varhato értekétsl, azaz legyen d(&) = M(|¢—M(E)D).

Bizonyitsuk be, hogy 0 < d(¢§) < D(£) .
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33. Valészintiségi viltozék — Fontosabb elosslastipusok

Fontosabb eloszlastipusok

D 33.18 A £ valésziniiségi valtozét {n, p) paraméter binomidlis elosziasinak nevezziik, ha
értékkészlete valamely

{6,1,...,n}
szamhalmaz, ahol n pozitiv egész, és

P(f k) ( )pkqn—k b k = 01 1‘l "‘1n )

ahol 0 < p<lésg=1—p
T 33.19 Ha £ egy (n,p) paraméterii binomialis eloszlasa valészfnﬁsegl valtozé, akkor
M()=np é&s Dz(f) = npq .

D 33.20 A ¢ valoszindségi véltozét (n, N, M} paraméterd hipergeometriai eloszldsinak ne-
vezziik, ha értékkészlete valamely

{0,1, ..,n}
szémhaimaz, ahol 1 pozitiv egész, és
B
N ¥
()

ahol N, M olyan pozitiv egészek, amelyekren < N és n < N — M.

PlE=Fk)= k=0,1,...,n.

T 33.21 Ha £ egy (n, N, M) paraméterG hipergeometriai valszinfiségi vaitozé, akkor

M M M\ N -
M(¢) =n=7 & D2(£)=n—ﬁ(l—1—v—)N_?.

D 33.22 A ¢ valésziniiségi valtozét A paraméterd Poisson-eloszidstinak nevezzik, ha érték-
készlete a nemnegativ egész szamok halmaza, és
LY
P(f = k) = —I;'E-'e s
ahol A> 0.
T 33.23 Ha £ egy A paraméter( Poisson-eloszlasii valosziniségi valtozs, akkor

M(E =X & DY&)=

D 33.24 A £ folytonos valésziniiségi valtozét az (a,b) (nyilt vagy zart) intervallumon egyen-
letes eloszldsinak nevezziik, ha sGrdséghiggvénye

L p b
=13 b—a az¢€ (aﬁ ) '
f=) {a kiilénben |

T 33.25 Ha £ egyenletes elosz.asi az (a,b) intervallumon, akkor

PR Y
s Do - 029

M(&) = 1
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33. Valészintiségi viltoz6k — Fontosabb eloszlistipusok

D 33.26 A £ valésziniségi valtozét (m, o) paraméterd normalis eloszlasinak nevezzik, ha

sirdségiliggvénye
. z—m2
fla) = —=e T
oV2m

ahol ¢ > 0. Az iiiyen £ eloszlasat N(m,o)-val jetoljiik. Az N(0,1) eloszlés val6szinGségi
viltozot standard normalis eloszlasiinak nevezzilk.

T 33.27 Ha a £ valészintiségi valtozé N{m, o) eloszldsd, akkor
M =m & DXH&)=d%.

Ha egy N (m, o) eloszlas valészinlségi véltozs elosziasflggvényét F-fel és a standard normilis
eloszlést valdszinliségi valtozé eloszlasfiggvényét ®-vel jelsljik, akkor

Flz)= & ( ) 6 (—z)=1-3(z).

r—m

D 33.28 A ¢ folytonos val6szinfiségi valtozét A paraméterli exponenciatis eloszlasd valdszl-
niségi valtozénak nevezziik, ha siirdségflggvénye

_f0o, haz <0,
flz)= {,\e"‘”, ha 0 < 2,

ahol A > 0.

T 33.29 Ha £ egy A paraméteril exponencialis eloszlast valésziniiségi valtozé , akkor

1 2rey 1
ME) =5 & DAO=3
Ha ¢ exponencislis eloszlasii valészinGségi valtozd, akkor tetszdleges x,y > 0 esetén
PEze+ylf2z)=P(l2y).

(Ez utobbi egyenlGséget az exponencislis eloszlasi valészinfiségi valtozé definicidjanak is te-
kinthetjiik; ekkor a fenti alaki strdségfliggvényt ebbdl vezetjiik le.)

D 33.30 A £ folytonos valdszinidségi valtozot ¢, o paraméteri Weibull elosziasinak nevezziik,

ha elosziasfilggvénye
_I9 , Mmasgl,
F(z)—{l—e'“, hall <z,

aholec>0és o> 0.

T 33.31 Ha a £ valésziniiségi valtozé Weibull eloszldsy, akkor
1

M) = (%)5 r(i—+ 1)
pxe) = (4 (rG + 1)1 +1)

Szamitasaink kézben gyakran jol alkalmazhatjuk a kévetkezs kozelitd értéket, amelyet
Stirling formulanak hivnak:
N TR

T 33.32 (A nagy szamok Bernoulli féle tétele) Legyen K egy kisérlet és A az ehhez a
kisérlethez tartozé valamelyik esemény. Jelslje p az A esemény valdszinfiséget, gn pedig azt,
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33. Valésziniiségi viltozék — Fontosabb eloszlastipusck

hogy a K kisérlet n szami egymastd] fuggetlen végrehajtdsa sordn az A esemény hanyszor
kivetkezett be. Ekkor barmely pozitiv c-ra

. qn _
nILI%oP(l;'_pE>£)“G'

M 33.33A nagy szdmok tételének bizonyitdsa kozben a Csebisev egyeniStlenséget a tétel je-
iBléseivel a kovetkezd alakba frjuk:

n p(1-p)
PlIB_pl>el c 82" 281
n ( it P 8) =3
Mivel azonban az A esemény valészindségét tobbnyire nem ismerjiik (4ltaliban éppen ennek

becslésére végezziik a kisérletet), az alkalmazasoknal a 0 < p < 1 esstén fenndllé p(l-p) < %
egyenlStlenséget fethasznalva a kissé gyengébh :

In 1
LA, > e ——
(2} P(tﬂ pi_s)_4 3
formuldt hasznaljuk.

T 33.34 a} Legyenek &, n 4llands egészek, 0 < & < n és legyen % = p allandé. Ekkor

My(N-M
Jim —————(")((,;')"‘ = (:)pk(l -p)* k.

b) Legyen k rogzitett nemnegativ egész, és legyen np = X dllands. Ekkor

k
AW kA
lim (k)p 1-p)" "= e

1—00

A konvergencia gyors, ha p vagy 1 — p kiézel van a nulldhoz.
c} A Stirling formula segitségével bizonyithats, hogy elég nagy n esetén

2

LA ek 1 __&(ﬂ_gl.’

i- RS e—e . 20p{1-p) |
(k)”( ? wp(L - PIV2T

A kozelités anndl jobb, minél kézelebb van p az %-hez.

M 33.35 1) A fenti tétel alapjan egy (n, N, M) paraméterd hipergeometriai eloszlasd vals-
szinlségi véltozd eloszldsa abban az esetben j6| kézelithets egy binomislis eloszlssi p = %’Ir
paraméterid viltozé eloszldsdval, ha n igen kicsi N-hez, & pedig igen kicsi M-hez képest, azaz

abban az esetben, ha
g M-k M-k

N Nk N-un

2) Egy (n, p) paraméterd binomiilis eloszlasi valészintiségi valtozd eloszldsa pedig jof kize-
lithetS egy A = np paraméterdi Poisson-eloszlasii valészinfiségi véltozé eloszlasaval, ha np igen
kicsi n-hez képest, azaz, ha a valésziniiségi valtozénak a vizsgdlat targyst képezs, és ésszerien
figyelembe vehet§ (azaz a varhato értékhez kozeli) &rtékeihez képest a lehetséges legnagyobb
értéke olyan nagy, hogy szinte "végtelennek” tekinthets.

3) A fenti tétel ¢} pontja alapjdn egy (n,p) paraméterd binomislis eloszlasd valészin-
ségi valtozéhoz tartozé P({ = k) valdszinségek akkor kozelithetok j6l egy m = np és
o = /np{l — p) paraméterii normélis eloszlasti valészinfiségi valtozs siriségfiiggvényének
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33. Valdsafniségi valtozék — Fontosabb eloszlastipusok

helyettesitési értékeivel, ha n elég nagy, és £ eloszlisa a vdrhatd értékéhez viszonyitva "meg-
lehetssen szimmetrikus”. (A gyakorlatban a kbzelitést nem haszniljak, ha np < 5).

M 33.36 1) A Poisson elosziést ol kozelits valdszindségi valtozok kozott a legtipikusabbak:
Adott id§ alatt egy kiszolgalé egységhez érkezd iigyfelek szdma, ha az iigyfelek egymdstdl
fiiggetlendl érkeznek; pontszerdi hibdk szidma valamely anyagban; stb. Természetesen ezek nem
kévethetik tékéletesen az adott eloszlast, hiszen barmekkora is ), a Poisson-eloszids szerinti
P(& = k} valbsziniiség pozitiv minden k-ra, pedig nyilvan nulta annak a valdszinfisége, hogy
pl. egy iizletben egy nap alatt tizmilli6 ember fordul meg. De azokra az értékekre, amelyekre
ésszerfi kérdéseket tesziink fel, a Poisson- és a tényleges eloszlissal adédott valészindségek
k5zotti eltérés olyan csekély, hogy elhanyagolhatjuk. Tegyiik fel pl., hogy egy A\ paraméter.
Poisson eloszldsinak feltstelezett £ valészinliségi valtozd legnagyobb értelmezhetd értéke N
Ekkor szamit4saink sordn a £ > N esemény a valdsdghan lehetetlen, bar a Poisson eloszlas »
P(£ > N) > 0 val6szinfiséggel sz&mol. Becsiililik meg ezt az értéket az e fiiggvény Taylor
polinomjanak Lagrange-féle maradéktagjaval: a (0;)) intervallumba esd valamely s értékre

&M, y RN A€ Ns
Pe>m= 3 Yedien 3 Mo wa
My k! i) k! {N + 1)}
A AN+1 AN-{-}

<e™

CWEDLT (W1

Ez az érték pl. A = 50 és N = 250 esetén kisebb, mint 1075, Ha ¥ nagy, pl. N > 30 és
NA?T < 0.5 a Stirling formuléval becsilhetiink:

AN+ de \¥FL
(N+1) (N+I) (N +D2r

Feladatok megolddsa kidzben a Poisson-eloszldsa valészindségi viltozok esetében gyakran
é&liink a kivetkezd feltevésekkel:

a) Ha egy kiszolgalé egységhez egy idGegység alatt érkezdk szama Poisson-eloszldst kovet
A varhato értékkel, akkor az « idGtartam alatt érkezdk szama is Poisson-eloszidsi oA varhaté
értékkel.

b) Ha egy anyag egy silyegységében eldfordulé hibsk széma Poisson eloszldsi és vdrhaté

értéke A, akkor az o sdlyd anyagban elfordulé hibak szdma is Poisson-eloszldsi és varhaté
értéke al.

Feltevéstink természetesnek tdnik, hiszen ha egy dton elhaladé jarmivek szama Poisson-
eloszlast kivet, 6ranként mondjuk 720 varhaté értékkel, akkor a féléranként elhaladdk szama is
feltstelezhetSen Poisson-eloszldst kdvet, és varhaté értéke feltételezhetSen 360 lesz, a negyed-
éra alatt elhaladék virhaté értéke pedig 180. De ha a megfigyelés helye elstt a kizelben egy
kézlekedési 1ampa van, amelyik mondjuk masfél percenként valt, akkor masfél percnél révidebb
idStartamra a feltevésiink nem igaz, hiszen lesz olyan félperc, amikor a varhaté kocsiszdm —
az esetleges kanyarodck miatt— egy, esetleg kettd, és lesz olyan félperc, amikor tiznél is tobb.

2) A normilis elosztast (6l kévetd valésziniiségi valtozék kézitk a legtipikusabbak: automatak
altal adagolt, darabolt, megmunkslt anyag silya, hossza, egyéb méretei, ahol a varhaté érték az
lesz, amelyre az automatat bedllitottsk, a széris pedig attsl filgg, milyen pontos az automata;

olyan atkatrészek élettartama is normailis eloszidst kévet, amelyek rendszeres kopdssal mennek
ténkre.
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33. Valészintiségi valtozék — Fontosabb eloszldstipusok

Ezekben az esetekben is nyilvan lehetetlen, hogy a valdszinségi viltozé értéke negativ
szdm legyen, jollehet az eloszldsfiiggvény alapjén ennek valszinfiségére pozitiv érték adsdik.
De azokra az értékekre, amelyek minket valéban érdekelnek, a normalis &s a tényleges eloszlas
kézétti eltérés elhanyagolhaté.

3) Az exponenciélis eloszlist joi kévets valésziniiségi valtozok kozill a legtipikusabbak:
Hirtelen téréssel ténkremend alkatrészek élettartama: egy kiszolg4ls egységhez egymastsl fiig-
getleniil érkezs tigyfelek érkezése kizotti id6. Itt is az ésszerdiség hatdrain belill j6 a kozelités,

4) Az élettartam-vizsgélatoknal be szoktsk vezetni az un. meghib4soddsi ratat :

f(t}

M) = ———

) 1-F(ty’

ahol f az eloszlas sdriiségflggvénye, F' pedig az eloszlasfilggvénye . Ha A(t) konstans, akkor
az exponencislis eloszlast kapjuk, ha A(f) = cat®~1 (¢ > 0), ahol ¢ és a pozitfv konstansok,
akkor a Weibull-efoszlashoz jutunk.

5) A Weibull-eloszlast jsl kovets valészinfiségi valtozé egyik tipusa olyan alkatrészek élet-
tartama, amelyek hirtelen téréssel mennek ténkre, de kopnak is. Bizonyos munkak elvégzésére
forditott id5 is j6l kbzelithets Weibull-eloszldssal, ha a3 munka olyan, hogy kézben adédhatnak
#jabb és djabb nehézségek: pl. egy autoszerels mihelyben egy ismeretlen eredetd gyajtaskima-
radds bevizsgdldsira és megjavitssara fordftott id5 inkabb Weibull-eloszlssal, egy olajcserére
forditott idé inksbb normalis efoszléssal jellemezhets.

Mintapéldak
P 33.37 Egy széveg 50 oldalas, minden oldalon 12 sor, és egy sorban 20 jel van (a sz6kézdket
is jelnek szamitjuk). A szévegben 110 hibas jel van.

a) Mennyi a val6szindsége, hogy 240 véletienszertien valasztott jel koziil pontosan harom
fesz hibas?

b} Kozelitsitk a feati valészindséget binomislis eloszlsssal szamolval

c) Kozelitsiik a fenti valésziniséget Poisson eloszléssal szsmolval

d) Mennyi a valészindsége, hogy a 10. oldalon pontosan 3 hiba lesz?

Megoldss:

Az &sszes jel szama 50 - 20 - 12 = 12000. Jelolje £ a hibés jelek szamat.

a) Mivel barmelyik jel egyenls valészindiséggel valaszthatd, £ hipergeometriai efoszl4s lesz.
Paraméterei: n = 240, N = 12000, M = 110, tehst
e s

(Ahhoz, hogy ezt az értéket zsebszdmoldgéppel meghatarozhassuk, a tértet 4t kell alakftani,
mert mdr 70! is t&bb, mint 1099)‘

b} Ha binomiilis eloszlssal szamolunk, ez egyenértékd azzal, hogy feltessziik, minden
egyes jel valasztdsanal annak valészinisége, hogy az hibds, ugyanannyi. Jelenleg ez az értek
= Iig . Ez a feltételezés elég j6l megfelel a valésdgnak, ha n elég nagy, és k kozel van

np-hez, azaz a varhat6 értékhez. Igy

24
P(E=3)= ( 30) P*¢®37 ~0.1976

aholg=1-p
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33. Valésziniségi valtozsk — Fontosabb eloszldstipusok

Ehhez a kifejezéshez az a) pontbeli tért stalakitdsaval is eljuthatunk.

(191189 110-109-108 11890-11889 ... 11654 1-2-...-240
(e 1-2-3 1-2-..-237 1200011999 -...- 11761
Vegyiik figyelembe, hogy 4%t = (%30 &s
11800 . 110 11889 . 110
12006 ~ © 12000° 11999 ~ © 11999’

Ekkor az a) pontbeli kifejezés Igy alakul:

240 (1 110 ) (1 _ 110 ) (1 _ 110 ) 110 109 108 (240 557 5
3 12600 11998/ ™ 11764/ 11763 11762 11761 \ 3 7F
c) Ha Poisson eloszlassal szamolunk, akkor a 240 jel k6z5tt a hibasak vdrhaté szdma az
M 33.36 megjegyzés 1) pontja szerint A = l%%%%g = -151- = 2.2 ,és ez a 110-hez képest elég

kicsi. Ezért

1i\3
P(E=3)= (?’:;) e~ ¥ ~0.1966 .

Ehhez a kifejezéshez is eljuthatunk az a) pontbeli tért atalakitasaval:
(3(587) _ 1 110-240 109-239 108-238 110 NTRN LN R

(12000) " 7 31" 11763 11762 11761 - 12000 119997~ 117647~

1143 1143 110-240 -3 11143
L3 (- 110 s 4 [(1_ 110 )%%g}m (1_ 110 ) ~ ) -n .

3 12000 3! 12000 12000 3l

ugyanis {1 — Tlgé—g—g)‘s igen kzel van egyhez, és a szbgletes zardielen belilli kifejezés az ismert

hatarérték alapjan kézel van e™1-hez.

d)} Mivel a) alapjdn barmelyik 240 jel esetén P(£ = 3) = 0.19975, és a tizedik oldaion 240
jel van, igy ez a valdszindiség is 0.19975.

P 33.38 Egy iizemben vaslemezekbsl kiszabott idomokat hasznalnak fel valamely termeék elké-
szitéséhez. Egy lemezbdl 25 db egyeni6 nagysagi idomot vagnak ki, és a hulladék ethanyagol-
hatéan kevés. A lemezekben elhelyezkeds hibsk pontszeriiek, ezek szdma Poisson-eloszlasiinak
tekinthets A = 3.5 varhats értékkel. Egy adott idG alatt az iizemnek 50000 idomot kell feldol-
goznia.

a) Mennyi lesz annak valészinfisége, hogy egy idom hibatlan?

b) Hany lemezt rendeljen az iizem, hogy abbé! varhatélag 50000 hibatlan idomot nyerjen?

c) Ha ennyit rendel, mennyi lesz a valészinfisége, hogy lesz is 50000 hibatlan idomja?

d) Hény lemezt rendeljen, hogy 0.9-nél nagyobb valoszintséggel legyen 50000 hibatlan
idomja?

Megoldss: a) A feladatban megfogalmazott esetben feltehetjitk, hogy a hibik eloszlasa az
idomokon is Poisson-elosziasa, Ay = -3255- = (.14 véarhaté értékkel. fgy annak valdszinidisége,
hogy egy idom hibétlan:

140
P=0)= %e-ﬂ-“ ~ 0.8694 ,

azaz az idomok 86.94%-a hibétlan,
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b) Varhatdan 50000 hibatfan idomunk lesz, ha annyit rendelink, hogy annak 86.94%-a
50000 legyen. Ehhez 57511 idom kell, &s ez 2301 Jemezt jelent.

¢) 2301 lemezbsl 57525 idom fesz, és mindegyik 86.94% valdszinGséggel lesz hibstlan; ha
tehdt n-val jelsljiik a hibatlanok szamat, akkor

Piy=k)= (57:25) 0.8694%0.130657525—%

Latjuk, hogy u binomiélis valdszindiségi valtozs, lehetséges értékei 0,1,...,57525 Annak valdszi-
niisége tehdt, hogy n > 50000,

57525
P(n > 50000)= Y (57225

)0.8694’“0.130657525"‘ )
k=560008

Ennek az Bsszegnek a kiszdmitdsa még a legjabb szamitégépeken is kérlllményes, mert csak
nagyon iigyes szervezéssel tudjuk elkeriilni a szamitdsok kézben az alul- vagy tdicsordulast
{hacsak nem valamilyen specidlis matematikai programot hasznalunk).

Mivel itt n elég nagy {57525), haszndlhatjuk a M 33.35 megjegyzés 3) pontjsban adott
kézelitést. Ha k-ra elvégezziik a siiriiségfiiggvény értékeinek Bsszegzését, tulajdonképpen egy
integriikzelits dsszeget kapunk, melynek értékét magaval az integrallal kozelitjiik, azaz egy
olyan normilis eloszlésd valészintiségi viltozé eloszlasfliggvényével fogunk szamolni, amelynek
vérhaté értéke m = np = 57525 - 0.8694 = 50012.2 és szérdsa 0 = /np(1 — p} = 80.82 . De
mivel 77 csak egész értékeket vehet fel, ezért

P(n > 50000) = 1 — P(n < 50000) = 1 — P(n < 49999 4 ¢)

tetszSleges kis ¢-ra, tehat a kérdéses valdszinfiséget az 1 — F(50000) és az 1 — F(49999)
értékkel is kozelithetjiilk. A gyakorlatban ilyenkor az 1 — F(49999.5) k&zelitést hasznaljak,
és mint néhdny feladatban latni fogjuk, ez valdban igen j6 kozelitést ad. A T 33.27 tételt
alkalmazva

P(n > 50000) = 1 — F(49999.5) = 1 — & (49999'5 = 5{"”2'2) -

80.82
=1-®(—0.1571) = 1 — (1 — $(0.1571)) = &(0.1571) = 0.562 .

A © figgvény értekét az 1. tablazatbsl kerestiik ki. Varhattuk is hogy 1/2-hez kézeli értéket
kapunk, hiszen ha egy val6sziniiségi vaitozé a varhaté értékét O valdsziniiséggel veszi fel, akkor
épp 1/2 valésziniiséggel lesz annsl kisebb, és 1/2 valészindséggel lesz annal nagyobb. Az
jelenlegi eltérés abbél adédik, hogy — mivel egész lemezeket kell rendelni — az idomok szdma
az eldbb meghatarozott feltétlenitl szilkségesnél nagyobb.

d) A feltétel:

n

P(n>50000)= 3 (:) 0.8694%0.1306"* > 0.9
E=50000

Mivel az ebben szerepis dsszegnek a kiszamitasa reménytelen, ismét normalis elosziassal kize-
litink: m = » - 0.86%4, ¢ = v/n . 0.11354.

49999.5 — n {}.8694) — e (n 0.8694 — 49999.5) 0.9
/n 0.11354 V1 0.11354 o
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33. Valdsziniiségi valtozék — Fontosabb eloszldstipusok

(Tudjuk, hogy 49999.5 — n 0.8694 < 0.) A & figgvény értéke az 1. tablazat szerint:
&(z) > 0.9, ha z > 1.283; igy

n 0.8694 — 49999.5
v/n 0.11354

> 1283, azaz n > 57630.

Ehhez a biztonsdghoz tehat 2306 lemezt kell rendelni.

Feladatok

A tovébbi feladatok megolddsaiban gyakran szerepel olyan 8sszeg, amelynek ki-
szdmitdsa szamftégép nélkiil reménytelen. Iyenkor a megolddsnél — szdmitégép
hisnydban — elégedjiink meg az 8sszeg felirdsaval,

84)

85.

86.

872

88?

89.

Egy dobozban 17 fehér és 23 fekete labda van. Kihtizunk tizet. Jelolje £ a

kihiizott fehér labdak szaméat. Mennyi lesz ¢ varhaté értéke, ha

a) nem tessziik vissza azokat, amelyeket kihdztunk? '

b) visszatesszilk azokat, amelyeket kihGztunk?

Egy dobozban 30 db 4-es és 42 db 6-os csavar van. Belemarkolva kivesziink

8 db csavart.

a) Mennyi a valészintisége, hogy lesz kozte 6 db négyes?

b} Mennyi lesz a kivett 4-es csavarok vérhat6 szdma?

Egy kockét 12-szer feldobunk. Ha ¢ jel6li az 6tos-dobdsok szdmét, mennyi

lesz

a) annak valészinifsége, hogy egyszer sem dobunk 5tést, azaz £ = 07

b) annak val6szintisége, hogy legfeljebb két 6tdst dobunk, azaz £ < 27

c} £ varhato értéke?

Egy fizem gytjtéskapesolokat gydrt. A termékek 95%-a felel meg a szabvany-

nak.

a) Mennyi a valészinfisége, hogy 5000 kapcsolbdl 4600 és 4900 kozott lesz
a szabvanynak megfelel6k szdma?

b) Az el&bbi valészinfiséget szamitsuk ki kozelitSleg a M 33.35 megjegyzés
3) pontja segitségével!

¢) Adjunk becslést a kérdezett valésziniiségre a Csebisev-egyenldtlenséggell

Egy tizemben elektromos biztositékokat gyirtanak. A tapasztalat szerint 4t-

lagban ezek 4%-a hibés.

a) Mennyi a valészintisége annak, hogy tiz darab véletlenszertien kivélasz-
tott biztositék kozott nincs selejtes, és mennyi annak, hogy legfeljebb egy
selejtes van?

b) Legalabb hinyat kell kivenni ahhoz, hogy 0.9-nél nagyobb legyen a valé-
szinfisége annak, hogy van benne tiz j67

A megfigyelések szerint Magyarorszégon 1000 djsziilott koziil tlagosan 516

fii. Mekkora annak a valdszinfisége, hogy egy hatgyermekes csalddban a fink

szdma legalabb annyi, mint a lanyoké?
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98!

Tegylik fel, hogy egy véletlenszeriien valasztoti személy szilletésnapja egyenls
valdszinfiséggel esik az év barmelyik napjdra. Mennyi lesz egy 50 {8s tdrsa-
ségbdl a janudr elsején szilletettek virhaté szdma? (A valésigban Magyar-
orszigon egy véletlenszerfien vilasziott személy sziiletésnapja nagyobb valé-
szinfiséggel esik februdr vagy jalius hénapra, mint més hénapokra).

Kaldcssiitéskor egy kg tésztaba kb. 60 szem mazsolét tesznek. Mennyi a valé-
szinlisége, hogy egy 100 grammos szeletben legfeljebb 10 mazsolat taldlunk,
ha a mazsoldk széma Poisson-eloszlastinak tekinthet6? Végesziik el a szami-
t4st — a Poisson-eloszlas feltételezése nélkiil — gy is, hogy a kaldcsot gondo-
latban olyan kicsi darabokra vagjuk, hogy egy darabban mér legfeljebb csak
egy mazsola van. Hogyan szamolunk ekkor? )

Egy dobozban 30 golyé van, 10 piros, 20 fehér. Kivesziink kilenc golyét.

a) Mennyi a valészintisége, hogy 3 piros van koztitk?

b} Milyen eredmények adédnak, ha binomislis vagy Poisson-eloszlassal pro-
balkozunk? Miért helytelen most ezek alkalmazésa?

Egy ttzem 800 t4bla tiveget rendel egy tiveggyartdl. Az tivegben el6fordulhat-
nak kisebb hibdk (pl. buborékok). Ezek szama Poisson-eloszlésiinak tekint-
het8, tdbldnként 0.5 virhaté értékkel.

a} Hatirozzuk meg, hogy a 800 leszallitott tabla kézitl varhatéan hény lesz
hibdtlan, hdnyban lesz 1, 2, stb. hiba?

b} Hatérozzuk meg a hibatlan, az egy, a két hibst tartalmazé tablak varhaté
szdmdt, ha a gydrban a két hib4nal t8bbet tartalmazé t4blskat kiselejte-
zik!

Egy ruhaszovet anyagdban 100 méterenként 4tlag 5 hiba van. Egy 300 méte-

res véget 3 méteres darabokra vignak. ElSreldthatéan hany hibitlan darab

lesz ezek kozbtt, ha a hibdk szdma Poisson-eloszldsdnak tekinthets?

Egy telefonkizpontba percenként dtlagosan 30 hivés fut be. A kizpont per-
cenként 60 hivast képes fogadni. Mennyi a val6szintisége annak, hogy egy
nyole éris mffszak alatt zavartalan lesz a kdzpont miksdése, ha feltessziik,
hogy az egy-egy perc alatt befut6 hivasok szama Poisson-eloszlastinak tekint-
hetd, és fiiggetlen a tsbbi perc alatt befuté hivdsok szam4tsl?

Egy Gtkeresztez8désnél a percenként 4thaladé gépkocsik szima Poisson-elosz-
lésinak tekinthetd. A tapasztalatok szerint percenként tlagosan 40 gépkocsi
halad 4t. A keresztez&dést feltjitjak. Milyen itereszt8képességiire tervezzék,
ha azt akarjdk, hogy forgalmi dugé kialakulisinak legfeljebb 0.05 legyen a
val6szinfisége még akkor is, ha a forgalom megduplazédik?

Egy 4ruhézban egy adott id6 alatt megjelent lstogaték szdma Poisson-elosz-
lasd valdszintiségi viltozé A paraméterrel. Egy litogats p valdszinfiséggel vé-

-sdrol valamit. Mennyi a valészinfisége, hogy az adott id8 alatt éppen k sze-

mély visarol?

A { veldszinfiségi valtozs értékei a pozitiv egész szdmok, és tudjuk, hogy a
¢ = k esemény val6szintisége egyenesen aranyos u—_l—l)—!-sa.l.
a) Hatérozzuk meg a P(£ = k) valészinfiségeket!
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b} Mennyi lesz £ varhaté értéke és szérasa?
99 Egy kbnyv szedésekor el6forduls hibik szdma Poisson eloszlastinak tekinthe-
" 8, oldalanként kett& varhat6 értékkel. A korrektor egy atolvasaskor dltaldban
a hibdk 90%-4t veszi észre.
a) Mennyi a valészinfisége, hogy egy tizoldalas részben az els§ tolvasas utén
egyetlen hiba sem marad?
b} Mennyi a valdszintisége, hogy legfeljebb két hiba marad?

100! Egy bizonyos tipusd televizids képcsé élettartama exponencidlis eloszlast k-
vet 5000 6ra virhatd értékkel. Ha mi a televizibnkat mér 6000 érat miksd-
tettitk, mennyi a valdszintisége, hogy fog még 1000 6rdt miksdni?

1012 Egy hatégds csillirban azonos tipusi villanyégSk vannak, melyek élettartama
exponencidlis eloszlist kivet 1000 6ra virhaté értékkel. Mennyi a valészint-
sége, hogy a hat villanyégd koziil f&] évig egyet sem kell cserélni, ha a csillar
naponta itlagosan hdrom 61t ég?

102. Egy linc szemeinek élettartama egymaistol fiiggetlen. Ez az élettartam adott
terhelés mellett minden szemre exponencidlis eloszldst valészintiségi vilto-
26, azonos m varhaté értékkel. frjuk fel egy n szemf lénc élettartamanak
stirfiségliiggvényét!

103. Egy szerkezet életiartama exponencidlis eloszlisd valdszindiségi viltozdnak
tekinthet8 1200 6ra virhatd értékkel. A szerkezet hasznédléi a szerkezetet
dtlagosan napi egy o6ran 4t lizemeltetik. Milyen hosszd garanciaid6t adjon a
gyarto cég, ha az eladott szerkezeteknek legfeljebb 5%-4t akarja garancilisan
cserélni?

1042 Annak valdszindsége, hogy egy benzinkitnal a tankoldsra 6 percnél tobbet
kell virni, a tapasztalatok szerint 0.1 . Mennyi a valdszinfisége, hogy vélet-
lenszertien a kuthoz érkezve 3 percen beliil sorra kerliliink? (A varakozdsi id8
hossza exponencialis eloszlasi).

105. Tegylik fel, hogy barmely id6tartamot tekintve, az adott idétartam alatt a
kiszolgal6egységhez érkezé figyfelek szdma Poisson-eloszlist kovet, az iddtar-
tammal ardnyos varhatd értékkel, amelynek értéke egy idGegységre legyen A.
Mutassuk meg, hogy ekkor egy adott pillanatidl kezdve a legkdzelebbi figyfél
érkezéséig eltelt id6 exponenciglis eloszldsi -} varhaté értékkel! (Ez az allitas
annak felel meg, hogy ha pl. percenként hirom vevd érkezik, akkor két vevd
érkezése kozbtt atlagosan 1/3 perc telik el).

1062 Legyen ¢ egyenletes eloszldsi a (0;8) intervallumon.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy 50 egymadstdl fiiggetlen kisérletet elvégezve
a £-re kapott értékek koziil legfeljebb hdrom esik a [4; 4.5] intervallumba?

b) Szamitsuk ki a fenti valésziniiség kizelitd értékét valamelyik hatdrérték-
tétel segitségével!

107" Egy fafeldolgozé telepen deszkikat készitenek. Ezek hossza normailis elosz-
lasti valésziniiségi vdltozénak tekinthetd, 400 cm varhaté értékkel és 3 cm
szérassal.

a) A deszkdk hiny szdzaléka lesz 398 cm-nél hosszabb és 401 cm-nél révi-
debb?
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b} Mekkora a valSszinfisége, hogy egy deszka hossza a 400 cm-t8l legalabb
2.5 cm-rel eltér?
Legyen £ normalis eloszlasi valészintiségi valtozé m = 3 és ¢ = 2 paramé-
terértékekkel. Mekkora legyen az A szdm, ha azt akarjuk, hogy £ legalabb
1/2 valészintiséggel a (2; A) intervallumba essen?
Egy iizemben a készitett folyekony termék ttvegekbe toltdsét ket automata
végzi. Az tivegekbe 16li6t¢ mennyiség mindkét gép esetében normélis elosz-
1asii val6szintiségi valtozénak tekinthetd, 2 dl virhaté ériékkel. A betsltset
mennyiség szérdsa a els§ gépnél 0.14 dl, a misodiknsl 0.08 dl. Az fivegek
60 %-4t az els§ gép tolti, a tobbit a masodik. Mennyi a valészin{isége, hogy
egy iiveget véletlenszerdien kivilasztva, abban a betsltdit anyag mennyisége
a virhaté értéktSl 0.1 dl-nél kevesebbel tér el?
Egy fizemrészben két automata vasradakat darabol. A ruddarabok hossza,
mindkét gépnél normilis eloszldst kévet, melynek virhats értéke mindkét
gépnél 150 mm, szérisa az elsén 1 mm, a mdasodikon 2 mm. A mésodik az
dssztermelés 35%-at adja. Az egyiitt gytijtott darabokbdl egyet kivesziink.
Mennyi a valészinfisége, hogy az 149 mm-nél r&videbb?
Egy automata gép zacskdkba vegyszert adagol, A betdliott vegyszer siilya
normilis eloszldst valSszintiségi viltozé 100 g varhato értékkel és 2 g sz6-
réssal. Az egymds utdni csomagok silya egymastdl fiiggetlen. Meglelel§ az
olyan csomag, amelyben a betolistt mennyiség 95 és 105 g kdzdtt van, A
napi termelés a beérkezett nyersanyag mindségétsl fiiggs, Poisson eloszldsd,
A=1000 csomag virhaté értékkel. Mennyi a val6sziniisége, hogy az egy nap
alatt elkésziilt csomagok kozott legfeljebb 20 olyan csomag van, amely nem
megfelels?

Szamitsuk ki £ virhat6 értékét és szd6rdsat, ha eloszldsfiiggvénye:

0, haz <0,
F(m): 2
l1—e 7, haz >0

Legyen £ normdlis eloszldst m, és o) paraméterekkel. Hatdrozzuk meg 5
sfirliségfiiggvényét, ha

a) = ¢ by n = et

Legyen £ standard normdlis eloszldst. Az = sin€ vagy az v = cos { valSszi-
niiségl viltozd szdérdsa lesz nagyobb?

Egy rendszer négy komponensbdl van dssze-

allitva, az dbrdnak megfelelfen. A kompo-

nensek meghibédsodésa egymaéstdl fliggetlen, 6]
és mindegyik élettartamdnak eloszlisfiigg- *
vénye meg van adva.

a) A & val6szinfiségi viltozé értéke az az
id&tartam, amig a rendszer tdkéletesen
mfiksdik. frjuk fel eloszladsfiiggvényét!

b) A { valészinfiségi valtozo értéke az az idStartam, amig a rendszer miks-
dsképes, azaz legaldbb egy dga mikodik. frjuk fel eloszlasfuggvényét!
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¢) Adjuk meg a fenti eloszlasfiiggvényeket, ha a komponensek élettartama
azonos paraméterti exponencidlis eloszlas, és gy is, hogy azonos paramé-
terdi normalis!

Milyen k értékre lesz a P(€ = k) valészintiség maximalis, ha £

a) binomiilis eloszlasd n és p paraméterekkel?

b) Poisson-eloszldsit A paraméterrel?

¢) hipergeometriai eloszldasi adott N, M és n értékekkel, a D 33.20 definici-
dnak megfelelden?

Legyen ¢ adott pozitiv szdm, I pedig ¢ hosszisagi szakasz. Melyik I-re lesz

a P{£ € I) valdsziniiség maximalis, ha £

a) normilis eloszldst, adott m, o paraméterekkel?

b} exponencialis eloszldsi?

c) egyenletes eloszldsi az [a; b] intervallumon, és ¢ < b — a?

Egy 1000 nézét befogadé szinhdznak két bejdrata van, mindegyik mellett

egy ruhatdr van, Legaldbb hany fogast kell egy-egy ruhatirban elhelyezni,

hogy legalahb 99% legyen annak valésziniisége, hogy mindenki abba a ruha-

tarba tudja beadni a kabatjit, ahol bement, feltéve, hogy barmelyik bejira-

tot egyenld valdszinfiséggel vilaszthatja? Adjunk kézelits értéket a Csebisev

egyenlétlenséggel is!

Annak valSszintisége, hogy egy didkszalls valamelyik lakdja valamelyik napon

beteg, és a betegszobaban dgyat foglal el: 0.002. A didkszallsnak 1200 lakéja

van.

a) Hany 4dgyas betegszobiat kell berendezni, hogy legfeljebb (.01 legyen annak
valdszintisége, hogy egy beteg nem kap dgyat?

b) A P 33.38 példa ill. T 33.34 tétel alapjin prébdljunk kézeliteni mds
eloszldssall

Egy kétforintost 200-szor feldobunk. Mennyi annak a valdszinfisége, hogy a
fejdob4sok szdma 90 és 110 kozé esik? Milyen becslést ad a Csebisev egyen-
15tlenség?

Egy koclkdval 300-szor dobunk. Mennyi a val6szinfisége, hogy 60-n4l t6bbszor
dobunk kettest?

Mennyi a valészinisége annak, hogy két kockit 72-szer feldobva legalabb 3-
szor dobunk két hatost? Az eredményt kozelitSleg szamitsuk ki valamelyik
alkalmas més eloszldssal is!

Egy elektromos hélézatba 100 db, egyenként 500 W-os fogyaszté kapesol-
hatd. Tegyiik fel, hogy a fogyasztékat egymdstdl figgetleniil tizemeltetik, és
mindegyikre 0.6 annak valdsziniisége, hogy egy adott pillanatban idizemel.
Mennyi annak valészinlisége, hogy egy adoti pillanatban a hildzat igénybe-
vétele legaldbb 28000 W 7 Kozelitsiink valamelyik alkalmas mas eloszlédssal
is!

Héany dobast kell végezniink egy nem feltétleniil szabdlyos dobékockaval, hogy
a 6-os dobas valészinidiségét, ami nem feltétleniil 1/6, a kapott relativ gyako-
risdg legalabb 0.9 valésziniiséggel 1/20-nal kisebb hibival kézelitse?
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125. Egy szovSgép 500 szallal dolgozik. Annak valdszintisége, hogy egy szal meg-
hatirozott idStartam alatt elszakad, minden szdlra 0.008. Hatdrozzuk meg,
hogy 0.95 valdsziniséggel milyen értékek kozdtt varhatd a szalszakaddsok
szdma az adott id&tartam alati!

126" Meg akarjuk hatdrozni, hogy egy automata milyen selejtardnnyal dolgozik.
1000 terméket megvizsgdlva 20 selejtest taldltunk kozttik. Milyen ériskek
kozé esik az ismeretlen p valészintiség 90%-os biztonsaggal?

127. Valamely tdrsadalmi rétegben meg akarjuk hatédrozni a dohdnyosck ardnyat.
Hény embert kell megkérdezni ahhoz, hogy az igy ad6dé ardny a valédi ardny-
t6l 0.9 valészintiséggel legfeljebb 5%-kal térjen el?

128. Egy nagytizem dolgozdéi koziil 40% végzett felséfokd iskolat. Az fizem dolgozsi
kozil kivalasztunk 150-et.

a) Mennyi lesz ezek koziil a fels6fokid végzettségliek virhats szdma?

b} Mennyi a valészinisége, hogy a felsSfoki végzetiségtiek szdmaénak valédi
értéke a varhato értékisl tobb mint 5%-kal tér el? Milyen becslést ad a
Csebisev-egyenl6tlenség?

129. A tapasztalatok szerint egy tizemben a termékek 95%-a hibitlan. Egy adott
idg alatt az tizems 10000 terméket gyirt. Csebisev-egyenlStlenséggel adjunk
becslést arra, legaldbb mekkora annak a valésziniisége, hogy a gyirtott ter-
mékek koziil 9350 és 9700 kozé esik a hibdtlanok szdmal

130. Egy tavkozlési csatorna vizsgdlatakor 2000 tovabbitott jel koziil 27 volt hibas.
Milyen értékek kozé esik a jeltorzulas valészinisége legalabb 95%-os bizton-
sdggal?

131. Egy bizonyos fajta mosdpor dobozaiba reklamfogasként egytSl 6tig szdmo-
zott céduldkat tesznek, minden dobozba egyet-egyet. Aki az 6t kiilsnbozd
szdmot Osszegylijttte, és bekiildi, egy posztert kap sjdndékba. Feltessaziik,
hogy minden cédula elfordulisa egyforman valészinii. Hany dobozt kell el6-
relithatéan megvenni, hogy meglegyen mind az 6t cédula?

Szamitégépes feladatok

A kbvetkezs feladatokban néhény kdzismert, de eddigi tanulményaink sordn nem
szerepld fogalmat haszndlunk. Ilyen pl. a "véletlen s24m”, ami azt jelenti, hogy
egy valGsziniliségl valtozd egy értékét allitjuk el8 véletlenszerfien. A szimuldcié azt
jelenti, hogy "eljitszunk” egy folyamatot, amelyben valészintiségi valtozék értékei
szerepelnek. Pl. megfelel§ eloszlds szerint érkezd iigyfelek érkezési idépontjait és a
kiszolgdlasukra forditoit id&tartamokat jeloljiik ki, és igy eljstsszuk, azaz szimu-
laljuk a kiszolgdldsi folyamatot.
132P Tegyiik fel, szimitégépiinksn a RAND() nev({ eljards a (0.1) intervallumon
egyenletes eloszlasi véletlen szdmot general 12 értékes jeggyel.
Irjunk programot, mely egy olyan ¢ valdszinfiségi valtozdé N db véletelen
értékét allitja elb,
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a) amelynek lehetséges értékei a 0,1,...,n egészek, mindegyik egyenlS vald-
szinfiséggel!

b) amely binomiélis eloszldst, értékei a 0,1,...,n szdmok, paramétere p !

c) amely Poisson eloszldsii m varhat6 értékkel! (Megjegyezziik, hogy késébb,
valészinfiségi valtozdk osszegének segitségével egyszertibb megoldést is
adunk erre a feladatra, mint amit eddigi ismereteink alapjin most fel
tudunk irni 1. 34.81).

d) amely egyenletes eloszlast az (a, c) intervallumon!

e) amely exponencidlis eloszldst m virhatd értékkell

{Norma4lis eloszlasit valészintiségi valtozdt szintén a 34.81 feladatban fo-
gunk elédllitani)
133PEgy bizonyos fajta mos6por dobozaiba rekldmfogasként egytd] otig szdmeo-
zott céduldkat teszmek, minden dobozba egyet-egyst. Aki az 6t kiilénbszd
szamot Usszegyfijtotte, és bekiildi, egy posztert kap ajindékba. Feltessziik,
hogy minden cédula el§forduldsa egyforman valészint. Azt akarjuk megbe-
csiilni, dtlagosan hany dobozt kell megvenni ahhoz, hogy meglegyen mind az
6t cédula. Trjunk programot, amely N db vésdrldssorozatot szimuldl, és az
igy kapott dobozszédm 4tlagdval becstli meg a varhaté értéket!

134 PEgy kiszolgsléegységhez érkez8 igylelek érkezése kozott eltelt id6 exponenci-
alis eloszldstinak tekinthetd 30 mésodperc virhaté értékkel. Egy tigyfél kiszol-
galdsahosz szlikséges id8 egyenletes eloszlasi valdszintdségi valtozs a (120, 240)
intervallumon, mésodpercekben. Hat személy végzi a kiszolgdldst. A vérako-
z6helyen tiznél tobben nem vérakozhatnak, igy , ha valaki agy érkezik, hogy
tizen mér varakoznak, akkor azonnal elmegy.

A folyamat szimuldldsdval adjunk kozelitd értéket arra, mennyi lesz a
varakozési id§ varhatd értéke, ha egy munkanapot nyolc érinak szamitunk,
de mindenkit kiszolgilnak tdlérdban is, aki a zardsi id8 el8tt érkezetf, és
befért a viarakozéhelyre! A kozelits értéket N munkanap alapjin szémitsuk,
és a folyamatot vizsgaljuk 6t masodperces egységekben |

(Az ilyen szimuldcié igen alkalmas pl. olyan kérdések eldsntésére, hogy
ha pl. az elvesztett vevS z forint elvesziett nyereséget jelent, érdemes-e egy
hetedik kiszolgilt beallitani, aki viszont y forint kiadést jelent; stb.)
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34. fejezet
Egyiittes eloszlasok

Egyiittes eloszlasfiiggvény, fiiggetlenség

D 34.1 A £,6&s,...,&n valészintség? valtozékbal képzett
E = [51) €250 £n]

n-dimenzids vektort n-dimenzi6s valGsziniiségi vektorviltozdnak nevezziik. A £ valdszinii-
ségi vektorvaltozs eloszldsfiiggvényének, vagy a £, €3, ..., &y valdsziniiségi véltozdk egylittes
eloszlasfliggvényének nevezziik a

F(z1,32,..,%a) = P(§1 < 21,62 < 72, .1 n < @)
egyenlSséggel definidlt n-viltozés fiiggvényt.

T 342 A&, &, ..., Ly valoszindségi viltozék F egyiittes eloszlasfiiggvénye mindegyik vélto-
zéjanak monoton ndvekvs és balrdl folytonos fliggvénye, tovibba barmelyik z;-re

lim F{z1,..,25) =0
Ej——00

és
xigrég Flzy,nan)=1

ahol x — oo azt jelenti hogy x minden koordinstija a végtelenhez divergsl. Az egyiittes
eloszlasfiiggvény a €1, ..., &, valdszinliségi valtozdk harmely nem tires részhalmazanak egyiittes
eloszldsat egyértelmien meghatérozza.

D 34.3 A £,..., &, valészinfiségi valtozék nem ilres, valddi részhalmazainak eloszldsit az
egylities eloszlids peremeloszlasainak nevezziik,

D 34.4 A folytonos valdsziniiségi valtozékbol képezett £ = [£y, ..., £,] valdsziniiségi vektorval-
tozd siirliségfliggvényének vagy a £y, ..., {n valdszinlségi valtozdk egylittes siieliségfiiggvé-
nyének nevezziik azt a nemnegativ értékd n-viltozés valés f filggvényt, amely az n-dimenzidés
tér barmely korlatos zart halmazan minden valtozéjanak olyan filggvénye, amely annak leg-
feljebb véges szdmi értéke kivételével folytonos, és amellyel a £ valészindségi vektorvaltozs
eloszlasfiiggvénye kifejezhetd

i g L
F(1, oy an) = j / / (b1, woitn) din...dbydiy
—00 J—00 —00
alakban.
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34. Egyittes eloszlisok — Egylttes eloszlasfliggvény, figgetlenség

Fentiekb&! kovetkezik, hogy F mindegyik viltozéjanak folytonos. filggvénye, és azokban a
pontokban, ahol F differencidlhats is,
I"F(z1, ln)

flz1,s2n) = 021027080

Ha ismerjik a £1, ..., £ véaltozok egyiittes eloszlasfiggvényét, akkor ezek tetszdleges i, ..., &,
(k < n) részhalmazénak eloszlasfliggvényét is meg tudjuk hatdrozni gy, hogy a tbbi vilto-
z6t oo-hez divergsltatjuk. Az fgy kapott eloszlasfiiggvényeket peremeloszlisfliggvényeknek
nevezziik.

Diszkrét valtozok esetében a P(£;, = aj, .., &, = a;, ) valészintiségeket, azaza §;,, ..., §;,
véltozok peremeloszldsait dgy kapjuk az egyiittes eloszldsbél, hogy az elhagyott véltozdk
Ssszes lehetséges értékére dsszegezziik a hozzdjuk tartozé valészindségeket.

Folytonos valtozok esetében a &, ,...,&;, véltozok egyittes srfiségfiggvényét peremsii-
rilségfliggvénynek nevezzik, és — az el6bbiekkel Gsszhangban — dgy kapjuk az egyittes sird-
ségfiiggvénybdl, hogy az elhagyott viltozék szerint —oco-t8l +oo-ig integralunk.

Két dimenzi6 esetére felirjuk az osszefiiggéseket, ebbsl konnyen kévetkeztethetiink tobb
dimenzids esetekre is. Jeldlje Fy , a £ és 7 egyiittes eloszlasfilggvényét,

Tetszéleges £-re és 7-1a

Fcf(z) = yg_{%o Ff,q(x,y) 3 F"J(y) = lim F{,?}("’;:y) .

T=+00

Diszkrét esetben, ha £ értékei 71,3, ..., 77 értékei y1, 92, ... € P(€ = 2,0 = ¥;) = p;,j, akkor

(1) P€=zi)=3_pmj, Pla=y)= 2P -
7 H
Folytonos esetben, ha f; , jeloli £ és 7 egyiittes srGségfiiggvényét,
o0 oo
@ fe@) = [ fealetiat fio)= [ fealtupat
—00 —c0
T o0
(3) Fe(e) = lim Fe(a,9) = / j Fe (s, t)dtds ,
—00 J =00
. v o
(4) Fy()= Jim Fealon)= [ [ fealtis)dtds
—co J—o00

T 34.5 Legyen [ a £y,...Eq valoszintségi valtozsk egyiittes sirliségfiiggvénye, és T az R"
tér olyan részhalmaza, amelynek van mértéke. Ekkor

P&, &) €Ty = [ [ f@)dp.

Specilisan [ o f20 fz1, o T) dEpdzy = 1

D 34.6 A £,£2,....En valoszindségi valtozokat egymastdl fliggetleneknek nevezzik, ha
minden {z}, 23, ..., o) vektorra

P& < 21,8 < 29, én < zy) = P{§; <zp)P(f2 < z9}...P(€s < zq) -

T 34.7 A diszkrét &, ..., £y valosziniiségi valtozék akkor és csak akkor fiiggetlenek egymastal,
ha minden [z3,...,2a] vektorra teljesiil, hogy

P&y = 21,6 = 29, .., fn = Tn) = P(&1 = 1) P2 = 22)... P(€n = Ta) .
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34. Egyuttes eloszldsok — Egyilttes eloszlisfuggvény, fuggetlenség

T 34.8 Haa &;,8, ..., & folytonas valészintiségi véltozdk egymasts] figgetlenek, akkor van
egyiittes shrdségfliggvénylik, és ez a &1, 87, ..., {5 valdszinGségi valtozsk sOrGségfliggvényeinek
szorzatdval egyenls.

Ha £y, ..., & olyan folytonos valészindségi valtozék, amelyeknek van egylittes strfiségfligg-
vényitk, és ez az egyenkénti siirdségfliggvények szorzatéval egyenld, akkor a- £, ..., £, valészi-
niiségi viltozok figgetlenek.

Val6szinliségi vektorviltozsk esetén is beszélhetiink nevezetes eloszldsokral.

D 34.9 Legyen T az n-dimenziés vektortér olyan részhalmaza, amelynek van nem nulla, véges
mértéke. Jelbljik ezt u(T)-vel. A n-dimenziés {£1,...,£,] valészindségi vektorvaitozét a T-n
egyenletes eloszldsiinak nevezziik, ha sdrdségfiiggvénye

A, haxeT,
f{x)_{gfﬁ hax ¢ T.

Ez més széval azt jelenti, hogy P(£ € T') = 1, és a tér barmely H mérhet6 halmazéra P(£ € H)
egyenesen ardnyos T N H mértékével.

A normiilis (v. Gauss) eloszldst csak kétdimenzios esetre definisljuk. A [£;, &] valészintiségi
vektorvaltozét (kétdimenzids) normalis eloszlasinak mondjuk, ha sirGségfiiggvénye

Feves(@rp) = ___‘WQ—E’E e~ HAG=m1) +2B(z—m1)(y-ma)+Cly-ma)?]

g

ahol A, B, C, my, mg valésak, mégpedig A,C > 0 & B% < AC. (kénnyen belsthats, ha
B # 0, akkor £ és £2 nem filggetlenek).

Feladatok

1°  Két kockival dobunk. Jelentse ¢ az egyiken, 5 a mésikon dobott szdmot. frjuk
fel egyiittes eloszlasfiiggvényiiket!

2? Hérom kockdval dobunk. A £, 5,  valészintiségi valtozék értékei O vagy 1
aszerint, hogy az illetd kockin péaros vagy péaratlan szém jott-e ki. frjuk fel
egyiittes eloszldsfiiggvényiiket és n peremeloszlasat!

3" A £ és n valSszintiségi valtozék lehetséges értékeit és a hozzdjuk tartozé va-
I6szinfiségeket a kiovetkezd t4blazat tartalmazza. Figgetlenek-e?

a) b)
ANl -1]0]1 A0 1] 2
N EEIE: 0 {p{»p %
2 : |51 3 1 12 {20 [ 4p

4. A ¢ ésn valésziniiségi valtozék lehetséges értékeit és a hozzdjuk tartozd vals-
szinfiségeket a kovetkezd tdbldzat tartalmazza. frjuk fel peremeloszlésaikat,
és dllapitsuk meg, fiiggetlenek-e? Mennyi lesz M(¢) és M(n)?
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34. Egytittes eloszlasok — Egyiittes eloszlasfiiggvény, fliggetienség

8r

92

10.

11}

s\l —2]-1]0 | 1] 2]38]4
0.50.03] 0 |0.05] 6 [ 0 | 0 |0.03
0.7 [0.03] 0 [0.05]0.14] 0 [0.05({0.04
0
1

1 [0.03] 0 [005| O 0.0510.03
1.2 10.03({0.314] © 0 {0.16[0.06/0.04

Egy vidéken felmérést készitettek; és ennek eredményeként az adédott, hogy a
csaladok 15%-4ban nines gyerek, 20%-aban egy gyerek, 35%-4ban két gyerek,
20%-4ban harom gyerek, 5%-4dban négy gyerek, 5%-4ban négynél tsbb gyerek
van. Jelslje egy véletlenszerien kivdlasztott csalddban £ a fiik szdmiét, 7
a lanyok szémat. frjuk fel a P(¢ = 4,7 = j) valésziniiségeket azokra az
i,j értékekre, amelyekre a fenti adatokbdl fel lehet irni, feltéve, hogy kb.
ugyanannyi fid van, mint liny.

Addig dobunk egy kockaval, amig 6t5snél kisebb szamot nem kapunk. Jelslje
9 az utolsé dobds eredményét, v pedig a dobasok szamit. frjuk fel 9 és v
egyiittes eloszlésat, és dllapitsuk meg, fliggetlenek-e?

Két kockéval dobunk, és a dobdsok eredménye szerint a £, i, § val6sziniiségi

valtozdkat a kivetkez8képpen definidljuk. Legyen £ = 0, ha a dobott két

szam eltérése paros, £ = 1, ha pératlan; n = 0, ha mindkettd piros, 7 = 1, ha

mindkettd paratlan, = 2, ha eltérs paritdsiiak; § = 2, ha 6sszegiik oszthats

hirommal, § = 4, ha nem. Irjuk fel egyiittes eloszldsukat, barmely kettd

egyiittes eloszldsat, peremeloszlisukat, és dllapitsuk meg, fiiggetlenck-e?

Egy dobozban n piros, n fehér, n z6ld és n kék golyd van. Visszatevés nélkiil

kivesziink n goly6t. Jelentse £ a kivett piros golydk szdmét, i a fehérekét, o

a ztldekét.

a) Irjuk fel a (£,7,0) hiromdimenziés valészintiségi véltozdé valészintiség-
eloszldsat!

b) Tcjuk fel a [¢, 7] kétdimenziés valészintiségi valtozG peremeloszlisat, és
sllapitsuk meg, fiiggetlen-e¢ £ &s 9 7

Bizonyitsuk be, ha F(x,y) a £ és 1 valdsziniiségi viltozé eloszlasfiggvénye,

akkor

P(ay <E<ag, by <p<by)=F(ag, b2)+ F(a1, b)—F(as, b1 )— F(a1, b2).

Lassuk be, az el6z8 feladat segitségével és megfelelS a, b értékeket vilasziva,

hogy az

Fen= {3 mys e
fiiggvény nem lehet eloszlasfiiggvény!
Lassuk be a bevezetSben kozolt tételek alapjan, hogy az
0, haz <Ovagyy <0,
Fzy) = {1 - Tg?e—z—y kiilsnben

fiiggvény nem lehet eloszlasfiiggvény!
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34. Egyiittes eloszlasok — Egyiites eloszldsfiggvény, figgetlenség

o as s

12* Legyen a £ és n valdsziniiségi valtozék egyiittes sirfiségfiiggvénye

fen(z,y) = {g(l +ay(a? - y?), ha fol S 1,65yl <1,
frjuk fel egyiittes eloszlssfiiggvényiiket és peremstirfiségfiiggvényeiket!
13. Legyen £ és 1 egyiittes sifriségfiiggvénye
fote= {05 z<i@0<y <=,
a) Irjuk fel egyiittes eloszlasfiiggvényiiket!
b} Fiiggetlen-e ez a két valdsziniiségi valtozd ?
14!

g2 ar 2

a} Striségfiiggvény-c az
1 _#2-2syt2y®
flog) = goem

fliggvény?
b) Ha igen, frjuk fel az F¢(x) = P({ < z) peremeloszlasfiiggvényt!
15® Legyen £ és n egyitttes stirdiségfiiggvénye

(3" +%) hal0<z<lésl<y<2
feal®:y) { kiilénben

a) Mutassuk meg, hogy ez valéban stirdségfiiggvény!
b) Hatdrozzuk meg { peremsfirfiségfiiggvényét!

c) Hatdrozzuk meg a P(£ > 0.5,7 < 1) valésziniiséget!
d) Hatdrozzuk meg a P({ > n) valészintiséget!

16. Legyen £ és n egyiittes eloszlasfiiggvénye

F ={1—!—6""’_5’“5;””——e:"?'r haz>0éy>0
@¥) =1, killsnben

Py

a) Irjuk fel egyiittes stiriségfiiggvényiiket!
b) Fiiggetlen-e ez a két valészinfiségi valtozd?
c) Hatérozzuk meg P(n < 2(1 — £)) értékét!
17. Legyen £ és 1 egyilttes stiriiségfiiggvénye
~(z+y) g 0, é 0
z, ze azx>0,éy>
fey) = { kildnben .
a) Irjuk fel az fy(y) és az fE(a:) fiiggvényt!
b} Fiiggetlenek-e?
c) Hatdrozzuk meg a P({ < 1,5 > 3) valészintiséget!
d) A @ fiiggvény segitségével fejezziik ki a P(£? < 1) val6szintséget!
18. Legyen a [€, 7] valésziniiségi vektorvaltozé stirtiségfiiggvénye
Alz+%), hal<z<1lé0<y<2,
f(z,y) = { kiilénben .
a) Mennyi az 4 7
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34. Egyittes eloszlidsok — Egyitites eloszlasfiggvény, filggetlenség

19.

20.

21.

22.

23?

247

25.

26F

b} frjuk fel a peremstriiségfiggvényeket!
c) Mekkora a P(§ < 1,5 > 1) val6sziniiség?
Legyen a [£,7] valosziniiségi vektorvaltozé stirtiségfiiggvénye

flz,y) = { 74;“"2'”2, haO<zés0<y,
0 kiildnben .

a) Irjuk fel az egyiittes eloszlésfiiggvényt!
b) Milyen valészinfiséggel esik a (¢, ) pont az orig6 kézépponti egységsugart
kér belsejébe?

s

Legyen [€,n] stiriségfiiggvénye

_fCe3, hal<zésl<y<d,

f(=y) {0 kiilonben .

a) Mekkora a C ? -

b) Mekkora valészinfiséggel esik a (£,7) pont a (0;0), (2;1), (2;3) pontok
altal meghatérozott T hiromszog belsejébe?

Vilasszunk a [0; 1] intervallumon véletlenszeriien (azaz egyenletes eloszlés sze-

rint) két szdmot. Legyen £ értéke az elsd, n-¢ a mdsodik. Adjuk meg egyitttes

stiriiségfliggvényiiket és ¢ peremsirfiségfiiggvényét!

Valasszunk a (0;1) intervallumon két kiilsnboz8 szdmot; a kisebbik legyen &,

a masik 7.

a) Irjuk fel egyiittes stirtiség- és eloszlasfiiggvényiiket!

b) frjuk fel 5 peremeloszlasfitggvényét!

Vilasszunk a (0;1) intervallumon véletlenszertfen hdrom szémot. A legkisebb

legyen 7, a kozépsé £, a legnagyobb 7. (Ha vannak a vilasztott szdmok kozott

egyenl6k, akkor két, vagy mindhdrom valészintiségi viltozo értéke megegye-

zik, ez azonban nulla val6szinfiséggel kovetkezik be).

a) Irjuk fel egytittes siiriiségfiiggvényiiket!

b) Irjuk fel az Fy (y,z) peremeloszlasfiiggvényt!

Legyenek &1, ..., & fiiggetlen valészintiségi valtozék. Legyen 7 = min(¢;, ..., £n)

és § = max(éy,...,&n) Az Fy, eloszlésfiiggvények ismeretében irjuk fel az Fy

és Fj eloszlasfilggvényeket!

Legyenek £; és & fiiggetlen valSsziniiségi véltozok fi, ill. fa stiriségfiige-

vénnyel. Legyen m = min{¢1,&a) és 02 = max(§,&2)-

a) Irjuk fel 1, 7] egyiittes eloszldsdt és siriiségfiggvényét!

b) Irjuk fel az egyiittes eloszldsfiiggvényt arra az esetre is, amikor fi és fy is
csak egy adott (a,b) intervallumon pozitiv!

Legyenek &1, £2, &3 azonos eloszlasi, fiiggetlen, folytonos valészintségi valto-

26k. Kozos stiriiségliggvényiiket jelolje f . Legyen z; ¢ = 1,2,3 a ¢ vilto-

z6knak egy-egy véletleniil vilasztott értéke. Rendezziik az zy, 23, v3 értékeket

monoton nivekvs sorrendbe: z;, < z;, < 2y, és legyen n; = zij; vagyis ké-

szitstink az 1, z9, z3 értékekbd] rendezett mintat. frjuk fel n1, 72, 73 egyiittes

stirdségfiiggvényét, ha

a) f tetszleges sdiriiségfiiggvény!
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34. Egytittes eloszldsok -— Valészintiségi véltozok Gsszege, szorzata, korreldcidja

b) f csak az (a,b) intervallumon pozitiv!

27F Oldjuk meg az el6z6 feladatot a £y, £s, ..., &, valdszintiségi valtozékbdl készi-
tett 1,..., jn rendezett mintéral

28* Véalasszunk egy pontot egyenletes eloszlés szerint az 22 + y? < 1 egyenlbtlen-
séggel meghatarozott korlapon. A ¢ és n valdszintiségi valtozdk értéke legyen
z, il y.
a) Irjuk fel a £ és 5 egyiittes stirliségliiggvényét!
b) Szamitsuk ki peremsfirfiségfiiggvényeiket!
¢) Figgetlenek-e?

29. Egyszerre kezdjiik €l n hasonl$ szerkezet élettartamat mérni. Jeltlie
&1, €2, ., €n 22 egyes szerkezetek élettartamat. Tegyiik fel, hogy egyiittes el-
oszlasuk a
P(& > 21,82 > 23, bn > ) = e 081182+ 42n) egvenldséggel adhaté
meg. frjuk fel 7 elosalasfiiggvényét, ha 1 az els6 meghibdsoddsig eltelt id4!

Valésziniiségi valtozdk Osszege, szorzata, korrelacigja

T 34.10 Legyenck £ és  mindketten diszkrét eloszlasi valészinfségi véltozek, {z;; ¢ = 1,2...},
{9537 =1,2...} véges vagy végtelen értékkészlettel, és legyen z = r(t1,1y) tetszéleges kétval-
tozés, valds éntéki fiiggvény. Ekkor a § = 7{£,n) valészintségi valtozé eloszlésst a kovetkezd

médon szamftjuk:
Pl=zn)= Y PlE=si,n=y).
ij
zp=r(#;,95)
T 34.11 Legyenek £ és n mindketten folytonos eloszldsh valdszinGségi valtozék. Legyenek
2{t1,13), w(t1,%2) folytonosan differencislhaté figgvények, és az sltaluk meghatdrozott transz-
formdcid tegyen invertdlthaté, azaz, a t; = hy(z, w), t3 = hg(z, w) inverztranszformécié Jacobi
determindnsa ne legyen nulla:

ok ak
Hz,w) = | §¢ ?F #£0.
:  Gw

Ekkor a v = #(£, 1), § = w(&, 1) valoszindségi valtozok egyiittes sirdségfiiggvénye

f7,5(m1 y) = IJ(*T'» y)Eff,t](hl(m? ?J),hz(m, y)) -

A tétel allitdsa kettdnél t8bb, véges szémii valdsziniségi valtozora is igaz. Fentiekbdl kénnyen
levezethets, hogy ha v = £ + 57 (és pl. § = 1), akkor

£ = [ feala-ttet,
ill. (pl. & = £ valasztassal) fo(z) = [23, feq(tiz—1)dt . Hay=£-n(&spl. 6 = 1)
o 1
hi(@) = [ adeal 0
ilt. (pl. 6 = £ vélasztassal) fy(z) = 2 ]%{ feq(t, E)dt .
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34. Egytittes eloszlasok — Valésziniiségi viltoz6k ssszege, szorzata, korreléciGja

T 34.12 Ha a £, &3,...6n valdszintiségi véltozok mindegyikének van varhaté értéke, akkor
a tetszbleges ¢q, ¢3,..., £n val6s konstansokkal képezett barmely linedris kombinaciGjuknak is
van, mégpedig

Meiby +e2és + oo+ enbn) = clM{&) + c2M{&) + ... + enM(Lr) .

T 34.13 Ha a &, £9,....L valdszindségi valtozék figgetlensk, és mindegyikitknek van vérhatd
értéke, akkor szorzatuk véarhaté értéke is létezik, mégpedig

M(&1€3...6n) = M{E1)M(En).. M (&n) -

T 34.14 Ha a £, &o,....Ly valdszindségi valtozék fiiggetlenek, és mindegyiknek van szdrdsa,
akkor dsszegiik szérasa is létezik, mégpedig

DX&1+ &+ . + £a) = DHE) + DX(&2) + ..+ DP(En) -
T 34.15 Centralis hatareloszlastétel Legyen [£x; & = 1,2,...] olyan fiiggetien, azonos elosz-

fasi valészinfiségi valtozék sorozata, amelyeknek a szdrésa létezik, és jelslie m, ill. o a kézds
varhaté értgket, ill. szérdst. Ekkor

. S+t tbp—nm )_ 1 /‘3 2
n]i.I%oP( o <z =7 o Tdt = 8(x).

D 34.16 A £ és 5 valésziniiségi valtozék kovariancidjan értjitk és o€, n)-val jelsljiik a

e(&,m) = M((¢ — M())(n~ M(n))]

virhaté értéket, feltéve, hogy ez létezik.
Ha ¢(&,7n) = 0, akkor £-t és 5-t korreldlatlanoknak nevezziik.

T 34.17 Ha £ és 7 filggetlenek, és létezik vdrhaté értékiik, akkor ¢(€,n) = 0. (Az allitas
megforditidsa nem igaz.)

D 34.18 A ¢ és 1 valészindségi valtozok korrelacios egyiitthatdjanak nevezziik és r(€,n)-val
jelaljik az

_clé,m)
&7 = B pe)

szamot, feltéve, hogy ez létezik.

T 34.19 Ha c(£,7n) létezik, akker e(£,7) = M(&n) — M(E)M(n). Ha r(£,7) létezik, akkor
{#(&,1)] £ 1. Ha valamilyen g, b valés szamokkal 1 = af + b, akkor a > 0 esetén r{€,7) = 1,
a < 0 esetén r(€,9) = -1..
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34. Egytittes eloszldsok — Valészintiségi valtozsk osszege, szorzata, korrelacidja

Feladatok

30 A ¢, nvaldszinfiségi valtozdk epylittes eloszlasit a kdvetkezd tablazattal adjuk
meg;: '
0 |0.05]02] 01

31.

32.

33.

34.

35.

1 [02015] 6.3

Hatarozzuk meg
a} £ és i peremeloszlisit!
b} v és & egyiittes eloszldsét, hay =&+ 9,6 =€y !
¢} v és § peremeloszlasat!
d)} Szamitsuk ki { és 7 kovarianci4jit!
Legyen [£,n] closzldsa az adott tablazat szerinti. Szamitsuk ki £ és n korre-
lacids egyiitthatdjat!

N1 |0
1 105 (004
0 {0.08] 04

£ és 1 valdszinliségeloszlisa legyen az aldbbi tibldzattal megadva. Szdmitsuk
ki kovariancigjukat!

Al 23] 468
2 |[0.12[0.09(0.08]0.03
4 10.07[0.06] 0.2]0.05
6 [0.04]{0.08]0.08] 0.1

A £ valészintiségi valtozs ériékel; —2, ~1, 1, 2, 3; a hozzajuk tartozd valdszi-
nfiségek rendre: 0.3, 0.2, 0.1, 0.2, 0.1 . Legyen 5 = 16¢? — 8¢, Mutassuk meg,
hogy bar nem fiiggetlenek, korreldlatlanck.

& és 1 egyiittes eloszldsdt a kovetkezd tdbldzat mutatja:
Afl210]-1
1 mipi;
0 |mip|p
=2 |piip2|
£-r81 és n-16l tudjuk, hogy korreldlatlanok. Fiiggetlenek-e?

A ¢ és n valSszinfiségl valtozok egyiittes eloszldsa:

ML O]
0 |l
1 1 £ T2 T7T4
12 12 12
frjuk fel
a) é=¢{+n, c} 6=1—n|,

34-9



34. Egyuttes eloszldsok — ValGsainiiségi valtozék sszege, szorzata, korrelécidia

36.

37*

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

b) =£-17, d) 6=4n.

eloszlasét.
A [¢, 1] kétdimenziés valésziniiségi valtoz6 lehetséges ériékeit a P1(0,0),
Py(0,4), P3(4,0), Ps(4,4) pontok altal meghatérozott négyzet belsejében levé
egész koordindtaji pontok alkotjdk. A [£,n] barmelyik értékét egyenld vald-
szinliséggel veszi fel a négyzet kézéppontja kivételével, amely négyszer akkora
val6szintiséggel kovetkezik be, mint a tobbi. Szdmitsuk ki £ és n korrel4cids
egylitthatéjat, és allapitsuk meg, filggetlen-e ez a két valészinfiségi véltozd?
A [¢,n] kétdimenzi6s valészintiségi viltozé egyiittes eloszldsa

_ n! i —e .
P(€=zm=k)=mp'1pg(1—m—Pz)" ¥, 0<itk<n.

Szémitsuk ki £ és 5 korrelaciés egyiitthatdjét!

Legyenek ¢ és n olyan egész értékil valészinfiségi valtozdk, amelyek a 0,1,...,9
értékek barmelyikét egyenls valészinséggel veszik fel, egymastol fiiggetlentil.
Osszegiik felithaté £ + 1 = 106 4« alakban, ahol 0 < v < 1,650 <6 <9
egészek. frjuk fel v és § egytittes eloszlésat, és dllapitsuk meg, filggetlenek-e?
Legyen £ és n jelentése ugyanaz, mint az el6z68 feladatban. Szorzatuk felirhaté
£n = 106 + v alakban, ahol 0 < § < 8,450 < v < 9, egészek. Allapitsuk meg,
fiiggetlenek-e!

Végezziink egy kisérletsorozatot. A kisérletek kimenetelei legyenek egymastél
fuggetlenek, és figyeljiik meg, hogy az A esemény (P(A) # 0) bekdvetkezett-
e, vagy nem. Minden kisérlethez rendeljiink egy valészintiségi valtozét: & (i =
1,...,n) értéke legyen 1, ha A bekévetkezett, 0, ha nem. Legyen = 11, &i.
a} Hatarozzuk meg ¢; eloszldsit, virhat6 értékét, szérasat!

b} Hatdrozzuk meg 7 eloszldsat, varhatd értékét, szérasit!

c¢) * Hatdrozzuk meg adott k-ra & és 5 korrelacisjat!

Egy célpontra n 16vést adunk le. Feltessziik, hogy az egyes lovések eredmé-
nyei fitggetlenek, tovabba, hogy a k-adik 15vésnél a taldlat valdszintisége py.
A talalatok szédma ¢ valdszintiségi valtozé. Szamitsuk ki € szérasat, és bizo-
nyitsuk be, hogy ¢ szérdsnégyzete nem lehet nagyobb, mint m(1 — T}, ahol
m = M(£).

Tegyik fel, hogy az A és B eseményekre P(A) = 1, P(B|A) = } és P(A|B) =
%. Legyen ¢ = 1, ha A beksvetkezik, és £ = 0, ha nem; legyen n = 1, ha B
bekovetkezik, = 0, ha nem. Szdmitsuk ki £ és  korrelaciés egyiitthatdjat!
Fiiggetlenek-e?

Bizonyitsuk be, ha £, n, § fiiggetlen valésziniiségi valtozék, akkor £ + 5 fiig-
getlen §-tol!

Bizonyitsuk be, ha 1, ..., £, fiiggetlen valdsziniiségi viltozék, valamint 5 és
a £;-knek olyan Ssszegei, hogy mindegyik §; legfeljebb az egyikben fordul elé,
akkor 7 és « fiiggetlenek!

Legyen a adott pozitiv szdm, és legyen a (£, £2) pont egyenletes eloszldsd
a {{z,y); 0 <z <a, 0<y < a} négyzetben. Mutassuk meg, hogy az
m = |€ — &2] és 2 = min(£y, &2) valtozdk azonos eloszlisiak!
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34. Egytites eloszldsok — Val6szinfiségi valtondk Ssszege, szorzata, korreldciGja

462

47,

48,

49>

50.

51.

52,

53.

547

Legyenek £ és 7 fiiggetlen és az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlast va-

I6szintiségi viltozdk . Hatdrozzuk meg a kiivetkez& valészintiségi valtozdk si-

riiségfiiggvényét:

a) £+, c) &y, haa>0,

b} £ —mn, d)%,haa)().

Legyenek £ és n exponencidlis eloszlasii fiiggetlen valészintiségi valtozdk A ill.

Az paraméterrel; A1 # Ag. Hatdrozzuk meg a kovetkezd valdszintiségi valtozék

stirtiséghiggvényét:

a) £+ b) £ -1 c) &

Hatirozzuk meg § = £ + 1 valészintiségi valtozé stirdségfiiggvényét, ha £ és

7 filggetlenek, és

a) £ egyenletes eloszldsd a (2;4) intervallumon, 7 egyenletes eloszldst az (1;5)
intervallumon!

b) £ egyenletes eloszlasii a {0;2) intervallumon, 5 exponenciglis eloszldst X =
0.5 paraméterériékkel!

Legyenek € és ¢ fﬁggetien valdszinfiségi viltozdk, stirtiségltiggvényeik pedig

1 _l2y, hal<y<i,
fe(= )_a:2+1 T’ f"(y)_{ﬂ kiilsnben .

friuk fel egytittes eloszlasfiiggvénytiket és a £ + 5 valbszinfiségi valtozé stird-
ségftiggvényét!
Legyen
— 3 »
fe oz, ={a:e ¥ hal<zésO<y,

eal®¥) =1 g killsnben .
Irjuk fel a 6§ = £n valészindségi valtozé stirfiségfiiggvényét!
A ¢ és 1 val6szintiségi valtozok egyiittes srtiségfiiggvénye

2
2,9) = 4(1-}-:.:3;(3: —-3%)), ha-l<z,y<1,
fz.v) { kiilsnben .

frjuk fel ¢ + 5 stirtiségfiggvényét!
Legyen € és n egyiittes stirfiségfiiggvénye

:.-2-2:: 3 2
flz,y) = g—f—”— :

a) Irjuk fel 7 = £ 4 4 stirtiségfuggvényét!

b) Fiiggetlen-e £ és ?

Legyenek £ és n normalis eloszldst, fiiggetlen valészintiségi valtozdk. frjuk fel
€ + n stirliségfiiggvényét, ha

a) £ és 1 azonos eloszlashak!

b) ¢ és 7 killénboz8 eloszlistak!

Bizonyitsuk be: Ha £ és €3 két Poisson-eloszldsi, fiiggetlen valészintiség:
valtozé Ay, ill. Ay paraméterrel, akkor osszegiik szintén Poisson-eloszldst (a
T 34.12 tétel alapjan A1 + Ay paraméterrel !
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34. Egylittes eloszlasok — Valésziniiségi valtozék dsszege, szorzata, korreldcija

552

56.

57.

58F

59.

60.

61.

62.

Bizonyitsuk be, hogy n fiiggetlen, azonos A paraméteri exponencidlis elosz-
last valésziniségi valtozoé Gsszegének stirdségftiggvénye

0, . haz <0,
fle) = At E— 36_"”', haz >0.

n

A T 34,10 és T 34.11 tételek segitségével ldssuk be, hogy ha r, r1, 2 olyan

fiiggvények, amelyek eleget tesznek a tételek kivetelményeinek, akkor

a) diszkrét £-re és nra a § = v(£,n) valészinfiségi valtozd varhatd értéke:
M(8) = T ;v(zi,y;)P(€ = zi,n = y;), feltéve, hogy az Ssszeg abszoldt
konvergens,

b) folytonos £ és 7 esetén a & = ri(£,n) valészintiségi valtozéra (i = 1,2)
M) = [, f2o ri{, y) fe oz, y)dydz, feltéve, hogy az integral abszolit
konvergens.

Alkalmazzuk ezeket az eredményeket a £y valdsziniségi véltozéra.
Megjegyzés: a feladat 4llitdsai kett6nél t6bb, véges szdmib valdsziniiségi
valtozé esetén is érvényesek.
Legyen a €1, £3, ... ,£n valosziniiségi valtozék egyiittes stirfiségliiggvénye

f@1, 22, )= { Mdg. ApeME=Amr =0T ha 250 (i=1, ..., 1),
¢ kiilénben .

a) Irjuk fel mindegyik ¢; peremsirfiségfliggvényét!

b) Mennyi lesz az ) = £1p...6n valoszintiségi valtozé vérhaté értéke? (Hasz-
nalhatjuk az el5z8 feladatban bebizonyitott tételt)

Jeloljiik £-vel azt az id6t, amely egy adott benzinkitnal két vevd érkezése

koz6tt eltelik. Tegyiik fel, bogy £ exponencislis eloszlastt m varhaté értékkel.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egy idSegység alatt a benzinkithoz érkez

vev8k szdma Poisson-eloszldst kivet % virhaté értékkel.

A villanyégsk élettartama sltaldban exponencilis eloszldsiinak tekinthetd.

Tegyiik fel, hogy van két villanyégdnk, és a masodikat akkor kezdjiik el hasz-

nalni, amikor az els§ kiégett. Jelentse n a mésodik kiégéséig eltelt idst. frjuk

fel 7 stirdiségfiiggvényét, ha az eloszlasok paramétere a két égdre

a) ugyanakkoral

b) kiilsnbozé!

Médositsuk az el6z8 feladatot dgy, hogy hdrom db killonboz8 paraméterd

égénk van, és jelsljik n-val azt az id6t, mire mind kiég, feltéve, hogy egymaés

utdn hasznéljuk 8ket, frjuk fel 5 strtiségfiggvényét!

Egy biifébe atlagosan két percenként érkezik vevs. Egy vevst hdrom perc

alatt szolgalnak ki. Amikor beléptink, nincs ott senki. Ha két kiszolgdld van,

mennyi a valésziniisége, hogy amikor végziink, még senki sem fog varakozni

a sorédra, feltéve, hogy a vevdk egymastdl fiiggetleniil érkeznek, és a két vevs

érkezése kozott eltelt idS exponencidlis eloszlastinak tekinthetd.

Egy iizletbe tlagosan {6l percenként érkezik vevs. Mennyi a valészintisége an-

nak, hogy amikor mi belépiink, az €l6z8 percben nyolcan is érkeztek, utdnunk
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34. Egytittes eloszldsok — Valdsziniiségi viltoz6k bsszege, szorzata, korreldcidja

63’

64.

65!

662

67.

68,

69.

fthy

1.

T72.

viszont 6t percig nem jon senki, ha a vev6k egymastdl fiiggetlentil érkeznek,

és a két vevd érkezése kozotti id8 exponencidlis eloszldsiinak tekinthets ?
Legyen ¢ és n egyliittes sfirtiségfiiggvénye
—[%=z+9%), hal<z<lésO<y<l1,
fa.9) { kitlonben
a) frjuk fel a peremstiriiségfiiggvényeket!
b} Szdmitsuk ki £ és n korreldcids egyiitthatojat!
Legyen £ és n egyiittes stirfiségfiiggvénye
_[1, hal<z<lés0<y<2(l—x),
f@.) {e kitlonben .
Szdmitsuk ki korreldciés egyiitthatdjukat!

s a2

Legyen £ és n egyiittes sfirtiségfiiggvénye
-3z
=467 hal<zédsl<y<4,
f(=z9) {0 kitldnben .
Szdmitsuk ki £ és n korreldcids egyiitthatéjst!
A { és i valésziniiségi valtozé egylittes stirlfségfiiggvénye

2

1 = i2g‘2—2=g
f(x:y) = ‘2—1"-6 .

a) Mennyi a kovariancigjuk?

b) Flggetlenek-e?

Igazoljuk, hogy ha ¢ és n fiiggetlen valdszinfiségi valtozok, akkor £2 és n? is
azok!

Bizonyitsuk be: Ha a £ és  valdszintiségi valtozdk fiiggetlenek, akkor

D*(¢n) = D*(€)D*(n) + M*(€)D*(n) + M*(n)D*(¢)
(feltéve, hogy az egyenléségben szerepl$ szérdsok mind léteznek).
Igazoljuk, hogy tetszbleges £ és n valészintiségi valtozdkra
D¢+ n) = D*() + D*(n) + 2D() D(n)r(£,n)
(feltéve, hogy az egyenl@ségben szerepld szérdsok mind léteznek).
Legyenek ¢,  és ( fiiggetlen valszindiségi viltozék, ugyanakkora szorassai
Legyen tovabba. 11 = £+(, m = n+(. Igazoljuk, hogy r{ri,{) =r{r,{) =
ésr(m,m) = 7 !
Legyen £ és n két olyan valSsziniiségi valtozé, hogy v(€,7) = - Szamitsuk ki
ati=1—¢és 13 =n— 1 valdszinliségi valtoz6k korreldcids egyhtthaﬁoga.
Legyen £ és n két olyan valSszinfiségi véliozd, amelyeknek étezik, és 0-tél
ktilsnbozik a szérasuk. Igazoljuk, hogy a
o = 2 MO = 1= M)
D ~ D(n)

val6szinfiségi valtozdk korrelicids egyiitthatéja egyenls a (1(s varhaté érté-
kévell
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34, Egyiittes eloszldsok — Valdsziniiségi valtozdk 8sszege, szorzata, korreldcija

73.

74.

75"

762

77

78.

79.

80.

81°

Legyenek a, b, ¢, d adott valés szamok (a # 0, ¢ # 0), £ és n pedig két
valszinfiségi véltozd, D(€) #£ 0, D(n) # 0. Igazoljuk, hogy ha {; = af + b és
{2 = cn + d, akkor r{(1,(2) = £r(é,n).
A 28. feladat eredményeit felhaszndlva ldssuk be, hogy ha a [¢,7] valészi-
ni{ségi vektorviltozd egyenletes eloszlasd az origd kdzépponti egységsugari
koérlapon, akkor £ és 5 korreldlatlanok {noha uwo. mér beldtiuk, hogy nem
fiiggetlenek).
Egy csillagész cgy csillag Foldtsl valo tdvolsigat akarja meghatdrozni. Tobb-
sz0r is megméri, és természetesen a légkén viszonyokid] és egyéb tényezdkis!
fiigg8en killdnbtzd értékeket kap. A mérések eredményeit tekintsitk valészi-
niiségi valtozéknak, amelyeknek kizds varhat6 ériéke a meghatdrozands d
tdvolsdg, és kozts szérdsukat killonbdz8 becslések alapjén 2 fényévnek te-
kinthetjilk. A csillagisz a csillag tdvolsdgdt a mért értékek szdmtani kozepé-
vel akarja becstilni. Hiny mérést végezzen, hogy a kapott érték a tényleges
értéktbl 95%-os valésziniiséggel legleljebb fél fényévvel térjen el?
A tomegkozlekedési eszkbzokon utazok sdlya 700 N varhato értékii, 100 N
szérési valészintségi valtozénak tekinthetS. Egy 150 személyre tervezett ko-
csit milyen teherbirdsira tervezzenek, ha a tilterhelés valészintisége legfel-
jebb 0.005 lehet?
Egy automata iltal kis dobozokba adagolt dru témegének virhaté értéke 1
kg, a dobozé 0,05 kg 0,005 szérassal. A kis dobozokat 60-aséval rakjik nagy
dobozokba. Mekkora lehet maximalisan az adagoldskor fellépd szérds, ha a
nagy dobozba keriil§ drunak 99%-os valdsziniiséggel 61.5 és 64.5 kg koazotti
tomeginek kell lennie?
Egy kompétkelénél a tapasztalatok szerint a komp éltal szdllitott személy-
autok hossza 4.2 m, 0.5 m szérédssal. Bedlldskor az eliilsS fal és az els§ koesi
orra, ill. barmelyik kocsi hata és a mogbtie dllé orra kozotti tavolsdg 0.5 m
varhaté értékil, 0.1 m szérassal. 8 oszlopban férnek fel kocsik az 55 m hosszi
rakfelitletre. 88-ikak vagyunk a sorban, és el6ttiink csak személyauték allnak.
Annak valésziniisége nagyobb, hogy el tudunk menni az els§ forduléval, vagy
azé, hogy nem?
Egy iizem és a vasttilloméas kozétt kozlekedd teherauték benzinfogyasztasa
egy-egy forduléra a terheléstsl és a forgalomtdl filggd valdszintiségi valtozs,
30 1 varhaté értékkel, és 3 1 széréssal. Ha az tizem tiz teherautdt tizemeltet
napi négy forduléval, hany liter benzin fogyasztdsat tervezze hetenként, hogy
1%-n4l kisebb legyen annak valészintisége, hogy tallépik a keretet. (Ot napos
munkahéttel szamoljunk.)
Szamitsgéppel 120000 db, a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldst véletlen
szamot allitunk eld, és 6sszeadjuk Sket. Mennyi a valésziniisége, hogy az
osszeg 59900-ndl kisebb lesz?
Tegyiik fel, hogy szdmitégépiinksn a RAND() eljarés a {0,1) intervallumon
egyenletes eloszlasi véletlen szdmot general.
a) A centrslis hatéreloszldstétel segitségével allitsunk el6 adott m virhaté
értékif és o szérasi normélis eloszlasi valészintiségi valtozét!

34-14



34. Egyiittes eloszldsok — Feltételes eloszlasok

b) Az exponencislis és Poisson-eloszlasok kozotii kapcsolatot kihasznalva ge-
nerdljunk adott A paraméiert! Poisson-eloszlasd valészindségi viltozét!

82. Vilasszunk véletlenszerfien két pontot egy egységnyi oldalt négyzetben. A
kisérlet szimuldldsival adjunk becslést arra, mennyi a valészinfisége, hogy
kozelebb lesznek egymdshoz, mint £7

Feltételes eloszlisok

D 34.20 Legyenek £1,£2, ..., &n €5 71,72, ..., T tetszBleges valdszindségi valtozok, és legyenek
Y1.92, ..., Yr tetszileges valés szamok. Jelolie A az {1 = y1, 72 = ¥2, ..., r = Yr) es€Ményt,
A £1, 82, ..., &y valésziniiségi viltozdknak az A eseményre vonatkoztatott feltételes eloszlgs-
filggvényén azt az n-viltozds valés F figgvényt értjiik, amelynek értelmezési tartomdnya R,
és ha P(4) # 0, akkor

F(E},EQ, ""mnlylay%'"ayr) = P(El < 71, < 29, "-"Sn < 33!1]‘4) )
ha pedig P(A) = 0, akkor
F($13$21 ---axniyh y2s--‘:yf) =

= ,}1{1} Pl <z,€2 < gy <rlyn SM <yt + A1y e <yr + Br)

L}
i=%,2,...,7

feltéve, hogy ez a hatdrérték lstezik (ha nem, akkor nem létezik feltételes eloszlasfiiggvény).

D 34.21 Legyen A mint elébb, és legyen F' a £, &;,...€, valésziniiségi véltozdknak az A
eseményre vonatkoztatott feltételes eloszlasfiiggvénye. Ha létezik olyan nemnegativ értékd n-
valtozés valés fliggvény, amely az n-dimenziés tér barmely korlatos zart halmazdn b&rmelyik
viltozéjsnak olyan filggvénye, amelyik legfeljebb véges szamu helyen nem folytonos, és ameilyel
F el&allithaté

z1 Tn
F(ml)EZa"':znlylay%'"!yr) = / "-f f(tl:tZF--atnEylay%"'7y!‘)dt11"-dtl
-0 -0

alakban, akkor az f fliggvényt a £, &2, ... \£n valSsziniségi viltozdk A eseményre vonatkoz-
tatott feltételes silirfiségfilggvényének nevezzitk.
M 34.22Bebizonyithatd, hogy ha a feltételes siriiségfiiggvény létezik, akkor

3"F(zg,m2,...,:cniyl,yz,...,yf)
635}6-’52-“3$n = f{mlamm'"aznlylsyb '--sy‘r) s

feltéve, hogy a bal oldal létezik. Tovabbs f,(yla) = £ fij”), ha fe(z) # 0.

Diszkrét valészindségi viltozdk esetében, ha P(A) # 0, a Py = z1,....&n = zalA)
valésziniiségeket a £1, ..., &, diszkrét valészintiségi viltozok feltéieles eloszldsanak nevezziik.

D 34.23 Legyenek £ és 7 diszkrét valdsziniiségi viltozék, és y; olyan, hogy P(p = y) > C.
Ekkor a

M(En=y) = ZzsP(E = ziln = w)
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34. Egytittes eloszlisok — Feltételes eloszlasck

értéket a £ valSszindségi viltozé n = yp eseményre vonatkoztatott feltételes varhaté
értékének nevezziik, feltéve, hogy 3-;ja (€ = =4l = yg) is létezik.

Ha £ és 5 olyanok, hogy létezik £-nek az # = yp eseményre vonatkoztatott feltételes
shirdségfiiggvénye, akkor £-nek az erre az eseményre vonatkoztatott feltételes virhaté értcke

Mgl =)= [ _sf(elm)da,

feltéve, hogy ez az integril [étezik.

Ha az M(£|n = y) varhats értéket mint y fliggvényét irjuk fel, akkor { varhats értékét

mint n figgvényét kapjuk meg. Ez egy valdszindiségi valtozd, amely az n-nak fiiggvénye. Jele
M(£] 7).

P 34.24 Egy piros és egy kék kockaval dobunk. Legyen £ a piros kockédn dobott szdm, 7 pedig
a két szédm Bsszege. Szdmitsuk ki p-nak a £ = 3 eseményre vonatkoztatott feltételes varhats
értékét!

Megoldas:

\ 0, hai<3vagyi>10,
P(?]:'LEE:3):{%, ha4§z§gy

M(qlé =3) = va gg =

(=T

P 34.25 Valasszunk a [0, ¢} intervallumon két szdmot. A kisebbik legyen £, a nagyobb legyen
7. Irjuk fel az F(y|z) = P(n < yl€ = x) eloszlasfiggvényt!

Elss megoldas. A 22. feladat megolddsaban kbzslt gondolatmenettel irjuk fel az f¢ , egyiit-
tes, és az f; peremsiirGségfiggvényt.

Z, hat<z<y<a, a—z
fe,n(z,y)={55 =TSV ff(m)—{—(—,—l, ha0<z<a,

¢ kiilénben , kiilonben .

Ezutan szamitsuk ki az

ff ,,(x -S)
—o  fe(z)
integrélt (f(s|z)-et az M 34.22 megjegyzésnek megfelelden irtuk at). Mivel 0-val nem oszt-

hatunk, F{y|z) csak 0 € =z < ¢ esetén érteimezhets. Ekkor a hatirokat figyelembe véve
0 < y < @ esethen F(ylx) Y _1_js azaz

z a—T

9, hal<z<eésy<z,
F(y|z) {

Falo) = [* fllayds = [* S22,

Y%, ha0<z<aész<y<a,

z?

1, ha<ae<alsa<y.

Masodik megoldas. Ezt a viszonylag jol dttekinthetd feladatot oldjuk meg a definicié alapjén
is. Mivel P(£ = ) minden z értékre 0,

Pln<y,z<é<z+h)
=0 Plz<f<z+h)
Régton latjuk, hogy csak z € [0, a) értékekre tudjuk a feltételes eloszidsfiggvényt értelmezni.

Ha ugyanis z < 0, akkor P(z £ £ < z + h) elég kis h-ra 0 lesz, ha viszont z > u, akkor
minden h-ra 0. Ha £ < @, akkor elég kis h-ra = + } < a is teljesiil.

F(yle) = lim Py < gle <E<z+h)=
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34. Egyitttes eloszldsok — Feltételes eloszlasok

APy <yl £E<z+h)(0<z < a) értékének meghatirozasshoz y-ra nézve hirom esetet
kiilsnbdztetiink meg.

Ha y < z, akkor az n definici6jabs! kbvetkezik, hogy ez a feltételes valdszindség 0.

Ha y > a, akkor szintén 7 definicidja szerint ez a feltételes valGszindség 1.

Ha z < y < @, akkor elég kis h-ra z + h < y teljesill, és ezért £ < y. Végezziik el a kévetkezs
atalakitast:

Pn<ylz<f{<z+h)=Pn<flz<E<a+h)+PE<n<ylz<E<a+h)

A jobb oldalon az els§ feltételes valdszindség 0, mert B nem lehet kisebb, mint & Mivel
{€lz,z+h),

Plz 4 hln<yle<E<e+h) < PEl<np<yle €<z +h) S Pla<n<ylr<E<z + h)
A jobb és bal cldalon &llo feltételes valésziniliségeket meg tudjuk hatdrozni a P(AB) =
P{A|B)P(B) egyenl6ség alapjan. A 9. feladatban bizonyitott tétel és a 22, feladathoz hason-

léan Kkiszdmitott egyiittes és peremeloszlésfilggvények segitségével (vagy a £ és 7 definicigja
alapjan kézvetleniil) kapjuk, hogy

2 - — B2
Path<n<pa<b<ath)=2d=D=h
P(zsv<y,w$£<m+h)=%ﬁ{—ﬂ,
P($S§<$+h)=w-

Mivel
lim P(m+h§n<y,x§f<z+h)_um Pe<np<ypzsLi<z+h) y-~=
h—0 Plz<é<z+h) i Plz<é<z+h) Ta-z’
. _ _ Y-z
b P(n <yle<E <o+ h)=Flaly)="—

Az, hogy a kétféle megoldas kéziil melyik az egyszeribb, az mindig az adott fefadattsl figg,
pl. hogy milyen valésziniiségeket, milyen eloszlas- é&s siriiségfiiggvényeket tudunk kénnyebben
meghatarozni.

Feladatok

83" Legyen a adott pozitiv szam. Valasszunk egy tetszdleges pontot egyenletes
eloszlds szerint a T = {(z,y);0 < z < 4,0 < y < g} négyzeten. { és n értéke
legyen a pont z ill. y koordinitéjaval egyenld. Irjuk fel az F(z[y) feltételes
eloszlasfiiggvényt!

84. Vilasszunk egy pontot egyenletes eloszléds szerint az origé kézéppontt egység-
sugard korlapon. Legyen ¢ ériéke a pont x koordindtdja, n-é az y koordindta.
Irjuk fel az F(z|n = 0) feltételes eloszlasfiiggvényt!

85* Legyen a £, n,  valésziniiségi viltozdk egyiittes sfiriiségfiiggvénye

e % (z24+u +27—2y+2242)

1
f(zayw?) = 271_\/2;
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Egyiittes eloszlisok — Feltételes eloszlasok

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

a) Mutassuk meg, hogy ¢, 7, { figgetlenek!
b) frjuk fel n és ¢ egytittes stirdségfiiggvényst!
¢} Irjuk fel az n és ¢ valtozék f(ylz) feltételes stirdségfiiggvényét!
Legyen a £ és n valészinfiségi valtozék egyiittes stirfiségliiggvénye
1 < 3
—lslz+y) had<z<2és 32 <y<3
feal@) {0 kiilsnben
a) Irjuk fel az F(y|z) feltételes eloszlsfiiggvényt!
b) Irjuk fel M(€]n)-t!
c) frjuk fel § = M{£|n) eloszlasfiggvényét!

Legyen £ és n egytittes eloszldsa a kovetkezs:
SUTHE
A RN

Trjuk fel M(n|€) eloszldsat!
Legyen ¢ és  ugyanaz, mint a 36. feladatban. Irjuk fel § = M(5|¢) eloszlas-
fitggvényét!
Egy piros és egy kék kockdval dobunk. Jelentse £ a piros kockdn dobott
szamot, 7 a két sz4m Bsszegét. [rjuk fel M(€|n) eloszlasat!
Bizonyitsuk be, hogy amennyiben léteznek a sziikséges mennyiségek,
M(M(Eln)) = M(£)!
Legyenek a {1, &2, ..., £j, ... valészin{iségi viltozGk azonos eloszldstiak. Legyen
tovabbd n = £ + &2 + ... + & , ahol v is valdszinGiségi viltozd, amely a
¢; valtozoktdl fiiggetlen, és létezik varhatd értéke. Szamitsuk ki 7 virhatd
értékét!
Legyen v a €1, £2, ... valészintiségl valtozoktd! fiigpetlen, pozitiv egész érté-
keket felvevd valdszintiségi valtoz6. Tegyiik fel, hogy v-nek és minden &;-nek
van varhaté értéke (esetleg mind kiilonboz8). Legyen n = &1 + Lo + ... + £,
a) Mutassuk meg, hogy M(n) = Y272 M{§;)P(v 2 7) .
b) Ebbél a képletbsl vezessiik le, az el§z8 feladat eredményét!
Legyen a [¢,n] valészintiségi viltozs egyenletes eloszlisi az ABC héromszs-
gon, ahol A(0,3), B(3,0), C(5,5) . [rjuk fel az F(zly) és F(y|z) eloszlasfiige-
vényeket!

Legyen a [£,n] valészintiségi viltozé stirtiségfiiggvénye
1 _i1,,.2_ 2
Hzy) = 5re 3(e" 209420} |

a} Mennyi M({[n =2)?

b} Irjuk fel, hogy a 6§ = M(é|n) valészintiségi valtozé hogyan fiigg n-tSl!
Egy jatékos, jeloljiik A-val, egy tdrsasdggal jatszik. A jaték "igazsdgos”, azaz
minden forduléban mindenki szdmara a nyereség varhaté értéke 0. Legyen §;
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34. Egyiittes eloszldsok — Feltéleles eloszlasok

96.

97.

98,

99.

100.

101.

értéke az A jitékos t6kéje az i-edik forduld utdn. Legyen £y = 100, és tegylik
fel, egy forduléban 20 ft-ot lehet nyerni. Mennyi lesz

a) M(¢3), b) M(&3lé2 = 120), c) M(£:0[¢ = 120),

d) M(igrlli=m), ha P(§i=m) #0,65 k=1,2,....

frjuk fel M(£[n) eloszlasfitggvényét, ha ¢ és n egyiittes stirfiségfliggvénye

fem= { %(m +3y)e > %, halO<az,0<y,
" 0 kiilsnben .

Vilasszunk (egyenletes eloszlds szerint) a (0,1) intervallumon egy ¢ szdmot,
majd egy nala nagyobbat (egyenletes eloszlds szerint az (z,1) intervallumon),
n-t.

a) Irjuk fel egyiittes eloszlas- és stirtségfitggvényiiket!

b) frjuk fel a nagyobbik peremeloszlasliiggvényét!

Vélasszunk a (0,1) intervallumon egy ¢ szémot, majd egy néla kisebbet, -t
és egy nila nagyobbat, 7-t (valamennyit egyenletes eloszlés szerint). frjuk fel
az Fy -(y, z) egyiittes eloszlasfiiggvényt!

Legyenek £, n fiiggetlen valoszintiségi valtozdk, P(¢ = j) = P(n = j) = pg/—!
(4 =1,2,...),ahol pe (0,1} és ¢ =1 —p.

a) Szamitsuk ki a P(¢ = j|{ +n = k), k > 2 valészintiséget!

b) Szémitsuk ki az M(E|€ + 9 = k), k > 2 feltételes varhaté érteket!
Legyenek £ és n azonos eloszlasq, filggetlen, diszkrét valGszintiségi valtozok,
amelyek az 1, 2, ... értékeket veszik fel, rendre p1, py, ... valdsziniiségekkel.
a) Szamitsuk ki a M(¢|€ + 7) feltételes vérhats értéket!

b) frjuk fel 2 & = M(]¢ + 9 = k) valésziniiségi valtozo eloszlasat!

Tegyitk fel, hogy ¢ és 5 azonos eloszldst, fuggetlen, folytonos valészintiségi
viltozdk, és sfirfiségfilggvényitk sehol sem nulla. frjuk fel a stiriségliggveé-
nyek ismeretében a § = M(£|€ + 1) eloszldsat, feltéve, hogy minden olyan
integrdl abszolit konvergens, amelyik a megoldés sordn szerepel. {Haszn4l-
juk ki a hasonlésdgot az el6z8 feladattal, valamint a diszkrét eloszldsoknal
szerepl§ valészintiségek és a folytonos eloszlasok sfir(iségfiiggvényei kozotti
analégidkat).
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35. Matematikai statisztika — Az empirikus eloszids és adatai

35. fejezet
Matematikai statisztika

D 35.1 A statisztikai vizsgalat tirgyst képezd halmazt az elemekhez tartozé szamértékekkel
egyiitt statisztikai sokasdgnak nevezziik.

M 35.2 A statisztikai vizsgalat targyst tehdt mindig egy konkrét halmaz elemei &s az ele-
mek valamely szamszerilen megadhaté tulajdonsiga képezi; valéjsban tehat egy valés értékia
fiiggvény vizsgalatars! van szé.

D 35.3 A statisztikai sokasagokat leiré fiiggvény tébbnyire valészinGségi valtozd; eloszidsdt
a statisztikai sokasag eloszldsdnak mondjuk.

M 35.4 A matematikai statisztika ténylegesen a siatisztikai sokasagnak csak egy kis részével
szamol. A tekintetbe vett részhalmaz elemeihez adott esetben konkrét valés szamok tartoznak,
amelyek azonban az egyes megfigyelésekhez tartoz6 véletlenszert értékek; ezért statisztikai tor-
vényszerfiségek vizsgalatakor a vizsgilt részhalmaz elemeit a hozzéjuk tartozd szadmértékekkel
egylitt valészindségi valtozéknak kell tekinteni, amelyek a gyakorlatban egymastsl paronként
fuggetleneknek és a statisztikai sokasdg eloszldsdval egyez5 eloszldstiaknak tekinthetsk.

D 35.5 Adott £ valészindségi vaitozéval megegyezs eloszldsi és egymastdl fiiggetlen valdszi-
niiségi valtozdk valamely £1, &g, ..., &, rendszerét a £-hez tartozd n elemi mintanak, a minta
kivalasztasat mintavételnek nevezzik.

Az empirikus eloszlas és adatai

D 35.6 Tekintsiink egy § statisztikai sokasdgot; legyen £ az S-et leird valésziniiségi valtozd.
Képezziink S-bsl egy n elemi mintét: £, 89, ...,&q. A minta elemeinek egy adott mintavétellel
kapcsolatos konkrét szamértékei legyenek z1, 2, ...,Zq; minden egyes z;-hez rendeljiik hozza
az 1/n valdszindséget. Az 21,29, ..., Ty értékek kdzstt egyenlsk is lehetnek; ha vannak ilye-
nek, akkor mindegyikiikhdz kiilon-kiiton hozzdrendeljitk az 1/n valészinfiséget. lly médon egy
diszkrét valészinségeloszlashoz jutunk; ennek eloszldsfiiggvényét Fy-nel jeldlve,

Fu(z) = %, (1)

ahol g; azoknak a mintabeli z;-knek a szamat jelenti, amelyek kisebbek z-nél. Az Fy-nel leirt
eloszldst az § statisztikai sokasig egy (az adott minta sz6ban forgd konkrét értékeihez tarto-
28) empirikus eloszlasanak, az F, fiiggvényt pedig az 5 egy (az adott minta széban forgd
konkrét értékeihez tartozo) empirikus eloszlasfiiggvényének nevezzitk. A £ valészindségi val-
tozé (4ltaldban ismeretlen) varhato értékét, szérasat, eloszlasfiggvényét és sirdségfilggvényét
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35. Matematikai statisztika — Az empirikus eloszlas és adatai

a matematikai statisztikaban ¢ elméleti varhatd értékének, elméleti szérasanak stb. nevez-
zitk; de ha félreértéstal nem kell tartani, akkor az "elméleti” jelzét elhagyjuk (az "empirikus”
jelzSt sohasem hagyjuk el).

D 35.7 Legyen [a,b) olyan intervallum, amely az el5z§ definicidbeli z; értékek mindegyikét
tartalmazza. Képezzlik az [a,d] intervallumnak az

6= <V <. <Vpy <V =b
osztaspontokkal meghatdrozott olyan beosztdsat, amelyben
M—W=vg —~ U = ...=U = V-1

a beosztas részintervallumainak ezt a kézos hosszat jelsljik h-val. A [v;_1,v;) intervallumba
esd x; értékek szamdt g;-vel jeldlve, definidljuk a kivetkezs fiiggvényt:

pn(z) = {%}x_, :: i i %:;'i)l'xvj)' @

A i fitggvényt az 5 statisztikai sokasdg egy (az adott minta széban forgé konkrét értékeihez
tartozd) empirikus siiriiségfiiggvényének, grafikonjit pedig siiriiséghisztogramnak vagy ré-
viden hisztagramnak nevezziik.

M 35.8 A gyakorlatban minden clyan esetben, amikor a mintaelemek egy adott mintavételthez
tartozd konkrét értékeit nem, csupan bizonyos intervallumokba {osztdlyokba) valé esésének
gyakorisagat ismerjiik, az ugyanazon intervallumba esS értékek mindegyikét az intervallum
felezépontjinak megfelels értékkel (az osztdlyktzéppel) helyettesitiitk. Ha a minta konkrét
értékeit ugyan ismerjiik, de a mintaelemek szdma nagy, a szimitasok egyszerfisitése végett
a minta értékeit osztilyokba soroljuk, és az el626 megjegyzésnek megfelelden jarunk el, azaz
minden érték helyett az illets osztilykdzepet tekintjok.

D 35.9 A £ valésziniiségi viltozé ltal leirt § statisztikai sokasag egy empirikus eloszlasanak
_ 1
T = ;(a,'] + 29+ . + 25) (3)

varhatd értékét empirikus varhatd ériéknek,

1
st =R lm -+t (w0 7Y )
szérisat empirikus szdérasnak, az
* _ 1 )2 7)?] 5
sg=ymm7 e -2+ o+ (2 - 7) ()

képlettel szamitott értéket pedig korrigalt empirikus szérasnak nevezzitk. Ha nem okoz fél-
reértést, akkor a £ indexet nem frjuk ki.
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35. Matematikai statisztika — Az empirikus eloszlds és adatai

Feladatok

12

Egy bizonyos mifanyaghél késziilt mintadarab szakitGszildrdsdganak mérésére
az egész sokasigbdl 20 elemd mint4t vettek. A mintavétel konkrét értékei
(N/m?®-ben, ..rgysag szerirt rendezve) a kovetkezdk:

354 1359|364 1369|373{375|376|377|379 380
381 | 3831384 1385|387 {390 {393 | 396 | 400 | 408

a) Adjuk meg és dbrézoljuk az adatokhoz tartozé empirikus eloszlésfiiggvényt
és a hisztogramot (a [354,409) intervallum h = 5 hosszisagi részintervallu-
mokra valé beosztdsihoz).

b} Szémitsuk ki az empirikus virhaté értéket, az empirikus szérist és a kor-
riglt empirikus szdrast.

Az €l6z6 feladat adatait hasznalva becsiiljitk meg annak valészintiségét, hogy
egy véletlenszertien kivilasztott mintadarab szakitdszildrdsiga kisebb, mint
361N/m?.

Egy ipari robot kezének a miikédés egyik fazisiban egy egyenestsl vald t4-
volsdgdra a mindségi elfirds 5.2 £ 1 mm. A robot miksdési pontossdganak
vizsgilatara végzett 40 mérésr8l csak annyit tudunk, hogy a mért £ érték

hényszor esett a kivetkezd tabldzat szerinti intervallumokba:

fe |11, 2)1[, 2L 2)[1, 2) |1, 2){[1, 2}|[1, 2)
Gyakorisag | 1 5 7 |14 | 7 4 2

a) Mutassuk meg, a hisztogram megszerkesztésével, hogy a vizsgslt statiszti-
kai sokasdgot leird £ valdszinfiségi viltozd j6 kozelitéssel normalis eloszlsd.
b) Vérhatéan milyen valészinfiséggel teljestilnek a minéségi el&irdsok?

Automata toltdgép motorolajat tolt dobozokba. A dobozokba tolistt olaj

mennyisége az eldirt 1 litertd] felfelé is, lefelé is eltérhet. Egy 15 mérésb4l 4llé
méréssorozat sordn tapasztalt eltéréseket tartalmazza a kovetkezd tablazat:

Eltérés ml-ben  |[-15,-10) | [-10,-5) | [-5,0)[ [0,5) | [5,10) [ [10,15)
Eltérés gyakorisiga 1 2 5 4 | 2 1

Szerkesszilk meg az adatokhoz tartozd

a) empirikus eloszldsfiiggvényt,

b) siiriiséghisztogramot.

Szamitsuk ki

¢} az empirikus virhaté értéket,

d} az empirikus szérdst és a korrigélt empirikus szérést.

Bizonyos ipardgban dolgozé szakmunkasok havi keresetének eloszldsat akar-
Jjak meghatirozni. E célbél véletlenszeriien kivilasztanak 220 szakmunksst,
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35. Matemmatikai statisztika — Az empirikus eloszlés és adatai

és feljegyezik havi keresetiiket. Az igy kapott adatokat (9 osztdlyba sorolva)
az alabbi tabldzat tartalmazza. A mésodik sorban l1év8 szamok azt mutatjak,
hogy hany szakmunkdsnak a keresete esik az illet§ szammal egy oszlopban
1évE intervallumba, melynek hatarai eFt-ban értend&k.

[6, 6.5)][6.5, 1) [[7, 7.5)| [7.5, 8) | 8, 8.5)| [8.5, 9) | [9, 9.5)[ [9.5, 10) 10, 10.5)

3 7 30 48 72 40 10 7 3

a) Rajzoljuk meg az adatokhoz tartozdé empirikus eloszlisfiiggvényt és a hisz-
togramot.

b} Szémitsuk ki a mintdhoz tartozé empirikus virhaté értéket.

¢) Becsiiljiik meg annak valészintiségét, hogy egy véletlenszertien kivalasz-
tott szakmunkds havi keresete legaldbb akkora, mint a felmérésben résztvevs
munkasok dtlagkeresete.

Egy videofilm-kolcsénzében felmérést végeztek arrdl, hogy egy bizonyos ka-
tegéridba tartozd 1j film megjelenésének napjin mennyi volt a kélesdnzések
szdma. A felmérésre vonatkozd 10 elemfl minténak egy adott mintavétellel
kapcsolatos konkrét ériékei a kovetkezdk:

[16]27]21]30]26]11[21]31]19]28]

a) Abrézoljuk az adatokhoz tartozé empirikus eloszlasfiggvényt.

b) Varhatéan milyen valészintiséggel lesz egy 4j film megjelenésének elsé
napjan a kélcstnzések szama, 20-ndl kevesebb?

Egy szabadid§-kézpontban azt vizsgaltdk, hogy a hétfsi napokon egy személy
&sszesen hany percet tolt egy bizonyos sportszer hasznélatéval, Egy 50 elemi
minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét értékei a kdvetkezbk:

8151(9112115|18(2 |3 5|4
21816110|13|14| 8 (10]9 {13
201243 |7|7|6|7|6]16
191114133 |8 |4 |11|101918
816167 |8 (12167 (197

a) Abrazoljuk az adatokhoz tartozé empirikus eloszldsfiiggvényt!

b) Virhatéan milyen valésziniiséggel fog egy személy legaldbb 10 percet tol-
teni a sportszerrel?

c) Készitsiik el az [1,21) intervallum 4 egység hosszisdgt részintervallumokra
valé bonidsahoz tartozé hisztogramot.

Egy rendelSintézetben a fogtémések szamara vonatkozdan statisztikai meg-
figyeléseket végeztek. A véletlenszerfien kivélasztott 30 napon, a naponként
végzett fogtomések szdmat feljegyezve, a kovetkezd szimok adédtak:

8 191155 |13|34|5 {6 [12{13

31615116 |7 |4(11]123|25
32125;2116 |7 (11|12 8 |15]16
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35. Matematikai statisztika — Paraméterbecslések

a) Készitsiik el az adatokhoz tartozé empirikus eloszlasfiiggvényt.
b} Becsiiljiik meg annak valésziniiségét, hogy egy véletlenszeriien kwéiasztott
napon a fogtdmések szdma 20-nél kisebb.
c) Készitsiik el az adatokhoz tartozé hisztogramot dgy, hogy a [3,33) in-
tervallum olyan beosztisat tekintjiik, amelyben a szomszédos osztépontok
tdvolsdga 3-mal egyenld.

9. Egy druhiz megnyitdsakor a visérldk életkordnak vizsgilatdra egy 30 elemil
mintét vettek. Az adatok a kivetkez&k:

43/33|18/23{19/16|51|55|18126
25(21}117]30]28127{2711713221
35|40139|36]48147{384150|19

Szerkessziik meg az adatokbél a hisztogramot a [16, 56) intervallum 4 egyenls
részre osztdsdval.

10. A Budapesti Mfiszaki Egyetem Kozlekedésmérndki Kardn tanulé mésodéves
haligaték koziil 20 véletlenszerfien kivélasztott szigorlatozé az els§ szigorlati
irdsbelin a kévetkezd pontszémokat érie el:

171221211611 (12313212144
11159(2120)30|31}40{13/11}20

Becsiiljiik meg annak a valésziniiségét, hogy egy véletlenszerfien kivélasztott
misodéves hallgaté az els§ szigorlati irdsbelijén

a) 30 pontnél tébbet,

b) 20 pontnil kevesebbet

ért el

Paraméterbecslések

D 35.10 Legyen megadva egy 5 statisztikai sokasag, és tegyiik fel, hogy az 5-et leird valdszi-
niiségi valtozé eloszlasfiiggvénye — egy vagy tébb paraméter értékének kivételével — ismeretes;
az egyetlen ismeretlen paramétert, ilietve az ismeretien paraméterekbdl mint koordinitakbél
képezett vektort jelsljik a-val. Az ¢ paraméter becsléséhez az § sokasigbdl n elemi mintat
vesziink, és a £, &9, ..., & mintaelemek valamely

@: (61162) ‘“:{ﬂ») _ &(EI’EZ’ el E")

fiiggvényét képezziik. Ha ez a fiiggvény bizonyos (a probléma természete sltal megkivant) kéve-
telményeknek (torzitatlansag, aszimptotikusan torzitatlansig, konzisztencia, ...|. Szdsz Gabor
Matematika |11} eleget tesz, akkor a mintaelemek barmely konkrét 21,29, ..., z, értékrendsze-
réhez tartozé

Gg = 4(x1, %2,y ey Tn)

figgvényértéket az a paraméter kozelits értékének fogadjuk el
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35. Matematikai statiszttka — A legnagyobb valésziniség médszere

D 35.11 Egy n elem minta elemeinek tetszéleges fiiggvényét statisztikai fliggvénynek ne-
vezzitk. Az olyan statisztikai fiiggvényt, amelyet egy paraméter kézelitésére hasznilunk, az
illets paraméter becslésének mondjuk.

M 35.12A kévetkezs definicic néhany, gyakran elSforduls statisztikai fiiggvényre vonatkozik.

D 35.13 Valamely statisztikai sokasigot leiré £ val6szinGségi valtozéra vonatkozd £1,82,.. ., &
mintéhoz rendelt

S ’
E=~(O+b+.tén) (6)
statisztikai figgvényt mintaitiagnak, a
oe= 2 (€ -2+ 4 (o - B NG

statisztikai fliggvényt a minta szérisdnak, a

of = \/n%l 6 -2+ + (6 - 8] ®)

statisztikai fiiggvényt pedig a minta korrigalt szorasanak nevezzitk.

A legnagyobb valésziniiség médszere

M 35.14A leginkabb elterjedt paraméterbecslési eljardsok egyike a legnagyobb valészindség
(angolul: maximum-likelihood) médszere. A médszer lényege az, hogy egy specidlis statisztikai
fiiggvénynek a legnagyobb értékét (abszolit maximumit) keressiik, és azt az értéket fogadjuk
el a széban forgé paraméter becsléseként, ahol a fiiggvény ezt a legnagyobb értéket felveszi.

D 35.15 Legyen £ az .S statisztikai sokasagot leirS valsszinfiségi valtozé, és legyen £1, €9, ..., &
az 5§ sokasagbol képzett n elemid minta. Ha £ diszkrét, akkor az

L s P(E=E)P(§ = §2).. P(§ = £a) (9)
fliggvényt, ha pedig £ folytonos és strdségfiiggvénye f, akkar az
Ly & f(61)f(&2)-f(n) (10)

fiiggvényt a £, &, ..., £ mintdhoz tartozé likelihood-fliggvénynek nevezziik.
M 35.16A konkrét szamitdshoz az n elemil minta clyan régzitett
&=z (i=1,2,..,m)

értékrendszerét vessziik, ahol a likefihood-fiiggvény mindegyik tényez8je pozitiv, és ezt az érték-
rendszert a likelihood-filggvénybe helyettesitjiik. A helyettesités utdn a likelihcod-fiiggvényben
valtozéként csak az ismeretlen a valés paraméter, illetve az a1, a3, ..., 6y valés paraméterek ma-
radnak. Végiil meghatsrozzuk azt a &, illetve (21,39, ..., &) helyet, ahol a likelihood-fiiggvény
értéke a legnagyobb, €s ezt fogadjuk el az ismeretlen paraméter{ek} becsléseként. Ha az !
fisggvény tobb helyen is felveszi legnagyobb értékét, akkor a paraméter{ek) becsléseként azt a
helyet valasztjuk, amelyik a probléméra vonatkozé egyéb ismereteinkke! leginkabb &sszhang-
ban van. Ha a likelthood-filiggvény az ismeretlen paraméter szerint legalabb kétszer folytonosan
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35. Matematikai statisztika — A legnagyobb valészintisdg modszere

differencisthaté (illetve, t6bb paraméter esetén, a paraméterek szerint legalabb kétszer parci-
dlisan differencidlhaté és az bsszes mésodik parcialis derivalt folytonos), akkor a legnagyobb
valészindségli becslés kiszamitasahoz a differencidlszamitast is segitségiil vehetjok (LT 11.2,
T 11.3 és T 11.7, illetve T15.7 és T 15.8).

Feladatok

11?

122

137

147

15,

16.

Egy virosrészben 10, véletlenszerfien kivilasztott napon 8sszesitetiék a koz-
lekedési balesetek szamat. Az adatok a kivetkezdk:

|9]6]10]7]9]8]12]5]7[10]

Korabbi elemzések azt mutattdk, hogy a balesetek szdma Poisson-eloszlasi
valészinfiségi valtozs. A fenti adatok alapjin adjunk legnagyobb valészinisé-
gl becslést az eloszlds A paraméterére.

Legyen { valamely exponencidlis eloszlst valészinfiségi valtozo

oy S0, ha z <0,
f(m’)‘)“{)te""z, haz>0

stiriségftiggvénnyel. Hatdrozzuk meg a A legnagyobb valészinfiségfi becslését.

Legysrtott alkatrészek egy bizonyos méretének (jeloljik {-vel) ellenérzésére
vonatkozé 10 elemi mintanak egy konkrét mintavétellel kapcsolatos értékei
{mm-ben) a kévetkezSk:

[10.3]10.1[9.9[10.4]10.3]11.1]10.8]10.7]9.8]10.2]

A tapasztalat szerint £ normalis eloszlésti valészindiségi valtozé ismeretlen
varhat6 értékkel, illetve szérssal. Hatdrozzuk meg £ varhaté értékének és
szérasdnak legnagyobb valésziniiségll becslését.

Legyen az § statisztikai sokasdgot leiré valdszintiségi valtozé striiségfiggvé-
nye _

ha z € {a,b),

1
flz;0,0) = { 2A{b— )z’
0 egyébként,

ahol 0 < @ < b. Adjunk legnagyobb valészinfiségti becslést az a és b paramé-
terekre.

ar  sr 2

Legyen az S statisztikai sokasdgot leiré valészinfiségi valtozd stirtiségfiiggvé-
nye
ae”®"D hagz>1
ca) = 1 = 4
fwia) {0 egyébként.
Hatdrozzuk meg az a paraméter legnagyobb val6szinfiségif becslését,

Legyen £ az {a,b) intervallumon egyenletes eloszlisti valészinfiségi valtozé.
Hatérozzuk meg az a és b paraméterek legnagyobb valészintiségii becslését.
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35.

Matematikai statisztika — A legnagyobb valésziniség inddszere

17.

18,

19.

20.

21°

Az § statisztikai sokasig closzldsdnak siiriiségfiiggvényérsl tudjuk, hogy

—(z-2} haa<
R - , haa<r,
Hzia) = {0 egycbként

alakt, ahol a tetsz8lcgesen megadott valés szam. Allapitsuk meg az ¢ para-
méter legnagyobb valdszintiségii becslését.
Adjunk a b paraméterre legnagyobb valésziniiségi becslést, ha tudjuk, hogy

az S statisztikai sckasdgot leiré valSsziniiségt viltozd siirdségfiiggvénye:

‘ shz
SEI_ . ha(<z<b
b)) = hb—1° — 7 ="
f(z;6) {(c} egyébként.

Hiisz, azonos tipusid személygépkocsi 100 kilométerenkénti fogyasztasit ti-
zedhiter pontossiggal mérve, a kévetkezd adatokat kaptik:

6.3(66|6.5/66]68]646.7/6.9{6.7/6.6
6.6|6.7]/68(6.5{65:66/6.4|6.6|6.7]6.5

a) Az adatokhoz és a [6.3, 7) intervallum

63< 64< BH5< ... <69< T

beosztasahoz tartozé stirfiséghisziogram megrajzoldsaval szemléltessiik, hogy
a széban forgé statisztikai sokaségot leird valészintiségi valtozd jol kozelithets
normalis eloszldssal.

b) A statisztikai sokasdgot leiré valdsziniiségi valtozét normilis eloszldst-
nak feltételezve, hatdrozzuk meg a siirtiségfiiggvényében szereplé paraméte-
rek legnagyobb valészintiségii becslését.

Legyen ¢ folytonos valészinfiségi véltozd

haz <(,

9,
. = —{Inz-m)?
flz;m,0) { 1 e—ﬁ—,—)—zd  haz>0

Zmoz

stirfiségfiiggvénnyel (az ilyen valészinfiségi valtozdt lognormélisnak nevez-
ziik). Hatdrozzuk meg az m paraméter legnagyobb valésziniiségll becslését.

Legyen £ diszkrét valdszinfiségi véltozé
P(¢ = By=p'q 0<p<l, g=1-p; k=0,1,..)

eloszlassal (az ilyen val6szintiségi valtozdt végtelen geometriai eloszldsinak
nevezziik). Hatdrozzuk meg a p paraméter legnagyobb valészintiségii becslé-
sét.

35-8




35. Matematikai statisztika — Meghizhatésagi intervallum

Megbizhatésagi intervallum

D 35.17 Legyen a valamely statisztikai sokasagot leird valészindségi viltozd (egyik) paramé-
tere, p pedig a (0,1) intervallum tetsz8legesen vilasztott eleme. Ha a) & ap olyan valés
szamok, hogy a1 < a3 é Pa; < a < a3) = 1 — p, akkor az [ay, 3] intervalfumot az «
paraméter 100(1 — p)%-os meghizhatdsagi intervallumanak, a 100(1 — p) szdmot pedig a
megbizhatosag szintjének nevezzitk.

D 35.18 Egy 7 valésziniiségi viltozét n szabadsagfoki t-eloszldsinak (vagy n szabadsig-
foka Student-eloszlisiinak) neveziink, ha megadhatik olyan standard normilis eloszldsa és
egymasto! fiiggetlen &y, £y, .. . &, valdszindségi viltozdk, hogy

vako
G2+ 65+ &Y

n= (11)

D 35.19 Egy n valészintségi viltozét n szabadsagfoki x2-eloszlasiinak neveziink, ha meg-
adhaték olyan standard normalis eloszldsii és egymastol fiiggetlen £,£s,...£, valészinfségi
viltozék, hogy

=62+ 61+ &l (12)

T 35.20 Legyen £ egy adott statisztikai sokasdgot leiré ismert o szérasid, de ismeretlen m
varhaté értékd normalis eloszlasi valdszindségi viltozd, z1,%9,...,z, pedig a £-hez tartozd
valamely minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét értékei. Az m-nek az T empirikus
vérhaté értékre szimmetrikus 100{1 — p)%-os megbizhatésigi intervalluma:

Fo Ty, T4 — (13)
ﬁup, E \/Hup , :
ahol u), a standard normalis eloszlds ¢ eloszlasfiiggvényével képezett
@(u,,)=1~g (14)

egyenlet megolddsa.

varhaté értékd normilis eloszlasa valészinfiségi valtozd, 1,2, ...,z, pedig a £-hez tartozd
valamely minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét ériéket. Az m-nek az ¥ empirikus
virhato értékre szimmetrikus 100{1 — p)%-os megbizhatésagi intervalluma:

8* s#
z - =y, E—}—ﬁtp}, (15)
ahol #; az a pozitiv valés szam, amely az n— 1 szabadsagfokd Student-eloszldsit ¢ valdszindségi
valtozéra felirt

P(lt]>t)=p (16)

egyenlet megoldasa.
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35. Matematikai statisztika — Megbizhatdsdgi intervallum

T 35.22 Legyen £ egy adott statisztikai sokasagot lefré ismeretlen ¢ szérdsit normalis eloszl4sa
valészintiségi valtozd, =1, z9,..., 2z, pedig a £-hez tartozd valamely minta adott mintavételle
kapcsolatos konkrét értékei. A o szérds 100(1 — p)%-os megbizhatdsigi intervalluma:

n n
[\E V%] , a7

ahol vy, és vy olyan pozitiv valés szamok, amelyek az n — 1 szabadségfokd x2-eloszlisi v
valdszindségi viltozéra felirt

P(v>vp) = —g—, illetve P > v9y) = 1 — g (18)
egyenlet megoldasai.

M 35.23Az el525 harom tételben szereplS uy, tp, illetve vyp, vy értékek az 1., 3., illetve 4.
tablizatokbd! olvashaték ki

Feladatok

227 Villanyégsk élettartamat normdlis eloszlastinak taldltdk o = 180 6ra szérds-

sal; 100 elemii mintavétel sordn a megvizsgilt égk élettartaménak dtlagira

T = 1000 éra adédott. 99%-os megbizhatésigi szinten mely intervallumba
esik az egész sokasig varhaté értéke?

23% Egy t6 vizének szennyezettségére a viz forraspontjébdl akarnak kvetkeztetni.
A t6 10, véletlenszertien kivilasztott részébél vett vizminta esetén az elméleti
forrasponttdl valé kivetkezd ¢ eltéréseket tapasztaltdk (°C-ban):

[02]1]-1.2]-0.7]1.1]0.3]-0.3][1.5]3.7]-1.3]

Feltéve, hogy a £ valdszinfségt viliozé normilis eloszlast o = 1.4 szérds-
sal, adjunk 95%-os szinten megbizhat6sigi intervallumot ¢ varhats érigkére
nézve,

247 Tegytik fel, hogy egy S statisztikai sokasdgot leiré & valdszintségi valtozd
normélis eloszldst, de £ varhaté értéke is, és szérdsa is ismeretlen. Az 5-bs1
képezett 16 elemii mintdnak egy adott mintavétellel kapcsolatos konkrét
szdm-
értékeibsl képezett T empirikus viarhaté érték 42-vel, az s empirikus széris
pedig 4.6-del egyenls. Adjunk 95%-o0s megbizhatdsagi szinten T-ra szimmet-
rikus megbizhatdsagi intervallumot a £ elméleti varhat6 éridkére,

25" Bizonyos én-Slom 8tvozet € olvaddspontjanak megallapitasira 24 véletlensze-
riien kivilasziott mintadarabon mérést végeziek. A mérési eredményeket (az
egyes mintadarabokndl mért olvadaspontokat ®C-ban) a kévetkezé tabldzat
tartalmazza:

330|328.61342.4| 334 1337.5|3411343.3}1329.5
322 331 §336.4|326.5]327.3]338| 331 {3323
345 | 338.51320.7 | 325.8{322.6 | 333 339.2| 340
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35. Matematikai statisztika — Megbizhatésagi intervallum

262

277

28%

29>

a) A [320,350] intervallum
320 < 325 < 330 < ... < 345 < 350

beosztésdhoz és a fenti adatokhoz tartozd hisztogram megrajzoldsival szem-
léltessiik, hogy £ jol kizelithet§ normélis eloszldssal.

b) A £-r8l most mar feltételezve, hogy normadlis eloszldst valészindiségi valto-
26, adjunk az ismeretlen varhaté értékre 90%-os, majd 95%-o0s megbizhatésigi
szinten az empirikus virhat$ értékre szimmetrikus meghizhatésédgi interval-
lumot,

Moségépet gyarts vallalatnal a termelés egyik fazisdnak megtervezésében els-
zetes becslést kell adni arra, hogy lemezbél késziilt alkotdrészén mennyi a
zomancfesték £ szaradisi ideje. Egy 30 elemf mintdnak egy adott minta-
vétellel kapcsolatos konkrét értékeihez tartozé empirikus varhats értékre 56
perc, az empirikus szérdsra 12 perc adédott. Feltéve, hogy £ normdlis elosz-
l4s1 valészintiségi valtozé, adjunk ¢ elméleti virhatd értékére 95%-os szinten
megbizhatésdgi intervallumot.

Egy szolgaltatsd vallalatnal abbél a célbél, hogy megfigyeliék az egy iigyféllel
val6 foglalkozas 4tlagos idejét, felmérést végeztek. Az adatokat (perchben) a
kovetkez8 tablizat tartalmazza:

11114123|17|19121|25]28118 |18
21119(29|17(16(24|20|10(19|17

Feltételezve, hogy az egy tigyféllel vals foglalkozds £ ideje normslis elosziasi
valosziniiségi valtozd,

a} hatdrozzuk meg a € varhaté értékére vonatkozé meghizhatésagi interval-
lumot 95%-o0s szinten, valamint

b) adjunk 90%-os szinten megbizhatéségi intervallumot a ¢ elméleti szériss-
ra.

Legyértott alkatrészekbdl 10 elemd mintat véve, egy bizonyos furat £ atmé-
r8jére cm-ben a kdvetkezd mérési eredmények adédtak:

19.68]9.76]9.78]9.6119.62]9.71[9.73]9.65] 9.61[9.76 ]

Feltéve, hogy £ normalis eloszldsil valdszinfiségi viltozs, adjunk £ szérasira
megblzhatosa,g: intervallumot 30%-os szinten.

Egy bizonyos 16porkeverék egy egységének ¢ égési idejére mérést végezve, a
kvetkezd értékek adédtak (masodpercben):

[50.6]54.8[54.4[44.9]42.1]69.8[53.6]66.1[48]37.8]

Feltéve, hogy ¢ normélis eloszlasd, adjunk varhaté értékére 90%-os, szérdsira
pedig 98%-os meghizhatésigi szinten megbizhatssdgi intervallumot.
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35. Matematikai statisztika — Statisztikai prébak

Statisztikai prébak

D 35.24 A valészinOségi viltozdk eloszldsdra, ilfetve paramétereire vonatkozd feltevéseket sta-
tisztikai hipotéziseknek (réviden: hipotéziseknek), az ezek ellendrzésére szolgalé modszereket
statisztikai prébdknak nevezzitk.

M 35.25A statisztikai hipotézisek néhany fontos tipusa a kivetkezd:
1. Valamely valésziniségi valtozé a paraméterének értéke

a) adott ap szammal egyenls,

b) adott ag szamtol {lényegesen) kittonbdzs.

2, Két valdszingségi viltozé varhaté értéke

a) egyenld,

b) kiilénboza.

3. Két valdsziniiségi valtozé szérasa

a) egyenls,

b) kiilénbsz3.

4, Valamely valdszinidségi valtozé elosziasfiiggvénye egy megadott F fiiggvény.
5. Két valészinfiségi véltozd azonos eloszidsi.

6. A vizsgalandé val6szindségi viltozék fiiggetlenek.

D 35.26 Legyen § statisztikai sokasdg, Hy pedig az S eloszlasaval kapcsolatos hipotézis. Sta-
tisztikai prébshoz a hipotézist leiré mennyiségekbd! és az §-re vonatkozé mintabsl egy olyan
7) statisztikai fiiggvényt képeziink, amelynek eloszldsat meg tudjuk sllapftani. Az -t préba-
fiiggvénynek nevezziik.

M 35.27A statisztikai proba azzal kezdSdik, hogy egy 0-hoz kozeli p valdsziniiséghez megha-
tarozunk egy Jy intervallumot dgy, hogy

Plned)=1-p

teljesiilion (az, hogy p-t mekkoranak valasztjuk, a konkrét problématel figg). Ezutdn min-
tat vesziink az 5 statisztikai sokasagbol, és kiszdmitjuk a prébafiiggvénynek a mintaelemek
korkrét adataihoz tartozé # értéket. Ha ) € Jg, akkor azt mondjuk, hogy a tényleges és a
Hp szerinti érték kozott nincs szignifikdns eltérés 100{1 — p)%-os szinten. Ha §) ¢ Jy, akkor
pedig azt mondjuk, hogy a tényleges és a Hg szerinti érték kézott szignifikans eltérés van
100(1 — p)%-os szinten.

Az 1.2, 2.3, 3.3, 4., 5., 6. tipusd vizsgélatok esetén szdmunkra az a kedvezd, ha nincs szigni-
fikdns eltérés; az 1.b, 2.b, 3.b tipustiaknil viszont éppen az a kedvezs, ha szignifikdns eltérés
mutatkozik. )

Ha a préba eredménye kedvezdtlen, akkor az elSbbi esetekben a p csékkentésével, az utdbbi
esetekben pedig a p novelésével probilkozhatunk, feltéve, hogy ezt a konkrét probléma ter-
mészete megengedi. A statisztikai prébaknal az eldzdekben definislt t-eloszlas és y2-eloszlas
mellett a kivetkezSkben definidlt F-eloszlas jatszik még fontos szerepet.

D 35.28 A ( valészindségi valtozot {m, n) szabadsagfokd F-eloszlasi valdszindségi viltozs-
nak nevezzitk, ha megadhatsk olyan standard normalis efoszlasa és egymastdl fiiggetlen

§l!§2!"‘€m; 7?11712!"‘;7]!1
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valésziniségi valtozdk, hogy

. 19
T2+, 472) (19)

Feladatok

302

322

33?2

{Egymintds u-préba) Az S statisztikai sokasigot leiré £ valészinfiségi viltozé
legyen norméaiis eloszlasi ismert ¢ = 2.5 szérissal, de ismeretlen varhatd
értékkel. AHapitsuk meg, hogy elfogadhaté-e a

Hy: M{{)=mg=051
hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten, ha a minta konkrét értékei:

[50.9152]50]51|51.3]51.4]50.7[51.3]50.7]

Egy alkatrész gyartdsdnak beinditasakor nagy minta alapjdn meghatdroztik
a gyartmany valamely méretének my virhato értékét és o szordsat: mg = 35
és ¢ = 0.59. A tapasztalat szerint az adott gépen a szérds nem szokott
véltozni, ellenben a virhaté érték néha "elestiszik”. Ezért éranként egy-egy
10 elemf{ minta alapjin ellenérzik, hogy a vdrhaté értékben nem tortént-e
valtozas. Egy ilyen ellen&rzés alkalmaval a kévetkez8 adatokat mériék:

137.8]37.9/36.5[87.2]37.9|38.5[37.8]38.4]38.1]38.5]

EHogadhatjak-e 99%-os szignifikancia-szinten azt, hogy a varhaté ériék nem
valtozott meg?

Egy megadoti titszakaszon gépjarmiivek sebességét mérve az dtlagsebesség
55 km/h értékre adédott, a szords mériéke 17 km/h volt. Bizonyos forga-
lomelterelési megolddsnak az dtlagsebességre gyakorolt befolyisat vizsgalva
50 mérést végziink, ezek dtlaga 59 km/h. Dontsiik el 95%-os szignifikancia-
szinten, hogy az alkalmazoit megold4s itlagsebesség-valtozéssal jart-e a for-
galom egészére nézve (feltéve, hogy a szérds nem viltozott).

(Kétmintas u-préba) Az S és Sy statisztikai sokasdgot leiré £ és n valdszi-
nfiségi valtozdk legyenek normélis eloszldsiak ismert o = 1.4 és oy = 4
szorasokkal. Tekintsiink £-re egy n = 15 elemd, #-ra pedig egy m = 10 ele-
mi{ mintat. Legyenek a mintaclemeknek egy adott mintavétellel kapcsolatos
konkét értékei a kivetkezSk:

E117119116(15(|2017 (181181617 [18;17|19115]16
n|10118124|22112}17/16]19{18115

Elfogadhaté-e a
Hy: M(£) = M(n)

hipotézis 99%-os szignifikancia-szinten?
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342

352

36F

377

382

39r

Két gép (I és II) ugyanazt az alkatrészt gyirtja. Az alkatrészek egy bizo-
nyos méretére vonatkozd szérasok értékel o7 = 0.45 mm, illetve o = 0.49
mm. A két gépen gyartott alkatrészekbdl a széban forgé méretire vonatkozé
méréssorozat kapcsan a kévetkezd eredmények adédtak mm-ben:

I }13.72}14.01{3.81}3.67|3.77
11.13.6813.96|3.82[4.02|3.71 |4

Allapitsuk meg, hogy 95%-os szignifikancia-szinten azonosnak tekintheté-e a
két gépen a besllitott méret.

(F-préba) Az 51 és S statisztikai sokasdgot leird £ és n val6szintiségi valtozdk
legyenek normaélis eloszlasiiak. Tekintsiink £-re egy m = 10 elemfi, 5-ra pedig
egy n = 21 elemf mintit. A mintaelemeknek egy adott mintavétellel kap-
csolatos zy, i = 1,2,...,m; y;, § = 1,2,...,n konkrét értékeibsl szamitott
korriglt empirikus szérdsnégyzetek 322 =0.16és 3;2 = 0.9. Elfogadhaté-e a

Hy: D(£) = D(n)

hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten?
Két sportpuskival 10-10 16vést adunk le; a lovést eredmények a kavetkez8k:

1.19/101818{911010{10|9 (8
I.{711018{9]|9] 9 [10]10|8]9

Déntsiik el 35%-os szignifikancia-szinten, hogy a fenti 16vési eredmények alap-
jan agonosnak tekinthet§-e a két puska szérisa.

(Egymintds t-préba) Legyen £ az 5 statisztikai sokasdgot leird ismeretlen sz6-
rasii normdlis eloszldsq valGszinfiségi valtozd. Tekintsiink é-re egy n = 10
elemd mintét, s legyenek a mintaclemeknek egy adott mintavéiellel kapcso-
latos konkrét értékei a kbvetkezék:

[16(27|21]30[26]11]|21]31]19]28|

Elfogadhaté-e a
Hy: M(&) =my

hipotézis 90%-os szignifikancia-szinten, ha my = 277

Egy adott tipusd személygépkocsi 4tlagos fogyasztasa, amelyet £-vel jeloliink,
a gyar adatok szerint 8.5 1/100 km. 30 kiilonbozs fogyasztasmérést végezve
a jarmiivel, az 4tlagos fogyasztdsra a2 mérési eredmények alapjdn 9.1 1/100
km adédott; az s* korrigdlt empirikus szérésra pedig 4.2 1/100 km értéket
kaptunk. A mérési eredmények alapjin elfogadhaté-e a gyiri adat 95%-os
szignifikancia-szinten?

Jelolje £ a 36. feladatban szereplé 1. szémi sportpuskival véletlenszerdien
leadott 15vés eredményét. Az emlitett feladatbeli adatok alapjan déntsiik el,
hogy 99%-os szignifikancia-szinten { varhaté értéke egyenldnek tekinthets-e
9-cel (feltéve, hogy £ normalis eloszldst val6sziniiségi valtozo).
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40°

412

422

43¢

44>

45>

467

(Kétmintas t-proba) Legyenck ¢ és 5 ismeretlen szérast normalis eloszlisn
valésziniiségi viltozok. Tekintsiink {-re egy n = 10 elemil, -ra pedig egy
m = 15 elemi mint4t. Legyenek a mintaelemeknek egy adott mintavétellel
kapesolatos konkrét értékei a kdvetkez6k:

£110118]24(22(12]17|16}18[18}15
n{17119116)15/20{17(18[18]16(17|18]17{19]|15]16

Elfogadhaté-e a
Ho: M(£) = M(n)

hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten?

Egy bizonyos alkatrészt két gép (1. és IL) gyart. Az alkatrészek vizsgalands
méretére vonatkoz6 szérisok ismeretlenek, de feltehet, hogy a két gépre vo-
natkozdan kiilonbszék. A két gépen gydrtott alkatrészekb] mintat véve a 34.
feladatbeli eredmények adédtak. Allapitsuk meg, hogy 95%-os szignifikancia-
szinten azonosnak tekinthetS-e a két gépen a besllitott méret.

(x?-préba) Déntsiik el, hogy 95%-o0s szignifikancia-szinten szabdlyosnak
tekinthet§-e az az érme, amelyet N = 1000-szer feldobva a kivetkez8 dobasi
eredményeket kapjuk: fej 485-sz6r, irds 515-szér.

95%-os szignifikancia-szinten szabalyosnak tekinthet&-e az a kocka, amelyet
1000-szer feldobva a kovetkezd kimeneteleket kapjuk:

l-es dobés: 175, 4-es dobis: 150,

2-es dobds: 158, 5-6s dobds: 182,

3-as dobds: 166, 6-os dobds: 169.

(Tiszta illeszkedésvizsgalat diszkrét val6szinfiségi valtozé esetén) Legyen £

diszkrét valsziniiségi valtozé véges sok 21, 29, ... 2, lehetséges értékkel. Vizs-
gilandé a

Hy: P=zi)=p; i=12,...,r (Zp;:l)

i=1
hipotézis.

(Tiszta illeszkedésvizsgalat folytonos valészindségi valtozé esetén) Legyen £
folytonos valdsziniiségi valtozé. Vizsgalandé a

Ho: P{{ < z) = F(z)

hipotézis 100(1 — p)% szignifikancia-szinten, ahol F egy adott eloszlasfligg-
vény.

A ¢ folytonos valdszinfiségi viltozéra vonatkozé 3840 elemil minta elemeinek
egy adott mintavétellel kapcsolatos konkrét értékeirsl csak a tablizatbeli
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47t

48?7

intervallumokba esés gyakorisdgdt ismerjik:

J1 = (—o0,—tg %) 955
7, =|-tgf,—ig}) [480
J3 = "tg%:"tg'}%) 163
Jy ={-tgf5,—tg35) | 77
Js =[-tg {5 —tg95)| 53
Jo =[-tgF,tg;) |384
J1 = [tg .18 75) 48
Jy =g, tg &) 80

Jo =[tg 5,8 ) 155
Jio=ltg3,tg ) 484
Ju = [tg £'$°°) 861

Az adatok alapjan déntsiik el, hogy elfogadhaté-e a
Hy: Pf<z)= -;- + %arctg:c

hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten.

(Homogenitas-vizsgalat) Legyenek £ és i valdsziniiségi viltozok. A {-re vonat-
koz6 n = 100 elemii és az n-ra vonatkozé m = 200 elemi mintédnak egy adott
mintavétellel kapcsolatos konkrét értékei olyanok, hogy a (—oo, 00} interval-
lumnak a

Ji = (—o00,21),J2 = [21,22), . .., J1o = [29,00)

felosztdsa esetén a £-re vonatkozé mintaelemek kozill minden részinterval-
lumba 10-10 esik, az 5-ra vonatkozé mintaelemek koziil pedig a Jy,Jo,..., Js
intervallumokba 20-20, a Jg-be 15, a Jig-be 25. A minta, valamint a {—00, c0)
intervallum szébanforgs beosztdsa alapjan dontsitk el, hogy a

Hy: (VzeR) P({<z)y=Plnp<z)

hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten elfogadhaté-e.

Jelslje ¢, illetve n egy kozépiskolds csoportbél véletlenszerifen kivdlasztott
lany, illetve fit torténelem osztdlyzatat. 100 lany, illetve 150 fit osztalyzatat
elemezve, azokra az alabbi gyakorisdgok adédtak:

lanyok | fidk
l-es|{ 2 10
2-es| 20 |48
3-as| 59 §69
4-es| 15 |11
5-6sf 4 12

Déntsiik el, hogy 95%-o0s szigniﬁkancia—szinten ¢ és n eloszlasfiiggvényei azo-
nosaknak tekinthetSk-e?
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497

502

(FUggetlenségvizsgéalat) Legyenek ¢ és n val6szinfiségi véltozék. Tekintsiink

a (€,n) parra egy n elemfl (£1,m), (€2,m2),...,(€n,n) mintdt, és képezzitk
az zy-sik egy felosztdsit a kovetkezSképpen: Legyen az z- és az y-tengely
egy-egy beosztisa

I =(—oo,u1), Ip = [u1,u2),..., Iy = [tip—1,00),
valamint
J1 = (—o0,v1), Jo = [v1,v2),...,Js = [s—1,00),
és legyen
Ti={{zyh zelyeclti}, t=12,...,r57=12,...,s

ily médon az zy-sikot rs szdmd, paronként idegen részhalmazra bontoituk
fel. Dolgozzunk ki médszert annak eldéntésére, hogy elfogadhats-e a

Hy: (Vz,yeR)P{<z,yp<y)=Pll <z)P(n<y)

hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten, ha a mintaelemeknek egy adott min-
tavétellel kapesolatos (z1,y1), {z2,¥2),... (%, ¥n) konkrét értékparjai az zy-
sikon 1igy helyezkedik el, hogy a T;; halmazba k;; elempdr esik. Alkalmaz-
zuk médszeriinket arra az esetre, amikor n = 300, r = 5, s = 6, u; =
-40 4+ (: —1)20 (¢ = 1,2,3,4), v; = —40 4+ (j — )10 {§j = 1,2,3,4,5),
pi= P(£ € Ii) = % (z = 1$2!3P4i5)7 g4 = P(ﬂ € JJ) = % (J = 1,2,3,4,5,6),
kij =10 ha ij # 1 és 45 £ 30, ki1 = 5, ks g = 15.

-Jelolje £, illetve n egy hallgatécsoportbél véletlenszertien kivdlasztott hall-

gatdé matematika, illetve fizika osztélyzatdt. Egy 100 elemd minta adatai a
kovetkezdk:

(4,4)1(2,3)1(1,2)(3,3)(3,4) | (1,3) |{4,8) | (4,2) | (2,1) | (2,2)
16 f20 21 181|623 [1 (1

ahol az als6 sorban szerepls szamok a velik egy oszlopban lévé adat gyako-
risagat jelolik. ’ )
A { és n értékeinek val6szintisége kordbbi felmérések szerint:

% 1723145
P(E=k)|01]04(0.3]01]0.1
P(n=#£)]0.2]0.3]03]01]0.1

Elfogadhaté-e 99%-os szignifikancia-szinten az a hipotézis, hogy £ és 7 flig-
getlen valészintiségt valtozdk?

33-17



35. Matematikai statisztika — Regresszi6s gorbék

Regresszids gorbék

D 35.29 Az 7 valdszinfiségi viltozénak a £ valészinfiségi viltozéra vonatkozd regresszidjdn
az egyviltozés

go: zr— M(nl{=z) z€R
fuggvényt értjiik; ennek grafikonjit, az
y=M(nl{=1)

egyenletli gorbét az 7 valdszinfiségi véltozénak a § valdsziniiségi valtozéra vonatkezé reg-
resszigs gBrbéjének nevezziik.

T 35.30 Legyen £ és 1 két olyan valdszinfiségi vaitozd, amelyek kézttt sztochasztikus kapcesolat
sl fenn. Ha a gy figgvény az 53-nak £-re vonatkozd regresszidja, akkor az &sszes 57 & g(£)
kozelt fuggvénykapcsolatok kézill go a legjobb {az optimalis) abban az értelemben, hogy
minden més g-re

M (7~ 9(€))%) 2 M ((7 - 00(€))?) -

D 35.31 Ha az 8sszes n = g(&) kézelitd figgvénykapcsolat kézill csak a finedris, 7 = af 4 b
alakdakat vessziik figyelembe, és ezek koziil valasztiuk ki azt, amelyre az

M ((n - a€ - b))

virhaté érték a lehetS legkisebb, akkor ezt az eljdrast linedris regressziGnak, a regresszids
gorbét regresszids egyenesnek nevezzitk, Ha az dsszes 5 = g(€) fliggvénykapcsolat kszil
csak a masodfokd, 7 & af? + b€ + ¢ alakiakat vesszilk figyelembe, és ezek koziil azt valasztjuk
ki, amelyre az

M ((n - ag? - b€ - o)?)

varhat6 érték a lehets legkisebb, akkor ezt az eljarast kvadratikus regresszidnak, a regressziss
gorbét regresszids parabolanak nevezziik.

T 35.32 Legyen £ és ;) két olyan val6szinfiségi viltozé, amelyeknek [étezik a korreldcics egyfitt-
hatsjuk. Az a-t8l és b-tal figgs
M ((n - a - b)?)

filggvény azon az {ag, by) helyen veszi fel legkisebb értékét, amelyre

ao=1‘(£,fi)% 6 bo = M(n) - apM(£),

ahol r(£,n) a £ és 7 korreldciss egyiitthatsjst (1. D 77.7) jelenti.
M 35.33A gyakoriatban tobbnyire az a helyzet, hogy a tételbeli varhato értékeket, szérasokat
és a korrelaciot nem ismerjiik. llyenkor ezeket az (elméleti) értékeket az empirikus vérhaté

értékekkel, az empirikus szorisokkal és a kévetkezsképpen definidlt empirikus korreldcidval
helyettesitjiik:
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D 35.34 Legyen £ és 1 ugyanahhoz a véletlenszer jelenséghez tartozé két valészindségi val-
tozé; egy adott kisérletsorozathan a £ és n Ssszetartozé értékpariai legyenek

(zli yl)! (2"2: y2)1 . -,(%,!}n)-

Jeldlje T a £ empirikus varhats értékét, J az n empirikus vérhaté értékét, Zg a £7 empirikus
varhaté értékét, s¢ a £ empirikus szérdsét, s, az 5 empirikus szérasst (I. D 85.8). A £ és 7
valészinGségi valtozéknak (az adott mintsk széban forgs konkrét értékeihez tartozs) empirikus
kovariancisjat a

7(&9 ) =EY-T Y,
empirikus korrelscisjst a
o6 = 2670 (20)
363'7

képlettel definialjuk.

M 35.35A gyakorlatban tehat a linedris regressziénal dgy jarunk el, bogy a ¢ és 7 valészi-
niségi valtozékra vonatkozé adott minta dsszetartozé (z;,¥i) (1 = 1,2,...,n) értékparjaival
meghatarozzuk azt az y = ax + b egyenletd empirikus regressziés egyenest, amelyre
_ Sn _T§-ZTF
b=%—a%

teljesiil. Kimutathats, hogy ez az (a,b) szampiér a

gla,b) = i (y; — az; — b)?

1=1

fiiggvény minimumhelye, és mint ilyen, az a és b szerinti parcislis derivaltak felirassval adéds

z2a + Tb = T (21)

egyenletrendszer megoldasa. (Itt 2¢ a £2, 77 pedig a &7 valészindiségi valtozs empirikus vir-
haté értéke.)

A linedris regresszit akkor tekintjiik eiegendoen pontos kozelitésnek, ha az empirikus korre-
lacids egyiitthatd abszoldt értéke kdzelitsleg egyenid 1-gyel. Ha ez az eset nem ali fenn, de a
kisérleti adatok elfogadhatéva teszik azt a feltevést, hogy a regressziés girbe parabolaval jol
kozelithets, akkor kvadratikus regressziét alkaimazunk. Megmutathatd, hogy a fenti adatokhoz
tartozé empirikus regressziés parabola y = az? + bz + ¢ egyenletében szerepls (a,b,c)
szamhdrmas a kvetkezd egyenletrendszer megoldasa:

#ha + 236+ z2c = 2y, (22)
a+m2b+mc=5:—

a+zbte=7

(TetszGleges + és ¢ nemnegativ egész szamok esetén 27y a 1 o Doty EF y'f dsszeget jelsli.)
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Feladatok

512

522

Egy késziilék (hénapokban mért) n élettartaménak és az egyik 6 alkatrész
havonkénti cseréjének £ dtlagos szdma k6z6tti kapesolatra utalnak a kiovet-
kez§ tablazat adatai:

(1723745 6
1|8 |22 |59 164|448 [1210

a) Mutassuk meg, hogy ¢ és 5 kiszott = ae¥ kapesolat feltételezhets.

b) Hatdrozzuk meg az adatokhoz tartozé y = ae® egyenletit empirikus reg-
resszids gorbét.

Uj készitményt vizsgaltak egereken, hogy meghatarozzék a szer hatésit a
rékos daganatokra. Viltoztatva a szer egyik sszetev8jének mennyiségén, 10
féle szerrel kisérletet végeztek 10 olyan egéren, amelyek mindegyikében 4
grammos daganat volt. A kisérlet adatait a kévetkezs tabldzat tartalmazza,
amelynek els§ sordban a szerek kédszdma talilhaté a széban forgé dsszetevd
nsvekvd mennyisége szerint, a misodik sorban pedig a daganat silycsokke-
nése grammban:

a szerek kédszama| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

salycsekkenés |1.2811.50(1.12[0.94|0.820.750.60|0.7210.95|1.20

532

547

Allapitsuk meg, hogy feltételezheté-e linedris kapcsolat a kédszamok és a
daganatok silycsskkenése kozétt. Ha nem, akkor alkalmazzunk kvadratikus
regressziot.

Egy keverék egyik alkotéelemének £ viztartalma (%-ban) és a keverék n sii-
riisége (grammban) k8z6tti kapesolaira vonatkozé méréssorozat adatait a
kovetkez§ tablazat tartalmazza;

E15 (610 7| 819 101112131415
n]7.3|94[10.1{12.1|13.4|15.4(16.9(18.2|/19.3|21.3|22.2

Szdmitsuk ki a £ és az n valészintiség valtozéknak a méréssorozathoz tartozd
empirikus korreldcids egylitthatGjat. Ha indokolt, akkor alkalmazzunk linesris
regressziGt.

Egy fémalkatrész korrézidjat vizsgalidk 500°C-os szdraz oxigénber. Ebben a
vizsgalatban a korrézié mértékére a killénbézé ideig t6riénd behatis miatt
bekévetkezett silyntvekedds utalt. A £ 6rdig tortént behatas kovetksztében
adédé n%-os silynévekedésre a kovetkezd adatokat kaptak:

E[ 1] 2 [25] 3 [35] 4
7|0.02]0.03]0.0350.042]0.05 | 0.054

Mutassuk meg, hogy £ és n kbzétt linedris kapesolat feltételezhets. Hatdroz-
zuk meg az adatokhoz tartozé empirikus regressziss egyenes egyiitthatéit.
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35. Matematikai statisztika — Regressziés gorbék

55>

567

57%

582

597

Vizsgdljuk meg, hogy az empirikus regressziés egyenes egyenletéb&l adédé
értékek mennyire egyeznek meg a tiblazatbeliekkel.

Egy gyorsolvasési verseny eredményhirdetése utdn 10 versenyz6t8l megkér-
dezték, hiny héten 4t késziiliek a versenyre. A felmérés alapjin a { hét fel-
késziilési id6 és a versenyen elért n {sz6/perc) eredmény kdzstti kapcsolatra
a kovetkezd adatokat kapték:

€12]3f4]5]5]5]6|7]7]10
7|21 [42|50]59]68|51|72]84]90]120

Szdamitsuk ki £ és n empirikus korreliciés egytitthatdjat. Ennek alapjin al-
kalmazzunk linedris vagy kvadratikus regressziét.

Egy véletlenszeri jelenség két szdmszerdf adatit {-vel és n-val jelslve, a ko-
vetkez8 adatokat kaptuk egy 10 mérésbél allé méréssorozat kapcsin:

Ei1|2)3j4|5| 6 171819 1|10
n]5(3i1|0(-2/05{1.3|3.7:41|5.9

A £ és n kozdtti empirikus korrelaciés egyiitthats kiszdmitdsa alapjin alkal-
mazzunk linedris vagy kvadratikus regressziét.

A ¢ és n valészinfiségi valtozdk kapcsolatdra vonatkozé 7 mérésbél 4ll6 mé-
réssorozat adatait az aldbbi tdbldzat tartalmazza.
11115 2 2531351 4
7|0.9147110.1116.5]25]35.1{45.9

Mutassuk meg, hogy ¢ és 7 kozott feltételezhets n ~ af? + b Ssszefiiggés.
Hatdrozzuk meg az adatokhoz tartozé empirikus regressziés parabola y =
az? + b egyenletében szerepls a és b egyiitthatékat.

A £ és 17 valGszinliségi valtozokra egy 10 mérésbdl &llé méréssorozatban az
alabbi #sszetartozé értékpdrok adédiak:
el1f2]3|4s5[6 |78 [9]10
n]|2154/7.4/88/9.9[10.9/11.6]/12.2]13]13.5

Mutassuk meg, hogy £ és 5 kozdtt j6 kozelitéssel n = alné + b alaki fiigg-
vénykapesolat feltételezhetd, Hatdrozzuk meg az adatokhoz tartozé empiri-
kus regresszids gorbe y = alo z+b egyenletében szereplS a és b egylitthatékat.
Egy autémérka rekldmozdsinak hatékonysdgéra megfigyeléseket végezve, a
tévében egy hét alatt addsba keriilt hirdetések £ szdma és az ezen egy hét
alatt eladott autsk » szama kozéstti kapesolatot a kovetkezd tabldzat mutatja
(a megfigyelést 10 héten keresztil végesték):

£16(20|10]14|25]16128;18|10| 8
7|15|31110|16(28|20]40|25112[15

Szdmitsuk ki az adatokhoz tartozé empirikus korrelaciés egyiitthatét, és al-
kalmazzunk linedris vagy kvadratikus regressziét.

35-21



35. Matematikai statisztika — Regressziés gorbek

607 Egy 6j autétipus tesztelésével foglalkozdé csoport méréseket végzett annak

megéallapitdsira, hogy 1 liter benzinnel kiilsnb5z8 sebességek mellett milyen

~ tavolsdgra lehet eljutni. A £ km/h sebesség és  km tavolsig kozotti kapeso-
latra vonatkozéan az aldbbi tabldzatban szerepld adatokat kaptdk:

€130] 35 | 40 {451 50 | 55 [60] 65 [70| 75 | 80| 85
7(22{21.5{20.5{10|18.5|18.2|18]17.5{15114.5/13|12.5

Szamitsuk ki az adatokhoz tartozé empirikus korreliciés egyiitthatét, és al-
kalmazzunk linedris vagy kvadratikus regresszi6t.
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31. Kombinatorika

31.

Kombinatorika (megoldésok)

a} A kérdés tulajdonképpen az, hogy hényféleképpen tudjuk a négy szdmje-
gyet sorbarakni. Négy elem &sszes ismétlés nélkilli permutacidit kell ké-
pezni, ezek szdma 4! = 24,

b) Mivel egy-egy szdmjegy tobbszor is eléfordulhat, négy elem negyedosztalya
ismétléses varidcidit képezziik, ezek szima 4* = 256. '
Kilenc kiilsnbsz8 kezdés lehetséges, mert nulldval sz4m nem kezdédhet. Mivel
egyik folytatdsnil sem hasznslhatjuk azokat a szamjegyeket, amelyek eddig

szerepeltek, a megoldds 9-9. 8.7 = 4536.

a) Ot ember 6sszes lehetséges sorrendje 5!. Minden esetnek, amikor A elgbb
szélal fel, egyértelmﬁen megfelel egy olyan eset, amikor kés§bb. A megol-
d4s tehat § = 60.

b) Az AB péar rogzitett, a tobbiekkel alkotott sszes lehetséges sorrendek
szdma 4! = 24,

a) Ha egy adott helyen egy nével kezdjiik az iiltetést, 5-5-4-4.3-3.2.2
kiilsnboz8 iilésrend 1étezik, és mivel kezdhetiink egy férfival is, a megoldas
2(51)% = 28800.

n2

b) Az iiltetést 10 kilonbsad helyen kezdhetjitk, igy 25 = 2880.

a) 24% . 10%

b) A hérom szdm helyét a betitk elstt, kézott, utdn Ssszesen négyféleképpen
jelolhetjiik ki, igy 4 - 24°% - 103,

a) minl.

b} A fekete tomb kezdddhet az els6tsl az n + 1-ik helyig, igy (n + 1)m!nl

Az 1 és 2 szémjegyekkel 2° kiilénb6zé szémot frhatunk fel, Ha ezeket egymis

ald irjuk, minden oszlopban ugyanannyi kettes és egyes lesz, hiszen minden

szdmnak megfelel egy masik, ahol az egyesek helyén kettesek, a kettesek he-

lyén egyesek allnak. Az egy oszlopban levs jegyek tsszege 24 .14 2¢.2 = 48,

A megoldés: 48 + 48 - 10 + 48 - 100 + 48 - 1000 + 48 - 10000 = 533328

(n—1)! egyessel kezd§d& szam van, ugyanennyi kettessel, stb, és ez vonatkozik

a mésodik helyen 4ll6 szamjegyekre, sth. Igy a szdmokat egymas ald irva a

szdmjegyek sszege minden oszlopban (1+2+...4n)(n—1) = QJ—’—zﬂE(n—d)! =

2(n + 1)l A megoldas tehat Lu—#x P10,

Tiz elem masodosztalyd ismétlés nélkiili kombinicidit kell képezniink, ezek

szama () = 45.

10. Egyik is, mésik is kivlasat kettst: (7) (3) = 756.
11. A 14 16pésbél a hét lefelé lépés helyét (‘74) = 3432 féleképpen valaszthatjuk

k.
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12.

13.

14,

15.

186.

17.

18.

19.

20.

A kettesek helyét kijelolve ("Ik), vagy az egyesek helyét kijclilve ("'};k) ado-
dik, (és ez a két érték egyenls, 1. T 6.8).

a) Mivel barmelyik helyre barmelyik irhatd, harom elem t5dosztdlyd ismét-
léses varidcidi; ezek szadma 35 = 243,

b) A fenti eredménybél kivonjuk azok szamat, amelyekben legfeljebb kettd
szerepel. Csak egy szerepel (‘3) szamban, kettdt (’g)-féleképpen valaszi-
hatunk ki, és mindegyik parral 2% szdmot tudunk felirni. A megoldés:
$ - (5)2° -3 =144

a) G)-féieképpen vilaszthatjuk ki azt a paratlan szdmot, amelyre a szam
végz8dik; barmely kivdlasztott utolsé jegyhez (;)-féieképpen az elsd ketist,
amelyek dsszes lehetséges sorrendje 21, A megoldds (f) (42) 2! = 36.

b) 5.3 =75.

a) Ha el8szor a 8, azutdn a § és végiil a 4 személyes csénakba iiltetjitk az
embereket, akkor az elsd csénakba tilGket (183), a masodikba iilGket (150)’

a harmadikba iilgket (i)-féleképpen valaszthatjuk ki. Logikus azt gon-
dolnunk, hogy a csénakok sorrendjének megvalasztdsa az eredményt nem
befolyasolhatja. Ez igy is van:
(B = (20 =" = s
b} Mivel a személyek sorrendjét minden csénakban a tobbitsl fiiggetleniil
valtoztathatjuk, a megoldds 18
Meg kell kiilsnboztetniink azokat az eseteket, amikor a két ember a 8, a 6,
vagy a 4 személyes csénakba iil.
2) (5)(3)(0) + () Q) @) + () (5) () = 204200,
b) 2942940.8!.6! - 4.
(;‘)—féleképpen vilaszthatunk ki n emberbdl kézfogd pért. (g) = 45, ebbdl
n = 10.
(g)-féieképpen vélaszthatunk ki két nyelvet, igy Ssszesen 2 - (g) = 56 szétar
kell,
(g)-féieképpen vilaszthatjak ki a négy tisztségviselst, 4!-féleképpen oszthat-
jék ki kozottiik a feladatokat. De tgy is okoskodhatunk, hogy kilenc elem
negyedosztalyd ismétlés nélkiili varidcidja, mert kilencféleképpen vilaszthat-
nak elntkst, mellé nyolcféleképpen helyetiest, stb.
Azaz a megoldis (Z) +41=9-8.7-6=23024.

Els6 megoldas. Osszesen (g‘) -féleképpen vilaszthatunk ki ktilsnbsz8 ponthar-
masokat, ezek koziil el kell hagynunk azokat, amelyeknél mindhirom az egy
egyenesen fekvé p darabbél keridl ki.

Misodik megoldés. Felirjuk azoknak a ponthirmasoknak a szdmdt, amelyek-
ben nines, amelyekben egy, illetve amelyekben két pont van az adott p pont
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28,

29.

30.

koziil.
A megoldés:(g) - (2) = (“;p) + p(n;p) + (g)(n —p}.
A 1-3 . felﬁdagloza hasonléan
_.. _32!
2 (3)(3)(9) () = {87 -
323 (28 f24\ 120 __ 32!
b) (4)(4)(4)(4) R CEETI
Ot elem huszadosztalyd ismétléses kombindcisit kell képezniink.
54201 2

(*+3571) = (%) = 10626 .
a) Mivel barmelyik értéket akirhanyszor vilasztva a kivilasztott szamhérmas

eleget tesz a hiromszog-egyenlStlenségnek, igy a megoldds négy elem har-

madosztdlyd ismétléses kombinécisja. Okoskodhatunk dgy is, hogy ssze-

szamoljuk azokat az eseteket, amikor egy, két, illetve hirom kiilsnbszs
oldal van.

(*371) = () +2(3) + (5) =20.

b) Itt mér vannak a hiromszdgegyenlStlenségnek eleget nem tevd szdmhér-
masok, ezeket most kénnyebb a mésodik gondolatmenettel "elhagyni”,
példéul a (2,2)-hoz a 4-nél, a (3,3)-hoz csak a hatnil, a (2,3)-hoz csak az
6tnél kisebbek johetnek szamitdsba, stb. (‘11) +9+2=15.

Az el6z8 feladat a) pontjihoz hasonlé gondolatmenettel a 2.3,....9 értékek
koziil vilasztva, (8+§‘1) = (?) + 2(3) + (g) =120.

10
a) () =45.

. e . 1048-1Y _ (17 _

b) Mivel akir mind a nyolc ugyanolyan lehet, ( s ) = ( 5) = 24310 .

10+12-1y _ (21 _
o) (") = (%) = 293930 .
z" hatvinyt Ggy kapunk, hogy a k db tényez8 mindegyikébsl vilasztunk egy
-t (j = 1,.... k) gy, hogy a kitevSk dsszege n legyen, 2™ egyiitthatsja pe-
dig egyenlS annyival, ahdnyféleképpen ezt megteletjiik. Azaz n-t az sszes
lehetséges médon fel kell bontani nemnegativ egész szamok sszegére tigy,
hogy az dsszadando6k sorrendje sz4mit, hiszen nem mindegy, hogy egy adott
hatvanyt melyik tényez&bsl vettiink. Ez pontosan annak felel meg, mintha
k kiilonbéz8 szind golydkupac mindegyikébél vilasztunk néhényat —esetleg
nulla darabot-igy, hogy sszesen n db legyen. A kérdés az, hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg. A megoldis tehdt k elem n-ed osztilyd ismétléses kombi-
néciéinak szama: (k"';:—lg)
A nyolcvanat kell tiz nemnegativ egész szam osszegére bontani. Az eléz8

feladat megoldésa szerint az eredmény (w+88§_1) = (gg) % 6.35623-10'" .
Elgszér mind a hét dobozba tesziink 6t-6t golyét, a maradék stvenst golyst
pedig elosztjuk. (7”};?—3) = (gé) = 55525372 .

Mivel minden z; legaldbb egy, az eldz6 feladathoz hasonléan (20+f§00—1) =
(185) = 1.61358779 - 10% _

A hetet kell 64 szdm Osszegére bontani gy, hogy mindegyik dsszeadands
legaldbb cgy legyen. (Masszéval az 6t kiilonbsz8 szintl virdg mellé az st szinbél
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Kombinatorika

31.

32.

33.

34.

35,

36.

37.

38.

még kettSt kell valasztani, amelyek azonban egyszinfiek is lehetnek.} Mivel
(5"'2 1) (g) = 15, nem tudunk tizenhét csokrot tsszeallitani.

Meg Lell kiilénboztetntink azokat az eseteket, amikor pontosan hirom, négy,
illetve 8t kiilénboz8 szind virdgot hasznilunk. ()(“:" ) + (i) (4+g"1) +
(g) (5+§"1) = 265. Akar kétszerannyit is készithetiink.

(tszdzasokban szamolva 60-at kell hirom szdm sszegére bontani tigy, hogy
mindegyik legaldbb 12 legyen. A 28-as feladat alapidn ezt (3+24 1) = 325-
féleképpen tehetjiik meg.

Monoton névekv( sorozat esetén elegendd megmondani, hogy az egymds utén
kévetkezd szamok hdnyszor fordulnak eld gy, hogy az el6forduldsuk tsszege
3n legyen. Ezt ("+3" 1) -féleképpen irhatjuk eld. Minden ilyen sorozat vissza-

felé monoton cstkkend sorozatot alkot, igy 2 (4,;1@ 1) monoton 3n-elemii sorozai
lesz.

A 26, feladat megolddsakor alkalmazott gondolatmenethez hasonléan, ez a
szém megegyezik %0 egyiitthatdjaval az (1 +z+ 22 + ...+ 22°)!Y hatvinyban.
Ennek pontos értékét szdmitogéppel érdemes kiszdmitani, hozzdvet&legesen
2.33863592655 - 102,

Ez a sz4m megegyezik 220 egyiitthatéjéval az (1 4z + ... + £2)® hatvanyban,
értéke: 48378 .

A T 31.13 tétel segitségével oldjuk meg. Jelentse A; azon szdmok halmazat,
amelyekben az ¢ az i-edik helyen 4ll. A4; elemeinek szdma annyi,ahdnyfélekép-
pen a t6bbi 6t elemet az dsszes lehetséges médon el lehet rendezni, azaz 5!.
Az A; N A; halmazban az i-edik és j-edik elem is a helyén van, ezért ennek
elemszama 4!, stb.

(A U...u 4g) = (§)5t = ()ar+ (3t - (P2t + )1t~ (Sot =455 .

Az 8sszes beérkezési sorrend szdma 12!, ebb8l vonjuk ki azokat, ahol legaldbb

2 an

az egyik a rajtszamanak megfelels helyre fut be. Az l8z6 feladat alapjan

12 .
12! — ((112)111 - (12)10 +. Gi) 0!) = 1212(—1)'1,1—, = 176214841 .
=0 *

27 o

Nyilvanvals, hogy k < n és csak az n > 1 esettel kell foglalkoznunk. Az el6z8
feladatok alapjén azon esetek szdma, amikor egyik sincs a helyén, azaz amikor
k=0, Nnp=n!Tky(—1)'}. Tegyitk fel, hogy k legalabb 1, és ismerjiik azon
esetek szdm4t, amikor n —1 céduldbdl k—1 darab van a helyén, azaz ismerjitk
Np_1,k—1-t. Vélasszunk az n sz4mbdl egyet, jeloljiik ezt i-vel és tegyiik ezt a
helyére. N,_; 31 olyan eset van, hogy az i-ediken kiviili n — 1 elemb8l £ — 1
a helyén van, azaz 6sszesen k van a helyén dgy, hogy az i-edik is ott van. Igy,
mivel i-t n-féleképpen valaszthatjuk, n- N, _; _ eset adédna, csakhogy min-
den esetet t6bbszor is figyelembe vettiink. Nézziik, példaul, hanyszor vettitk
figyelembe azt, hogy az elsé k db a helyén van, a t6bbi nem? Amikor az 1-et
vilasziottuk, és a 2,3,....k elemek voltak a helyiikon, amikor a 2-t vilasztot-
tuk és az 1,3,...,k elemek voltak a helyiikon, stb. Latjuk, hogy birmely & db
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39.

40,

41.

42,

43.

44.

elem esetén azt, hogy éppen azok vannak a helyiikén, pontosan k-szor vettiik
figyelembe. Igy

n—1)..(n—k+1
Nop =3 Nn1p1 = 7;((,:—1)1 n-2k-2 = LLE(——JNn—ko

a) A sorokat 1-t81 6-ig szamozva, irjuk minden korong mellé a megfelels sor
szadmdt. Mivel barmely korong mellé barmely szdm keriilhet, tizjegyil sz4-
mokat készitiink az 1,...,6 szimjegyekkel. Ezek szdma 61° = 60466176 .

b) Az els8 sortdl indulva, 8tszsr kell sort valtani. Vegyiink hozz4 a korongok-
hoz 6t "fiktiv” korongot. {Az els§ fiktiv korongot megel6zdek keriiinek az
els6 sorba, az els§ és masodik fiktiv korong kozé es6k a mésodik sorba,
sth.) A 15 db korongot 15! -féleképpen tehetjiik sorba. Ha csak a fik-
tiv korongokat cserélgetjiik egymaés kozott, ami 5! -féleképpen lehetséges,
a sorokban a valédi korongok elhelyezése nem valtozik. Igy a megoldas
B =1.08973-10% .

Az elé'zc’)‘ feladat és a T 31.13 tétel segitségével

a) 5%, b 244, .

c) Jeientse A; azon elrendezések halmazat, amikor az i-edik polcon nincs
k6nyv. Ekkor A; U ... U A5 azon elrendezesek halma.za,, amikor van olyan
pole, amelyiken nincs konyv. (4; elemszéma 2 —;—, hiszen a kﬁnyveket a
t5bbi négy polcon rendeztiik el valahogy, 4; N A4; elemszama 22 2. , sth.} A
megoldas tehat:

F-(OF-OF+OF-O%) -
Ez az érték hozzdvetSlegesen 9.429928184 - 102,

A 39. feladathoz hasonléan

a) 1080, b 59%! .

a) Az A halmaz els8, masodik stb. eleméhez B-b&l n-féleképp valaszthatunk.
Ezért az ilyen leképezések szama: V5 = nf

b) n < k esetén nincs ilyen leképezés; n > k esetén B-b6l a mar kiva-
lasztottakat djra nem valaszthatjuk, ezért az ilyen leképezések szdma:
VE=nn-1..(n—-k+1).

¢) A monotonitds miatt elég minden B-beli elem mellé "odairni”, hdnyszor
hasznéltuk fel, azaz k-t kell n db nemnegativ szdm Ssszegére bontani (1. a
26. feladatot). Ezért a leképezések szama: CFF = (’H’:—l) .

d) n < k esetén nincs ilyen leképezés; n > k esetén a szigord monotonités
miatt B elemei mellé a fent leirt médon 1-et vagy 0-at irunk. Ezért a
leképezések szdma: CF = (;:) .

a) Barmelyik htzaskor barmelyik goly6t valaszthatjuk, a megoldas: V5 = nk.

b) A kihfizottakat mar nem htizhatjuk, a megoldas: VF = n(n—1)...(n—k+1).

¢) Mivel a sorrend nem szdmit, csak azt kell nézni, melyik golyét hanyszor
hiztuk (1. 26. feladat). A megoldas: C*¥ = (n+f_1) .

d) n golyébdl kell k-t kivalasztani: C¥ = (}:) .

a) Szdmozzuk meg a dobozokat, és irjuk minden érme mellé annak a doboznak
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a szémat, amelyikbe keriilt. Mivel mindegyik érme mellé minden doboz
szdma keriilhet, a megoldas: V5 = nF |

b} Az n < k esetben a feladat megoldhatatian. Az n > k esetben az els§
érme mellé n, a masodik mellé n — 1 sth. killénbsz8 szdmot irhatunk. A
megoldds: V¥ =n(n - 1)..{n—k+1).

¢) Irjuk minden doboz mellé, hany érme keriilt bele, azaz a k-t n db nemnega-
tiv szam 6sszegére bontjuk (L. 26. feladatot). A megoldas: C5+ = ("'{'f—i).

d} n dobozlLdl kell k-t kivalasztani. Az n < k esetben ez lehetetlen, n > &
esetén a lehetséges szétosztasok szama: CF = (z) .
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32. Valészinlségi algebra

32. ValGsziniiségi algebra (megoldésck)

1. Legyen n = p1py...px. Egyszeril szdmitassal elIenonzhetok a mifveletek t,uiaj-

donsagai, pl. a (11sztr1but1v1ta.s Legyen a = py'py®...ppt, b= p‘flp’fi2 pk s

¢ = pl'p}?...pl* ahol &y, Bi, v mindegyike 0 vagy 1. Jelsljik a feladat-

beh osszegzeet”, azaz a legkisebb kozis tobbszorts képzését a @ jellel, a
sz01zast” azaz legnagyobb kozos osztd képzését pedig ®-tel. (adb) Q@ c =

71,72

p; p2 Pk ,a®c®b®c=plip?. pk , ahol

6; = min((max(e, Bi))1i) = max(min{aivi), min{i%)) = 7
Ennek a Boole-algebranak nulleleme 1, egységeleme n, a komplementuma
nfa.

2. A megadott miveletek kommutativak, asszociativak, idempotensek és egy-
mdsra nézve disztributivak. A 0 rendelkezik a nuilelem, az 1 az egységelem
tulajdonsagaival. Ez a struktiira mégsem Boole-algebra, mert az intervallum
bels§ elemeinek nines komplementumuk.

3. Azt kell belatnunk, hogy az adott T barmely két elemének sszege és szorzata
is T-ben van. Ha A,B € T, akkor a feltételek folytan (H — A) € T, és
(H—-B)eT Mivel AB =B —(H — A), ezért AB € T; mivel A+ B =
H—-(H-A)YH - B),ezért A+ BeT.

4. a) Felhasznélva el8szor a disztributiv, majd a kommutativ, idempotens és
elnyelési tulajdonsigokat, a bal oldal a jobb oldallal megegyez8 kifejezéssé
alakithaté.

b) Hasznédljuk a De Morgan azonossigokat!
5. A miiveletek definicigjat felhaszndlva igazolhatSk az egyenlSségek. Pl c) a

De Morgan azonossigok és a + -szal jelslt miivelet idempotens tulajdonsiga
alapjén :

(@+b)+(@+b)=(a+b)=ab=2ab.
6. Az adott eseményeket t&bbicleképpen is felirhatjuk. Egy-egy megoldas:
a) 1Ry, b} KKy K3, c} F;Fng,
d) FiK2S; + FiS2 K3 + K1y S3 + K152 Py + S1Ke Fs + 51 K.
e) Fy = K157 = Kj + 51 és Fi mas eseményekkel nincs tsszefiiggésben.
7. Mivel BC azt jelenti, hogy 3-af dobunk, 4 — BC = A; tovibb4 mivel
B+C=Q,(A-B)-C=A—-(B+C)=0.Igy D= A.
8. a} Csak a mésodikon folyik. b) Csak az elsén folyik. c) Egyiken sem folyik.
d} ésf) Nincs mindkettd nyitva, azaz vagy csak az egylken, vagy egyiken sem
folyik.
e} Csak az egyllcen folyik.
9. ) A AzAa, b) Ay AQA:; + Zl A?E.‘ij' Z_{EgAg;
¢) AjArAs + Ay ApAs + A1 AjAs + A1 Agds; - d) Ar + As + As.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.

22,

Az 8sszeg i-edik tagja azt jelenti, hogy az A; eseményekbdl az i-edik bekivet-

kezik, a t6bbi nem. Az &sszeg tehit az az esemény, hogy az A; eseményekbdsl

pontosan egy kdvetkezik be.

Mindketts az 4 — B = AB azonossagbdl adédik.

A+B= A(§+§)+(A+K)B = AB + AB + AB + AB és ABAB = {,

ABAB=49,ABAB=0.

Paronként kizdrjik egymaist, és
AB4+AB+AB+AB=(A+A)B+(A+A4AF=B+B=0Q

a) A bal oldal: A4+(B—C) = A+BCj;ajobboldal (A+B)—C = (A+B)C =
AC + BC . A bal oldalhoz mindenképpen hozzitartozik az egész A, a jobb
oldalhoz viszont A-nak csak azok az elemei, amelyek C-ben is benne vannak,
azaz C-ben nincsenek benne. Az egyenldség akkor 4ll fenn, ha AC = §.

b) Egyenl8ség akkor 4ll fenn, ha AC = {.

¢) Egyenl&ség akkor 4ll fenn, ha AB = 0.

Mivel minden eseménnyel kapcsolatban csak annyit mondhatunk, hogy beko-
vetkezett vagy nem, a "legaldbb az egyik bekdvetkezik” esemény:

A+B+C=ABC + ABC + ABC +ABC + ABC + ABC + ABC

A szineket kezd8betfiikkel réviditve az elemi események: (RRR), (PPP),

(FFF), (RRP), (RRF), (PPF), (PPR), (FFR), (FFP), (RFP).

Az €l6z8 feladat megolddsat fethaszndlva A=(RRR}+(PPP)+(FFF) . Mivel

az elemi események tovabb nem bonthatdk, a maximilis szdmi eseményt

tartalmazé teljes eseményrendszer 8 elemif.

Ha P, illetve K; (1 = 1,2,...,6) jeloli azokat az eseményeket, hogy a piros,

illetve kék kockdn az ¢ szdm keriilt foliilre, akkor az elemi események: (P K1),

(P1K3), (P2K1), ... , (PsKs), Osszesen 36 db.

Mivel a kockdk most megkiilsnboztethetetlenek, csak a killsnb6z8 szdmpéro-

kat tudjuk felismerni. 21 db kiilonb6z8 szdmpér van.

Jelslje k a kihtizott sszok szamat. Mivel Ak > 2, ezért, Btk =1, Cik =0

esetén az A, B, C események eleget tesznek a kévetelményeknek. (Természe-

tesen més megoldds is lehetséges).

a) és b) kivetkezik az ellentétes események alaptulajdonsigaibdl.

c) és d) igazoldsakor pedig az A illetve A + B eseményeket bontjuk egymast
kizaré események Ssszegére: A = A(B+ B) = AB + AB ,
A+B=(A+BA+4)=(A+BA+{(A+B)A=A+BA.

e} Kovetkezik c)-b6l, mivel P(AB) > 0.

d) Kovetkezik d)-bsl és e)-bsl, P(A + B) = P(A) + P(BA) < P(A) + P(B).

g) Kovetkezik d)-bsl, mivel P(BA) > 0.

h) Kévetkezik g)-bsl, ugyanis P(AB + CD) < P(AB+ AB+CD+CD) =
PA+C).

Az A+ B=A+AB =B+ AB = AB + AB + AB egyenl6ségekbs] kiindulva

P(A+ B) = P(B) +P§A§) =0.9 és P(A+ B) = P(AB)}+ P(AB)+ P(AB),

amib8l P(AB) = 0.5. Igy P(A) = P(A+ B) — P(B)+ P(AB) =08
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23. a) 1> P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB) = 1.7 — P(AB).
b) 1> P(A+B) = P(A)+0.8—0.7, azaz P(4) < 0.9, P(A) = 1—-P(4) > 0.1.
24. a) P(A+ B) =(1 — P(A)) + P(B) — P(AB) miatt P(A)=1+p—gq—r.
b} Az elgbbi feladatok azonossigaibé! P(B)=1+p—r —g.
- 28. L n = 2-re ag 4llitds igaz, ugyanis P(4; + Az) = P(A1)+ P(Az) ~ P(A1 43).
I1. Feltéve, hogy k olyan egész, amelyre teljesiil, irjuk fel & + 1-re:
P(Ai+...+ Apyr) = P{(A1 +...+ A) + Agg). Ez igy két esemény Ssszegének
valészintisége, tehét

P(Ay + o+ Ap1) = P(AL + .. + Ap) + P(Apy1) — P((4y + e+ AR)Apy) =
= P(A1+ ..+ A) + P(Ap41) — P(A1Aeqr + A24pq1 + oo + Apdiys)

Az igy kapott Osszeg els§ és utolsé tagjdban k db esemény Ssszege szerepel,
fgy alkalmazhatjuk a formulst.
26. A keresett valszintiség P(A; A3 A3 + A1 A2 A3 + A3 A2 A3), és a zarjelben sll6
eseményt B-vel jelolve A; + Az + A3 = B + (414s + AsAs + A1 4;) (pl. az
Ay = A1ds + A1 A = Aids + Al—A—zAs + Alz—‘l-gzg, valamint az As-re és As-ra
vonatkozé hasonl6 elgallitds miatt). A jobb oldalon 4ll6 két esemény egymast
kizérja. Alkalmazzuk a Poincaré-tételt.
27. a) A 21, feladat e)-h) egyenlétlenségeit felhasznilva:
P(AoB)+P(AoC)> P((AoB)+(AoC))=P(AB+AB+ BC +BC) >
> P(ABC + ABC + ABC + ABC) = P(CA(B + B) + AC(B + B)) =
=P(CA+AC)=P(400C)
b) P(B o ()= P(BC)+ P(BC) =0, amibsl P(BC) = P(CB) =0
P(B) = P(BC)+ P(BC) = P(BC) = P(BC) + P(BC) = P(C)
¢} |P(AB) — P(AC)| = [P(ABC) + P(ABC) — P(ABC) — P(ABC)| <
< P(ABC)+ P(ABC) = P(A(Bo)) < P(Bo C)
28. Egyrészt P(AB} — P(A)P(B) = P(AB) — P(A)[P(AB) + P(4B)] =
= P(AB) — P(A)P(AB) — P(A)P(BA) > ~P(A)P(BA) > —-P(A)P(4) =
—P{A)(1 — P(A)), mésrészt
P(AB) — P(A)P(B) = P(AB) — P(A)P(AB) — P(A)P(BA) =
= P(AB)(1 - P(A)) - P(A)P(BA) < P(A)(1 - P(A)) .
Az z(1 — z) figgvény maximuma z = }-nél van, gy P(4)(1 — P(4)) < i
29. Ha n fehér golydt tesziink bele, a kedvezd esetek szdama n, az Ssszes eseté
pedig n + 5. Fehér golyé hizdsanak valésziniisége 775 > 0.9, han > 45.

30. A 18.feladat alapjin az bsszes eset szdma 36, a kedvezské 30, p = g—g— = % .
Maés meggodoldssal is szémolhatunk. Barmi volt az els§ dobss eredménye,
misodikra csak az az egy szém nem j6. A kockit feldobva annak valdszinfisége,
hogy a dobott szdm a kedvez§ 5tb5l keriil ki: %.

31. Az Osszes eset szdma 36, a kedvezdk: (P, Kg), (Fs, K2), (Ps,Ks), (Ps, K3),
(P4, K4). Ezért p = 5/36.

32. Annak val6szintisége, hogy a dobott szdmok 8sszege nyolc, nyilvan nem fiigg-
het atidl, hogy meg tudjuk-e killsnbéztetni a kockskat, vagy nem; igy a kere-
sett valészintiség az el6z6 feladat alapjan 5/36. A 19. feladatban viszont azt
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33.

34.

35.
36.

37.

38.

lattuk, hogy itt az elemi eseményck szdma 21. Csakhogy ezek nem egyenlé

valészinfiségiiek, mert adott két kiilonbsz6 szam felilrekeriilésének valészinii-

sége kétszer akkora, mint egy adott szdmé mind a két kockén (1d. 18, feladat).

Ezért itt nem szdmolhatunk a "kedvez8/6sszes” képlettel. A feladatot tigy kell

megoldanunk, hogy a kockdkat megkiilénbdztethetének tekintjiik.

Az 5sszes eset szdma 6° (tekintsiik a dobott &t szdmot az 1, 2, ..., 6 szémje-

gyekbdl képezett Stjegydl szamok elsd, miasodik, ... , 5t5dik szdmjegyének).

a) A "legalsbb egy hatos”-t elég nehéz osszeszamofm', sokkal kénnyebb az
“egy hatost sem” ami az ellentett esemény, és 5°-féleképpen lchetséges.
P(legalabb egy hatos) = 1 — P(egy hatost sem) =1 — %5

b) Kedvezs esetek szdma 6-5-4.3-2,ifgy p= 5'

c¢) Hattal kezd6d§ 6tijegyi szém 5% db van, p =
d} Egymadst kizaré események, hogy mind az ot vagy pontosan négy, vagy
pontosan hirom egyezik meg.

6 6(3)5 (55

&t 6 T e

e} A "legaldbb kett8 megegyezik” eseteket nehéz Ssszeszémolni, konnyebb az
ellentétét, a "mind kiilénbsz5”-t. A b) pont alapjdn p=1 —

1) Legaldbb egynek az 1, 3, 5 szdmok kiziil pontosan kétszer vagy négyszer
keli elsfordulnia.
Négy megegyez8 paratlan szdm, egy t8le kiilénboz6 szdm: 3(5)5 eset; két
megegyez6 pératlan, hdrom ett6]l kiilsnboz8, de egyméssal megegyez§:

%5 eset stb. p= 3465

p=

A hérom hiizés eredmenyet héromjegyﬁ’ szamnak tekintve 82 kiilonbozé ered-
ményt kaphatunk, és a kisérlet leirdsa alapjan mindegyik egyformén valészint.
a) Kedvezs: (123}, (234), ... ,(678); azaz 6 eset, p= 53

b) Az el6z8 szdmhéarmasck minden permutaciéja jo, p = %36-.

Kedvezd, ha a j6k az els§ hat helyen vannak. p = % .

A kihtzott szdmok barmely sorrendje egyformén valészindi, az sszes eset

szédma, 5! , ezekb8] a kedvezs 1. fgy p = glg (Megjegyezziik, hogy ez pl. 1990-

ben be is kivetkezett).

Az Bsszes eset szdma 20!

a) A hérom kotet egymas mellett névekvs sorszdm szerint 18 kiilonbsz8 he-
lyen lehet, a tobbi mellettiik 17)-féleképp. p = 1811 = 35-6

b) A hdrom kotet helyét (%) fileképpen jelolhetjik ki. p = (0% = 1.

Okoskodhatunk dgy is, hogy barhol is van a hirom kényv, mindegyik
sorrendjiik egyformdan valészindl, de csak egy a kedvezé.

Az Bsszes eset szdma 10!

a) A két széls8 kézé a tobbit 8l-féleképpen allithatjuk. p =

b) A két egymis melletti helyet 9-féleképpen vala.szthatjuk es a két gyereket
felcserélhetjilk. p = __9,122_
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39.

40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

a} n kulcs kozill valaszthatunk: p = %

b} Az n kulcsot n!-féleképpen vehetjitk sorra. (EbbSl a szempontbdl nem
érdekes, hogy ha m4r kinyitottuk a zérat, nem prébalkozunk tovibb). A
nem jé kulcsokat a k-adik helyet kihagyva (n 1)l-féleképpen helyezhetjitk

el. P = n 1 ! = ;
Az Bsszes csokoladet megkitlinhoztethetdnek tekintve N(N —1)...(N —n +1)
féle kihiizdsi sorrend létezik. Ezek koziil azok szdma, ahol egy meghatirozott

helyen tejcsokoladé van, s(N — 1)(N —2)...(N —n + 1), mert arra a helyre s

db koziil valaszthatunk, a tobbire N —1 db-bél. p = ffl(gv_:-ll))':.{g'-—ifl)) =&

Rogzitsiik a tokokat. Ezekbe a szalagokat 14!-féleképpen lehet betenni. Ked-
vez8, ha a hdrom szalag a hdrom tokban van, esetleg tsszecserélve. Az ilyen

131t
sorrendek szdma 31111 . "—ralil 3{154

Az Bsszes eset szdma (168). Kedvez8, ha mind a 10, 11,...,18 szdmok koziil

keriil ki,
& _ 1

PR T

Konnyebb az ellentétes esemény valdsziniiségét meghatérozni. A legnagyobb
(Ln) és legkisebb (Lk) kiilonbsége tobb, mint tiz, ha (Ln=13, Lk=1), vagy
(Ln=13, Lk=2), vagy (Ln=12, Lk=1). A masik két szdm a kett& kozott rendre
(1; ), (120 ), (!20 )—féleképpen vilaszthaté.

(121) +2(12o) 14

S € N T

Az Osszes eset szdma ( ) Kedvez8, ha vagy a hat egyformabél kettst, vagy
a négy parbdl egy part valasztunk.

() +e 19

Mivel pl. a 8 mm-es esavarok kiilénbszg darabszdmai egymdst kizdrd esemé-

nyek:
Z,._tu ( )(Zgo—i) _ =1 (ﬁau) (2304)

(a 21[?) = (12100)

Az Bsszes esct szama (!98). Jeloljitk A-val és B-vel a két csapatot. Ha a két

fegjobb A-ban van, (I.f)-féleképpen vilaszthatjuk melléjiik a tobbit, és persze
16

lehetnek B-ben is. p = %—E—)l = % .
9
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47,

48.

49,
50.

51.

52.

Az Bsszes eset szdma (168) (162). A két legjobb az els§ csapatba ({f) (162)'
féleképpen keriilhet, és ugyanigy a tobbibe.

236 s
@) 1

Az Osszes eset szdma (248 ) (?)...(Z-).A két ember helyét 7-féleképpen jelsihet-

jiik ki, a tobbieket (%) (%)...(5)-féleképp tltethetjiik melléjitk. p = 1.

p=%.

Az o esetben a jatékos 1/3 valészintiséggel valasztja ki az elején az ajindékot,

és mivel ehhez ragaszkodik, 1/3 valészinfiséggel nyer.

A [ esetben 1/2 valészintiséggel valasztja a két doboz koziil azt, amelyikben

az ajandék van.

A v esetben az elsé valasztaskor tulajdonképpen azt a dobozt jelsli ki, amelyik

neki nem kell. Mivel ebben 1/3 valészinfiséggel van az ajindék, 1/3 valészi-

niiséggel veszit, azaz 2/3 valészintiséggel nyer. {Okoskodhatunk wgy is, hogy
akkor és csak akkor nyer, ha elgszérre krumplit valasztott, aminek valészini-
sége 2/3.) Tehat a v stratégia a jo.

a) A 32 lapbdl hatot visszatevéssel 32% sorrendben hizhatunk ki. Kénnyebb
az ellentett eseménnyel szdmolni. A nem-ész lapokat 28° kiilsnboz8 sor-
rendben hizhatjuk ki. p = 1 — (£)5.

b} A 32 lapbdl hatot visszatevés nélkiil 32- 31 - ... - 27-féleképpen hizhatunk
ki. Ezek koziil azok szima, amelyekben egyetlen 4sz sincs, 28-27-...-23 .
p=1— 282723

323127
Okoskodhatunk igy is: 32 lapbél hatot (362)-féleképp vélaszthatunk ki, és

gy, hogy nincs kozétiiik sz, (%s)-féleképp.

Megjegyzés. Felmeriil a kérdés, hogy ha a b} pontban szdmolhattunk az
ismétlés nélkiili kombinaci6kkal, nem szdmolhatnink-e az a) pontban az is-
métléses kombindcickkal? Nem, mégpedig azért nem, mert a kisérlet alapjan
azok az elemi események, amelyeket az ismétléses kombindcié megkiilénbioz-
tet, nem lennének egyenls valdszindségiiek. Pl. az ismétléses kombindciékkal
szamolva egy elemi esemény az, hogy mind a hatszor piros dszt hiiztunk, és
egy masik az, hogy Gtszbr piros 4szt, és egyszer zold hetest. A kisérlet leirs-
sa alapjdn ez utdébbi valészintisége hatszor nagyobb, hiszen kiilénboz8 esetet
jelentenek azok, ahol a z6ld hetes méas-mds helyen van.

Az bsszes eset szdma 32-31-...- 27,

a) A harmadik helyen piros lehet gy, hogy
ez az egyetlen; 24 - 23 - 8 . 22 . 21 - 20-féleképp,
két piros van; ($)24-23- 2221 -8 - 7-féleképp,
héarom piros van; (g) 24-23-22-8-7 - 6-f6leképp stb.
fgy p~0.25
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

b) Hasonlé meggondoléssal
8-24-23-22-21-7+(})8-7-6-24.23-22 + ...
32-31-....27

p= 2 0.0565

Az bsszes eset szama 328,

a} Azon esetek szdma, amikor a harmadik piros: 32-32.8-32.32. 32, igy
p = 3. Okoskodhatunk gy is, hogy mivel minden hizdsnil 32 Iap k-
ziil valaszthatunk és nyolc piros van, a harmadik hdz4snél a piros-hiizds
valésziniisége p = =

4.8
b) p=2328 - L

32\ (24) (16
Az 8sszes esef: szama ( 8) (5 ) (8 ) .

a) Annak valdsziniisége, hogy a négy 4sz egy adott emberhez kertil,
L@
BIGIONG)
Okoskodhatunk dgy is, hogy mivel mindegy, hogy C-n kiviil kihez mi keriil,

és barmely nyolc lap C-hez keriilése egyforman valészinti, az Osszes eset
(382)’ ezek kizill azok szdma, amelyek a négy dszt tartalmazzdk (248)_

b) Mivel, ha az egyik embernél négy 4sz van, a masiknal nem lehet, és négy
kiilonb6z8 embert valaszthatunk:

28
o A5)
32
(%)
a) Az olyan sorozatok szima, amelyekben nincs zold vagy egy zold van,
248 4 ( )8 247 (mert az egy z6ld nyolc kiilsnbsz8 helyen lehet).

_q,_ 240 +64-247
T
b)
per- 00
8
12 15
a) p; =%§%=%z0.1880. b) p2 = %,:%:%w{).%m.

12y /15 12
c) Mivel vagy egy, vagy két 40 wattos lehet p3 = L’—X(‘;;)ﬂ—z)— = % & 0.7009.
2
Szamolhatunk dgyis, hogy p3 = 1 — pa.
Az osszes eset szdma 272,
c) Vagy eloszorre, vagy masodszorra huzunk negyvenest vagy mindketts az.

ps = LSS4T oy e 1 py 0 0.6914 .

Az Bsszes eset szama 50%.
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39,

60.

61.

62.

2
Dp=fi=. bpemumE_g
set szama 10* (mivel 0-val is kezd8dhet rendszam).
8T % 0.504 .

b) A ket azonos szadmjegy helyét ( ) féleképpen jelsthetjiik ki.
(3)@)
pP="u ® 0.027 .
¢} Jelsljlik a hdrom megegyezd szdmjegyet k-val. Ekkor & > 1, és & db néla
kisebb van.
4-14+4-24...+4-9 18

10¢ ST

Rakjuk sorba a cip8ket. A {iiz8pédrokat ( ) {éleképpen tehetjiik melléjiik.
Ebbé&l egy esetben mindegyik megfelels fifzét kap, 9 ill. 8 pér fiizd pedig tgy

lehet a helyén, ha a helyes elrendezéshez képest egy barnat egy feketével, ill.
két barnat két feketével feleseréliink.

REGGHCIC I,

Az 8sszes eset szdma (‘?). Kénnyebb meghatdrozni azt, hanyféleképpen lehet

—2e <
w(ﬁ

p:

a kivalasztott 6 irattartoban legaldbb egy teljes kézirat. I{ét teljes kézirat (]20)-
féleképpen lehet; egy teljes kézirat gy, hogy a fennmarads hdrom irattariébol
két irattarté ugyanabbél a kéziratbdl valé részt, egy pedig az el6zéektsl kii-
bnbozd kéziratbél valé részt tartalmaz (110) (3)2(3) G)-félcképpen, vagy lehet

egy teljes kézirat és harom kiilonbtz8 kéziratbél vals rész (1?) (g) (‘;’) (f) (%)
féleképpen; ez Osszesen 29205 eset. Tehdt annak valdsziniisége, hogy nincs

teljes kézirat,

2%~1 akkor és csak akkor oszthaté tizzel, ha 22 egyesre végzédik, azaz z egyes-
re vagy kilencesre végzddik. Az Bsszes esct szdma n, a kedvezd pedig, ahdny
egyesre vagy kilencesre végzdds n-nél nem nagyobb pozitiv cgész szam van.
Enty -nal jelslve y egészrészét, han 2 0,1,2,3,4 szdmjogyek valamelyikére vég-
z8dik, akkor Ent} piros, és ha az utolsé jegy nem a 0, akkor Entf-nél eggyel
tobb 1-re ill. 9-re végzddS szdm van, azaz ezek széma a vizsgilt esetekben
Ent“si“. Hasonléan okoskodunk, ha n az 5,6,7,8,9 szamjegyek valamelyikére

végzddik.
n44
Py = Enti ), ha Ent} péros,
54l
" En—tii} ha Ent} pératlan.

3

Mivel mindkét esetben a szamlalé -t8] 1-nél kevescbbel tér e, ]5 el < i,
ezért imp oo pn = l. :
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

10 db egyjegyt szdm van, és k > 1 esetén 9- 105~ db k-jegyd, az tsszes eset
széma pedig 107,

feyp= 11(3, hak=1,ésp= gl'é?.k =9.10"Thal<k<n.

A k-adik akkor lesz r-rel egyenld sorszémd, ha k—1 golyé szdma r-nél kisebb,
(n — k)-é pedig r-nél nagyobb. Az 6sszes eset szdma (N) Eazért

N Ner
pz{b‘—l(%s—’)‘—"), hak<résn—k<N-r

n

0 kiilsnben .

Sorszamozzuk meg a néket is 6s a férfinkat is gy, hogy a hézaspirok ugyanazt
a szamot kapjdk. A kedvezd csctek azok, amikor egyik holgy sem keriil 2 vele
megegyezd sorszami férfi mellé. Ezen esetek szima a 31.36-38 feladatok és
megoldésaik alapjdn N, 9. Az Gsszes eset szdma n! .

—M—Z( 1)'

Erdemes észrevenni, hogy ez a valésziniiség n névekedésével —-hez tart.
Az el6z8 felada.t megoldasa alapjdn annak valészinfisége, hogy egyxk sem hizza
a sajitjat, 28,° fgy

p=1-2 (-1

i=0

Az 6sszes beérkezési sorrend 6!. A 31.38 feladat alapjin

N
— 6!? 2| E(

A 31.38 f{eladat alapjan

—
Nnk 4

- k,z( 3 b) ): PICIEE

a) p=

A levelek kiosztdsinak 8sszesen 30 229.....21 = (gg)l(}! lehetséges sorrendje

van.

a) Kedvezd esetek: ha mindenki a sajatjat kapja, ez egy eset; pontosan kilen-
cen kapjik a sajatjukat, tehdt tizbsl egy a hiisz nem-cimzett ldd4iba keritl,

a t5bbi a helyére. Ez (1) (%) eset. fgy p= 1( 20 1 1.8436 - 10712

b) Kedvez& eset minden a) pont alatti; pontosa.ﬂ nyolcan a sajat levelitket
kapjék, ha vagy két levelet a cimzettek kézott felcserél a postds, vagy
egyet a nem-cimzettekhez dob, a mésikat pedig ennek helyére, vagy pedig
két levelet a nem-cimzettekhez dob. Ez (10)(1 + 2(20) ( )) eset. fgy

p— 11020445231
- 30
(fo)10!

52.9
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32. Valészintiségi algebra

Ha a feladato! folytatni akarndnk, azaz pl. azt kérdeznénk, mennyi a va-
16sziniisége annak, hogy legaldbb ketten, vagy akir pontosan ketten a sa-
jitjukat kapjik, egy meglehetSsen bonyolult feladattal dllndnk szemben,
amely tobbféleképpen is megkozelithetd, és t8bbnyire egy rekurziv formu-
{dhoz vezet.
70. Egy percnél kevesebbet kell a villamosra varni az 4brin vastagitissal feltiinte-
tett idintervallumokban, melyek egyiittes hossza 9. (Itt a geometriai mérték
az intervallumok hossza.} p = 3% .

a b 1] ba a b a [
R e L e T s Aman R o
630 a5 40 45 BO 56 700

71. Jelolje h annak a részintervallnmnak a hosszit, amelyen a pont elhelyezheté.
% =0.6, h =1.2, Ezért r = 0.7. L. dbra:

h
e e,
i ‘ 25 3

T2. A feladat alapjén a radié bekapcsoldsinak idSponija egy t6bbérds interval-
lumban véletlenszerfi. Igy p = % .

73. A két szdmot tekintsiik egy pont két koordi-
nétdjanak. Ekkor a két szdm vilaszidsa meg- \ Y1
felel annak, hogy az dbrian lev8 négyzet egy
pontjat vilasztjuk. Itt a geometriai mérték
a stkidom teriilete. A keresett valdszintiség a

vonalkdzott rész és az egész négyzet teriile- —o / &

tének ardnya.

0, ha r £ —2a,
@{ﬁ, ha -2 <r<0, zty=r
Pety<n=1{ 3%,
—s(a—,—)—, ha 0 < r < 2a,
1, ha2a<r.
74. A két szdmot egy pont két koordinatdjanak tekintve az el6z8 feladat megol-
désdhoz hasonléan jirhatunk el, y

4. % 2

#) Plety<gl=%=%
b} Az 2y < 1 egyenlbtlenségnek eleget tevd
pontok egy 1 -2+ flzfz Ldz tertiletd alakaatot
alkotnak (1. dbra).

1 2 1
P(a:y<1)=—-|—_—§1—n~=z+in\/§
75. a) L. kivetkezd, bal oldali dbra. P(a+ b > 5) = % 116 =

b) Pla?+b<1)=%:4=1
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b 'y
4 ;\% 3
]\ \a+b=5
a ¥
a?+b=1 2 =

76. A hatdrck és a hiromszogegyenlStlenségek miatt 0 < z < 2,0 < y < 3§,
z+y>1,z+1>y,y+1>z Igy p=1. L. fenti jobb oldali 4bra.

77. Taldlkoznak, ha érkezésitk kozstt fél orénal kevesebb telik el. Jeloljiik érkezési
idejiiket z-szel ill. y-nal. Mivel legkés&bb 1/2 6-ig meg kell érkezniiik,
10<z<17.5,10<y <175, |z —y| <05 Pz —y| <05) = L5 = 2

78. Tekintsilk az a) dbrdt. Mivel a kivdlasztott

A és B pontok tdvolsiga d = \/(a — 82 +1, B

a feltétel (a — 8)? +1 < 12, azaz |a — b| < d

Vr?t — 1. Mivel a és b tetsz8leges olyan érté- b
1

kek, hogy 0 € ¢ <1, 0 € b £ 1, az alaphal- i
maz teritlete a b} 4bra szerint 1.
0, har <1, b
p={2\/r2—-1-—r2+1, ha 1 <r < /2, b=a+Vr2-1
i,

ha V2 <r. Z
//
b=ila — Tz“l

79. a) L. a) dbra. Pl. ha az « oldal adott:

A hab<h<s3,

/
_
_
i, hal3<h. %
h/ ‘
7
-

0, hah<0,
o=

b) L. b} sbra. //Z
Z
0, hah <0, Z é
_[en ymoZaks, .

1, halch. . 7 ZI




32. Valésziniiségi algebra

¢} L. ¢) ébra.

0,2 ha h <0, Z

"’T", haO< h < % , h
p= 6%1;——(%)—2+2h:(%—2arccos%), L % <h< §—\2é ’

1, ha 3—‘{—5 <h.

d) L. d) 4bra.

0,2 ha h €0,
bz, ha0<h<3,
P = 2y® _ 3
,/h;_g I (5 2lasrccos}£3’ ha3<h< 3\/5 :
1, ha 3v2 < h.

Ya

80. Legyen az elsé szdm z, a misodik y. Az
lzy — 10| < 0.5 egyenlStlenségnek eleget tevs

pontok halmazénak teriilete: 51
2.1 7
ro [ (5 2 ae [ (2594
2 T 21\ z

Mivel az alaphalmaz teriilete 20,
— 0.5+In74851n2-10512.1 ., 3 9620.

p 20 17

81. A legbels§ kornek, ill. a kérgyfiriiknek a teriilete ¢ = Eg’i A belss kbr rq

sugardra rim = ¢, az els8 gyiriire rir —rin =t sth. fgy r1 = R/V/5,

ro = R\/g, ry = R\/g_-, 74 = R\/;I,

82. Barhol is vilasztjuk P-i, az dbrdnak megfe-
lelSen (a bevonalkdzott rész teriiletét T-vel
jelélve)

83. a) Annak valdsziniisége, hogy a hir kézéppontja a korlap egy részére esik,

Y

egyenesen arényos a rész terilletével. Az alaphalmaz mértéke Rz, Ha
h-val jeloljiik a hir kézéppontjanak tdvolsdgit a kor kozéppontjitdl, a
2VR—h? < g— egyenltlenséget kapjuk (1. a) 4bra). Ebbdl a korgy(ri

52.12
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84.

b)

pontjaira ig—gR < h <R Igy

= — = 0.0278 .

orgyrd teriilet 1
P(hir hossza < };) —p (kOrgyuru eriile e) 1

kér teriilete

Annak valészintisége, hogy barmelyik pont a koriv egy darabjira esik,
egyenesen aranyos a darab hosszaval. Az is nyilvanvalé, barhol is legyen az
egyik pont, a hiir hossza attél fiigg, milyen messze van t8le a mésik. Mivel
a koriv hossza egyenesen ardnyos a hozzé tartozé ¢ l\o/cpponu szoggel, az
alaphalmaz mértéke 2, és kedvezd esetben 0 < ¢ < 2arcsin £ (1. b) abra).

4 arcsin %
27

Nyilvinvalé, barhogy is jelsljiik ki az irdnyt, a hir hossza az atmérén
valasztott pontnak a kozépponttdl valé tavolsagatol fiigg (1. ¢) dbra). Mivel
a pontot az 4tmérén valaszijuk véletlenszerien, az alaphalmaz mértéke
2R.

P (111‘11: hossza < %) = 72 0.1066 .

P (hfu‘ hossza < -1;) =1- @ ~ 0.0140 .

a) dbra b) dbra c) dbra

Latjuk, mindhérom esctben maés valésziniiség adédott. Ez természetes, hiszen
mas és mas kisérletet végeztiink. Ezért fontos, hogy a kisérlet pontosan meg
legyen hatdrozva, mert csak igy donthetd el, hogy mik lesznek az egyenld
valészintiségdl esmények. Erre nagy sziikség van pl. akkor, ha egy feladatot
szimulicios cljarassal akarunk megoldani.

A

harow szdmot a vilasztds sorrendjében jelsliiik x, y, z-vel, és tekintsiik

ezcket egy térbeli pont koordindtdinak. Az alaphahuzu most egy a oldali
kocka, a mérték pedig a térfogat. Az alaphalinaz mértéke a®
a) Azok a pontok, ameclyek koordinitai eleget tesznek az z + y + = < «

egyenlttienségnek, az 0 <z < q, 0 Sy <a-r, 0L 2 <a—-v -y
térrészben vannak, melynek térfogata

a ra—x pe—I—y a3
ldzdyde = — .
bhoh T
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85.

86.

87.

88.

fgy Pe+y+z<a)=1%
b) Feltétel: z < min{z,y). A keresett térfogat

V=Vg<z)+Viz<y)=

_fjfldzdydm+///1dzdydm———

P(z < min(z,y)) =

z2<T

z<y

z
(Ez utobbi kérdést megoldha.tjuk gy is, hogy a vdlaszioit szdmok minden

sorrendje egyformadn val6szind, és ketts kedvezd a hat lehetségesbél).

Ha a védlasztott szidmokat egy &tdimenzidés pont koordindtiinak tekintjiik,

akkor az alaphalaz egy tdimenziés kocka, & mérték az 5tdimenzids tériogat,

az alaphalmaz mértéke a®.

a a 4
P(zy,z9,23 < - és x4,25 > -—) =

3 35
ugyanis [i/° [/ [31% (%5 (351 desdeadesderdar = 4a5/3° .

Az 4116 hossza d = (/22 + y? + 22, igy az a kedvez8, ha az (z,y, 2} koordi-

natajit pont egy kettd sugari nyolcadgdmbben van. Az alaphalmaz egy kettd
81t kocka.
4.2%x¢ - b
Pd<2)y=-3% =
( ) 23 6

Az alaphalmaz mértéke az egységnégyzet te-
riilete, azaz 1. k =0, ha a? —4b < 0; k = 1,
ha ¢? —d4b = 0; k = 2, ha ¢ ~4b > 0.

2

. 1 a2 . b &
Mivel [} &da = 55, ezért P(k = 0) = = 7z b=
és P(k = 2) = 1. P(k = 1) = 0, mivel a >

1 a
parabolavonal teriilete 0.
b4

Egy harmadfoki polinomnak akkor van egy
valés gyoke, ha vagy nincs lokdlis maximuma
és minimuma, vagy ha a maximum- és mini- / b= % ad

mumhelyen a polinom helyetiesitési értéke
azonos el6jeli. Akkor lehet ketis, ha vagy
a maximum, vagy a mimimum 0, és akkor
van hirom, ha a maximum és mimimum kii-
lonbozd elsjelii. Most a f8egyiitthats pozitiv, 1
igy a max_lmumhely a kisebb.

Mivel ¢/(z) = z? — 4%, és @ > 0, nincs szélsérték, ha ¢ = 0, kiilsnben a
maximum az ¥ = —a, a minimem az £ = ¢ helyen van. fzy:

k=1, ha a = 0 vagy ¢(—a)qe{a) > 0;

92.14
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89.

90.

=2, ha ¢(~a) = 0 vagy ¢(a) = 0;
k—3 ha.q( a)>0esq(a)<0
o(~a) = 3a° +b, ¢(a) = —2a’ +5.
Mivel g(—a) 2 0 mmden ﬁgyeIembe veendd b-re, g(a) < 0 pedig akkor és csak

akkor, ha b < 2 Plk=1)= b
Pk =2) =0, P(k =3)=fy §a3da =§ oy 2o
Jeloljiik %-val a kiillonboz6 valés gyskok sza- R 2

mét. Az el6z6 feladathoz hasonléan vizsgél- ) T

juk a q'(:c) = 3z% + a derivaltat. Ha a > 0, ///
g(z)-nek nincs széls6értéke, azaz k = 1.

Ha a < 0 g(z)-nek két szélsGértéke van, és

MANN

e
akkor van harom gytke, ha ezek killonbszs —— M 2 1
elfjeldiek, azaz k = 3, ha q(‘“\/ﬁ/\/ﬁ) >0 T, ,//2
és q(y/lal/v/3) < 0. Ezekbsl P |

b > 2a¢/|al/3v/3 és b < ‘2a\/i;f/3\/§ ads- 0= To¥s
dik. Az abrinak megfelelf)‘en a nem—vona.lkézott rész:

0 2a g
= d 3 - =3- ==
T[S f %+ * \/rI) 54
T+T, 9v4-3
Pk=3)= = , Plk=1)=1-Pk=3
(k==L =202 Pli=1)=1-PF=3).
P(k = 2) =0, mivel a gorbevonal teriilete 0. = 1 — z
A rid hosszit vilasztjuk egységnek. Az els§ z l-z z-xYy Y

tores utdn a hosszabb darab hossza z, ahol

— < r £ 1, és a misodik térés sz elozotol y
:cy ta,volsa.gra. van, ahol § <y <1. A hérom
darab hossza tehdt 1 — z, zy, = — zy. 17 -5
a) A haromszogegyenlotlensegek mlatt
z-}<sy<iazazl-L<y< Ll gy <,—;-,-
p=In?
b) A feitetelekbol a kvetkezs egyenlStlensé- 1 1 =
geket nyerjiik: H
11 11
o — 1, D o
@) y> -1, ﬁ)y<10 NY>2- 35,
9 i 1 1
é —— = e -4+ —.
Jv<2-150 D355 D¥<3tog
A hatdrgorbék metszéspontjainak meghatérozé.sa utdn a tartomdny teriilete;
w, 18 1 1 22
= 3——d —d ~— —3dz =
T f;ﬁ 102 Jp 10271 /g 05 3=

1@{181 6-2—2211}% - 19]11E ~21In7]
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91.

92,

93.

94,

95.

p= = 2T}

m—! =3

Megjegyzés. Az alaphalmaz és a riddarabok hosszanak fenti meghataro-
zasa az elsd latdsra mesterkéltnek tiinik, és felmeriil a kérdés, nem lehetne-e a
tertileteket pl. dgy kijeldlni, hogy legyen a nagyobb darab hossza z, % <z <l
majd ezt eltérve a misodik darabé y, 0 < y < z. Révid meggondoldssal 14t-
juk, hogy ez igy a kozonséges teriiletre nézve nem fog geometriai valdsziniiségi
mez8t alkotni, mert annak valdsziniisége, hogy az {z,y) pont egy adott tar-
toményba esik, nem lesz ardnyos a tartomany teriiletével. Fontos, hogy pl. az
y-ra vonatkozé alsé és felsd hatdr ne fiiggion z-161, és ehhez az kell, hogy a
valtozékat egymastdl fiiggetleniil vilaszthassuk. Késébb, a teljes valdszinfiség
tételének alkalmazisanil mds dton is beldtjuk, hogy a fenti eredmények a
helyesek (148. fefadat).

Az alaphalmaz mértéke a hengerben levd témeg. Ezt m-mel jeldlve és polar-
koordinatikra dttérve

27 p2 p4 r .
m:]ﬂ f(}/umdzdrdwzlhrlno.

A kipba es6 tomeg:

1 S B SR
zins+ [ [
Tind + o Jo f T2 zdrdy

2Ind — 2 + arctg2
2In s

Az alaphalmaz mértéke az Ssszes tomeg. Ezt m-mel jelslve és gombkoording-

takra attérve
28 po0 ¥
m = f f / e Trlsind dddrdp = 8x
o Jo Jo
A hengerben lev§ anyag tomege
o o L x
jgf /‘5 e rlsind dddrde = [2p 4 e P(6 + 4o + )7 -
o Jo Jo

64 c 56+ 2m + 5)
8m ’

p:

P{A)P(B|A) = P(B)P(4|B),

P(A} = P(AB) + P(AB) = P(B)P(A|B) +(1 - P(B ))P A!B) .

Ez két egyenlet a P(A) és P(B) ismerctlenckre, P(A) = 5

P(A)P(B|A) = P(B)P (A|B). Mivel P(B|A) < 1, e/(at O > 0.80(A|B),
azaz P(A|B) < ¢ —

1>2P(A+B)= (A) + P(B) — P(AD), igy P(AD)>05.

EbbP(A|B) = FAB) > 05

P(B) = oe
=) P(AB 1-P(A+]
PAIB) = S5y = 500Gy -
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96. A T 32.16 téiel alapjan
P{ABC|D)P(D) = P(ABCD) = P(DABC) =
= P(D)P(A|D)P(B{AD)P(C]ABD). A P(D} # 0 értékkel egyszertisitiink.
97. P(AB) = P(A)P(B).
a) P(A) = P(AB)+ P(AB)= P(A)P(B) + P(AB).
Ebbsl P(AB) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B), tehat fiiggeticnek.
1) Feuntiek alapjin, ha két esemény fiiggetlen, akkor barmelyik fiiggetlen a

masik ellentététsl. A és B fiiggetlenségébsl 4 és B fiiggetlensége kovetke-
zik.

98. P(A) = P{AB) = P{A)P(B), igy P(A)1 - P(B)) = 0.

99. P(A+B+C) = P(A)+P(B+C)— P(A(B+C)); ebbél, és a 25. feladatként
bebizonyitott Poincaré-tételbél P{ABC) = P(A)P(B)P{C) kévetkezik.

100. P(AB(C + D)) = P(ABC) + P(ABD) — P(ABCD) = P(AB)P(C’ + D)

101.Mivel P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B), ezért P(B) = 2, és § =
P{AB)} = P(A)P(B), tehit A és B fiiggetlenek.

102, Jelentse B; azt az eseményt, hogy az i-edik kisérletben Ay bekdvetkezik, C;
pedig azt, hogy az i-edik kisérletben A4;, Ay, A; egyike sem kosvetkezik be. A
keresett esemény:

A=B14 B:Ci + B3C2C1 +. . .+ BoCra1Cp—2..Ch
Az 8sszeadanddk egymdst paronként kizdrjak, és a kisérletek fiiggetlenek, igy
ag=1-p1 —pz — p; jeloléssel P(C;) = q, és P(A) = py =L .

I—-g
az §sszeg " .. Plaz Osszeg 3,5, 7) _ 12 .21 _ 4
103. P( pératlan szé,m!a'z Gsszeg < 8) = P(az Osszeg<s8) =~ 36 "3 — T °

104.

a) P(az dsszeg 7|pératlan) = Plaz dsszeg 7 és pératlan) _ ¢ 18 _ 1

P(az bsszeg pératla.n) = 3636
b) P(a dobott szémok kéz8tt van paratlan) =
P(a dobott szdmok sszege 6, és van kozott{ik paratlan) = %

P(a dobott szdmok 8sszege 6 |van kozéttiik pa,ratlan) §

3

105. P(az 8sszeg 12) = Eg, P(az egyik 6-os, az dsszeg 12) = 6
P{az egyik 6-0s | az dsszeg 12) = ¢
" o 1 két 5tds és _ 1
106. P(az 8sszeg oszthaté Sttel) = 5, P (az 6sszeeg oszthatd 6ttel) =35 ,
P(két ttos | az bsszeg oszthaté Sttel) = %
107.Els8 megoldds. A kihtGzott szémok minden sorrendje egyformén valészind.
Mivel haromféleképp lehet az els§ kisebb, mint a mésodik, és csak egy olyan
sorrend van, ahol a harmadik a kett& kozé esik, p = ;
Mésodik megoldés. N kiilsnb5z8 szdmbdél a sorrendet is figyelembe véve
( )3‘ féleképp htzhatunk ki hdrmat, és barmely hirmat véve hirom olyan

sorrend van, hogy az els kisebb, mint a mésodik, és csak egy, hogy a harmadik
a kett§ 'kﬁzﬁtt van. Azaz
P(els6 < masodik) = ( ) /( ) =1,
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P(elsé < harmadik < misodik) = (§)/(})3!=14,
P(els6 < harmadik < masodik | els8 < mésodik) = /1 =13

108.Els§ megoldé,sé Mivel mindegyik kihiizott golyd egyenls valészintiséggel lehe-
tett els§, p = =.
Misodik megofidé.s. Tegyiik fel, hogy a dobozban N fehér, és M fekete golyd
volt. Jelsljitk A-val azt az eseményt, hogy az elsé golyé fehér volt, B-vel pedig
azt, hogy az n kihizott golydbdl k volt fehér. Mivel a kihdzott golydk sorrend-
je is szdmit, az Osszes eset szdma (M N ) , ezek koziil a B-nek megfelelgk
szama b = (N ) (n k)( )k‘(n k)! (ugyanis a fehérek helyét ( ) féleképpen je-
Isthetjiik ki, és k!-féleképpen tehetjiik ezeket sorba, stb.). Az AB eseménynek
megfelelfek szdma a = N (1’:':11) ( M )(“-1) (k- 1){n — k)

P{AB) a b k

P(A|B) = PE (M+N)n1: (7Yl =

109, Jelentse A; azt az eseményt, hogy az illets§ az i-edik teremben van. Az Ak
egymdst paronként kizarjik.
(A5A1A2A3A4) P(4s)

P(A55A1A2A3A4) = P(A1A2A3A4) T1-— P(Al + Ag + A3z + A4)

1-%p 5-4p

Megjegyzés. Ha 0 < p < 1, akkor 5—_3’4—p < p. Azaz, ha mér négy teremben nem
taldltuk, cstkken a valdszinfisége, hogy egysltaldn az egyetemen van.

110.A teljes valdszinfiség tételét alkalmazzuk (T 32.17). Jelentse B; azt az ese-
ményt, hogy az els6 dobds eredménye i volf. A Bi-k teljes eseményrendszert

alkotnalk.
( a misodik dobéds ) _ 6 ( a misodik dobés

nagyobb, mint az els§ /] ~ '___Zl P

B,‘) P(B;) =

nagyobb, mint az els§

_ga6-il s
£76 6 36

111, Ha mar egy zoknit kikdztunk, akkor annak valdszinfisége, hogy masodiknak
olyat hiizunk, amelyik az elsével part alkot, fiigg attsl, hogy mit hiztunk el-
s8nek: a harom egyforma parbél, a négy kiilésnbsz8bsl, vagy a paratlanokbdl.
Ez a hirom esemény teljes eseményrendszert alkot, jelsljiik ket rendre A-val,
B-vel, C-vel. P(4) = %, P(B)= 18, P{CYy= 18' Jelslje D azt az eseményt,
hogy a mésodik zokni parja az elsének. Ekkor P(D|A) = -, P(D|B) = &
P(D|C) =0. Ezért T 32.17

5 1 8 1 19

P(D) = 1z - zs‘*ﬁ TR TR
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112.Jelslje A; azt az eseményt, hogy az i-edik dobozt vilasziottuk, és C azt, hogy
a csavar j6. Az A;-k teljes eseményrendszert alkotnak.

P(C) = P(C|41)P(41) + P(C|A2)P(A3) = 0.9- 0.5 + 0.94 - 0.5 = 0.92 .

113.Jelolje A;, Az, Az azt az eseményt, hogy melyik alkatrészen dolgozik a gép,
ez teljes eseményrendszer.

Pla gép all) =0.1- -1--1-0'%-}-0.25‘ E = 0.1583
114.a} Annak valdszindsége, hogy a mésodik hiizés eredménye zold, csak attél
fiigg, hogy hitzdskor hany z6ld volt a csomagban. Igy az lesz a teljes ese-
ményrendszer, hogy az elsé hiizds ztlld volt, ill. nem volt az. Jelslje A; azt
az eseményt, hogy az i-edik hhGzds etedménye zﬁld volt.
8
P(A3) = P(A3]41)P(A1) + P(4:|A))P(4;) = -?;i 32 + 381 . 2—; = 21{ .

b) P(A14z) = P(A2A1)P(A1) =5 55 -

c) Jelslje C; (7 = 0,1,2) azt, hogy az els6 két hiizds kozstt 0, 1, ill. 2 piros
volt. Ez teljes eseményrendszer. Jelolje B; (£ = 1,2,3) azt, hogy az i-edik
hiizds eredménye piros.

P(Ch) = P(B1By) = P(BB)P(B) = B 3 = &
P(Cy) = P(B1Ba) + P(BlBg) = 3— B+#-&=4,
P(Cp)=P(Br\By) =551 = 1
P(Bs) = P(Bs|Co)P(Co) + P(Baic'l)P(C'l) + P(B3|C2)}P(Cy) =
—'3 124"’30 31+""T§Z=Z-
115.Legyen a két vilasztott halmaz A; és Ap. Az S részhalmazainak széma ol

Tegyiik fel, hogy eldszdr egy k elemi részhalmazt hdztunk. A k elemd rész-

halmazok szdma (k) Masodszorra akkor hdzunk A;-t6l diszjunktat, ha As

elemei az A; komplementerének N — & eleme koziil kertilnek ki, Az Osszes
ilyen részhalmaz széma 2V % (Ez k = 0 és k = N esetén is 4ll, mert az iires
halmaz Snmagdtdl is diszjunkt). Ezek szerint:

G) 2~k
P(A; elemszéma k) = SN P(A1 N Az = B|A; elemszdma k) = SN
Ak=0,1,.., N esemenyek teljes eseményrendszert alkotnak, igy

P4 NAy=0)= Z ”22’:5’};’) 2N2( )( )" (Nt (21)vN @”.

116.Jelolje B; azt az eseményt, hogy a kivett alkatrészt az i-edik gép gydrtotta.
A Bi-k teljes esemenyrendszert alkotnak.
a) P(By) = 2%, P(Bg) M,, sth.

P(jo) = 0.98- £% +0.96- 32 +0.97- & +0.95 - £ ~ 0.9641 .
b) Bayes-tétellel (T 32.18):

0.95- &%
P(jo)
32.19
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117.Teljes eseményrendszer: a termék elsGosztdlyt vagy nem els§osztalyd. Annak
valészintisége, hogy a termék elsfosztalyt, feltéve, hogy annak mindsitették,

Bayes-tétellel (T 32.18): gsasaeis aszs ~ 0-9836 .

118.Teljes eseményrendszer: a termék j6, vagy selejtes. Bayes-tétellel, il. a teljes
valdszintisdg tételével:
a) P(selejt]jonak minGsitették) = sy -
b) P(j6|selejtnek mindsitették) = —(&—Tg—)——

B{i—qlteaq -
¢} P(i6 és jénak min6sitik) + P(rossz és rossznak minSsitik) =
jémak |\ . rossznak
=P 5 A ’
(minfssitik Jo) FGe)+P (minc’;‘sitik “’Ssz) P(rossz) = (1-f)(1—¢) +aq

119. Telies eseményrendszer: valaki beteg, vagy egészséges. Bayes-tétellel:

illets vizsgalati _ 0.99:0.96 ~
a) P egészséges | eredmény nega,tiv) = §950.96+0.050.01 ~ 0-9979 .
illets vizsgalati _ 0.95.0.04 .
b) P (beteg eredmeny pomhv) — 0.01-0.964+095.004 ™ 0.7983 .

120. Az el§z8 feladathoz hasonléan 2% esetén
_ 0.99-0.98 ~ _ 0.95-9.02 —
a') b= 0.99.0.984+6.05-0.02 ™ 099907 b) p= 0.51-0.9840.95-.6.02 ~ 0.6597 .
8% esetén:
0.99:0.92 _ 0.95.0.08 ~
a) P = 5550.0240.050.08 ~ O 9956, b) P = grrossr095008 ~ 0-8920.
121.Teljes eseményrenszer: tudta, nem tudta. Ba.yes-tetellel

a) P(tudtaljot jelolt be) = 7 +015 = 1—_'%

b) P(tudtaljét jelolt be) = 532 7 = 1 ol

¢) P(tudtaljét jelslt be) = p(n) = 1_p+0_5,(1_p) = ]+(::111)p .
Megjegyzés. Vegytik észre, hmg o0 p(n) =1

122. Jelentse B; azt az eseményt, hogy a ropik kozott i zacské olyan van, amelyet
X gyartott, és legyen A az az esemény, hogy a kivett mintsban s ilyen zacské
van. Az utolsé feltétel miatt P(B;) értéke minden i-re ugyanannyi.

P(A|By)P(B:) _ P(AlBk) _
>N, P(AIB)P(B:)  xN, P(A|B;)

Q@R e
Ei_ﬂ ( ) (;\1_‘)3 (1 - 1':7)“—3 zf:ﬂ iS(N - z’)n-—s

123, Az egymis utini dobésok eredménye egymastol fliggetlen. Ezért annak va-

16szinfisége, hogy az els6 két dobds hatos, a mésik ket nem az, éégg A

négy dobdsbdl a hatosok (4) kiilonboz6 helyen lehetnek. Ezek az események

P(Bi|A) =

egymast kizarjak. {gy p = ( )‘I ~ 0.1157

124. P(legalébb egyik célhoz ér) = 1 — P(mindketts elakad} = 1 — 0.8-0.83 =
0.336.
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125. Biztonsigosan le tud széllni, ha vagy egy motor sem romlik el, vagy ha csak
egy rombk el, vagy ha kettd, de azok kiilsnbzd oldalon. A motorok egymastél
fiiggetleniil romlanak €], tehat

P(biztonssgosan leszall) = (1 — ¢)* + 4¢(1 — ¢)* + 4¢%(1 — ¢)% .

126.A fii helyét stiéleképpen jeldlhetjiik ki, ezek egymést paronként kizdrjsk.
p="5-0.516-(0.484)* = 0.1416 .

127. Annak valészintisége, hogy tiz dob4sbdl nulla, vagy egy hatos lesz:

p= (—) 10 + (lf) (g)g - = 75 0.4845 mivel az egy hatos helyét ( ) féleképpen
jelslhetjiik ki.

10
128.Két kockival a dupla hatosdobis valdsziniisége 1/36. p = (35) = 0.7545 .

129.Két kockat n-szer feldobva annak valdsziniisége, hogy egyszer sem lesz két
hatos,’ ( )" 1- (35)” > 0.98 alapjén

n > —2iog2 25 138.8 . Tehit legalabb 139-szer.
og 35—log 36
130.
a) A hérom négyes helyét (3"} féleképpen jelolhetjiik ki, és ezek egymast
3
kizérjsk. r=(PO¥E?.

4k k
br=(%)(#) &)

131.a) Az eredmény akkor ugyanaz, ha ugyanazok a szdémok vannak ugyanazokon
a kockikon, tehdt p =
b) Az eredmény akkor ugyanaz, ha ugyamazok a szdmok vannak feliil. Ha
az els6 dobds eredménye hirom egyforma szdm volt, a méasodik dobaskor
is minden kockdn ugyanannak kell lennie, de ha kiilsnbéz8k voltak, akkor
ugyanazok a szdmok mds kockin is lehetnek. Azok az események, hogy az
els§ dobds eredménye hérom egyforma szém volt, vagy két egyforma és egy
t6hik kiilonbszs, vagy hdrom kiilénbsz6, teljes eseményrendszert alkotnak.
Ezek valdszintisége rendre ‘6—65 . %& , %9 A teljes valészintiség tétele (T 32.17)

alapiin
1 3 120 __ 83

p=5 _3'+_3' "5+"3‘ & = 3888 °
132. Az els§ utdn mindig csak a megel§z8 szém nem jé: p = (§)" 1 .

133.a) Rendeljiik mindegyik hallgatéhoz annak a tételnek a sorszamat, amelyiket
nem tudja. A 31.36-38 feladatok alapjin p = N3355;° = ,_0( 1Y}
7 0.36787944
b) (55)% .
134.Jelvlje Txy azt az eseményt, hogy az XY szakaszon nincs héakadaly.
a) El lehet jutni A-bél E-be ha az

TapTpr + TaeTor + TapToeTop esemény bekdvetkezik. Poincaré téte-
ével:

P(TapTpe + TapTecToe + TacTer) = P(TapTor) + P(TacTcE) +
P(TapTecToE)—
~P(TapTpeTacTer)—P(TapTpeTasTacTor)—P(TacTceTapTac)+
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P(TopTpeTacTcrTasTBc) =
=(1-pP+(1-pP+(1-p’-(Q-p)-(1-p-QA-p-(1-p)°.
b) P(TgaTapTpe + TecTek + ToaTacTce + TocToaTapTpr) =
=(1-p)+2(1-pY -4 -p)° +2((1-p)° .
135.a) L -« .
b) Jeltlje A azt az eseményt, hogy az ttlevél ott van. Bayes-tétellel:

P(nem taldlja |[A)P(A) B
P(nem taldlja [A)P(4) + P(uem taldlja [4)P(4)

—1
1-2:L n—1

=1--";—I+a-3—l—n—-1+a

P(A| nem taldlja) =

c) A fickokat egyszer végignézve 1 — o val6szinfiséggel nem taldlja, mésod-
szorra sem tallja (1 — &)? val6szintiséggel.

136. Az els§ doboz valasztisinak valdszintisége minden golyénal 1/5. Pontosan

négyszer vilasztjuk p = (140)(%)4(%)6 valészinfiséggel.
137.a) Mivel mindig eggyel kevesebb kulcsbél vilasztunk, és az elsé k — 1 esetben
rosszat, & > 2 esetén p = %%%ﬁi—;m = ;1!-, és k = 1 esetén
trividlisan p = ;Iz-
b} Minden prébalkozasnal ;1; a valdsziniisége a 36 kules vilasztdsinak.
p=(1-DF
{Nagyszamit kules esetén, és n-hez képest kis k-ra alig van jelent&sége
annak, hogy a zdrba nem ill6 kulcsokat félretessziik-e.)
138.Els8 megoldas. Mivel erre a kisérletsorozatra az egyesdobds relativ gyakorisa-
ga %, akkor annak valészindsége, hogy ebben a kisérletsorozatban egy adott
dobés eredménye egy, éppen %
Masodik megoldds. Annak valészinfisége, hogy n dobdsbdl k db egyes: p =
(’;)(%)k(%)"_k, mivel a k db egyes helyét (Z)-féleképpen jelsihetjiik ki, ezek
egymast kizarjak, és mindegyik valSszinisége ugyanannyi. Az i-edik egyes
volt, ha a tobbi helyen & — 1 egyes van és n — k nem egyes. Ha &k = 0, a
keresett valészinfiség 0. Ha &k > 1, akkor
P( & db egyes és )
k db _ az ¢ -edik egyes )
) ~ P(k dbegyes)

@O
- k n—k -
BIONG "
139. A pontosan 0, 1, 2 db jel eltorzuldsa egymaist kizdrd események.
p = 0.998™5% + (150%)0.9981492 . 0.002 + ('%°)0.998'4%% - 0.0022

140. A kajak nem sériil meg, vagy pontosan egyszer sériil meg jelentékenyen:
p=pF+ (’:) p?—l pz valésziniiséggel.

P (i—edik dobds
egyes

egyesdobds
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141.Jelolje D azt az eseményt, hogy egy vizsgilat esetén helyes a diagnéazis.
P(D) = P(D|egészséges)P(egészséges) + P{D]beteg)P(beteg) =

= (.99 - 0.96 + 0.95 - 0.04 =~ 0.9884
Tiz véletlenszeriien érkezé emberen végzett tiz fliggetlen vizsgilai eredménye
mind helyes p = P(D)'® ~ 0.8899 valdszintséggel.
142.Teljes eseményrendszer: az els§ két gépen, a kovetkez§ 6t gépen, a ttbbin
gyartottdk a kivett alkatrészt.
a} ps = P(a kiveti darab selejtes} = 0.2-0.03+0.5-0.015+0.3-0.01 = 0.01865.
b) Az 6t alkatrész egymastdl fiiggetlentil selejtes, vagy nem, igy
P(legfeljebb egy selejtes) = pd + 5pd(1 — p,)
143.P(A;) = P(A2) = P(A3) = %, P(A1Ag) = P(A1A3) = P(Az4;) = ;i- = é : %,
de P(AjA3A3) = 0 # P(A1)P{A3)P(4s).
144. A feladatot a T 32.16 tétellel oldjuk meg,
a) A piros goly6 a kilencedik. Annak valészintisége, hogy el6sz6r harom feke-
tét, majd &t fehéret, majd egy pirosat hézunk:
o= (é—g . é—; . %) (% : % . % : ;—g- 4%) . ﬁ—g. A hdrom fekete helyét (g)-
féleképp jelolhetjiik ki, ezek egymdst kizdrjak, igy p = (g)pi.
b) A pirosat hizhatjuk elsének, mésodiknak, ... ,19-ediknek, és el&tte csupa
feketét hizunk. Ezek egymdst paronként kizdrd események.

20 18 20 18 17 20,  20-18! & (53— k)!

=53 753 5253 52 b1 T 53 Z(IB-E+I)

p

c) Osszesen 33 nem-piros goly6 van. Annak valészintisége, hogy egymaés utan

kihiizva a 13-adik az els§ piros:
33 32 .22 20

P=5'a u-

145.a) A labda simén atmegy, ha a kBzéppontja valamelyik négyzet minden
oldalitd! 2.5 cm-nél messzebb van. p = @:%,2;5-2 = 324-.

b) n dobdsbél egyszer sem megy 4t simén (-‘2%)“ valészinfiséggel. (%%)" < %,
han > 5.

146. Az, hogy a mésodik szamra mik lesznek a kedvezd értékek, fiigg attél, hogy
mi volt az els6 szdm. Ezért foglalkozzunk az elsére vonatkozé feltételes vals-
szinfiséggel!

Tegyiik fel, hogy az z értéket mar kivalasztottuk, és most valasztjuk az y-t
a [0;1]-ben véletlenszerifen. Annak valdésziniisége, hogy y a [0;1] valamely ré-
szintervalluméba esik, aranyos ennek a részintervallumnak a hosszaval. Igy a
keresett valdsziniiség :

a) Ha z < 0.1, akkor p1(2) = Pz —y] < 0.1) =2 4+ 0.1,

b} ha 0.1 <z < 0.9, akkor p2(z) = P(|lz —y| < 0.1) = 0.2,

¢) ha z > 0.9, akkor ps(z) = P{lz —y| < 01)=1-(z-0.1)=11—1r.
Annak ellenére, hogy = dsszes lehetséges értékei teljes eseményrendszert alkot-
nak, nem tudjuk a teljes valdszinfiség tételét hasznalni, mert barmely r = «

52.28
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eseményre Pz = a) = 0. Ezért a {0;1] intervallumot nagyon kicsi intervallu-
mokra osztjuk agy, hogy annak valdsziniisége, hogy = egy ilyen intervallumba
esik, bar nagyon kicsi, de nem nulla, Ezutdn vizsgiljuk meg, milyen hatdrér-
téket kapunk, ha az intervallumok széma minden hataron til né&, és kézben
a hosszuk nullihoz tart.

Képezziik a [0;1] intervallum n részre vald 0 = 20 < 23 < ... < Tp-1 < zZp =1
beosztasat gy, hogy 0.1 és 0.9 is az osztépontok kozott legyen. Jeloljiik az
[2i-1,2;) intervallumot Ij-vel. P(x € I;) = x; — z;_1, és az z € I; események
teljes eseményrendszert alkotnak (i = 1,2,...,n). Vegyiik sorra az a), b}, c)
eseteket.

Tekintsiik a [0; 0.1) intervallumot. Legyen z; = 0.1. Ha z € I;, akkor i < k
esetén 7,1 + 0.1 < pi{z) < =i + 0.1, és

P(lz—y|<0.186s 2 € ;)= P(lz—y| < 0.1 |z€l;)Ple € I) = piafzi —xi-1)
ezért

(zie1 +0.1)(2i — 2i-1) S Plr—4 <0.1 & z€ L) <(z;+0.1){zi—zi-1).
Mivel U, I; = [0;0.1)

k k
S{zic1 H0.Yzi—zi)< Ple—1f <0.1és € [0;0.1) <> (i +0.Dei —zi-1)

i=1 =1

Az egyenlStlenségsorozat bal és jobb oldaldn az fé) 1z +0.1) dr integralnak
egy-egy kozelits bsszege dll. Ez a hatdrozott integral létezik, igy a beosziis
minden hatéron tili finomitdsaval a kozelitd dsszegek kozds hatdrériéke

0.1
P(lz —y| <0.1és = €[0:0.1)) = /ﬁ (z 4+ 0.1) dz = 0.015 .

Hasonlé meggondoléssal a [0.9;1] intervallumra

i

Pz —y] < 0.1 és & € [0.9;1)) ](11~m)dz 0.015 .

Mivel pa(z) = 0.2, P(Jz —y] < 0.1 és z € {0.1,0.9)) = 0.2-0.8 = 0.16 .
P(lz —y] < 0.1) = 00154 0.0154+ 0.16 = 0.19 .
Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha geometriai val6sziniiséggel szamolunk az
0<zr<1,0<y<1,|z~y| <0.1 egyenlStlenségek alapjén.

147. Az el8z6 feladathoz hasonléan jirunk el. Most, ha mar vilasztottunk z-et, az

y-t a [0; ) intervallumban vélasztjuk véletlenszeriien. Ekkor, mivel y szdméra
a [0; ) intervallum az alaphalmaz, ha

(*) 0 <v; <wvp <z akkor P(y; <y <) = B4
Az z +y < 3 és y < z feltételeket kell figyelembe venniink. Egy kivdlasztott
z-re

Ply<3—-zésy<z)=Ply<min(z;3-z)) =

_'{P(y«c), hal<z <15,
T1lPy<3-z), hald<z<2.
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Ha z < 1.5, akkor (x)-ot is figyelembe véve P(z+y < 3) =Py <z)= Py €
o2 =2=1,
azaz
P(z+y<3ésc<15)=Plz+y<3|z<15P(z <15)=1-075.
Ha 1.5 < z < 2, akkor (x)-ot is ﬁgyelembe véve
Plz4+y<3)=Ply<3-z)=
Tekintsiik az (1.5; 2] 1nterva.llumnak egy 15 =2 < 21 € ... € 2y = 2
beosztasit. P(z € [zi-1;zi)) = 552, és

3= 21 > Pz +y <3|z € [zi-1;2:)) = 3

-1 et

{mert a tort értéke nd, ha a szamlalot noveljiik, a nevezdt csdkkentjiik).

2":(3_—w._ )(x’ Zi-1) > Pz+y<3és z€(1.5 2])>E("3 i\ @i x'"’l)
=1

Ti-1 i=1

A jobb és a bal oldal is az [#; & 5Edx integril egy-egy kozelitd Osszege, igy
Pu+y<3&x>1®—~&%+mdQP.

Plz+y<3)=Plz+y<3é&z<15)+Pla+y<3ész>15) =

=0.75+(—0.25+1n\/@)—3)=0.5+h1@.

148, Vilasszuk a rudat egysépnyi hosszfinak, rogzitsiik az egyik végét, és legyen az
els§ torés tavolsiga ettsl z. A masodik torés helye a régzitett végtsl legyen
y.Haz < %, akkorz <y <1,éshaz > %, akkor y < z. fgy z megvalasztisa
utén y-ra kapjuk, hogy:

(1) P(y € [v1;v3) m<%ésx§v1$v2§1)=%,
. 1 —
(2) Py € [v1; a:2-2- ésOSmg'nga:):vzm—vi.

Tekintsiik az z < % esefet. A hirom rid hossza ekkor =, y —z, 1 —y. A

hiromszégegyenlStlenségekbdl az = < -%, y > -21-, y<z+ % egyenlStlenségeket

kapjuk, és (1) szerint P(% <y<z+ %) = lﬁé)z;i/_? = 7Z-. Tekintsiik

a [0, %) intervallum egy 0 = 20 < 21 < ... < @p = % beosztasat. Ekkor
P(z € [zi—1; i) = Ti — Ti-1 és

Ti—1 i

1 1
____<P(—< <z4i
Tom, Sf\gc¥<zt3

z€ [x.'-.ux;)) <

1—-z;°

A [0; L)-be esd részintervallumokra Ssszegezve

- 1 Iy _ s %
Z_f.‘_.__( -_3;‘_)<P( <y<3:+-2—es :c<2) E:—;j(xi—xi—i)~

1 —Zi-1 i=1 t

52.25



32. Valgsziniiségi algebra

1
A jobb és bal oldal egy-egy kozelits ssszege az [ 12, dz integralnak, amely
Ktezik, igy

hdromszoget lehet | 1 I oz 1
P1—P( alkotni esm<§)—_/l; 1_‘T:alav---—§+in2.

Hasonléképp okoskodva az % < z <1 esetben % =g <21 < .. <%y =1

felosztassal
I -2 hdromszoget lehet 1—x;
> ‘1t >
Ei—1 P ( alkotni z€ [m: 1,1:,) R ¥ !
hiromszdget lehet 1 1]~z 1
P=P . x> =) = f dz = —=+1n2.
2 ( alkotni “aT= 2) 3 g 3T n

Végiil P(haromszoget lehet alkotni) = P+ Py = lnf: , mint azt mir kordbban
més médszerrel lattuk.

32.26



33. Val6sziniiségi valtozsk

33. Valészinliségi viltozék (megoldasok)

1. PL a} A € <b eseményt egymast kizaré események dsszegére bontva kétféle-
képpen:
PE<bH) =Pl <b)+PE=b), P<bh)=Pl<a)+Plagt<h).
Ebbé&l Pla < £ < b)-t kifejezziik.
2. Igen, mert nem negativi k, é 732, gp' = 1 p =1.
3. £ tsszes értékét behelyetiesitve kapjuk n Osszes értékét.
a) Pln=-3)=P(2A+3=-3)=P({=-3) =
P(y=~1)= P(¢ = ~2) = 0.15 ,
P(n=1)=0.2, P(n=5)=0.15, Pnp=7y=03.
b) P(n=-1)=0.3, P(n=0)=015, P(n=2)=0.2,
P(n=3)=0.15, Pp=4)=02.
¢) Pn=1)=P(=1)=P{=-1)+P(t=1)=015+02=0.35,
P(n=4)=045, Pn=9)=102.
d}) Pln=-2)=P(l=1)+P(( =2) =045,
Pin=4)=0.2, Py =10)=0.15, P(n=18)=10.2.

a) Pln=1) = P(¢ paros) = L% fr = ¢,

P(n = —1) = P({ pératlan) = 32, oty =
b) 7 értéke a maradék, ha ¢-t 3-mal osztjuk.

P(ﬂ—ﬁ) 23—1_15"—'1(1 P(n"'l)—'Z;—-(} =%) P(T]=2)=—
c) P(g= kz)“P(E"k)"Pka k=1,2,.

4) Py =k)= P4 +3=F) = P(¢ = 55%) = puca , £=5,6,
e) Mivel ¢ értékei egészek, P(n = 0) = 1.
5. Nyivin 0<d < 1.
5 k-1 2 Y z \'
I—Ekd —ded =d|X= =d( o

azaz (1—-4.1—)‘5 =1, ebbsl d = 3—_21-5-

a) Mivel 2 £ = =2, £ = —1, £ = 0, £ = 1 események teljes eseményrendszert
alkotnak, ¢t = ( = 1)—02

b) 5 Iehetseges értékei 1 és 3. P(n = 1) = P( = —1) + P(£ = 0) = 0.55,
P(1=3)= P(£ = ~2) + P(¢ = 1) = 0.45
c)
0, haa <1
F,,(m)={0.55, hal<2<3,
1, hald <z,

33.1



33. Val6szintiségi valtozék

7.

10.

11.

12.

P¢=-1)=%, PE=0)=3~j=1, PE=1)=3, P¢=2)=4
a) P(£ <0.5)= F(0.5)=1.

b) P(—05<€<1)=F(1)- F(~0.5)+ P(¢ =1)=1—
) PE21)=1-P¢t<l)=1-F(1)=%.

d) PO<E<2)=F2)-FO0)-P(t=0)=1.
P(¢=2)=P({ =12) = §5; P(£=3)=P(£ =11) = Z; sth.
(¢, haa<2,

, ha2<z<3,

+

ot

[0
i

S~

1
kT
3
% had<z<4,
6
%

, had<z<5§,

L1, hal2<z.
A legkisebb akkor kisebb, mint &k, ha nem mind legaldbb k. Az &sszes eset
(g) = 20, és pl. mindegyik kihdzott szém legalabb ketts (g) = 10 féleképpen
lehet. Igy P(¢ <2)=1—P(£ > 2)=1-10/20 = 1/2.
0, hazx <1,
1/2, hal<z<2,
F(z)=1(4/5, ha2<z<3,
9/10, hald3<z <4,
1, had<z.
A legnagyobb akkor kisebb, mint i + 3, ha mindegyiket az elsd ¢ koziil hizzuk.
0, haz<5},
Flz) = (ﬁ,é)j hai<z<i+l, i=50678,09,
I, hal0<cz.

A legkisebb kisebb, mint ¢ + 1, ha nem mind legaldbb ¢ + 1, azaz

0, _ har <1,
F(m):{i—(%)s, hai<z<i+l, 1=1,234,5,
i, hab<z.
[ 0, haz <0,
51_4_, hal<z <1,
(D), hal<z<2,
PO NG (4 wme<ess,
O+ G54 mo<z<a
1, had4 <z .




33. Valészindségi valtozdk

13.

14.

15.

i6.

17.

18.

19.

20.

¢ lehetséges értékei: 1,2,... , & P(£ = k) = (%)(""1)%, mert (k — 1)-szer
nemnégyesnek kell lennie, és az utolsénak négyesnek.

Jeldlje f a fej- és ¢ az irdsdobisok szdmat,

a) § értéke csak 1 és 3 lehet.

P(E=3)=P(f=3i=0)+P(f=0,i=3)= +

[ TR
=
W | bt

P(¢ = 1) = P(osszes tobbi eset) =

L]

b) A nyolcat kell két nemnegativ egész szdm Gsszegére bontani, és a 4-4 ki-
vételével minden felbontis kétszer fordul eld.

PE=0)=()h,  PE=2=20)k  PE=9=2()
pe=6)=203)%  PE=8)=2%.
Geometriai valdszinfiséggel (L. 32.87)

0, haz<gQ,
F(m):{ll—z, ha0<z <2,
1, haZ2<z.
a) P(£ >48) =1— P(£ <45) — P({ =45) =1~ F(45) — 0 = , hiszen F
folytonos a 45 pontban, igy P(£ = 45) = 0.

b) P(60 < £ < 90) = F(90) — F(60) — P({ =60) = % — 1 ~ 0=

o ol

a) P(¢ £1.2) = F(1.2) + P({ = 1.2) = 0.04 + 0, hiszen F folytonos az 1.2
pontban, igy P({ =1.2) =0.

b} P(0.8 < £ <1.5)=F(1.5)~ F(0.8)— P({=08)=%~-0-0=0.25.

c) P18<¢<41)=F(41)-F(18)+ Pt =41)= 066

d) P4<{<8)=F(8)-F4)—-P((=4)=0.

a) P(6=1)=km, 140 F(@)-F1)=%-1=1.
b) P(2 < ¢ < 4) = F(4) - F(2) - P(¢ —2)+P(.§ 4Hh=1-2-140=¢.
c} P(£<3)= F(3)‘
d) P(¢>3)=1-P(¢ <%)= ~(FR)+PE=3)=1%.
a) limg, oo F(2) = 0 és lim; 0o F(z) =1 alapjan A =}, B =1,
b) myo0 F(z) = 1 miatt B =1, ezért C < 0. Ha C =0, akkor 4 tetszGle-
ges, és : :
F(:c)—{o’ haz <A,
" 11, haz>A.
Ha (' < 0, a nemcsokkenés miatt az (4, co) intervallumban F'(z) > 0, azaz
Ce™%(1 — z) 2 0miatt z > 1,igy A > 1, és lim;_, 440(1 + Cze™ %) > 0
miatt —&- < C <0
a) Mivel F mmden pontban balrél folytonos lim,.;—¢ F(z) = F(1), amibél

0= A+2,eshmz_.mF(m)_1 amikb8l A =1, B = -2,
38.%



33. Valészintiségi valtozék

b) F mindeniitt folytonos, igy P(£ = z) = 0 minden z-re.
P10 < ¢ < 14) = F(14) — F(10) + P(£ = 14) = —

165 °
c) P(03LE<4)=F(4)—F(0.3)+P(t=4)=106.
21. Jeloljiik az eloszlisfliggvény valtozGjat t-vel. A keresett valdszintiségeket geo-

metriai valdsziniiséggel hatdrozzuk meg, m{G) =1. ¥
a) Fy(y=Pn<t)=Plz+y<t) .
(1. abra).
92, hat <0, R
L had<t<1
Fi)=<¢ 2% -
") =20 ha1<t<2, %‘ >
1, ha2<t. zhy=t
b) F,(t) = P(max(z,y) < t) (L 4bra) y
0, hat<o0, !
Fy(t) = {ﬁ, hal0<t<1,
1, hal<i. )
Ezt a feladatot gy is megoldhatjuk, hogy %
P(max(z,y) <t)=Plz <ty<t) = mazlz,y)=t °
= Pz < t)P(y < t) = 12, mivel z-et és y-t
egymastdl fiiggetleniil valasztjuk. Yt min (z.y)=t
¢} Fy(t) = P(min(z,y) < t) (1. 4bra). 1
0, hat <0, %
F,,(t):{?t—tg, hal<t<1, ,.%
1 hal<t.
Ezt is megoldhatjuk médsképp: mivel = és y >
fiiggetlenek, 0 < t < 1 esetén
Ya
P{min(z,y) < t) = Plz < t,y < t)+
+P(z <ty2t)+ Ply<tz>t)= !
=12 H(1 —t) 441 —t) =2t — ¢
d) Fyt) = P((z—y)* < t) = P(la—y| < V)
1. 4bra) pa >
0, hat <0,
F,,(t):{Q\/f—t, haf<t<1, ¥
1, hal<t. Ll
e) Fy{t)= Pz —y < t)(l. dbra) ' y=z-1
0, hat < -1,
Fo(t) = 0+ pa—1<t<0,
! It pag<t<l, 7 ;
1, hal <t.

58.4



33. Valésziniiségi valtozdk

22. A 32.78 feladat eredménye alapjin

haz <1,
F(m):{\/ 12— vz2 1), ha,1<$<\/_
hal<z.
23. Geometriai valészintiséggel:
6, haz <0,
F(m):{x ha, 0<z <1,
1, hal<az.

24. Geometriai valésziniiséggel, a 32.79 feladat eredményeit felhaszndlva
a) b)

0, hazs <0, 0, haz <0,
F(“’)={§‘, ha0 <2 <3, F(z)= 51"-(39——"}, hag<$sg,
1, ha3<z. 1, ha__g_<$‘
c}
0, haz <0,
x?TNI h30<32§%
F(z) = 6"/1:2—('%)24-22:(%—3:(:(:05 %)’ ha % <z S :‘hzé ’
1, ha.342£<a:
d)
Oa ha.$$0,

z %

hal0<z <3,

F(z} = 3213 +2(& —2arccos 2)
2= I el hal3<z <3v2,

1,

ha3v2<z.

25. A fiiggetlenség miatt szamolhatunk geometriai valészintiségpel, ahol G cgy a
oldalii kocka, igy m(G) = @®, és z + y 4 z = 7 adott r-rel egy sik egyenlete,
mely minden koordinata teuge]ybol ugyanannyit metsz le. A kocka sik "alatt”
levd részének térfogatit szamolva

g, har <0,

3
g’;’s‘ ha0<r<a,
3

F(r)=q =00 pao<r<2a,

3
1_(3165)_, ha2e<r<3a,

i, hada<r.
26. a) Fy(z) = P(n <z} = P3¢ +2 < z) = P({ < 55%) = F¢ (*F)
0, hax <2,
F,;(I):-{E%z, ha2<z <5,
i, hab<z.

33.5



33. Valésziniiségi valtoz6k

b)
0, haz<0,
F,,(m):{a:z, hat<az <1,
1, ha <=z.

¢} Mivel a szinuszfiiggvény a (0, 7) intervallumban szigortan monoton, ezért
ott invertalhats; igy Fy(z) = P(1 +sin ¢ < z) = P(¢ < Zarcsin(z — 1)), ha

rell,2].
0) haz <1
Fpfz) = { arcsin(z —1). hal<z<2,
) ha2 <.
) P(<a)=PE<ZLET L 1) 6 o< UUET 11y
_arctgz 1
Fy(z) = 5 5
e)
1 Pl <t<ny=0, ha z <0,
P(n<w)=P(E<w)= PE>hy=1-Pt<d=
=1—F(%), haxz >0.
Ezért
P _ 10, haz <1,
"(E)—{l-%, hal<az.
f)

P(n<z)= P(——§2<m)—1 P(£2<%—m)

cer el bl )

ha.:r;<——2-,
Fyz)= 1—1./—~—m, ha.———<ac§%,
1, ha <z,

Megjegyzés. Ha a £ valdszintiségi viltozd eioszlé,sfiiggvénye a megadott Fy,
ez nem jelenti azt, hogy £ nem vehet fel 0-ndl kisebb, vagy 1-nél nagyobb
értéket. Ez csak azt jelenti, hogy ha I egy adott intervallum, és IN(0,1) = §,
akkor P(¢ € I} = 0. Igy pl. az a) részfeladat eredménye nem zirja ki annak
lehet&ségét, hogy pl. & n > 5 esemény bekévetkezzen, csupén az biztos, hogy
ennek valésziniisége 0.

27. Mivel n > 3, és F(0) = 0, ezért Fy(z) = Pln < z) = P(VE <z -3) =
=P0>¢<(z2~3)),haz >3 Az1 < (2 —3)? < 4 egyenlstlenséget az
z 2> 3 esetre megoldva

7

1, hab<z.
35.6

g, haz <4
2
Fy(z) = -{z;";u had<z <5,



33. Val6sziniiségi valtozék

28. a) f nemnegativ, folytonos és

fif(.r)dm:]ﬂim dz+£2(2—x)dx=—;-+%=1

tehit lehet siirtiségliiggvény.
b) f nemmegativ, a 0 és 2 hely kivételével folytonos, és

f:o f(z)dz = Al(l —z)dz +/12(z —Ddz =1

tehat ez is lehet siiriiségliipgvény.

29. [j(A+ Bz)dz =1és A+ Bz > O miatt 0 < A <2, B = 2(1— A). Tehat
A-ta és B-re csak korldtokat és tsszefiiggéseket irhatunk fel.

g, \ haz <0,
F(z)= A:z:+BT”, hal<z<1,
1, hal<zx.

30. a)Haz <0: F(z)=[*,f(t)dt=0.
Ha 0 <o < 1t F(z) = [% f(t)dt = [F(1 - (1 —t))dt = &
Hal<c <2 Flz)= %, f(t)dt = L1 = (1 —t))dt + f[FL+(1—1))dt =

2
=2z—-% -1
Ha2<z: F(z)= [ f(t)dt = 21— (1 —t)dt + J2(1 + (1 —t))dt+
+ fgm Odt = 1._

b) PL |z| < 1 esetén F(z) = [* Wd:c + % %dt = 216_23 Hasonl6 szdmi-

tasokat végziink a t6bbi esetben is.

i
—E(ET_TT, ham_<_1,
F(z) = 2—'2&, ha-1<z <1,

1
1-—m, hal<z.

31. Geometriai valészintiséggel: ha 0 < z < 1, akkor F(z) = P{lzr —y| < 2z} =

2z — 2%
_dF _{21-2), bal<z<1,
fz) = dz {{} kiilénben . Y
32. L. 4bra. P
_arctg? haz <0
F(Z) = z;.rrctg‘—‘ o
1-— ——-’r" hal< 2
33.
0, haz <0, 7.
Ff(m)z{l—e"‘\z, hal<z. d T

387



33. Valésziniséel valtozék

Mivel > 0, és ha = > 0, akkor P(n<z) = Ple ¥ <z) = P(—~f <Inz) =
1-P({<—-Inz)=1-F(-Inz),

0, haz<0
F,,(:c):{z", hal<z <1,
1, hal<z.

34. Fﬂ(m)=P(n<:n)=P(2§+1<x)=,P(E<£§l),éSO< z_1l %, ha
i<zr<nr+1.

0, har<1
F,,(x):{l—-coszT_l, hal<z<nr+1,
1, har+l<az.

fﬂ(m)_{zsln 21, hal<z<n+1,

kiilénben .
35. ff(l‘) 1r(1+!:
b) Fy(z) = P(n < z) = P(28% +1 < 2} = P(¢ < {/%51),

3$—1+1

1
5 fole) = == = .
2 "2 or JED + 50
c¢) Mivel az exponencidlis fiiggvény szigorian monoton nivekvs, és az (1, co)
intervallumon In(z — 1) értékkészlete (o0, 00), a stirtiségiliggvényt a
T 33.9 tétel b) pontja alapjdn is felirhatjuk, vagy kdzvetleniil is kiszamit-

Fy(z) = ~arct

hafjuk;
Flz)y=Ply < $) = P(es +l<z)=P< ln(gg; —1) = Ff(iﬂ(m 3 1)),
ha z > 1.
ha z <1,
s MM'*’% hal<z.
flz) = { haz <1,
T S

! W(z 1)(in2(z 1)+1}1 ha 1<z

36. Mivel P(£ < 0) =0, ezért P(n<0)—0 Haxz>0:
Pn<z)= P( <z)=P{> )~1—F£()

és mivel 1 > 1, ha z € (0, 1),

0, haz <0 _—
Fy(z) = 61_%, hal <z £1, fn(z)z{;ﬂi x, h?9<w<1,
1, hal <z, 0 kiilsnben .

37. El8szér tegyiik fel, hogy G szigorian monoton a {—oco, ) végtelen interval-
lumban. Ekkor «(2) a ¢ € (0,1) intervallumon egyérielmien meghatarozott.

Fy(z) = P <z) = P(y(§) < 7) = P({ < G(z)) = G(z) ,
83.8



33. Valdsaintiségi vdltoz6k

38.

39.

mert G(z) € (0,1). A 4(f) a2t =0 és t = 1 pontban nincs értelmezve, de ezek
nulla valszinfiségfi események.

Most legyen G szigorian monoton az (a,b) véges intervallumon. Legyen
(0) = a és y(1) = b. Mivel v(£) sohasem vesz fel a-nal kisebb, és b-nél
nagyobb értéket,

0, haz<a,
Fylz) = {G(a:), haa<z <),
1, hab<z.

azaz Fy(z) = G(x).

Megjegyzés. A feladat eredménye, azaz, hogy az igy definidlt 5 eloszlds-
figgvénye éppen az adott G lesz, sokkal sltaldnosabban is igaz. G-18l csak
annyit tegyiink fel, hogy eloszlasfiiggvény, nem feltétlentil folytonos, és le-
hetnek konstans szakaszai is. Definidljuk ekkor v(z)-et a kévetkezéképpen:
¥(z) = inf{y; G(y) > #}, 0 < 2z < 1; ha az infimum z = O-ban vagy z = 1-
ben nem létezik, akkor a v fiiggvény ott nincs értelmezve.

Elgszor tegyitk fel, hogy Fy szigorian monoton az adott intervallumon; in-

verzét jeldljik Fy Lvel, Az F(£) értéke nem lehet 0-nél kisebb, és nem lehet
1-nél nagyobb.

Fy(e) = P(n < 2) = P(Fe(€) < 2) = P({ < F{ () = Fe(F{ (@) = =

fey
0, haz <0,
F,,(:z:):{m, hal < 2 €1,
i, hal<z.

Most a szemléletesség kedvéért tegytik fel, hogy [a, b] véges, ag, by belss pontjai
az intervallumnak, F¢(x) az {a, ag] és [bg, b] intervallumokon szigoriian né, és
az [ag, bo| intervallumon konstans, Fe(ag) = Fe(b) (amibél kévetkezik, hogy
Plag < € < bp) = 0). Ha yy = Fe{ap), akkor Fé’l(yg) nincs értelmezve,
és ha definidlni akarjuk, elvileg barmilyen értéket adhatunk neki az [ag, by
intervallumbél. Legyen FE" 1(yg) = z9, ahol zq € [ao, bo].

Fy(yo) = P(n < yo) = P(Fe(€) <wo) = P(€ < F{’(yo)) =P(f <z) =
= P(£ < ag)+ Plag < £ < ) = Flag) + 0 = o
Latjuk, hogy az F; (y) értéket az (a0, bo} intervallumbél tetszélegesen va-

laszthatjuk. Hasonié a helyzet, ha tobb konstans szakasz van.

Ha { nem folytonos, F” Yz )-et az el§z6 feladat megjegyzésében adott mé-
don kell definisinunk.

M(E)=_1'%+O'é+2‘%+4-%+6.
M(‘fz)z(")lg';15+02-é—+22.%+42_
D(£)=\/M(§2)—-M2(£)= 49_3{;;81 '

33.9
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33. Valéseintségi valtozék

40. M(£) = —1-0.1+(-0.5)-0.15+...=0.355,
M%) = (-1)2.0.1+(-0.5)*-0.15+ ... = 0.7775 ,
D(¢) = \/o 7775 — 0.3557 =~ 0.80714 .

4%. M(E)— ) M(€2)=%_3= D(f)“%\/ﬁ

42. P(£ =2) = P(§ = 12) = &, P(¢ =3) = P(¢ = 11) = % stb. (1d. 8.
feladat) . M(£) =7, M(£2) =141 p(¢) =20

43. 1<k < 6 esetén P(¢ < k) = (£51)? (azaz mindhérom kisebb, mint k).

0, haz <1

F(z) = {(5)3, hai<z <i+1, i=1,2,3,4,5
1, ha<z.

P(£ =) = lim,_ip0 Fz) — F(i) = (1) — (552)°.

MO = E*{(z)s’(i:)sF%, M@ =52 | ey~ 5L

44. P{(=z)=1i=1,.n

M@ =S =S,

i=1 =}
vagyis épp a sza.mok sza.mtam kozepe
45. M(&)=1-3+2-8343 -3 +4- 845 -8 +6- % ~2.1606
46. A 14. feia,dat eredmenyelt ha.sznalva
a) M(¢()=1-{+3-3=73.
by M(e)=[0-(3) +2-2-(3) +4-2-() +6-2: () +8-2] - F=%
47. A jaték méltinyos, ha a nyeremény virhatd értéke mindkét fél részére 0. Mivel
A nyeresége B-nek veszteség, elég csak A nyereségét szamolni. Ennek virhaté

értéke:
(%) (%)
(1 o —(ﬁ) (—189) + 32) o = 9, ebbé’l o = 59 .
2 2
48. A kezdd gy&z, ha az els6 hazés fehér, vagy ha a harmadik fehér, de el8tte csak
feketét hiztak, stb.

P(§ = 43) = P(kezd§ gy62) = 13 150 49 3;3 150‘ 49‘-38.-27.‘36 = ”81%
P(¢ = —) = P(masodik gy6z) = 1?}.-39 + 150 49 38 37 + 150‘ t‘-38.~27’-16'-35 - %
P{t = 0) = P(déntetlen) =1 — 28130 24130 = % :
M) = 83-43;1;3m+0 e

Ha a masodik jatékos gy6z, 83 Ft-ot kell kapnia.
38.10



33. Valészinliségi valtoztk

49,

50.

51.

Mivel a hirom résztvevd egymdsnak fizet, ha kettd nyereményének virhaté
értéke 0, a harmadiké is annyi. Az l6z8 feladat eredményeit hasznéilva, ha
a kezd§ jatékos vesztés esetén o Fi-ot fizet a masiknak és déntetlen esetén b
Ft-ot a banknak:

83 43 84

M(kezd§ jatékos nyereménye) = N 315 ~ %315 ~ 551_0. =0,
e ey ., _ 2N 83 43 84
M(miasik jitékos nyereménye) = — 3 710 +1. ) 5210 =0,

mert & kezd§ jitékosnak gy6zelme esetén jaré N Fi-bél %N -et fizet a masik
jatékos. 166 o3
= — h= ——

“ N 252

Ahhoz, hogy egész forintokat fizethessenek, és a nyeremény virhats értéke
tényleg pontosan nulla legyen, N-nek oszthaténak kell lennie 129-cel s 252-
vel is, igy 10836-nak, vagy ennek tobbszorésének kell lennie.

Jelsljitk A, B, C nyereményét rendre z-szel, y-nal, z-vel; annak valészinfiségét
pedig, hogy A, ill. C gy&z, a-val, ill. ¢c-vel.

( a harom lap ) 24.23-22
a = =

N.

kéizétt van piros T 32.31-30°
_p a harom lap kézo6tt _16-15-14
€= nincs piros és nincs zold /  32.31-30°

M(A nyereménye) = za — -g—(l —a—c)— %c =0,

M(C nyereménye) = —g-a - %(1 —a—cl+ze=0.

Ezekbsl

a a
z=—-, y=o——=z,
c l—-a—c

azaz a nyeremények: z, y = %az, z= 3—..%1:1:, tetszbleges pozitiv z-szel.

Legyen a £ valészintiségi valtozd értéke a nyereség az els§ mddszerrel, 7-é a
mdsodikkal.
a} P(£ =~134 50) = 0.95-0.9, P({ = —13 — 200) = 0.05- 0.9,
P({ =13 ~130) = 0.08-0.1, P({ =-13) =0.92-0.1 .
P(n = —-5.3450) =0.92-0.9, P(y = —5.3 — 200) = 0.08 - 0.9,
P(n =-5.3-130)=0.15.0.1, P(n = —5.3) = 0.85- 0.1 .
M(¢) =19.71, M(#n) = 19.75 . Tehét a mésodik médszer valamivel jobb.
b) Hasonléan szdmolva M(€) = 10.13, M(n) = 9.85.
Most az elsé mddszer a jobb.
¢) Ha nem mindsitiink, és a termékek 90%-a hibé4tlan, a virhaté nyereség
50 -0.9 — 130 - 0.1 = 32. Tehat ebben az esetben ilyen mindsitési felté-
telek mellett nem érdemes mindsiteni. (Ha a minésités koltsége 0 lenne,
és ezért a megbizhatGbbat vilasztandnk, akkor a termékenkénti nyereség

38.11



33. Val6sziniiségi valtozdk

13+19.71= 32.71 lenne. Tehat csak akkor érné meg a minGsités, ha termé-
kenként 0.71Ft-ndl olcs6ébb lenne). Ha a termékeknek esak 70%-a hibétlan,
mindsités nélkiil a varhaté nyereség 50-0.7—130-0.3 = —4 , tehat érdemes
mindsiteni. (Az eredmény ssszhangban van eredeti elképzeléseinkkel, hi-
szen ha a termékek 100%-a hibatlan, minden minésités csak a koltségeket
noveli; ha viszont sok a hibéds termék, és ezek cseréje koliséges, ez nagyon
megnovelheti a veszteséget.)

" —1Y
=y

r=p

52.

t
n n
Ykt le=gq (Z m")
k=1

k=1

53, P(t=k)= (-g-)*—i(%) E=1,2,...

f
RS AL N W - 1/ z V
ME =y k(3) —=-(Zx) -4 -
=1 \6 6 6\ i 6\1l~=z o=$
1 1
= = = 6.
6(1——5)2::%
M(E) Elk (6) § 5?::1(’““)’“(6) sz___:l 6
113
1/& 1{&
=<2z -l P = 66
6 k=1 :1:=§ 6 k=1 z::%
D2(£) = M(€%) — M2(¢) = 66 — 36 = 30
54. A 32.137 feladat eredményeit haszndlva
a)
"1l n+4i
E— =
kgl n 2
b)
'
= Nl 1 (&, 1 1
1—-—) - T :-—--———-———-—————-—-—:n_
Z=: ( n n(g__:l ) o1 n( ( ))2

55, a) M(E) nem létezik, mert bar 332 (_l)k“?ﬁﬁ-—}j =1-In2 (T 23.21) de

P k+1 = -1+ 352, 1 divergens (T 22.13). {gy szérdsa sem étezik.

b)

o 4k - 1
M) = T g(k+1 3) =

33.12



33. Valészintisépi valtozdk

[o o] k o
M(£%) =4k§=:1 GrD(ks2) "~ Z 4k2 Z k

mivel a legutébbi sor divergens, az 6t majorals sor is dwergens. (fgy € szérasa
nem létezik.)

56, Az a= "—"—“%5 Jelsléssel

M(¢) = f_oj kot = a [i(fc R A kak“l)] =

k=1 k=1

k=1 z=q
2 1
a [(1 —op + - )2] = 4.2360 .

57. Az arinyossdgi feltételnek megfeieloen P(€ = k) = & . llyen z # 0 létezik,
mert csak az 1 = Y72, 7 = ¢ 7% 37 L egyenletet kell kielégitenie, és a sor
Osszege létezik. M(¢) = Ek-—l ki = 3:22‘3_.1% viszont nem létezik, (mert a
harmonikus sor divergens).

58.

0, haz <0,
F(z)={2y%, hal<z<},
1, ha ;i— <.
7 1 z 1
M= j of(e)dr = f z-0dz +/— +/w 0dz =0+ — SH0=15 -
—00 —3 13 I
59, :cf(z)d::: =[5 -—gd.‘lf = XA, tehat A = %,
De M({) =1 feo %gdﬁﬂ = (L In(1 + 2%)|$° nem letez:k.
60,

M(E):[_O;mf(m)dw j (1+ )Zd(v— [2In(z+1)+ -I—].]00

nem létezik.

8L,

M(£) = f of(z)dz = ] \[—x%‘mx - \/g [-—($2 + 2)6*4]:’ - 2\@ .

—00

62. A 25. feladat eredményét {elhasznélva

2
5;3, hal<z<a,

f(z) = %%_—)— haa<zr <2,
‘3%;)— ha2a <z < 3a,

0, kiilonben .
53,18
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Valdszinilségi viltozék

63.

64.

65.
66.

67.

68.

69.
70.

M({)—fmf(w)dm f d +/$ —3z(z —a) dz+7‘z(3;;m)2
2a

2a 3

M) =3

a) ¢ = %

g % 3 118

M(E) = /_ ef(z)dz = 7—4] oo +o%)ds = = ,
M) = [7 P fayde = 5 [+ e = P
D(¢) = /M(€2) — M2(E) = ,/%Z-g ~ 0.5520 .
M(€) = [ 2a(x — 1)dz = §, M(€) = [, o2 f(z)de = [ 2% (z — 1)dz = 1,

D(£) = 17 25 118
M(¢) —2 M(ﬁz)‘“ 5, D(¢) =1.
M=% M=% DO =Y.
a)

fz) = {0 haz <1,

z z(£2+1)!n 7 hal<z.

Ahol 1étezik a derivdlt, ott nemmegativ, km; 149 F(z) = 0, igy 0-ban is
névekvd és img .o Fz) = 1.

b) M(£) = 515, de M(£?) nem létezik, mert az M(¢?) = [{°
integral nem konvergens. fgy D(£) sem létezik.

z2+1) I \/—dl‘

0, haz <1,
f(a:)={15 ~3In z, hal<az.

M(£) =16, de (az M(£?), és igy) £ szérisa nem létezik.
M=%, DO =55

0 1 T
M”)=fmsw%'#M@r+n“

Az integrandus pératlan fiiggvény, tehat ha az integral létezik, akkor 0.
o 3.2 1 32 o Sz 1 1 oo 1

'Esz ~—$—dm+/ —————$~—da:</——d3:+/ —=dz
0o 2241 Jo z2+1 1 z?+1 0 z2+1 1z
és a legutébbi improprius integral konvergens, tehat M{¢) =

:E?
(Sf“)M(gz)‘/'mdzz (/ 211" +f 2+1 )

39.14




33. Val6szinfiségi valtozék

71.

T2.

73.

T4.

N o g
>2 / ——d / ——dz} ,
(e zZ +1 i (R
és a legutSbbi improprius integral divergens, tehdt £ szérdsa nem létezik,

(Ha az integralokat ténylegesen ki akarjuk szamitani, akkor &z = ¢ helyette-
sitést alkalmazzunk.)

0, haz <2,
flz)= . "
%’ﬁ(;];cos%+fgsm%), he i<z,
a) Az integrilasnd! az z = -,II helyettesitést alkalmazzuk:

M(é):iimf(z)dm:%iém(gl—icos%—f-%sm )da:*-
1&/‘ 16\/_(

/(—u cosu — 2sinu)du = 1+5 2 (—_1))
b)

0 .
M(£Y) = 16\/_ -—cos—+g-sin-1— de = —cosu — 2% gy
r oz 4

i

Mivel L% 5 (0, %] intervallumban korlitos és folytonos, ez az integral

létezik, igy léterik a szérds is. (Kiszdmitani csak kozelitd értékét tudjuk.)
Jeloljiik r inverzét u-val. A T 33.9 tétel szerint fy{z) = flu{z))u'(z) .

[ afe)e = [ aftu@ (s = [ )iy

Az z = r(y) helyettesitést alkalmaztuk, mivel ekkor u(z) = y és u'(z)dz = dy.

a’) M(&) fu ﬁde =

b) Mivel az y = |z| fuggveny egy pont kivételével differencidlhatd, a T 33.12
tétel alapjan

M(£) =/_°; le| fe(2)de =/_° —m-—d;r:-}-/ :c———d:c =2,

A feladatot megoldhatjuk dgy is, hogy felirjuk # eloszldsfiiggvényét, majd
stiriiségfiiggvényét és varhato értékét. Pl ha = > 0, '
Fy(z) = P{|| < z) = P(—2 < £ < z) = Fe(z) — Fe(—x} stb.

M(£) ~ 448.6, ugyanis a T 33.12 tétel alapjin

M(n) = ]ﬂ (200 + 240/7) fe()dz =

6.1 2 3
= / 0.07(200 + 240/7)de + / 0.47(200 + 240/7)de + f 0.1(200 + 240/7)dx
0 0.1 2

3%.15



33. Valésziniiségi viltozék

75.

76.

7.
78.

79.

1 haze(2,4)
— P ¥ L]
f(e) { 0 kiilonben .

A T 33.12 tétel segitségével
ayr(z)=3z+1,

Mn) = [ r@)fe(e)da = [ ‘8o + 1)-;:dm ~10,

M%) = j r2(z) fel(z)dz = j "se+ 1)2-;-@ =103,

DY) =103 -100=3.
by r(z) =22 -1,

4 1, 2% 1, 1223
_ 2 _ 1\ g, 20 2y _ 2 —
M) = [ -5 =3, M) = f(:c ~1tods = =2

1223 625 544
2y o 2220 _ B0 044
D=5 -5 =5

A feladatot a T 33.12 tétel nélkiil is megoldhatjuk, ha felirjuk # eloszlds- é&s
siiriiségfiiggvényét:
a) Plp<z)=P(E <%1),652< %51 <4, ha 7< 2 <13 . Eaért

0 haz <7
! = 1

Fylz) = {s_gl, ha7<x <13, fole) = {g i;lfi(zls),
1, hal3 <z, onben .

b)

0, haz<3 ) "
Fp(z) = 122 pa3 < <15, fq($)={m’ ?f6(3,15) ,
1 half <z, g kiilsnben .

A T 33.12 tétel alapjsn az r(z) = (2 + 4x)* filggvénnyel szdmitjuk M(n)-t:
Ha ¢ diszkrét,

M(n) = Si(2 + 42)*P(¢ = ;) = Ti(2 + 162; + 162})P(¢ = =;), és mivel
M(€) és M(£?) is 1étezik, ez az bsszeg abszolit konvergens, és M(n) = M(4)+
M(EY+ M(£?) =164 .

Ha ¢ folytonos, akkor M(n) = [ (4 + 16z + 162?) fe(z)dz, és mivel M(£) és
M(¢?) is létezik, integralhatunk tagonként, és M(n) = 164 .

Hasonl6 meggondoldssal: M(7) = M(2§2+25+1) = 2M(E)+2M(&)+1 =21
Markov-egyenlStlenséggel: Py > 100) < 100 4 .

Az aznapi jegyvisarlék szdmdt jeloljitk n-val.

P(n SGOO)ZP(?}<690)=1—P(ﬂ2600)>1—%=§.
A kocsiszamot £-vel jelolve a bevétel varhato értéke: M(9-40-£) = 360M(£) =

360 - 60 = 21600. A bevételt n-val jelslve P(n > 40000) < 2880 = 0.54.
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Valésziniségi valtozék

80.

81.

82.
83,

84,

85.

86.

87,

A Csebisev-egyeniStlenséget alkalmazzuk: P(1 < § <3)>PB<E<3E) =
P(l¢ -20] < 15) =1 — P({|¢ - 201>15)>1--«,—i

a) Markov-egyenl6tlenséggel: P(€ > 85) < —g = % .
b) Csebisev-egyenlStienséggel:

P(55<E<98)=1-P(E-75|220)>1- &, = 1.

P(3950 < £ < 4050) = 1 — P(j¢ —4000] 2 50) > 1 — & = &L,
Minden 7 valészin{{ségi valtozéra, amelynek 1étezik szérisa, fennall, hogy
M(n%) > M*(5). Alkalmazzuk ezt az 5 = |¢ — M(&)| valészintiségi valtozéra.
O)S d*(€) = MA(J¢ — M(&)]) < M(J€ ~ M(E)IF) = M((¢ — M(€))*) = DX(¢) .
a

P(E—k (17)(10 k) , k=0,1,..,10, M(E)zi.ﬁ(?_)}o}.&l .
(m) k=0 (m)

Mivel £ hipergeometriai eloszldsii és a D 33.20 szerinti jelolésekkel N = 40,
M =17,n =10, igy M(¢) = 1L.

b)
P(E=k)= ( ) (g) @g)m—k . k=01,..10.

Mivel £ binomidlis eloszldsit, M(£) = np=10- 3-7- = 1T,
Jeltlje £ a kiveti 4-es csavarok szamait.
a) A "lesz kozte” azt jelenti, hogy legaldbb annyi.

30N /42 30N f42 30 /42
Ple=6)+ Pe =7) + (e =) = LoA1) *’("8,2()‘) + () g 0sas
8
b) £ hipergeometriai eloszldsd, a D 33.20 jeloléseit hasznalva M = 30, N =
72, n=8. gy M(£) =1

Mivel az 6tis-dobds valdszinlisége minden dobdsndl ugyanannyi, £ binomialis
eloszldsi.

a) P(€ =0) = (7)(9)()° ~ 01122

b} P€=0)+P((=1)+ P({ =2) =

- (102)(%)12(%)9 + (11'2)(%)11(%)1 + (122)(%)10(%)2 ~ 0.8774 .
M =12-1=2.

Jelolje ¢ a kivalasztott megfeleld kapcsoldk szamit.

P(€ = k) = (*%)0.95%0.055000

a
) 4859 5000
4601

b} Mivel n = 5000, p = 0.95, igy np és n{l — p) is elég nagy ahhoz, hogy
normilis eloszlassal kozelitsiink. M(£) = np = 4750,
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88.

89,
90,

91.

D(&) = /npq =~ 15.41.
P(4601 < 6 < 4899) ~ & (4899].;;1475{3) - P (450(;.2-4‘;5759) —
& (;égtﬁ) ® ( }ggé‘;') a2 28(9.7) — 1, és ez gyakorlatilag 1-nek tekinthetd.
¢) P(J¢ — M(€)] <150) = 1 — P(|¢ — M(£)] > 150) > 1 — 2312 ~ 0.9894 .
A kiveti selejtesek szamat -vel jeldlve
a) P(¢ =0) = (77)0.04° - 0.96' ~ 0.6648 .
és P(€=0)+ P(¢ =1) = 0.96" + (17)0.04.0.96° ~ 0.9418 .
b) Az n értékét dgy kell meghatdroznunk, hogy

n

3 (Z) 0.04"%0.96* > 0.9
k=10

legyen; n értékét prébalgatdssal keressiik. Mar n = 1ll-re is teljesiil az
egyenlftlenség,

A probdlgatds megkezdése el8tt is tudunk adni fels§ becslést a legki-
sebb megolddsra a Markov-egyenlStlenséggel. Lesz 16 db j6 biztositékunk,

ha 10 + r kivalasztottbdl legfeljebb r db selejtes. P(£ > r} < "—”’éﬂ =
@i:&é < 0.1, amib8l » > T adédik, tehdt legfeljebb 7 prébalgatdst
kell csindlnunk. EbbSl — az eloszlds pontos ismerete miatt — mér egy is
elégnek bizonyul.

Ha ¢ a fidk széma: P(¢ > 3) = Y, (7)0.51650.4845% ~ 0.6857 .
£-vel jeldlve a janudr eIseJen szitletettek szdmat
Pt = lc) (50)( i )F (382150 | tehat ¢ binomialis eloszlést, fgy

M(€) = &% ~ 0.1370 .
A 100 gramumos szeletben a mazso}ék virhaté szdma 6, ezért, ha £ jelsli a
mazsolak szémat, P({ = k) = & k,e 6 igy

P(£ <10) =¢® Z — =~ 0.9574 .
k_.o

Ha nem tessziik fel a Poisson-eloszldst, gondolkodhatunk a kisvetkez8képpen.
Végjuk az 1000 grammos tésztat 500 db 2 grammos darabra, ekkor feltehetd,
hogy minden mazsola kiilon darabban van. A 100 grammos szelet 50 ilyen
darabnak felel meg. Ekkor pl. hipergeometriai eloszlissal

10 {60Y/ 440
PE<10)=Y ﬁﬁs.([;f:_"l ~0.9747 .
k=0 ( 50 )
Feltéve, hogy minden darabka ”vilasztdsakor” mazsolds "vilasztdsa” ugyan-
olyan p = 5%%— valészinfiségii, binomialis eloszldssal

10 50 6 k r44 50—k

P(£ <10) = Z( )(._) (_) ~ 0.9675 .

&\ k) \50/ \50
93.18
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92,

93.

94,

95,

96,

Jelentse £ a piros golydk szamat.

a)

10 (20
P(=3)= (3)356) ~ 0.3251 .
(%)
b) Binomislis eloszlasndl fel kell tenniink, hogy pxros golyd hizdsdnak a va-
16szintisége minden hiizdsnal (legalabb kzelitleg) 3 L.nak tekinthetd. Igy sz4-

molva
P =3)= (g) (%)3 @)6 ~0.2731 .

Poisson-closzldssal szimolva az M 33.35 megjegyzés 3) pontja szerint A = 9-%

3 _
Pt =3) = 3° a0 0.2240 .
Mivel az Osszes goly6 széma az dsszes kilnizotthoz, a kihiizhaté pirosak szdma
a kilnizottakéhoz képest nem elég nagy, ezek az eredmények pontatianok. Itt
csak a hipergeometriai eloszlis feltételezése helyes.
A hibdk szdmat {-vel jeldive annak valészinilisége, hogy egy tabldban & hiba
van: P{{ = k) = 0‘5! —95; igy pl. az, hogy nincs hiba: P(£ = 0) = 9—5_26_0 P
0.6065, ami azt jelenti, hogy a tdbldknak kb. a 60.6%-a hibatlan.
a) Tehat 800 tablabél a
0 hibdsok vdrhaté szdma 485; az 1 hibasoké 243; a 2 hibédscké 61;
a 3 hibasoké 10; a 4 vagy t5bb hibdsé 1.
b) Ha a két hibnél tobbet tartalmazé tiblakat kiselejtezik, akkor k£ = 0, 1, 2-
re
P(E=k0<£<?) P(E=k)
P0<i<2) ~ PE=0)+P(E=1)+P(=2)

Igy a 0 hibasok virhaté széma 492; az 1 hibasoké 246; a 2 hibasoké 62.

Harom méter szovetben a hibdk virhatd széma 0.15 , és igy annak valészini-
sége, hogy egy 3 m-es darabban a hibsk szdma nulla e=%1% =~ 0.86. Igy 100
db 3 m-es szovetdarabbdl virhatéan 86 lesz a hibatlan.

Annak valésziniisége, hogy egy perc zavartalan

PE=k0<{<2)=

P(£ <60) = E ~ 0.9999995
k=0

480 percen keresztiil zavartalan a mitk§dés péw 75 0.99976 valdszinséggel.
Ha a forgaiom megduplézo’dik és { jelenti az dthaladé kocsik szamaét, akkor

P(¢ = k) = Bre® Ha n a keresztez6dés stereszt&képessége, a kivetelmé-
nyiink:

P >n)=1- P(g<n)_1—z k, "8°<005
k=0
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azaz e 80 TR 9 . > 0.95. Ebb8l n > 95, mert (négy tizedes pontossiggal)
n = 94 esetén az Osszeg 0.9445, n = 95 esetén 0.9554 .

97. Jeldlje 7 az druhdzban megjelent latogatdk szdmat, ¢ a vésarlékét. Ekkor

PE=k) =3 P(E =y =i)Pln=13).

k=0
Pln=i) = fre= & P(E =kl =) = (JJph(1 — p)"~* . fgy o X = 2k X0k
é (}) - § = mrey dtalakitdsokkal

(Ap) o 3 (= p)a)F
Pll=k)= E:k T
¢ — k = j helyettesitéssel kapjuk, hogy a szumma épp e*(1-7), vigy P(E=k) =
Qg)— ~AP azaz ¢ is Poisson-eloszldsi, de Ap pa.rameterrel
98. a) P =k)= W’ ahol 32, T—ﬁf =Lazaz a2,k =ae,igya=1

b) Mivel P{ = k+1) = -;e Yazn=¢—1 valtozs egy A = 1 parameteru
Poisson-eloszlasi valoszmusega véaltozé, igy
M) =M(n+1)=M(n) +1 =2, D(ﬁ) Din)=1.
99. a) Annak vajo~;z111usege, hogy ha egy oldalon k hiba van, akkor a korrekior
mindet észreveszi: 0.95, A k = 0,1, 2,... esciények teljes eseményrendszert
alkotnak, igy

(akérhé,ny hiba va.n,) = P( mindet
k

k hiba van) P(k hiba van) =

mindet észreveszi észreveszi

=0
o k o k

= E O.Qk%e—z = 6—2 Z E_ — 6—2 . 61.81 —_ 6—0.2
k=0 :

P(tiz oldalon egy sem marad) = (e 0?10 = ¢=2

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha dgy okoskodunk, hogy 10 oldalon a
hibdk vérhat6 szdma 20, és annak valdszinfisége, hogy a korrektor mind
észreveszi:

k20k _ .-2900_1_§__~_ -
209 O=e ga T

b} Annak vaiészmusege, hogy egy oldalon egyetlen hiba sem marad, az €l§z6-
ek szerint py = e~%%; annak val6sziniisége, hogy pontosan egy hiba marad:

% (L k-1 2]: 2 2 o 1.8k_1 0.2
=E S0l —e" =€ ’0.1-22 =e 0.2,
i k=1 (1)0 ? 0 k! ) ) k=1 (k - 1)' ‘

P(tiz oldalon egy marad) = 10p;p) = 2¢72 ;

egy oldalon pontosan 2 (kN akoan 225 o
== = . l1 — =
p=F ( ketté marad ) kgz 2 09770 N
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_eHoa)h? & 1.8%-2 _ %2002
2 = (k- 2)!

P(tiz oldalon kett marad) = (110) pape+ (120) pips = 2672

p (tiz oldalon legfeljebb

— oy E—2
két hiba marad ) = P(egy sem) + Plegy ) + P(kett8 ) = §e™“ .

{Ugyanezeket az eredményeket kapjuk, ha régtén 10 oldalra szdmolunk 20
vérhaté hibaszdmmal.)
100. Tudjuk (1. T 33.29), hogy exponencidlis eloszldsi valésziniiségl viltozd esetén
P(€ 2 t+hlE 2 t) = P(¢ > h). Enért
1

P(¢ > 1000) = 1 — P(£ < 1000) = ¢~ 50001000 — =%

101. A csillar 8] év alatt kb. 547 6rét ég. Annak valészim’isége, hogy egy adott égé
nem ég kipg = P({ > 54T) =1 - P({ < 547) = e~ 1000, Az égbk egymastél
fuggetlentil égnek ki, tehat P(egyet sem kell cserélni) = p§ ~ 0.0376 .

102.Jelslje 7 a lanc élettartamdt és F¢ a szemek élettartaménak kozts eloszlds-
fiiggvényét. P(n < z) annak valdsziniisége, hogy van olyan szem, amelyik z
id8 alatt elszakad. P(n < 2)=1- P{n 2 z),

minden szem élet- 1
> — — —_ b3 — ~mZ n
Plnzz) =P (tarta.ma legalabb w) (1= Fel@))" = (75" s
_f6, haz <0, {0, haz <0,
Fylz) _{l—e‘%z, hal <z, f”(x)"{%e":?z, hal< =z,

azaz a lanc élettartama is exponencilis eloszlast, & varhaté értékkel.

103. A kovetelmény: annak valdszinfisége, hogy a szerkezet élettartama 2 6rinal
kevesebb, legfeljebb 0.05 legyen, azaz

Pt <z)=1- e TI0% <0.05;

ebbsl z < —-1200 - In0.95 =~ 61.55. Mivel napi egy 6ra ilzemid8t szdmitunk,
ez 61 nap garanciaidét jelent.

104.A varakozasi id6t £-vel jelolve P(€ > 6) = e~ = 0.1 . fgy P(¢ < 3) =
Fe(3y=1-e%=1-+/01~0.6838.

105. Jelaljiik &-vel az els8 vevd érkezéséig eltelt id6t. Annak val6sziniisége, hogy
z > 0 hossziisdgh idStartam alatt egy vevd sem érkezik,

[1}
P{f > 33) . 1\02— e——)z — E_Ax, igy

0, haz <0,
Fo)=Ple<a)={]_ . 5%

hal <z,

azaz ¢ valéban exponencislis eloszldsd, % varhat6 értékkel.
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106.2) Az egyenletes eloszlis miatt, Pl4<t<4b)= 4{35___04 = 11_6' Otven fiiggetlen
kisérletet végezve az 16 val6sziniiségii esemény legfeljebb hdromszor
p = (}_2)50 ( )m( 18y49 4 (50)( 15)2(15)48 + (5:?)(1—16)3(%)“ ~ 0.6184
valészintiséggel kovetkemk be.

b) Jelslje n, hdnyszor esett az érték az adott intervallumba. M(n} = 50 - fg.
Mivel hdrom elég kozel van a virhatd értékhez, és dtven ehhez képest elég
nagy, A = ‘;% paraméterl’i Poisson-eloszldssal kszelithetiink.

M )

1! 21 3
107.a) A normilis eloszlas eloszlasfiiggvénye mindeniitt folytonos, igy
P{¢{ = z) = 0 minden z-re.
P(398 < & < 401) = Fp(401) — F(398) = $(4400) _ (298400
=3(1) - 8(-1) = ®(1) - (1 - 8(2)) ~ 0.6306 — 1 +0.7465 = 0.3771, azaz
a deszkak 37.7%-4nak hossza esik az adott intervallumba.
b} P(J¢ — 400} > 2.5) =1 — P(397.5 < £ < 402.5) =
=1 — F¢(402.5) + F¢(397.5) =
=1- (402.5—400) Py YE 5—400) 5 _ 2@( ) A2 0.4046.
108. A feltétel: 0.5 < Fe(A) — Fe(2) = 8(453) - ¢(353) = (453 - (1 - ¥(3)) .
Ebb6l 3(452) > 0.8085 = $(0.8725), igy 452 > 0.8725, A > 4.7450 .
109. Jelélje p; és py annak valészintiségét, hogy az elsd, ill. a mdsodik géprdl ki-
keriilt fiveg tartalma a megadott korldtok kozé esik. Ekkor
P = P(l 9 < b <2 = F£1(2'1) - Ff1(1-9) = ‘I)(o 14 - &(- o 14 =
= 2@(014 1, azaz p; =~ 0.5249. Hasonldéan p; = 0.7887. A teljes vald-
sziniiség tétele alapjin

pP= O-GPI + 0.4p2 = (.6304 .

elsg gép 49—15
da.rabolta) Fe 149 = @(1 0) 1- %),

mésik gép\ (149 150) @
darabolta) =Ff149)= 1-2

P(a rad 149 mm-nél révidebb) = (1 — &(1))0.65 + (1 — 2(3))0.35 ~ 0.2111 .
111. Annak valdszinfisége, hogy egy csomag az elGirt mennyiséget tartalmaszza,

p= P(95 < £ < 105) = 2& (g) —1 2 0.9876 .

) 2 0.6193 .

110.
a rid 149 mm-

( nél révidebb
a tid 149 mm-

( nél révidebb

A 97. feladat eredménye alapjan az €l8irt mennyiséget nem tartalmazd cso-
magok szdma is Poisson-eloszldstt A(1—p) = 1000-0.0124 = 12.4 paraméterrel,
azaz, ha 7-val jeldljiik az egy nap alatt elkészitett nem megfelel§ csomagok
szAmAit,

20 12.4*% J-12.4

P(n < 20) = Z - ~ 0.9839 .
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Ha a korabbi {eladat eredményét nem haszndljuk, és a-val jeldljiik az egy nap
alatt gydrtott csomagok szdmaét, a

Pln=k)= iP(n — ko = )P =1),

Pip=kla=1) =~ ( )0 0124F0.9876' %,  P(n<20) = Zj P(n =k)

egyenldségeket alkalmazzuk.

112.
haz <0,
f(z) =
ze T haz >0,

Felhaszndlva azt, hogy [, ¢ Td:z: =27 T 33,27 .

oo \/2_71'
ME = | zf(z)de= [z ze Tda:— ze”T| + erm——-——.
ot Jeoncbinn [t Jotin
Y G T AT L S, L
M(f)—-/D z°e Td:c-—{.re T]ﬁ-}—[Ze T]ﬂ =2,
DY =215
113.a) Hax <0 : Fy(z)=P(p<z)=0.
Haz>0: Fp(z)=Pn<z)=P* <z)=P(—/2<E< V)=
= Fi(v/E) - F(~/&) = B(Y5™) — (=)
0, , , haz <0,
f,,(m)——{%‘/z_z;( (J;;?) +e N;:m)) , haz>0.
b) Haz <0 : Fyiz)=Plp<z)=
Haz>0:
Fy(z) = P(n < z) = P(ef < z) = P(£ <Inz) = Fy(lng) = & (1”; m) ,
g, haz <0,
f”(x):{wm Q"‘E:?)‘ hal < z.

2
114.M(n) = 1 f ® sint-e"Tdt = 0, ugyanis az integril abszolat konvergens, és

it

az mtegrandus piratlan fiiggvény. Ezt, és az e = cost -+ isint egyenlfséget

felhasznilva

7 4 1 7 2 7 i
M(y)= \/___ cost-e” Tdt = T f cost-e""fdt+i/ sinte” 7dt | =
00

—C0
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-2
f ot ‘Tdt = Lﬁ_e‘% /w e"L'zL' dit = g‘% .
T —co

\/27r
0 14 cos2t
M(4? :—] 2yt = -5 it
() or s te ‘/2_"_ 5 ¢

2
és, mivel [%7, sin2t- e~ Fdt=0,

2 ) 2 (1-2i)?
foo cos2t-e" Tdt = foo e T dt = /w e e = dt = e 22 .
—-0Q —00 -0
fgy M('rz) =31 +e7?), 6
M(n®) = M(l — cos? &) = M(1) - M(cosz{;’) =1-11+ e_z)
Diny=1-1e2 -0~ 0432365 DXy) =L+ Le (e~ ¥)? ~ 0.1998. Tehst
7 szdrdsa na,gyobb
115.Jelslje n; {1 = 1,2,3,4) a C; egység mikodési idejét.
a) Jelolje &; a tokéletes mitkodési idst. P(§ < z)=1- P2 z)=
4
=1- P(m 2 2)P(n2 2 2)P(n3 2 2)P(ns > z) = [[(1 - Fyy(x))
=1
b) Jelslje A; azt az eseményt, hogy a Cj egység mitksdik. A rendszer mitkodik,
ha A1 A + A3 A4 bekdvetkezik, P(AlAz + A3A4) = P(AlAg) + P(A3A4) —
P(A1A2A3A4) miatt P(fz < :c) =1-Plz2z})=1~ [P(n; > :C)P(sz >
)+
+P(n3 > z)P(ma > &) — P(n > 2)P(m > z)P(ns > z)P(m > z)] =
= (Fyy (2) + Fyy(2) — Fy, (2) Fpp(2))(Fny () + Fya(z) — Fyg(x) Fpq(2))
¢} Ha n;-k exponencidlis eloszldstiak, az a) pontra a vélasz:

0 haz <8
Fo1= {0 1320

A b) ponira a vilasz:
0 haz <§
Fe,(z) = {(1 —e 222 ha0<z

Ha n;-k norma4lis eloszlastak az a) pontra a vilasz:

z =m? \?
=1 (- 1 [ )
oV21 J-co
A b) pontra a valasz szintén behelyettesitéssel adddik.

116.Ha k> 1:
a) P(£ = k)= (})phq ™ = "FHEP(E = k- 1),
Ha 2=f1i2o > 1, akkor P(€ = k) >P(E=k—1);
ha 2=floP < 1, akkor P(¢ = k) < P(6 = k- 1),
A két egyenlStlenséget Gsszevetve kapjuk, hogy k£ = Ent(n + 1)p-re lesz
a valészinliség maximélis. Ha (n + 1)p egész, két érték is lesz, amelyre a
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kérdéses valészindiség maximdlis, mert ekkor =3 TEE = 1. Ha np egész,
akkor éppen k = Ent{n + 1)p = np a legvalészintibb. Mivel M(£) = np, ez
nem meglepd eredmény

b) P{=k)= -k-;-s"‘ -EP(E k —1). Tehét amig ?E > 1, addig a valészind-
ségek nének. {gy P(¢ = k) maximélis, ha & = Ent \. Itt is vegyitk ésare,
hogy A = M(¢).

c)

M\ (N-M
P(E k)-—( )(()k)=M—kk+1N:l1_u.k_+n1+kP(f=k—1)-

Az M—kkj;l n-—k 1 > 1és M= g:&-ll)+1 Nf;ﬁ:}_)(-{; 5 < 1 egyenlétlensé-

gekbsl k < @i*-ﬁ}'iﬂ < k+1 azaz k = Ent YEXEH) a46dik. Bz a k is
a varhaté értékhez, %~ M _hez lesz kdzel.

117.Mivel P(¢ € I) = [**¢ f(m)da: azt az intervallumot kell megtaldlnunk, amely-
ben a stiriiségfiiggvény graﬁkon_}a. alatti teriilet maximalis.
a) A sfiriségfiiggvény maximuma a virhaté értéknél van, és a strdségfiigg-
vény az x = m egyenleti egyenesre szimmetrikus, igy a keresett interval-
lum: (m — §5m 4 §).

b}

P(¢ € (ma+e)) = — e7Mote) = g=ha(1 gy
Mivel 1 — ¢ az a-tél fiiggetlen, e~** maximélis, ha a = 0.
¢} Az ¢ hossziisdgd intervallumnak teljes egészében az {a; b] intervallumban
kell lennie, de ott barhol lehet.

118. Az egyik kapun bemend8k { szdma binomidlis eloszlasd, n = 1000, p = %
P =k)= (19’30)( % )k( % )mno- (1000)( )1000
M(€)=500; D{(£)=5/10.
500-n4al biztosan tbb fogas kell, jeloljiik a tébbletet j-vel. Ekkor, mivel aki
az egyik bejiraton bement, az nem megy be a masikon, a kbvetelmény

50045 1000 1 1600
- > 0.
E () () e

. k=500—j

alakban irhats fel. SzamitSgéppel kiszdmithatd, hogy j = 40 esetén az Osszeg

0.9896 , j = 41 esetén 0.9914 . Tehdt 541 fogas elegends egy-egy ruhatérba.
Mivel p = % és n is elég nagy, j6l kozelithetiink normélis eloszlsssal. A

P 33.38 példdhoz hasonléan ha az 7 valészintiségi vltozé N(500;5+/10) ,

akkor j-re az Fy(500 + j)} — Fy(500 — j) > 0.99 egyenlStlenséget kapjuk.

Azaz <1>(—‘§_) B(— —j-) 2@(—\%) 1>0.99, és mivel &(2.58) > 132,
j>2.58-5 10 ~ 40.8, azaz j > 41 .
Csebisev egyenlStlenséggel:

2
P(e - 01> ) < 2 <o
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ebbél 7 > 159, azaz 659 fogas biztosan elég.

119.2) Tegyiik fel, hogy a megbetegedések egymastél fiiggetlenek (pl. nincs jar-
vény). Ha £ a megbetegedettek szdma és n az dgyak szdma, akkor a feltétel:

& (1200 k 1200k
P¢>n)= Y , ]0.002°0.998 <0.01
=n+1

Mivel ezt az egyenlStlenséget csak taldlgatassal tudjuk megoldani, prébal-
juk megbecsiilni mekkora lehet n. Mivel M(¢) = 24 és Dz(sﬁ) = 2.3952,
a Csebisev egyenlStlenség alapjdn P(J£ — 24| > j) < 3—!—— és ez mdr

j = 16-ra kisebb 0.01-ndl, teh4t n < 19. fgy a fenti bsszeg legalabb
1181 taghél a1, igy egyszeribb az ellentétes eseménnyel szdmolni, azaz a
P(t <n) =T1, (12,?”)0.002150.99812“"‘ > 0.99 egyenlStlenséggel. Még
ennek szdmitisa is hosszadalmas, végiil is n > 7 adédik.

b) £ csak nemnegativ egész lehet, legnagyobb értéke a virhaté értékéhez ké-

pest nagyon nagy, ezért j6l kozelithetiink A = 2.4 paraméterf Poisson
eloszldssal.

P({_<_n)%e"“(1+ +"~’ Fo 2 ) >0.99.
Ez a val6szintiség n = 6 eseten 0.9884 , n = T esetén 0.9966 .

120. A fejdobisok ¢ szdma binomidlis eloszldst, n = 200, p = % paraméterrel,
M(£) =100, D(¢) = V50. fgy a keresett val6sziniiség

109 200) 1 k 1 200—-% 1 200 109 200
s:z( B'®H™ =) z( )mo.szw.
k=91 k 2 2 2 k=91 k

Mivel n elég nagy, és p = %, Jol kozelithetiink normabs eloszlassal is. § csak
egész lehet, igy P(91 < £ £109) = P(90 < £ < 110) . A P 33.38 példiban
adott médszerrel a @ fliggvényt a 109 és 110, ill. a 90 és 91 szdmtani kdzepénél

vessziik:
109.5 — 100 90.5 — 100 9.5
| | —— ] =2 | — | ~ 1~ 0.8209.
* ( /50 ) ( /50 ) (\/50)

Csebisev egyenlStlenséggel: P([§ — M(£)| > 10) £ T%ﬁg =1
121. A kettes dobasok £ szdma binomidlis eloszléstin = 306 és p = % paraméterrel.
&0 1 k 5 300—-k
P(E>60)=1-P<6l)=1-3 (300) (-) (—) % 0.05465 .
“\kJ\6/ \6

Mivel M(£) = 50, D(¢) = , n elég nagy, és p sem tdl kicsi, a P 33.38
példshoz hasonléan 361 kozehthetunk normailis eloszldssal:

515

P(£ > 60) = 1—P(€ <60) = 1— P(£ < 61) 1 (M) ~0.0519 .
3
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122.Két hatos dobdsdnak val6szinfisége: -3-15. Jelolje € a két-hatos dobésok szamat.
¢ binomidlis eloszldsti n = T2 és p = lﬁ paraméterrel.

PE>3)=1-P<3) =1~ 2 ( ) ( 316) (g—g) " 0323306 .

ME =12 — = 2, azaz a vﬁrhaté érték a leheiséges maximumhoz képest
kicsi, igy most a A = 2 virhaté értékd Porisson-eloszléssal kozelitiink:

P23 ~1—(e2+2e2 + ‘2) 0.323324 .

123.Jelslje £ a bekapcsolt fogyaszick szé.mét. E binomislis eloszldstt n = 100 és
p = 0.6 paraméterrel. P(£ = k) = (*}°)0.6°0.41%~% . Mivel 28000 = 56 - 500,
ezért a £ > 56 esemény valészinfiségét kell kiszdmitanunk.

P(£ > 56) = s~ (100 6%0.4190-F ~ 0.8211
(€256)= Y . Jo-6%. ~ 0.8211 .

p = 0.6 ktizel van %—-hez igy normalis eloszlassal kézelitink. M (¢) =
D(¢) = /24, ezért
55.5 — 60
Pt >56)=1—P(£ <56 1I—-9 | —
€256 =1-Pe<sm1-2 (B

124.Ha a dobéasok szima n, az M 33.33 megjegyzés (2) képlete szerint

(o< ) =1 (8

egyenlStlenséghdl n > 1000 adddik.
125, Jelslje £ a szdlszakaddsok szdmdt. n = 500, p = 0.008, ¢ =1 — p = 0.992. Az
M 33.33 megjegyzés (1) képlete szerint
P (|5 —0.008] < &) > 1 S0R83% = 0.95.
Az egyenletbdl ¢ = 0.0178, es mivel ¢ pozitiv, 0 < E < 13.
126. P(|320s —pl <e) > 1— m =0.9, amib8l ¢ = 2ﬂ,és(]<p<l}07
127. Jelslje £ a dohdnyosok szdmét. P(Iﬁ—p] <0.05)>1- W = 0.90 , ebb6l
n > 1000 .
128. Jelolje £ a fels6iokil végzettségiiek szamat,
a) M(¢) = 60, mivel { binomislis eloszlasi.
b) D(£) =6, és 60-nak 5%-a 3. Cseblsev-egyenldtlenseggel
P(l6 — M(&)] > 4) < fg, ami semmiimondé. Ha a binomislis eloszléssal
szdmolunk:

PlE-ME 24 =1~ Z (150)0 440,650 % 0.5598 .
=57

Normailis eloszldssal is kbzelithetiink:

P(JE - M(£)] > 4) = 1-P(56 < £ < 64) ~ 1 —(B(525-50) _ p(585-60y) o

= (0.5596 .

) = 0.8208 .

‘;—P

In 1) i
= - >1- >
p’—zo - g 209
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33. Valészintiségi valtozek

129.A hibétlanck szémat ¢-vel jelolve M(£) = 9500, D(¢) = 519. Csebisev-

egyenléilenséggel :
2
P(9350 < ¢ < 9700) > P(EE M(6)) <150) > 1 - 500 = S8

130. P(|3 ~pl<e) > 1 - m 0.95 . Ebbsl £ = 0.05, és 0 < p < 0.0635 .

131.A ¢ valdszinfiségi viltozé értéke akkor lesz k, ha k — 1-ig négy kilonbozs
cédulat taldltunk, és a k-adikban az todiket. JeloI_]iik Aj-vel azt az eseményt,
hogy a (k—1)-ik vésézla.s végeztével van 7 jelff cédulank. Jelsljik pg-lal annak
valészintiségét, hogy (k — 1) vésarlds utén csak az egyféle cédula, pl. az 6tis
hidnyzik (£ > 4). Ekkor
po = P(A5A1A2A3A4) =1- P(A5A1 A2A3A4) =
=1—PlAs+ A1+ 43 + A3 + A{) A Poincaré-tétel segitségével és annak
figyelembevételével, hogy P(As A1) = P(AsA;) sth. :
P(A5+A1+A2+A3+A4)
= P(As) + Lagiza P(A) — Ticica P(A5Ai) — Trcicjca PAA) + ..
= P(As) + 4P(A1) 4P_(A_5A_1) 6P(A1Az) + 6P(A5A1A2)+
-§-4P(A1A2A3) 4P(A5A1 .42}13) P(A1A2A3A4) + P(A5A1A2A3A4)
Az utolsé két tag kiesik, hiszen ulgya.na.zt az esemfinylt jelentik. -
P(4s)=1-P(@s;) =1~ (5) , PAY=(8), P@E&)= ()",
és mivel P(A;) = P(As4y) + P(As41) ,
ezért P(AsAy) = P(Ay) - P(AsAy) = (-)" :
P(AsAiA;) = P(AIA?.) P(AsA1Ar) = (5 §F-t ( )k s
végiil po = ($)F 141 +6(3)F 1 -4 )k 1 Az els§ k- 1 vasarlas utén az
6t szam koziil barmelylk hidnyozhat, viszont 1 annak valészintisége, hogy a
k-adik vésarlaskor épp a hidnyz6 szdmot kapguk igy P=k)= 5p0

gy
00 4 k-1 3 k-1 2 k-1 1 k-1
= z —4(= - ~41{= = 11.42 .
e =5e|G) @)+ @) 1)~

Az bsszeg kiszamitasanal a Yk p*~! = (T 2¥)'|;=p egyenléséget alkalmaztuk.
132.A kozlt programokban a RANDOMIZE utasitas a RAND() eljaréds inicia-

lizdlasit végzi. A READ(.) és WRITE(.) utasitdsok egész, a READR(.) és

WRITER(.) utasitdsok valos értékek beolvasisat ill. kiiratdsat jelentik.

CHOOSE(n,j) az (;‘) értéket, POW(p,j) a p’ értéket szamitja. Egész szamot

valdssd a REAL(.) utasitds konvertal, valds szdm egész részét az INTEGER(.)

utasitissal képezziik.

Diszkrét eloszldsoknal nehézkes az eloszlésfiiggvény 33.28 feladatban de-
finidlt inverzével dolgozni, ezért, ha lehet, mds megoldést keresiink.

a) Tegytik fel, n < 10'° .Ekkor a (0,1) intervallumot n+1 db egyenl§ hosszii-
sdgt intervallumra osztjuk, és £ = k—1 , ha z a k-adik itervallumba esik.
Mivel az intervallumok egyenlo hossziiak, £ minden értéket egyenld valdszi-
niiséggel vesz fel. { = k, ha k7 <z < (k+ 1)n+1 , azaz € = Ent{n + 1)z.

3 k-1
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33. Valdszintliségi valtozék

Ha n > 10! akkor a miiveleti kerekitések miatt a bels§ szamabrazolsstol
és egyéb gépi sajatossigoktél fiiggSen mér nem biztos, hogy minden részinter-
vallum egyenld valészintiséggel jon be. Bemend paraméterek : N, n . £ generalt
értékeit a by, ¢ = 1,2,...,, N témbben helyezziik el. L. a) dbra

BEGIN
RANDOMIZE;
~ READ{N};
READ{nNn);
FOR f:=1 TO N DC
X :=RAND{ )
bIi1:=INTEGER(REAL{Nn+1)}*x);
WRITE(b[1]);
END;
END pi.

a) dbra
b) Ha P({ =k) = (’;) p*(1 — p)*¥ akkor ez épp annak a valészintisége, hogy
egy p valSszinfiségii esemény n fiiggetlen kisérletbsl hdnyszor kivetkezik
be. Szimuléljuk ezt a folyamatot. Generaljunk n db (0;1)-be es§ vélet-
-len szémot, és szamoljuk meg, hogy a p velészintiségii = € [0;p) esemény
hényszor kivetkezett be. Ha k-szor, £ értéke legyen k. Most nem az elosz-
lasfiiggvény inverzével dolgozunk. Ennek a megolddsnak hairénya, hogy n
véletlen szdmot kell el§dllitani ahhoz, hogy £ egyetlen értékét megkapjuk.
L. bl) dbra :
Bemend paraméterek: N, n,p; a kimendk gy mint az el6bb.

BEGIN
RANDOMIZE;
READ{N);
READ(nNn};
READR(p);
FOr 1:=1 TO N DO
b[i]:=0; _
FOR j:=1 TO n Do
x :=RAND{ }; )
IF x<=p THEN bfil:=blil+1; END,
END;
WRITE(b[il);
END;
END p2.

bl)abra
Az eloszlasfiiggvény inverzével valé megolddsnal ki kell jeltlni a P(¢ = k)
hosszlisagi intervallumokat, majd minden véletlen szdmra megkeresni, hogy
melyikbe esik bele. L. b2) dbra
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33. Val6sziniiségi valtozék

Bemend paraméterek: N,n, p; a kimendk Ggy mint az el6bb.

BEGIN
RANDOMIZE;
READ(N);
READ(N);
READR(P);
a[01:=POW(1.0- g,n),
‘- 0 n . I3 .
Fog[g] 18¥J 1I+CHOOSE(n.j)*POW(p,J)*POW(1-0-p,n-J).
END;
FOR i:=1 TO N DO
% : =LONGREAL (RAND(} };
J:=03
FOR j:=0 TO n DO
IF x<=aljl
THEN
bi{i}:=3;
WRITE{b[i1};
GOTO U;
END;
END;
U: END;
"END p3.

b2) dbra _
¢) A Poisson eloszlds eloszlasfiiggvénye a 0,1, ... helyeken "ugrik”, és mindig
akkorat, amekkora az illet8 hely valészinfisége. Jeldije ao, a1, az,... a2 el-
oszlasfiiggvény kiilosnbsz8 értékeit névekvs sorrendben. ag = 0, és legyen
€ = k ha z € [ag, @x41), ekkor £ minden értéket a megfelel valdszintiség-
gel vesz fel. Persze nem szdmolhatunk végtelen sok a; értékkel. Meg kell
adnunk vagy egy olyan kicsiny e-t, hogy az olyan kicsi valdszintiségfi ese-
ményt gyakorlatilag mar lehetetlennek tekintjiik, vagy egy olyan nagy K
egészt, hogy azt, hogy £ annal nagyobb, lehetetlennek tekintjiik. Ezutan,
ha az a gyakorlatilag nulla valdszintiségli esemény kivetkezik be, hogy a
generalt o érték az {1 — ¢;1] intervallumba esik, ill. hogy = > ayx, akkor
£-nek nem adunk értéket. L. c) dbra
Bemend paraméierck: N,m,e; abhol m a virhatd érték. Kimend paramé-
terek mint eddig.

BEGIN
RANDOMIZE;
READ(N);
READR(m};
READPR{eps);
a[0]:=EXP(-m};
c:=EXP{-m);
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33. Valésziniiségi viltozsk

:=0;

WHILE a[n]i+eps<=1. ¢ DO
c:=c¥m/REAL(n+1);
aln+1}:=alnl+c;

n:=n+i;
END;
:-n-l-'! M
a[nl: =1, o
FOR i:=1 TO N DO
¥ :=RAND{ };
FOR j:=1 TO n DO
IF x<aljl
THEN
blil:=J-1;
GOTO U;
END;
END;
U: WRITE(bl{il);
END;
END p4.
c) dbra

d) Az (a,c) intervallumon egyenletes eloszldst valészintiségi valtozé eloszlis-
fiigevényének inverze az (a, ¢) intervallumon létezik, z-et ebbe irjuk.
Bemen& paraméterek: N, a,c, a kimenSk mint eddig. L. d) dbra.

BEGIN
RANDOMIZE;
READ(N);
READR(a};
READR(C);
FOR i:=1 TO N DO
x : =RAND( ) 5
b{i):=(c-a)y*x+a;
WRITER(b[1])-
END;
END p7.

d) dbra

¢) Az exponenciilis eloszlés eloszlasfiggvénye invertalhaté a (0; oo) interval-

"lnmban, igy z-et az eloszla,sfhggveny inverzébe irjuk. m az eloszlds para-
métere,azaz M{£) = -

Bemend paraméterek: N m. L. e) ébra.
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33. Valdszintiségi viltozék

BEGIN
RANDOMIZE;
READ(M);
READR(m);
FOR i:=1 TO N DO
X :=RAND();
bi1}:=-m*xLN{1.0-~},
WRITER(bL[il};
END;
END pé6.

e) dbra

133. A visarldst Ggy szimulaljuk, hogy a (0,1) intervallumot 5 egyenl$ hosszisdgi
wészre osztjuk, és Ggy tekintjiik, hogy olyan szdmii cédula volt a dobozban,
amelyik intervallumba a RAND() eljardssal generdlt (0,1)-en egyenletes el-
oszldstt valdszinfiségi valtozé értéke esik. Ezt addig csindljuk, amig mind az
6t szdm Ossze nem jon. (Ha elég sok "védsarldssorozatot” végigkisériink, az
igy kapott dobozszdmok 4tlaga varhatéan kozel lesz a valédi atlaghoz, azaz a
vésarlandé dobozszdm virhaté értékéhez. Ebben a feladatban most nem fog-
lalkozunk azzal, hogy hanyszor kellene a folyamatot lejétszani abhoz, hogy
a tényleges varhato ériéket adott valdszintiséggel, adott pontossiggal kizelit-
siik).

Mivel a szimuldci6 sordn elvileg elSfordulhat, hogy akirhdny dobozt ”ve-
sziink” nem lesz kéztitk mind az 6t f&lébsl, ha il nagy szémig jutunk, akkor
ezt a " visarldssorozatot” ebben a programban az adott nagy szdmmal vesszitk
figyelembe, de vilaszthatndnk azt is, hogy figyelmen kiviil hagyjuk.

Bemend paraméterek: N, K; ahol K vasérldsok fels§ hatéra, kimend paramé-
ter: m a becsiilt virhaté ériék. L. 4bra.

BEGIN
RANDOMIZE:
READ(N);
READ{K):
FOR i:=1 TO N DO
FOR j:=1 TO 5 bO D[Jj}:=0; END;
n:=l;

U:  x:=RAND(J;
J:=INTEGER(5.0%x)+1;
DLJ1:=DL3]+1;,
s:=zD{1}*D{2])*D{3T*B{4]*D[5];
IF (8<1) AND (n<K} THEN n:=n+l; GOTO U; END;
M:=M+n;

END;
WRITER(REAL{M)/REALI(N));
END plO.
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33. Valészindségi valtozék

134. A kiszolgaldszemélyzetet a K(1),..., K(6) valtozdk reprezentéljik, mindegyik
azt az id6t taratalmazza, ameddig a kiszolgdls foglalt, azaz, ha K{(1)} tar-
talma j, akkor a miiszakkezdéstsl szamitott 7 - 5 mésodpercig foglalt, {ami
természetesen nem azt jelenti, hogy addig dllandéan foglalt volt, hanem azt,
hogy a kiszolgalast akkor fejezte be, vagy hogy akkor fogja befejezni). KV
mutatja hdny vdrakozé van, V(1),...,V(10) a virakozék érkezési idejét. NN
mutatja hiny vasarlét szolgiltak ki, NNN az Osszes virakozasi id6t. Az ét-
lagos vdrakozdsi id6t naponta szamitjuk, majd N napra az dtlagok atlagit.
Az tmasadperces egységek miatt egy munkanap hossza 5760 egység. A nap-
nak vége, ha til vagyunk az 5760 egységen, és nincs t6bb virakozé. Mivel
fél perc 6 db Stmésodperces egység, két vevs ékezése kozott eltelt id8 A = §
paraméterd exponencislis eloszldsii valésziniiségi viltozs, egy vevd kiszolgala-
séra forditott id6 pedig a (24,48} intervallumon egyenletes eloszlast. Eldszor
generaljuk az 4j vevé érkezésének idSpontjat, egészre kerekitjilk. Mivel ez az
id6pont lehet j6val késgbb is, mint ahol a folyamat vizsgilatdval tartunk, az
ij vevvel pedig nyivan csak megérkezésekor kell foglalkozni, bevezettiik az
IND véltozét, amely 1, ha még nem foglakoztunk az djonan érkezdvel, 0, ha
mér igen. IdSegységenként haladva egy-egy megiiresedett kiszolgéléhoz ren-
deljiik a soronkévetkez8 varakozét, majd elérve ahhoz az id6hoz, amikor az
1ij vevs érkezett, megnézziik befér-e a virakozok kézé, ill. rogtsn sorrakeriil-e.
Az A véltozé mutatja, hinyadik idGegységnél tartunk.

A feladat megolddsa soran elsésorban arra torekedtiink, hogy a megoldis
konnyen kivethetd legyen (és nem pl. miiveletigény minimalizdsara, stb.). L.
ibra.

BEGIN
RANDOMIZE;
READ(N);
G:=0.0;
FOR k:=1 TO N DO
FOR 1d:=1 TO 8 DO K[i):=-1; END;
A:=0; B:=0; KV:=0; NN:=0; NNN:=0;
U1: X:=RAND{}; djabb vevs érkezési
B:=B+LONGINT{~-6.0%LN(1.0-X)+0.5};
IF B¢(=5780 THEN IND:=1; END;
U2: IF B<=A
THEN
IF (IND#1) OR (KV=10) THEN GOTOC U1; END;
KV:=KV+1;
viKV]:=B: i) érkez@ elhelyezése
IND:=0;
ELSE
A=A+t
END;

idejének generdlasa
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33. Valésaziniiségi vdltozsk

U3: IF KV=0
THEN
IF A>5760 THEN GOTO U4; ELSE GOTO UZ; END;
END;

FOR i:=1 TO 6 DO o .
IF K[il<A a sorrakeriils vevd

THEN elhelyezése szabad kiszolgdléhoz
X :=RAND{ };

.ol ONGINT(24.0%X+24.0+0.5);  Kkiszolgdldsi idejénck
K[i]:=A+C; generalésa
N:=NN+1;
NNN: =NNN+A-VI1];
IF KV#i
THEN
FOR j:=2 TO KV DO V[j-11:=VIjl; END;
END;
KV::KV—1;
GOTO U3;
END;
END;
GOTO U2;
U4: G:=GH+REAL(NNN)/REAL{NN);
END:
G:=G/REAL(N);
WRITER(G*5.0/60.0);
END pii.

5.3/




34. Egyilttes eloszlasok

34. Egylittes eloszlidsok {megoldisok)

1.
0, haz<lvagyy<1,
B ha {FEEL%) K1=2,3,4,5.6,
F(z,y) =1 &, haz <késy>6, k=23,4,56,
L haz >6éy<!, [=273456,
1, haz >6éy>6.

2. Pl a{f < 0979 < 0.8,( < 0.7) esemény azt jelenti, hogy mind a hérom
kockdn péaros szam jott ki; a (£ < 0.9,7 < 0.8,{ < 2) esemény azt, hogy
az els@ kettén péros, a harmadikon akdrmi. Ezekhez hasonlé meggondoldssal
adédik, hogy

haz<0vagyy <Ovagy z2<0,

hal<z<1é0<y<L1iédsl<z<1,

ha két viltozé 0-nél nagyobb, de 1-nél nem nagyobb
és a harmadik 1-nél nagyobb

ha egy véltozé 0-nél nagyobb, de 1-nél nem nagyobb

és a masik kett8 1-nél nagyobb
haz>1ésy>1ész>1.

{0, ha <0,

F(z,y,2z) =

-

el pOfpt [ GOJ D

-

F"’I(y) hm F(xayaz)

00
F—Do

3, ha0<y<1,

i, hal<y.
3. a) Eldszér meg kell hatéroznunk a peremeloszlisokat, A 34-2 oldal (1) szerint
P(E:—-l)=P(€=——I,?7:1)+P(§=-—1,17:2):—
Hasonléan P =0) =3, P =1)=}, Pln=1)=}, P(n =2) = &
Mivel az sszes értékparokra P(¢ =i,7 = j) = P({ = )P(n = j), ezért £
és 7 fiiggetlenek.
b) Mivel 12p=1,p = flg A petemeloszlasok
PE=0)=1 P(E=1)=1 P(=2)=
P(n=0)=3, Pln=1)=3.
Minden lehetséges 7,k értékre P({ = i,np =k} = P(£ =4)P{np = k), igy £
és n fiiggetlenck.
4. P(£ = —2) = 0.12, P(¢ = —1) = 0.14, P(§ = 0) = 0.15, P(£ = 1) = 0.14,
P(£ =2)=10.16, P({ = 3)=0.15, P(¢{ = 4) = 0.14;
P(n =05)=011 P(n =0.7) =0.31, P(n =1) = 0.16, P(n = 1.2) = 0.42 .
Nem fiiggetlenek, mert ha azok lennének, P({ = 4,7 = j) = 0 esetén vagy
az egész sorban, vagy az egész oszlopban csak 0-nak szabadna &llni, hogy
P(¢ =i,p =7) = P({ =)P(n = j) teljesiilhessen.
M(€) =1.09, M(n) = 0.936 .
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34. Egyitties eloszlsok

5. Mivel n < 4-re a P(£ + 7 = n) értékek ismertek, a P(€ = 4,5 = n —{) =

P =il +np=n)Pl+n = n) egyenl()’ségbﬁl indulunk ki.
P(¢ =ilt + 7 =n)= (DB, gy
Pe=in=n—i)=(})§) P +n=n).

\E] O 1 2 3 4 |5-
0 4§ 0.15 | 0.10 }0.0875 0.025 [0.0031] 7
1 0.10 | 0.175 | 0.075 |0.0125] 7
2 10.0875] 0.075 |0.0187| *?

3 10025 [0.0125] 7
4 ]0.031 ?

5— ?

6. Ply==k)= (L} 1.4= 525 Annak valészinisége, hogy egy 6tnél kisebb
szdm éppen 1, P(ﬂ =1) = i Az, hogy a k-adik az els6 olyan, amelyik &tnél
kisebb és éppen i, Ggy lehet, hogy k — 1-szer iegala.bb 8t8st dobunk, az utolsé
pedig i, azaz P('y kJ= z) = (3)k-1 b= gy vésy fuggetlenek

7.

Pn=0,6=0,6=2)= 4, P(n=0,§=0,5=4)=%,
Pln=0,£=1,§=2)=0, Pln=0,6=1,6§=4)=0,
Pln=1,6=0,6=2)= &, Plp=1,¢6=0,6=4)= 1,
Pn=1,£6=1,6=2)=0, Pip=1,£=1,8 =4) =0,
P(T]: =0, =2)=0, P(T]=2:€=016:4)=05
Pn=2¢=1,6=2)=1, Pln=2£=1,=4)= 1.
A kétdimenzids eloszlasok:
AMLEE A\ 2]4
110 s\¢[0]1 R
T B REL
s 0] ISt 2 111}
7 eloszldsa: P(n =0) = 41 Plrn=1)= %, Pn=2)= %
¢ eloszlasa: P(6=0)=1, P(6=1) = 3
& eloszldsa: P(§ =2)= 1, P(6=4) = g
€ és 1 nem fuggetlenek E és & fuggetlenek 1 és § fiiggetlenek; £, 7, é nem
fiiggetlenek.
8. a)Api;r=Pl=47y =J,6 = k) jeloléssel: Ha 0 <1+ + k < n, akkor

RGIOI0] A,

Pij k= (4n) s

n

és minden mas 1, j, k értékre ez a valdszinfiség nulla.

b) N
D)

34.2

n—i—j

P(E_EU—J)_' Z Pijk =




34.

Egytittes eloszldsok

9,

10.

11.
12.

ny fn 2n
_0O6)6E)
&)
n
az utolsé dtalakitdsndl Szdsz Gébor, Matematika II1. 145.0ld. (3) képletet
alkalmazva. Mivel

aY( 3n nY{ 3
pe=i =) o ppo - Ol
(%) (%)
igy P(£ =i,n =7) # P({ =i)P(n = j), tehdt £ és n nem fiiggetlenek. Ezt
vartuk is, hiszen a kilnizott fehér golydk szdma nem fiiggetlen a pirosakétsl,
mert a kett§ egyiitt n-nél tébb nem lehet. Ya.

Az egyenl@ség bal oldaldn all6 eseményt je-
llje T. Legyenek az A; események a kivet-
kezék:

A (€ < an,m < b)), A2 (€ < a1, < b),
Az : (€ < az,m < br), Ag: (€ < az,m < bo).
Ag Az = Ay, Ay = Az + Ag +T) (Laz sbrat).
Az Az + Az és T események egymaést kizdr-
jak. Ezért

P(A4) = P(A3) + P(As) — P(A243) + P(T),
és ebbdl az allitds adddik.

A fiiggvény minden véltozdjanak balrdl folytonos és névekvd fiiggvénye, tel-
jesiti a hatarértékieltételeket is, mégsem lehet eloszlasfiiggvény, mert ha az

lenne, akkor pl. arra a T négyzetre, amelynek cstesai a {—1; -1}, {(2; -1),
(—1;2), (2,2) pontok,

0 < P((¢&,7) € T) = F(2,2) + F(=1,~1) - F(~1,2) — F(2,-1) = 1

adédna, ami ellentmondis.

Az F fiiggvény az y-nak nem monoton ndvekvs filjggvénye. (L. a T 34.2 tételt.)
A D 34.4 szerint

F(e,y) = [Zo0 20 f(3, t)dtds. ¢

Figyelembe véve az z-re és y-ra tett +:+:
kikstéseket, az dbrdn bejelslt 6t tar- tot,
toméanyt kell megkiilonbéztetniink. Ha et
—l<cz<1lé -1<y<l: _:L:1

z Y + 4
F(xay)zj‘_oo/‘—oof(s’t)dtdsz ity *

5y o

=0+ [ [ 1+ st(s? — 1)dtds = 0%

—1-1

22 — Wy — 122 —
(DD oy )
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34.

Egyiittes eloszlasok

13.

Ha —I<z<lésl<y:

z 11 2 2 _ 1
F(x,y)_j_lf_lzgust(s — )dtds = S(z+1) .
Végiilis azt kapjuk, hogy

0, haz<—-1vagyy< -1,
L (=201
i 3

F(z,y) =T +Hz+1)(y+1), ha-l<zr<lés-1l<y<l,
%(m+1), ha ~1<z<1él<y,
Hy+1), hal<zés-1<y<1,
1 hal<zésl<y.

A 32-2 oldal (2) képlete szerint: Ha —1 < z < 1, akkor
fele) = 2% fen(z t)dt = 1 f21(1 + zt(z® — £*))dt = L ; ha |2| > 1, akkor
fe(z) = 0. Hasonléan adédik fy(y) is. Tehat:

1 ha-l<z<l {l ha-l<y<l
= 2 * = ? ¥ 4
fel=) {9 kiilénben , falw) (% kiilénben .

Most hat tartomanyt kell megkiilsnboztetniink (1. a) 4brdt); (a megfeleld
integrélok kiszamitdsit egyszertivé teszi az a tény, hogy az =,y birmely T
tartomanyin [ fp1 dedy egyenld T terilletével) A 0 < 2z <1652 < y
esetben példiul:

Flz,y) = f_”m j_”m s, t)dtds = jﬂ /02(1_3’ 1dtds =1~ (1 —z)?

Hasonlé meggondoldssal:

[ 0, haz < 0vagyy <10,

zy, hal<z<1é0<y<2(1—2),

2
ry—wz_z)—, ha0 <z <1652(1—z)<y<2(L b)abra),
F(‘Tay):< 2——y2 ;

1——L———}—4 , hal<zésl<y<2,

1—(1-1)?%, hal<z<1lés2<y,

1, hal<zés2<y.

A T 34.8 tétel alapisn nem fiiggetlenek, mert pl a0 < 2 < 1,0 <y < 2(1—2)
esetben fe(z)fa(y) = 2(1 —2)- 35 #1 = f(z,y) .

YV, K}
'Q""

AN

-t

+ 1

G -
+ +

-

+ +

B

+ +*

-

+ +

<4

BN
B R z

l++6*0{ _’y=2(1-5€)

a) dbra
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34. Egyuttes eloszldsok

14. a) A D 34.4 és T 35.5 alapjan f slirtiségfiiggvény, mert f(z,y) > 0, mindeniitt
folytonos és

?F 1 z2—2zy 20> 7 7 1 T~y u 1 z

/ / -2—6— : dzdy = f ——e 2 dz ——\/—_:e—yfdy =
I | 2

=] —=eTdy=1

= £ - -

]—-oo V2w v

A szogletes zaréjelben ugyanis egy y virhato értékd és 1 szérdst normdlis
eloszldsd valdsziniiségi valtozd sifriiségfiiggvényének integrilja 41,

b) A 34-2 oldal (3) képlete szerint

T oo 2oty iay?
Fe(z) = /_ _ f_ e Ty

Az y szerinti integralds elvégzéséhez a kitvst dgy alakitjuk at, hogy annak
2
y-t6l fiiggs része —ﬁ",l;:;L alakid legyen:

142
o 1 _fy-7)

z —-2—’1’— 42 x
Fda:):—\/—z_—l—\/.z_%/_m [Lm%,—%e b dy]e ﬂdt:‘l’(—ﬁ) .

15. a) Nemnegativ, és f J& $(z? + R)dydz = 1.
b} fe(z) = JZ5 fl=,y)dy, tehat
i 2
=722 +2), hal<z <1,
fel=) {O kiilonben .
c) A T 34.5 tétel alapjan P(¢ > 0.5,7 < 1) = o5 fo $(a? + P)dydz = L.
d) A T 34.5 tétel alapjan [ f7 $(2? + P)dydz = .
16. a) Egyiittes s@ir{ségliiggvényiik
_Je™ ¥ hal<zésl<y,
f(z,) {0 kiilsnben .

b) Peremeloszlésfiiggvényeikbsl F(z,y) = Fe(x)}Fy(y), tehat figgetlenek (1.
a D 34.6 definiciét).
c) A T 34.5 tétel alapjin:

1 p2(1-
/{; /ﬂ (== e Vdyde =1 —2¢1 72

17. a)
i 0, hay <0,
)= [ fayiz={g, b
0, haz <0,

felz) = {xe_”, hal<z.

b) Fiiggetlenek, mert f(z,y) = fe(z)fy(v)-
c) P<1,p>3)= s ze~EH) dyde = 731 — 2¢71) .
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34. Egytites eloszldsok

d)
oC oo [» 2]
~{z+y) = ~g—g2 —
fa /z , Ze dydz /‘; ze dx

o0 ] 2 1 poo 2
= i —(z+z) g, _ = ~(z+2%} 1.,
/0 2(1 + 2x)e dz 2]{} e dz

1 231 1 goo] 1 1
=__—(x+z)] Y el LI
-5+ -3 [\/5‘/—%\/2?

o)1 ()

18. a) 1= [ [, flz,y)dedy = [} J§ A(z + §)dyde = §A, ebb6l A= .
b)

. o0 6 1
— y)d ={g($+§'), hal0<z <1,
ff(z) /—oo H,y)dy 0 kitlsnben .

o dl+l), haO<y<?2
= y dz = { 5(2 + 3)‘ al <y
Faly) /—oo f(z,y)de 0 kiilsnben .

c) A T 34.5 tétel alapjan P(({,n) € T) = f’}( Hz,y)dedy =

=L i §(z+dyde =3 .
19. a) Mivel

%fnz‘[gyse_sze_gzdtdsz( / f—TG -gdt) (j 2se™° ds) ,

P haz <Ovagyy <0,
(@,y) (1 —e* )(2‘I>(y\/-) -1} kiilsaben .

b) A kér belsejét T-vel jelolve

P((&m €T) = [j Fedady = [ [ Vi eV ey =

1
_2\/?/{3 (—e' 4 e ¥ )dy = —% +28(1) — 1 ~ 0.2675 .
20. a) 1= [f° [ Ce~%*dydz = C, ebbsl C = 1.

b)

e~  5e8

P((¢,n) €T) = j f flz,y)dedy = ],g ’ f1 * e™S2dyde = “ ~ 2= % 0.0205
T
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34. Egyuties eloszldsok

21.

22.

Els§ megoldas. Az F(z,y) = P(£ < z,7 < y) definici6 alapjan felirjuk egyiit-
tes eloszlasfliggvényiiket és £ eloszldsfiiggvényét , amelybdl a striségfiiggvé-
nyek differencidléssal adédnak.

0, haz<Qvagyy<0,
zy, hal<z2z<1é0<y<1,

Flz,y)=q2, hal<z<lél<y,
y, hal<zél<y<l,
1, hal<zésl<y.
0, haa <0,
Fﬁx):ylizgoF(x,y):{:c, hal<2 <1,
1, hal<a.

Masodik megoldés. Jeloljiik G-vel azt a négyzetet, amelynek csicsai a (0,0),
(0,1), (1,0}, (1,1) pontok. A geometriai valésziniiségeknél kovetett gondolat-
menettel kapjuk, hogy annak valésziniisége, hogy a (€,7) pont egy adott tar-
toményba esik, ardnyos a tartomény és G kizés részének teriiletével, tehit a
D 34.9 definicié értelmében (£,7) egyenletes eloszldst a négyzeten. Igy:

{1, hal<z=1é0<y<l, __{1 ha0<a2<1,
ﬂmﬂ)“{o killonben , fel2) = {4 Kidonben .

a) Szémolhatunk a definicié alapjan, ekkor pl. 2 0 < z < y < 1 esetre
F(z,y) = P(€ < 2,1 < y) = P{mindkett§ < z)+
4P ( elsg valasztis; < ) (z < els§ vilasztds < y;) _
z £ masodik vilasztds <y misodik vilasztds < z
=zt +z(z - y) +(y — 2)z = 2oy — =°

sth.

De egyszeriibb, ha geometriai valészinfiséggel szdmolunk. A [, 7] egyenletes
eloszldsa az 4brén jelzett tartomdnyon, azaz

< <
f(:c,y)={g’ ha0<z<y<1,

kiilsnben .
0, ha z <0 vagy y<0, 1 b
2zy —z?, hal<z<y<1, Z
Flz,=1¢ 2z —2%, hal<z<lél<y,
y?, ha 0<y<lésy<z,
1, hal<zésl<y.
b) 1 T
0, hay<o,
Fn(y)=F(oo,y)={y2, ha0<y<1,
1, hal<y,

ami abbdl is kovetkezik, hogy két szdm koziil a nagyobbik akkor és csak akkor
kisebb, mint y, ha mindkett& kisebb y-nal.
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34. Egyiittes eloszlasok

23. Az el3z6 feladathoz hasonléan

24.

25.

a)

_J6, hal<y<z<z2<l,
Fenrle, v, 9= { 0 kiilsnben .

b) Fﬂif(y3z) = }o fgoo f.z.oo ff,n,f(r, S,t)dtdrds.

PLO <2< 1,y > zesetén a fp,.(r,s,t) # 0 tartomdny alakjéra tekin-
tettel: F (y,2) = J§ [§ [Z6dtdrds = 2° (mivel s a kiszépss; r a legkisebb,
ezért 0 < r < s; t alegnagyobb, ezért s < ¢ < z; és s Bsszes lehetséges értékére
integralunk, igy mivel a legnagyobb, azaz t <2, 0< s < z.)

0, ha y <0 vagy 2 <0,
322y ~ 32y +4%, haO<y<z<1,
3

F(y,z) =4 2° hal<z<1ésy>z,
3y — 3y% + 48, hal<y<lésli<z,
1, hal<y,z.
Kozsljiik egyiittes eloszlasfilggvényiiket is:
( 0, haz<0v.y<0v.2z<0,
6zyz — 322y — 327+ 4%, hall<y<z<2<1,
bzy — 322y — 3y +¢°, hal<y<z<l, 1<z,
3% — 223, hall<z<l,z<y, 1<z,
Fe o r(z,y,2) = § 322y — 32y + 45, had<y<z2<l, 2> 2,
3zz? — 2z%, halt<z<z<1l,y> 2,
28, had<2z<1, 2,y > 2,
3y — 37 + 474, hal<y<l,1<zz2,
1, hal<az,y,z.

Az fe o (2,y,2) # 0 tartomény alakja miatt kell ennyi esetet megkiilonbbz-
tetni.
P(p < z) = P(van olyan ¢, { <z)=1— P(minden & > z) =
=1—-(Plr2z)P(la 2 x)... =1 - (1 — F(z)1 — Fe(z))... .
Tehdt n
Fy(z) =1 - TI(1 - Fi(e)) .
i=1

P(é < z) = P(minden §; < z) = P& < z)P(& < z)... ,

Fi(e) = I Fals) -

1=1

Jelsljiik 1,72 egyiittes eloszlasfiiggvényét F(z, y)-nal
a) Haz <y

F(z,y) = P(m < z,m2 <y) = P(min(é, &) < z,max(é1,{2) < y) =
34.8



34. Egyilttes eloszldsok

=Pli<z,bo<z)+Pllh<me<b<y)+Plz<bti<ybe<z)=

f j FL®) fals)dtds + / / Fi(8) fa(s)dsdt + / / A fo(s)dtds .

—00 —c0 -0 2

Figyelembe véve, hogy pl. [Z, [} fi(t)fa(s)dsdt = [T fi(t)dt [2 fa(s)ds,
mindazokban a pontokban, ahol F(z,y) megfelel§ parcidlis derivltjai létez-
nek,

8F(z

—-(5——99- = fay) f A)d+ fiy) f Fa(s)ds

g%;y) = file) f2(y) + Fa(2) ()

Haz >y
F(.?J,y} = P(min(£1:§2) < :E,max(f]_,fz) < y) = P(El <y,ba<y) =

= fwﬂym fi{t) f2(s)dsdt
és igy .‘fg_;fl ={ . Ezek szerint:
flz,y) = {f1(z)f2(y) + fily)fe(z), haz <y,

kiilénben .
b)
(0, haz<av. y<a,
I3 2 A fa(s)dsdt + [F [} fi(t) fals)dsdt+
+ [7 ¥ A(t) fo(s)dtds, haa< 2<y<b,
I3 13- Fi(t) f2(s)dsdt, ha a<y<bés
Plz,y=4 ~
J2 I3 A fals)dsdt + [7 7 fi(t) fo(s)dsdt+
+ JZ 2 f1(t) fa(s)dtds, . ha ea<z<b<y,
L1, ha b<z,és b<y .
fleyy = {fl(x)ﬁ(y) + fily)fa(z), i:& sn§e$n< y<b,

26. a) Az egyiittes eloszlasfiiggvény vizsgdlataval kezdjiik,
F(mzyrz) = P(??l <z,m<ym< 2)

El8szor tegyiik fel, 2 < y < 2. A jobboldali eseményt olyan egymdst kizrd
események Gsszegére bontjuk, amelyek valdszintiségét konnyen fel tudjuk frni.
A jobboldali esemény tgy kivetkezhet be, hogy vagy valamennyi z; < z; vagy
kettd kisebb, mint z, a harmadik = és z kozé esik; vagy egy kisebb, mint z,
kettd x és y kozé esik; vagy egy kisebb, mint z, egy = és y, egy v és z kozé
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34, Egyuttes eloszldsok

esik. Barmelyik z; olyan valészinfiséggel kisebb, mint egy adott o, amilyen
valészinfiséggel ¢ < o Tehat

Flry,z)= ] /z ]f(r)f(s)f(t)dtdrds +3j jif(r)f{s)f(t)dtdrds-{-

— 00— 00—C0 —o0—00 T

+3 j jjyf(r)f(s)f(t)dtdrds-i-(i! /z jjf(r)f(s)f(t)dtdrds

Latjuk, hogy ebben az dsszegben egyetlen olyan tag van, amelyben mind a
hérom véltozé szerepel. Ha x,y, 2. mdas nagysiagi sorrendben vannak, egyetlen
olyan tag sincs, amelyikben mindhé4rom viltozé szerepel. [gy a haromszoros
parcislis derivaldskor egyetlen tag derivaltjai maradnak meg.

{3'f($)f(y)f(Z), t<y<z,

fovmims (@9, 2) = killsnben .

b)

Frunans (@, 2) = {g-'f(x)f(‘y)f(z): hae<z<y<z<b,

killonben .

27. Az el6zd8 {feladathoz hasonléan

_ (e (@) fan), bam <ar <. <za,
fq(a"l, oy PR xﬂ) - { kiilsnben .

28. a) Mivel a [£,7] valdszintfségi vektor-
viltoz6 egyenletes eloszldsd a korlapon,

1 haz?4+4?<1
— ¥ — 3
Fe(z,y) = {5 kiilsnben ,

b)

£y/1-z?, ha —1<z<1,
fele)= { kiilonben ,

)= { 2J1-9% ha—léysl,

kiilsnben .

c) flz,y) # fe(z)fa(y), tehdt nem fiiggetlenek.
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34. Egyilties eloszlasok

29.

30.

31.

32.

Erdekességképpen kozaljiik Fe oz, y)-t:

(0 ha (z,y) €y
0 ha (z,y) € Ty
2y + H(arcsin x + arcsin /1 — y2)+
+3(avVi—22 + 31— ¢?) ha (z,y) € Ty
zy + $(arcsin z — arcsin /1 — y2+
7 Fe o (5,y) = < -f-%(:rx/l—mz-i-y\/l—yz-{—?r) ha (z,y) € Ty
alsy arcsinz +zvV1i—22 + % ha (z,y) € Ty
arcsiny + y\/1 -2 + % ha (z,y) € Ts
yy/1—y* + 2v1 — 2% + arcsinz + arcsiny  ha (z,y) € Ty
Z +arcsin = +2V1 — 22 ha (z,y) € Ts
2 +arcsin y +y/1 — 32 ha (z,y) € Ty
® ba (z,y) € To

z < 0esetén Fy(z) =0.Ha z > 0:
Fy(z) = P(n<z)= P(m‘jnﬁ.’<z) =1-P1>z,...&a>z) = 1—e "%,

a) P(£ = —1) = 0.25, P(¢ = 0) = 0.35, P(¢ =1) = 0.4,
P(n=0)=0.35 P(n=1)=065.
b)PLy=1Lhaf{=0én=1vagy{=1én=0;6 =0 haf vagyn
valamelyike 0.
s\7| =110 112
~-1] 0 j02f 010
0 |0.05{0.2{0.25] 0
1 0 {0 0 [03

¢) P(y=—1)=0.05 P(y=0)=0.4 P(y=1)=0.25 P(y =2) = 0.3
P(§=-1)=02 P(6=0)=0.5 P(§ =1) = 0.3

d) c(€,n) = M(n) — M(€)M(n) = 0.1 —0.15- 0.65 = 0.0025

M(¢n)=1:1-05+0-1-0.04+1-0-0.06+0-0-0.4=0.5,

M(£) = M(£*) = 0.56, M(n) = M(n*) = 0.54, D(£) = 0.4964, D(n) = 4984,

. _ M{&n) - ME)M(n) _
r{&,n) = DED(n) =0.7987 .

M(€)=2-023+3-023+4-0.36+6-0.18 = 3.67,
M(n)=2-032+4-0.38+6-0.3 = 3.96

P(én = 4) = 0.12, P(én=16)=009, P(fn=8)=0.15,
P(én=12;=013, P(tp=16)=02,  P(én=18) = 0.08,
P(fn=124)=013,  P({n=236)=01.

M(én) = 15.14, c(€,7) = 0.6068 .
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34.

Egyiittes eloszldsok

33.

34.

35.

36.

37,

Pl £n = 7 akkor és csak akkor, ha £ =1, amikoris n =7 P({p =T7) = 0.1 és
P(¢ = 1)P(n =T) = 0.1 0.1; viszont M(£) = 0 & M(én) = —164-0.3 — 25
0.2+7-01492-0.2+351-0.1=0,igy c{{,n)=0.
M(&) = 2p1 + p2, M(n) = —2py — p2, M({n) = —p1.
c€,m) = M(€n)— M(E)M(n), igy a korreldlatlansig mxa,tt —p1+(2p1+p2)? =
0, mésrészt 5p; + 4p2 = 1. Ezekboi p = 1 vagy p1 = -— adédik. De p; =1
esetén ps negativ lenne, igy pr = 9, pr= 9 Ftiggetlenek mert
P =i,n=j)= P(¢ =1i)P(n = j) minden Iehetseges értékre (I T 34.7).
a) P(6 =0) =35, P(6=1)=%, P(6=2)= 12,P(6_- 3) =2,
b) P(6=-1)=%, P(6=0)= 12, Pi=1)=%, P(é=2)=L.
) P=0)=2, P(§=1)= 12, P5=2)=4.
d) P6=0)=35,P6=1)=5,P(6=2)=5%.
Az adatok alapjan késziilt tablazat:

2\ 1]2]3

1 P

4p
P

2
3

=B~ -]
R3 s

Rogton adédik, hogy p = 12, és mivel példdul P({ = 1,p = 1) = 12,
Pt =1Pn=1) = }2 12, £ és n nem fiiggetlenek., M(¢) = M(y) = 2,
M(€n) = 4, igy kovariancidjuk, kovetkezésképp korrelacids egyiitthatéjuk is
nulia.

A binomislis eloszlds ismeretében a peremeloszlisok meghatirozésa nem ne-
héz:

PN = n! Pk meick _ [PY i i
P =0 = & =m0 = (D))

és Py = k) = (})p5( —p2)"~*. EbbSL M(§) = npy, D*(€) = np1(1—p1), és
M(n) = np2, D{n) = npa(1 — p2). Ha felrajzoljuk [¢, 7] egyiittes eloszlésinak
tablazat4t, latjuk, a nem-nulla valészintiségek haromszog-alakban helyezked-
nek el. Ezenkiviil £9 nulla, akdr £, akér n nulla. frjunk (1 — p; — p2) helyett
p3-at, P(£ = i,n = k) helyett p;p-t.

n n—k
M(é‘ﬂ) Z Z kalk =
=1 t=1
n—1ln—k (n _ 2) ik

n(n — 1)pip2 zzl Z: mpl 'p5 P}

Ha ezt az tsszeget dtirjuk j = 2 — 1 és m = &k — 1 jel6léssel, latjuk, hogy a
szumma nem mas, mint (p1 + p2 + p3)" 2, ami eggyel egyenls, azaz M(én) =
n(n — 1)p1p2.
") = n(n—lpipa —npinpz \/ pip2
\/np1(1 - pl)\ﬁzpz(l - p2) (1 ~p1)(1 - p2)
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34.

Egyiittes eloszlisok

38.

39,
40.

A negativ korreldcié virhaté volt, hiszen a 0 < i+ % < n egyenl6tlenség miatt
az egyik nivekedése el§bb-utébb a masik csékkenését vonja maga utén.
Mivel P({ =i, = k) = 15,
s\7| O 1 21314756178 9
0.01(0.02{0.03,0.04{0.05{0.06|06.07}0.0810.09] 0.1
1 10.09/0.08/0.07/0.06{0.05]0.04[0.03{0.02{0.01] 0
PlL. P(6=1,y=9)=0és P(6 =1)P(y =9) # 0, igy nem filggetlenck.
Nem fiiggetlenek, mert pl.P(§ =8,y = 0) = 0, P(6§ = 8)P{y =0) # 0.
a) Legyen P(A) = p. Ekkor P({i=1)=pés P({i=0)=1—p; M(&) =p és
D&Y =+/p(l-p),1=1,2,....
b} 7 épp azt jelenti, az n fiiggetlen kisérlet sordn A hanyszor kévetkezett be,
igy P(n=7) = (3)p'(1 - p)*~. M(n) = np, D*(n) = np(1 - p).
c) Meg kell hatdroznunk § = £n varhat6 értékét, és ehhez eloszlasat. 5 nem
lehet 0, ha £ nem az, igy P(6 =0)=P({, =0)=1—p,és § > O-ra
P=j)=Pl&=1n=j)=PG=,) & =j-1)=
i#k

=5(; 2 ) - e

M&=0-1-p+ ij( ;)pj—I(l _ p)n-i—(j.-l) _

=1
n—1 n — ] .
1=0
n—1 — R . m—1 n— ) '
=P (Z i(n ; 1)1?'(1 —-p) ey ( ; 1)p*(z _p)(ﬂ—l)—:) '
i=0 =0

A legutébbi kifejezésben az €lsé szumma egy n—1 és p paraméterd bizomi-
alis eloszlds varhaté értéke, tehat (n — 1)p-vel egyenld; a mésodik szumma
a binomislis tétel (T 6.9.) szerint (p+ (1 — p)* ! = 1 . Ezek szerint

M) =p((n-Dp+1)=p*(n—1)+p.

Plr—V+p-prp _ 1
Jp(L=p)/np(1—p) VP

r(Ek ’ "7) =

41. £ =1, ha a k-ik 16vés talalt, £, = 0, ha nem. A taldlatok szdmdnak virhaté

értéke m = M(n) = M(ZTF- &) = YF=1 Px. Mivel fliggetlenek,
D"(Z &) = Z D*(&) = 2 p(l—p)=m— E Pk -

k=1
Mivel (DFo17e)? < nYFopi, fgy DZ(Z‘&) <m(l — 1), és egyenlBség csak
akkor 4ll fenn, hapr =py = ... =pa = 2.
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34. Egytities eloszldsok

42. r(£,n) = 0, é fuggetlenek is, mert P(§ = 1) = P(4) = }, P(¢ = 0) = §
P(1=1)=P(B)=Hga5t =}, P1=0)=};
P(¢ =1, =1) = P(AB) = P(BIA)P(4) = § = P(¢ = DP(n = 1) ,
P =0,n=0)=PAB)=PA+B)=1-P(A)-P(B)+P(AB)=%=
P(£ = 0)P(n = 0) sth.
43. a) Diszkrét eset: P(£ = zi,n = y;,8§ = z;) = P(€ = z;)P(n = y; )JP(6 = z).
A fiiggetlenség miatt v = £ + 5 eloszldsa (1. a T 34.7 és T 34.10 tételt):
Ply=up) = Zzi+y;=un P(¢ = z;)P(n = ;).

Pl=zy=un)= 3, Pl=sin=y;d=2)=

zityi=un

=P(§=xz) 3. P{¢=gx)Pn=y;)=P(=2)P(y=1un)

Zityj=tn

b} Folytonos eset: alkalmazzuk a vy = £+ 1, v2 = 1, 13 = § transzforméciét.

Az inverztranszformacié § = y; — y2, 1 = v2, § = 73 és |J| = 1. Ekkor a

T 34.11 tétel alapjan fyy v,v(7. ¥, 2) = fens(z — 4, 4,2)|7] . A fliggetlen-

séget figyelembe véve

fnon(@ )= [ fense—vn2dy = [ filo - 0)faw)fs(2)dy =
= 152) [ fela = @)y = fs(@Mfesnl2) -

44. Az el8z8 feladatbdl kovetkezik teljes indukciéval. Mindegyik ¢; figgetlen a

tobbi dsszegétdl.
45. Geometriai valészindséggel szadmolva az eloszlasfiiggvény mindkét esetben

0, \ ha 2 <0,
F(z)=P(m <z)=P(p <2)= 2—“—%}’—, hal0<z2<a,
1, a<z.
Ld. a) és b) dbra.
v y

.

n

e z

o

a) dbra ) dbra
46. a) fepn{x) = [%% fe(t)fo(z — t)dt. Mivel f; és f, azonosan nulla az [a, ]

intervallumon kiviil, az integrilandé fliggvény csak akkor nem nulla, ha
az a <t < bésa < z—1t < begyenlStlenségek teljesiilnek. Ebbsl -
az egyenlGtlenségeket tsszeadva— kdvetkezik, hogy 2a < = < 2b, és ekkor
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34. Egytittes eloszlasok

d

e

feqnlz) = ;‘Eg Z:';g Wdt ugyanis az egyenlStlenségeket {-re rendezve
e <t < bnek és b—z <t <z — anak is teljesiilnie kell.

-(-i—f%i*g—, ha2e<z<a+b,

£y = (%i:a—z?’ haat+b<z<2b,

0 kiilsnben .
Tekintsiik pl. a v = £ — 5 és § = n transzformdciét, és alkalmazzuk a
T 34.11 tételt. Ekkor E = v+ 6,1 =4, |J| =1 és f 5(z,y) = feq(z +
wI| = felz + y)faly). A jobboldal csak akkor nem nulla, ha az o <
y < b, a < z 4+ y < b egyenltlenségek egyszerre teljesiilnek. Ezekbsl az
a—-b<z<hb—ail.a<y<b a—z<y<b—z hatdrokat nyerjiik,
azaz @ — b < z < b— a esetén fs(z) = ﬁsg’i:?) Wdy .

(;ﬁ’-}, haa—-b<z<0,

folz) =

ﬁ—_——-)T, ha0<z<b—o0a,

0 kiilsnben .
A T 34.11 tétel szerint

fen(z) = f iﬂfe(w)fn( )t .

Az integrandus csak akkor nem nulla, ha az a < t<bésa< F<b

egyenlotlensegek egyszerre teljesiilnek. Ebbsl az a* < 3: < b? feltételt, ill.

az a < t < b, § <t < Z hatérokat nyerjiik, azaz a’® < r < b esetén
_ miu(b,—i—) 1

16(2) = Jnax(a$) ?(’b‘—?)"’dt :

(lb—ngr, haa® <z <ab,
= 2
flz) (;n—‘-g, ha ab < z < b,
kiilonben .
Tekintstik pl. 2 vy = ¢, § = % transzforméciét. Ekkor £ = v, 7 = ] és
|J]=
h b Loy,
fialzy) = Fe) a1 = {EWELaY" aa<y<bésa<g<
z kiilsnben .

Az egyenl6tlenségekbsl az § < a: < E' . e <y<bazr<y<br

hatarokat nyerjitk, azaz § <z < ¢ b esetben
mm(b,b::} ¥
fﬁ(m) h /max(a,az) xz(b - 0)2 dy -

b zl—a®

ﬂ:ﬁf, ha%<z<1,
- _ 2.2
f5($) —2—"‘—2?[ (;__2)2, ha.l <zr< %1

kiilsnben .
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34. Egyuttes eloszlasok

A feladatot geometriai valészintiséggel is megoldhatjuk, mert £ és 7 fiigget-
lenek, és egyenletes eloszldstiak. Ekkor az eloszldsfiiggvényeket hatdrozzuk
meg, és ezekbdl derivdlassal nyerjiik a sfir(iségfiiggvényeket.

47. a) 6 = £+ nesetén fy{z) = [23, fe(t) fy(x —t)dt, és az integrandus csak akkor
kilsnbszik nullatél, hat > 0, z—t > 0. Ebbél z > 0 és 0 < t < r korldtek
adédnak, igy z > 0 esetben f5(z) = fF Aje~ Mthge~22(z=tgt

haz <0,

f5(z) = { .X_L_f.(e"'\lz —e~%%), hal<z.

b) Az el6z8 feladat b) pontjaihoz hasonléan: Ha § = £ — 5, akkor
fo(z) = [22 fe(=z +y) f,,(y)dy, ahol az integrandus csak akkor kiilsnbszik
nulldtél, ha. 0 <z+yés0 < y. Ebb8l z-re semmilyen korldtozis nem
adédik, de kell, hogy ~z < y és 0 < y egyszerre teljesiiljon.
Tehat fg(m) fmax(_z o) A1Aze” ~h(Etn) e~ havgy,

Adz A
fs(m)={ ket haz <0,

AAo Mz
_LLMHzC 12 haz>0.

c) Az el6z6 feladat d) pontjihoz hasonléan: Ha & = %, akkor
fo(z) = [2% fe(y)fy(L) 4 dy, ahol az integrandus csak akkor nem 0, ha

0<y, 0<% Ebbslz > 0ra fg(:[:) o 5-51 *y("l‘l'izz)dy .

haz <0,
fa(x}— T—zl_ﬁ—;g, hall<uz.

48, fg(:ﬂ) = fooo f{(f)f,,(&l - t)dt
a) Az integrandus csak akkor nem nulla, ha 2 <t <4é 1 <2z -t < B

egyszerre teljesiil. Ebb8l a 3 < 2 < 9,62 <t <4, 2 -5 <t <z -1

korlatok adédnak, azaz 3 <z < 9 esetén fe{z) = ::;:8 ;:ég é ldt.

Lz—-3), ha3<z<5,

)
1 hab<z<T
flz)=4 ¥ e :
(=) 19-z), ha7l<z<9,
0 kiilsnben .

b) Az integrandus ¢sak akkor nem nulla, ha 0 <t <2 és 0 <z — ¢ egyszerre
teljesiil. Ebb&1 0 < z és 0 < ¢t < 2, t < z adédik, igy 0 < z esetén

Fsl(z) = mm(2 z)l . 0.5e=05(=—1)gp .
0, . haz <0,
Fs(z) = 1‘:2*7, hal<z<2,
el pagcs.

49,
hay <0,

z ¥ 0
Fep(z,y) = / fels)ds ] fp(t)dt = (arctg z+ 2)y , hall<y <1,
- = ﬂ_(a,rctg r+%) 1<y,
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34, Egyiittes eloszldsok

Mivel £ + 7 barmilyen értéket felvehet, 8sszegiik stirliségfiiggvénye
oo 1 2%
fean(z) = f_ Jelz = t)fy(t)dt = fo mdﬁ

I 14 (1 —-2)?
z2+1
Megjegyzés: Fyy,(z) meghatérozdsa sem nehéz (parcidlis integraldssal és
L’Hospital szabdallyal), csak igen hosszadalmas.
50, fs(z) = 2% 3%1 feq(t, 3)dt, és az integrandus csak akkor nem nulla, ha 1 < ¢
és § > 0. fey = > 0 esetben

m_izx \/2_7?\/2—5 "'; 1-0
fa(:c)=i/6 dt:m.[l ( dt—-z\/?};(l— (72?))

+ 2z(arctg(l — ) + arctg z)

fo(@) = { haz <0,
B =1 2v/72(1 — 8(v22)), haO<zx.

51. Az Osszeg siiriiségfiiggvényének szamitdsakor az egylittes sfirfiségfliggvényben
z és y helyébe i-4, ill. © — t-t kell irnunk, ezért a korldtokat z-re és i-re
a—~1<t<1lé -1 <xz—1 <1 egyenlStlenségekbsl kapjuk. Ha tchit
-2 < z <2, akkor

info+1,1
fen(z) = f;ﬁigtl..}}) ft,z —t)dt .

H2+z2), ha-2<z<0,
fean(z) = 12-z2), hat<z <2,

] kiilsnben .
52. a)
2 _ !—gz 2
o 2 e P -% oo
fr(:c):f *ée—t e dt = V2e Hj e 2(;}5) dt .
—oo 4 % —c0
Mivel
A i) :
e di=1 e 17 |
\/2—1‘_ _ooe ’ ff('r) ‘\/3_'11'
b)
2 _z -21: +3 2 \/i __32 o0 2(\/?) 1 _32
—_ = —¢ & =
fee) =g [Ty = e [ W= o
,‘/- 2=y} 1 42
fn(y)—’—e ny e WV dg = \/2—1re £1



34. Egylittes eloszldsok

fea(®,y) # Fe(2) fo(y), tehdt nem figgetlenek.
53. Mivel feyp(z) = [0, fe(t) fo(z — t)dt

a
_Q"_z)_ L_rL
fen(e) === [ dt =
(1_1:)2
2
et ) 1 e
0'2211’ : ] dt_a2\/1?e e
b}

_a-m)? (m—t-mg)?

i o
feanlz) = —— j e ¥ e 7 dt

2roiog

Elvégezziik a kijelslt miiveleteket, a -6l fliggetlen tényez8t kiemeljiik az
integril elé, az integral mogHtt pedig olyan alakot irunk, hogy felismer-

s s

hetd legyen egy normélis eloszlds sifriiségfiiggvénye. A T 10.18 tételben
bevezetett jeloléssel az dsszeg siiriiségfiiggvénye:
2

2

_!z—!m;-‘]-mg!f _ azml-—a' m2+azz

exp ( 2(oi+03) ) f exp (t ot 4oy gt
- 7.2 =
/2,‘,‘. 0.2 62 oy o oy
\/ i+o; \/2w1/;¥1_rjg—m 2;}2’:@
_(z-gmg'{-mz)!z
2(al+02) i

1
=
V2myfo? + o2
Azaz két fiiggetlen normalis eloszlisi valészintiségi valtozd bsszege szintén

normalis eloszlast. A virhatd érték és széras értdke a T 34.12 65 T 34.14
tételekbdl is kovetkezik,

54.
EA L, M, e—(tra) L ki
P(£+T}=’C)_Z i!e (k-—-z)le Zz'(k )l 1,\ -
=0
Oa e
Et ’

Megjegyzés. Létjuk, hogy fiiggetlen Poisson-elosziist valdésziniiségi valtozo-
kat nyugodtan “&ssze lehet adni”, azaz pl. ha egy ke‘:')nyv lapjain eléforduls
hibaszdmok fiiggetlen, Poisson-eloszlisii valésziniiségi valtozék 1.5 varhato
értékkel, akkor a hibdk szdma tiz oldalon is Poisson-eloszldsh lesz, 15 varhato
értékkel. De Poisson-eloszlasi valtozét "felosztani” csak bizonyos feltételekkel
lehet, 1. az el§z8 fejezetben a "Fontosabb eloszldstipusok™ rész bevezetdiében
az M 33.36 megjegyzés 1) pontjinak utolsé bekezndését.
55. Els8 megoldds. A 44. feladat alapjin teljes indukciéval bizonyitunk.

I. n =1 esetén az 4llitas trividhs.

I1. Tegyiik fel, hogy n > 2, és (n — 1)-re az allitas igaz, azaz 6, = 3\ 1{,
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34. Egytittes eloszidsok

-2
esetén f5 _ (z) = An_l(sz)‘ze-M’ ha z > 0. Ekkor a fiiggetlenség miatt, és (a

T 34.11 tétel szerint) az egyitttes stirtiségfiiggvénybél adédét >0,z —¢ > 0
hatdrok miatt z > 0 esetén
n—1

z 2 z
_ n—1 —Aty  ~ Azt Y —Az
fine) = [} N e AN = 4 e

Mésodik megoldas. Az allitdst kozvetlentil is beldthatjuk, ha a t 34.11 tételt
a by =31, &, & =&, ... by = &, transzformaciéval alkalmazzuk. Az inverz
transzformdci6 £ = 6; — T, 8, € = 8, ..., és gy |J| = 1. Ha z > 0:

r x—ig T—i3—.—ih 1
fﬁ;($)=f / / NgmMag=Ms_o=Mn =Xz ‘*)dtndtn—;...dm:
0 o 0 '

n—~1

z pz—i z—ig—...—lp_
= APe—Ae f / ? . ] ? ldtndty_..dty = A" AT
o Jo 0 (n— 1}t

56. a) Jeloljiik & értékeit zz-val, k= 1,2....
M@y =3 =z Y Pll=zin=y;) =Y r{zi,y;)P(E=2in=y;) .
& i

F 4,7

r{z4y)=2;
hiszen kozépen a szummdban az Ssszes k-hoz tartozé dsszes 1, ; indexpar
szerepel.

Specidlisan: M(€n) = X;j 2y, P(€ = zin = 5) .

b) Legyen £ és n egyiittes siiriségfiiggvénye f; legyenek az y1 = ri(z1,z2),
y2 = r3(x1, zg) fliggvények olyanok, amelyek eleget tesznek a tétel kisvetel-
ményeinek. Legyenek az inverz fiiggvények 21 = hy(v1,42), 22 = ha(y1,v2),
és Jacobi determinansuk abszolatértéke |J}.

Legyen &) = r1{£,n) és 82 = ra(€, 7). Azt akarjuk beldtni, hogy
pl. M(81) = [, [23 ri{z1, 2) f(z1, 2)dzadzy. Alakitsuk 4t az integralt
a T 16... tétel alapjén, amikor is dzodz; helyébe |J|dyady; keriil:

/_OO/_ ri{zy, 22) flz1, z2)dredry =

= /‘_0:0 /_0:0 y1f(ha(y1, y2)s halys, v )1 dyadys

A T 34.11 tétel alapjdn az f(hi(y1,y2), he(y1,y2))|J| fiiggvény & és &
egytittes stirliségfiiggvénye, és {70 f(h1, he)|J|dys a §; peremsiiriiségligg-
vénye, igy

[ ([ fe, )l hdae ) dys = (51)
-0 -0
Specidlisan:
. o0 (o.2]
Mien)= [~ [ eyfpale,u)dady
—Cd v —00
57. a) Mivel f dgy bonthaté viltozéi fiiggvényeinek szorzatira, hogy azok
84.19



34. Egyiittes eloszldsok

valamennyien sériiségfiiggvények, a -k fiiggetlenek. foy

9, haz <0,
fE.(x) = {/\16_’\12, &

ha 0 < z.
b} Els6 megoldés. A T 34.13 tétel alapjan mivel 5 fiiggetlen valSszintiségi
viltozék szorzata M(n) = y; ,\21

Miasodik megoldds. Az el6zd feladatban bebizonyitott tétel alapjan dol-
gozzunk a & = &1é3..6n, 82 = €3, i, b = &n transzformicidval. Az
inverz transzformacié £ = 3—5—61—5—-, £ = b2, ... , €n = Op. A parcidlis

derivaltakb6l készftett métrix az els§ sortél eltekintve egységmitrix, igy

=15 = mas; 0
M(él) = -/lJ ./000 LU" fltz...tn)\l)\z...f\ne_'\ltl_Aztz_"'-A"t"dtn...dh

Bz [ tidie~N%dt; alaki integrslok szorzatira esik szét, amelyek rendre
‘\Ll,-vel egyenlSk. Tehdt M(61) = M(n) = mzl——;;

58. A két vevs érkezése kozott eltelt id8 stiriségliiggvénye —;—l-e"%", ha z > 0.
Jelslje & a megfigyelés kezdetéts] az els8 vevs érkezéséig eltelt idst, £y az
elsé és mésodik kozottit, stb. Jelolje & az idGegység alatt a kithoz érkezdk
szémat, és legyen 7y = 35 £j. Ekkor

P=k)=Pm<1lmu>1).
Sajnos nem ismerjik a g = &1 + &+ .o+ & és Mg = b1+ &2+ o+ &
valészinifségi valtozdk egyiittes eloszlisit, és ezek nyilvan nem fiiggetlenek,
hiszen 7 értékénél my,; csak nagyobb lehet. Tekintstik a [0,1] intervallum
egy 0 = zp < *1 < ... < Tn = 1 beosztdsit, és tekintstk az Ij = [z5—1,25)
részintervallumot. A feltételes valészintiség definicidja szerint
P(nry1 > 1yme € ;) = Py > Ume € Ij)P(e € 1) -

Mivel 41 — ng = k1, 65 a P(€gqq € A) val6szintiség az A halmaz mértéké-
nek monoton novekvs fliggvénye, tovabba ha i € I, akkor zj_; < mp < 25,
fenndll a

P(¢g41 > 1= zjmt) € P(npar > Unk € Ij) < P(§pq1 > 1 — 25)
egyenlStlenség. Minden tagot P(ng € I;)-vel beszorozva, és az egymast kizard

I; intervallumokra dsszegezve:

*) S PG >1-zi)Pmelj) < P <limp>1) <

=1
n
< Y P(bpyr > 1—-2)Pim € 1)
=1
A bal oldal
L Fo(z;)— Fp(z;-
3. (1= Fe (1 -25-1)) ( e ’)_ — ’."( ’ 1)) (zj —2j-1)
i=1 Zj—Zj-1
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59.

60.

61.

62.

alakba irhats, és ez a Lagrange-{éle kdzépériéktétel (T 9.14) miatt egy ko-
zelits dsszege az [i (1 — F, (1 — z)) fp(z)dz integrilnak. Ugyanez igaz (+)
jobb oldaléra is. Az ;. valészinfiségi viltozd k& db exponenciilis, azonos elosz-
lasd, fliggetlen valSsziniségi valtozé sszege, melynek slirliségliiggvényét az
55. feladatban adtuk meg. {gy

k
P(6=k) = j (1= (1-eh0-)) (L) ___(;':_)!e—;&zdx _ (:«};? 4

Jelslje az elsd ég& élettartamat {1, a mésodikét £a; ezek fiiggetlenek. Ekkor
n=~&+&.
a) Haz €0, fy(z)=0. Ha z > 0

folz) = f: e Me=a)gs = N2z % |

(Ezt az eredményt az 55, feladatbdl kozvetlentil is megkaphatjuk.)
b) Haz <0, fy(z) =0.Haz >0

fle) = [ udaereale= s = MM (ohur o)

(Ez az eredmény a 47. feladatbé] kozvetlentl is adédik.)
Az egyes ég8k élettartama fiiggetlen. Ha z <0, fy(z) =0. Ha z > 0:

f 2= z rz—1 ,\lxz)‘ﬁe—‘\ltl 6—Agt26-—A3(z—‘31—tz)dtzdtl —_
" o Jo

e——)liz e-—Agz e—}\az
)= | Pa—xa)0e—an) ()\3—'\1)(/\3-/\2)] '

Mivel a harmadik ég6 élettartama fliggetien az els8 kettd Ssszegétdl, az eldzd
feladat b) pontjénak eredményébdl is kiindulhatunk.

Nem lesz virakozé, ha kiszolgildsunk hdrom perce alatt nem érkezik még két
vevs.

Els6 megoldis. Jelentse # a mi érkezésiinktdl a mésodik vew;'éi érkezéséig eltelt
id6t. Ennek stirtiségliiggvénye az 535. feladat alapjén %ze“z’. fey P(n > 3) =
57 fylz)de = %e“%.

Misodik megoldas. Tudjuk, hogy ha két vevs érkezése kozott eltelt id6 expo-
nencialis eloszldsd, akkor az adoti id8 alatt a biifébe érkez8k széma Poisson-
eloszlasd, jelen esetben egy percre %, hdrom percre % varhaté értékkel (1. az
54. és az 58. feladatot). Nem érkezik két vevs, ha legfeljebb egy érkezik.

Jelentse £ az érkezd vevSk szdmét. P( =0)+ P(( =1) = e %+ %e"ai .

Ekkor adott id§tartam alatt az iizletbe érkez&k szama Poisson eloszldst kivet,
0—% = 2 paraméterrel egy percre, és 5 - 2 paraméterrel 5 percre { 1. az 54. és

8 0 8 _ .
az 58. feladatot). p = %!-e"z . -1'3!—6'_10 = %!-P_”

= A1A2A3 [
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63. a)

_JHz+3), baO<z<1, ={§(1+y2), haO<y<1,
fe(=) { k'hlonben, faw) 52 kiilsnben .

b) M(£) = 51 M(Ez) = 3ga M(n) = 5: M(T?z) = 25)
D{¢) = \/;5—0', D(n) = \/;_5- . Az M({n)-t kétféleképpen is meghatdroz-
hatjuk. Felirhatjuk § = {7 sfirfiségfiiggvényét a T 34.11 tétel alapjsn: ha
0 <z <lakkora0 < % <16 0 <t < 1 hatérokat is figyelembe

véve, fi(z) = I ﬁﬁi—dt Egyszerttbb azonban az 56. feiadat b} részének
eredményét felhasznélva szdmolni:

M(én) = f f zyf(=z,y)dady = f f sry(z +y )dwdy—ga
M(&n) - MEM@m) V3

r(ﬁ:"i) =

D()D(ny a1’
64.
2(1-2), halO<z<1, _{1——y, ha 0<y<2,
fele) = { kiilonben , faly) = 0 kiilsnben .

M(‘f) = §1 D(&) = 71"'“: M(’?) = %r D(’?) = 321
M(En) = J3 f0 Doy 1dyde =3, r(&m)=-}.
65.
_fo, haz <0, (L hal<y<4,
fe(=) = {38—'%, haz >0, faly) = {8 kitlsnben .
Mivel nyilvinvaléan fiiggetlenek, és sz6rdsuk létezik (£ exponenciélis, 7 egyen-
letes eloszlasi), r(€,n) =
66. a)

_w-4e?

ETE U= N B
fe@) = 5= [ gme e dy = 5o=e
ezért M(£) = 0.

L'ig)" "y;'dz = 1 _22_

f?l(y) \/“"/ \/2—11_
ezért M(n}=0.

00 00 2 2sytay?
M(én) =/ / zye i dzdy =

© y j B gt
= ﬂ:d
Lw LY, 27!’ V v
Az z szerinti integral egy N(y,1) eiosziasu valdsziniiségi véltozd varhats ér-

téke, vagyis y.

o0 2 2
M) = [ STy =1.
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67.

68.

69.

70.

T1.

72.

73.

Tehét c(é,7) =1

b} Kovariancidjuk nem nulla, nem lehetnek fiiggetlenck. (Ez kévetkezik miar
abbdl is, hogy fen(z,4) # fe(z)fa(y), s6t minden szdmolds nélkiil a D
34.9 végén tett megjegyzésbél is.)

Tudjuk, hogy F; ,(z,y) = Fe(z)Fy(y). Ha ¢ <0 vagy y <0, akkor
Fea po(z,y) = P(é2 <zt < y) = Fa(z)F2(y) =0

nyilvinval6, Ha x > 0 és y > 0, akkor a 9. feladatban igazolt egyenlSséget is
felhasznalva:

Fer (e, y) = P(E* < z,n” < y) = P(—VZ < €z, —\JT < 1 < Jfi) =

= Fen(—ve, =) + Fen(V,V4) = Fen(—va, V) — Fea(Va, - 7)) =

= Fel—Va) o= i)+ FV2) /9 — Fe (Vo) Py /9) — Fe W) Fy = f9) =
= (Fe(vz) — Fe(— Vo)) (Fayy) ~ /1)) = P(€* < o) P(n* <y) = Fa@) F 2 0) -
Az el8z8 feladat allitdsat felhaszndlva és a T 34.19 tételt alkalmazva
D(&n) = M((n)) — M2(En) = M(E2)M(n*) - ME(E)M?(y).
H.a, a jobboldalon is mindent virhaté értékkel fejeziink ki, az egyenlSség ado-
iks.zéré,s definiciéjabdl és a T 34.12 tételbsl
D (E+n)=M((£+1)")~ M*(€-+n) = DX(€)+ D*(n)+2({M(¢n) — M()M(n)].

A korrelaciés egyiitthaté definicijabél adédik, hogy
M(&n) — M(EM(n) = D(EYD(n)r(é,n).
A T 34.12-14 tételek alapjin

M((E +0)0) = M(E+ OM(Q) _

r(m )= DETODQ)
_ ME)+ M) - MEOMO-MYQ) _ DAY _ 1
VD2(€) + DHOD(C) V2DHOD(C) V2

Hasonléan igazolhaté a tobbi sllitss is.
A T 3312 és T 33.15 tételek alapjén

M((1 - O(n 1)) - M1 - HM(y - 1)

1
T(T1:T2) = D - £)D("7 _ 1) = "T(E: n) = g
M(G) = M((2) =0,és D{((1) = D((2) =12 T 33.12 és a T 33.15 tételek
alapjan.

M{¢1¢2) — M{C)M(C)
DiC)D(G) - k)

Egyszerd szdmolassal adédik, hogy (T 33.12, T 33.15)

o) 8 M) - M@EME)

34.23
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34. Egyuttes eloszlésok

T4 M(E) = [2, zfe(z) = [}y 221 — 22dz = 0 és M(n) is létezik (torténetesen
az is nulla).

Z

M(¢n) —] j zy fe oz, y)dzdy __f ,/‘/-_—zgmydydm =

75. Jelsljik xi-vel az ¢-edik mérés eredményét. Az a célunk, hogy n-et olyannak
valasszuk, hogy
E?-_-l il

P(]

legyen. M(3"%.; zi) = nd, és mivel a mérések figgetlenek, D(F%, =) = 2/n.
Becsiilhetjiik n-et a Csebisev egyenl8tlenséggel:

—d| <0.5)>095

4n

P(iZm; —nd| 2 0.5n) < =0y,

1=}

amibgl n-re a ;2%5 < 0.05 becslés adédik, azaz n > 320,

Ha a z = 215" siaket a centrdlis hatdreloszlastétel (T 34.15) alap-

2/n
jan megkozelit6leg standard normalis eloszldstinak tekintjilk, akkor a feladat
kovetelményébdsk:
i 8.
0.95< P ..Zl.‘-ﬂ_d <085 =P | i nd|<0.5n _
" 2v/n 2/

= P(|2] < 0.25v/7) = ®(0.25y/n) — (—0.25v/) = 28(0.25y/m) — 1 ,
azaz $(0.25/n) > 0.975, amibél 0.25\/n > 1.96, n > 62.

Latjuk, ha van valami elképzelésiink egy valSsziniiségi viltozd eloszlasardl,
jobb azt kihaszndlni, mert a Csebisev egyeniStlenség elég durva becslést ad.
Ha n > 62, akkor z valéban elég j61 kozeliti N(0,1)-et.

76. Az utasok silya egymdstél fiiggetlennek tekinthetd. Ezért, ha z;-vel jeloipik
az egyes személyek silyat és y-nal a teherbirdst, a centrilis hatdreloszldstéie:
alapidn

n n
T 2 — 150700 y—150-700)
P E <y)=PFP < =
(2o <) ( 100150 100v/150

y— 150 - 7{}0)
=@ Z——x— 1 > 0.995
( 1004150 f ©
kévetelmény adédik. Ebbsl 125800 > 9 58 azaz y > 108160 N .

100+/150
77. Egy kis doboz brutté témegének virhats értéke 1.05 kg, és mivel az aru to-
mege feltételezhetGen fiiggetlen a doboz tdmegétdl, a szordsa a T 34.14 tétel
szerint v/ o2 + 0.0052, ahol ¢ a keresett széras. A centralis hatdreloszlastétellel

6
P (61.5 <Y oz < 64.5) =

i=1

$4.24



34. Egyiittes eloszldsok

B ( 615-60-1.05 _ v 2 —60-1.05 < 645-60-1.05 ) N
"~ \V6002+60-0.0057 ~ v/6002+60-0.0062 ~ +/6002+60-0.0052)

~ ¢ (——-———-—ls—) -9 (——-15—) >0.99 .
v600?% + 0.0015 V6002 + 0.0015

Ebbsl m%ﬁ, > 2.576, vagyis o < 0.075 .

78. Az egy kocsi altal elfoglalt hossz virhato értéke 4.7 m, szdrdsa pedig mivel az
autdk hossza és az elSttiik al6t6l vals tavolsdguk feltételezhetfen fiiggetlen,
V0.26 . Jeltlje n az egy oszlopba beférd kocsik szdmat. Szamitsuk ki ennek
varhaté értékét!

10 10
Y e —10-4.7 55—10-4.7)
P(n<9) =P i>55) =P > ~
(n=9) (;Z—:f ) ( Vi0-026  10-0.26

~ 1 — $(4.9614) ~ 0.0000 ,

i=1

11
P(n<10)=P (Z zi > 55) ~ 1 — $(1.9513) ~ 0.02551 ,

P(n < 11) = ®(0.79259) =~ 0.78599 , P(y < 12) =~ $(3.3179) =~ 0.99955 ,
Ph<id)=®(B.7N~=1.
P(y = 10) =~ 0.02551 , P(n = 11) = 0.76048 ,
P(n=12)~021356,  P(y=13) ~ 0.00045 .
Az egy oszlopba férék virhat6 ériéke M{n) = 11.189. A nyolc oszlopba igy
vérhatéan 89.512 kocsi fér, igy nagyobb a valszinfisége annak, hogy elme-
gytink az elsé forduléval, mint annak, hogy nem. (Ugyanis, ha egy val6szint-
ségi valtozé a virhato értékét § valdszintiséggel veszi fel, akkor 0.5 valdszint-
séggel lesz annal kisebb, és 0.5 valdszintiséggel lesz nagyobb). Vegyiik észre,

hogy az egy oszlopba férék virhaté értéke nem egyszeriien 55/4.7 ~ 11.702 ,
hiszen a kocsioszlop hossza lehet rdvidebb, mint 55 m, de hosszabb soha.
79. Jelsljiik z;-vel az egy-egy fordulénként elfogyasztott benzint, és y-nal a terve-

zend§ mennyiséget. Feltéve, hogy a benzinfogyasztds fordulénként fiiggetlen,
a centralis hatdreloszldstétel alapjin a feladat kévetelménye:

200
T 2—200-30 y—200-30 y—6000
P zi<y|=P < ~3 (1220 > 0.09
le’ y) (( 3+/200 3+/200 ) (30\/5 =

Ebbél *V;'WBU%Q > 2.33, igy y > 6099, azaz 6099 1 benzin elegends.

80. Ha {;-vel jeloljiik az i-edik generdldsnal kapott szamot, akkor M(¢;) = % és
D(&) = 7% minden i-re.

P ( €1 + ... + 120000 — 120000 - 1

< @ .
/20000 x) (2)

24.25
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Fzért

P (51 + ... + 120000 <)

P

100 <100

&1 + ... + £120000 — 60000 5990060000
< 53900

B(—1) =1 - B(1) ~ 0.15866 .

81. a) Legyenek a £ (i =1,2,...) valészinﬁségi vé.ltozék a [0,1] intervallumon

b)

egyenletes eloszlastak, ekkor virhaté értékiik 1 3, szdérasuk 7=- A

2,66 valészintiségi viltozs varhats értéke 0, szdrisa 1, ezért az 50,1 =
Z,_l i — 6 vélasztas megfelels. A gyakorlatban legtobbszor meg is szoktak
elégedni azzal, hogy 12 db viltozé osszegét szamitjik. Ha ennél tibbet
akarunk, az

N0, = (221=1 6# — n)\/_
Ja

formuldt hasznaljuk. Az 7g,1-b6] tetsz6leges m varhaté értéki és o szérasi
val6szinilségi valtozdt az nm . = omg,1 + m képlettel allitunk els.

A kbvetkez& program egy F varhaté értékfi, § szérdst normdlis eloszldsi
valészintiségi valtozé K db érigkét 4llitja €6, egyenként N db szam dssze-
gével. Az eredményt a Z nevd témbbe helyezi .

Bemend paraméterek: K, E, S, N .

BEGIN
RANDCMIZE;
READ{K); READR(E}; READR(S); READ(N};
FOR j:=1 TO K DO
b:=0.0;
FOR i:=1 TO N DO
% :=RAND();
b:=b+x;

END;
b =(2.0%b-REAL (N))*SQRT(3. 0)/SQRT{REAL(N});

;=S*b+E;
WRITER(b);
END;

END pi2.

a} 4bra

Ezt a feladatot az 58. feladat a.la,pja‘m oldjuk meg. ,\ varhaté ériékil ex-
ponencidlis eloszldsi valdszintiségi valtozék Gsszegét s7armt3uk amig meg
nem haladjuk az 1-ef. Ha a j-edikkel haladtuk meg, £ = j —1. A X vérhaté
értéki Poisson-eloszlisi valésziniiségi valtozénak K db értékét allitjuk els,
de cgyik érték sem lehet N-nél nagyobb. Az eredményt a Z nev témbben
helyezziik el.

Bemend paraméterek: K, A, N .
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BEGIN
RANDOMIZE;
READ(K); READR{L); READ(N);
FOR j:=1 TO N b0
b:=0.0;
j:=1;
REPEAT
X :=RAND( };
b:=b-LN{1.0~-x}/L;
IF b>1.,0 THEN M:=1i-1; ELSE i:=i+1; END;
UNTIL (i>K) OR {b>1.0);
IF (b<=1.0) THEN M:=K; END;
WRITE(M) .
END;
END p13.

b) dbra
82. Helyezziik ¢l a négyzetet a koordindtarendszerben 4gy, hogy cstcsai a (0;0),
(0;1}, (1;1), (1;0) pontok legyenek. Ezutdn a RAND() eljaréssal (amely a (0;1}
intervallumon egyenletes eloszlisd valészinfiségi viltozé véletlen értékeit 4l-
litja el8), generdljuk az els§ pont elsé, majd masodik koordindtajat, azutin
a masodik pont els§, majd masodik koordinstsjat, és megnézziik kozelebb
esnek-e egyméshoz, mint d. Ezt N-szer végrehajtva szamitjuk a relativ gya-

korisagot.

¥

. p gy PSP i
Megjegyzés. A kérdéses valdszinisé- 7, T,

geket geometriai valészinfiséggel pon- . 7
tosan is kiszdmithatjuk, Ez azonban
igen hosszadalmas. Vélasszunk egy pon-
tot, Pj-et, és jelolje A azt az eseményt,
hogy P, ennek d sugari kornyezetébe
esik. Mivel az egységnégyzet teriilete 1, 9
P(A) értéke egyenls a P kézépponta T4
d sugari kér négyzetbe esd része terii- d iz
letének mér8szamaval. Ezt a teriiletet
misképp és masképp tudjuk kiszadmolni, attsl fiiggden, hogy P, a négyzet-
ben hol helyezkedik el. Pl. ha d < %, az dbrin bejelolt eseteket kell megkii-
lonboztetni. Jelsljiik Ti-vel azt az eseményt, hogy P, € T:. Ekkor P(A) =
21 P(ATy). Nyilvin P(A|T)P(T)) = P(ATy) = P(ATy) = P(AT3) =
P(ATy), és P(ATs) = P(AT;) = P(ATy) = P(ATy) és P(ATy) = P(ATyp) =
P(ATy1) = P(ATy3). Tekintsiik pl. a Ty eseményt. Ha P; koordinatai (z,y),
akkor pg(z, y) = P(A|Ts) = d*r - (arccos £ +arccos D tavd?—z2 4y, /d? —y2.
(Felhasznéltuk, hogy (kércikk teritlete)=(koriv-sugar).) Tekintsik az egység-
négyzetnek egy koordintatengelyekkel psrhuzamos elég finom felosztasat. Je-
Wolie Tij a [zi-1; 2] X [yj-1; ;] téglalapot. P(Py € Tij) = (2 —zi_1)(y;—yj—1 ),

Ts T3 Ty
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és nyilvan pg(zi-1,y;-1) < P(A|P € Tjj) < ps(zi, y5)-
Z T~ Y- i —Ti- )y — vi-1) S P(AT3) < Z pdriyi—zi-)ly; — yi-1)

4]
T;jCTs ch

A bal és jobb oldalon is az

£

€
f / elr— e’(a.rccos—%—arccos —)+:q/s?' - z2+y\/c-:2 — yidydx .

E

kett&s integral egy-egy kozelitd dsszege all, igy Is = P(QTs) . Hasonléképp
eljarva kapjuk a tobbi esetet.

83.

4. hal<zy<a. :{—1-, hal<y<a,.
feal®,y) = {e killonben |, f) =18 \ilonben .

A D 34.20 definicidnak megfelelfen a feltételes eloszlasfiiggvényt csak 0 <
y < a esetben tudjuk érielmezni. Ekkor, ha 0 < z < a is:

P = [ty = [ gt = [l L=

0, haO0<y<adédsz<B,
F(‘EE?I)={%1 hall<y<aésl<z<a,
1, had<y<aédsa<az .

84. Haszualjuk a 28. feladat eredményeit. A siiriségfiiggvényekre vonatkozd dssze-
fiiggés alapjan (lLaz M 34.22 megjegyzés végén)

flzy)l _[L halz|<1l,
fi=l0) = faly) yg_{é k;lt;lben,

igy (1. a D 34.21 definicist

0, haz < -1,
F($|0)=j F(10)dt {—t ha —i<c<1,
% 1, hat<ez.

85. a)

1 ‘_zz 1 - -1)% 1 _ 2
flen= (e ¥ ) (e ) (e ™) = Aol cCe)

b) A fiiggetlenség miatt fp (y,2) = foly)fe(2).
c) A fuggetlenség miatt fylz) = fr(y).
86.

21,2 1,2
8(2+3$"T$ }, hal<z<, _ s gy". hald<y<3,
felz) = { kiilénben , f) 0, kiilsnben .
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a) f(ylz) nem értelmezhetd, ha z ¢ (0,2) .
flylz) = fealz,y) _ 3—‘1““)—76f2:fm , ha0<z<26ye(is,3),
fe(z) 0, ha0<z<2ésy¢(%m,3) .

F(ylz) sem értelmezhets, ha = ¢ (0,2).

0, ha,{}<:v<2eszw,

2
F(y[m):/_ f(six)ds—{w,—, hall<z<2és 2 sr<y<3.

] ha0<r<2eﬁ3<u
b) f(zly) nem értelmezhets, ha y ¢ (0,3)

Hz+y P 2
flaly) = ‘%—gyl, ha0<y<3‘fsz€(0,gy,\,
0, haO0<y<3ész ¢(0,5y).

fgy, ha y € (0,3) a D 34.23 definici6 szerint

3y 9(3: + y)dm Ey

Meh=y) = [~ =g de = o

azaz M(¢|n) = 35
c)

13 36 36
P(6<t)=P(M(Em <t)=P(gin<t) = P(n< 5t) = B (53¢) -
0, ha y <0, G, hat <0
Fn(y):{g%y{ haO<y<3, Fst) =24 (1), ha0<t<—g,
1, had3 <y, 1, ha12<t

87. P(y=1lt=1)= ﬂ%‘g;ir‘l=%,z°n—2ia—1) LP(p=3¢=1)=0
sth.

A D 34.23 definiciészeint M(nl¢ = 1 =1-1+2-243.0=1%
M@lt=2)=1-0+2-1+3.2= M(n]=) %+2§.~ +3-F=4

8 = M(n|€) jelsléssel & lehetséges ertekel T ?I g

P(=3)=P(=1)=4,P(6=§)=P(t=3)=4,

P§=8=P¢t=2)=1
88. Az el6z6 feladathoz hasonléan szamolva M(nlé = 1) = 2, M(y|¢ = 2) = 2,
M(nl¢ = 3) = 2. Tgy
(z) = {0, haz <2,
I, ha2<z.

89. Mivel két szdm Ssszege és az egyik szdm a misik szdmot egyértelmifen meg-
hatérozza, P(E =i, n=k) = 3—% minden olyan i, k pérra, amire nem nulla. A
P(n = k) valoszinfiségeket a "kedvezd/Osszes” képlettel szamitjuk (1.32.29).

34.29



34. Egyuttes eloszlésok

906.

91.

92.

APl=ip=k)= W ssszefiiggésbol lathats, hogy P(€ = iy = k)
és M({|n = k) is csak akkor értelmezheté, ha 2 < k < 12; ekkor

F_v ha2<k<Té1<i<k,
Pl=ilp=Fk)= gf=qyp, haT<k<12ésk-6<i<6,
0, minden m4ds i-Te .
2—1 i 12:, ha k<7,
=k= =
MClr =) {Z:=k~6_£ k haT<k<12.

Tehdt § = M(&ln) eseten & lehetséges értékei: 1, 1.5, 2, 2.5, ..., 6
P6=1)=Pn=2)=4, PB=15)=P@n=3)=4%,..,
P(6=55)=P(n=11)=%, P(§=6)=Pn=12)=%

Ha { és n diszkrétek, legyen p;p = P({ = zi,n = W), & = P(n = w),
pi=Pll=z)i=12,.,k=12,...

MUM(Eln) = S Mgl = )P = ) = (2’;—;) @ =

k §

—Zﬂthnk—zp:ﬂ?: M(€

{Mivel az dsszegek abszolut konvergensek, az bsszegzés sorrendje felcserélhe-
t8.}) Ha ¢ és n folytonosak, akkor

e = [~ mieln =y = [ [ afaly)fyo)dedy =

= [T [7 featonydvde = [ sfi(e)ds = M(8)

Jeloljik a £i-k kozos varhatd értékét m-mel. Az el6z8 feladat eredményét
alkalmazva

o
M(n) = M(M(glv)) = 3 M(nlv = n)P(v = n)
n=1
Az 7 valésziniiségi viltozé v db m virhats értékii valésziniiségi valtozd Gssze-

ge, és £;-k fiiggetlenek v-t8l, ezért v barmilyen értékére vonatkozé feltételes
varhaté értékiik m, M(n|v = n) = n - m. Ezekbél

M(n)=S m-nPr=n)=m3 nP(v =n) = mM() .
a) Az elézé fela:l_a,f: megoldasdhoz ha.so:l:(‘:an
M) =M(Mnjv))= i M(nfy=n)Pv=n)= i (z_: M(s;-)) Ply=n).
Az dsszegzés sorrendjzt_felcserélve v

M(n) = le zj M(&)P(v = n) = z M(E) z} Py =n) =
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=3 MEPE 2 ).

j=1
b) Ha minden M(¢;) egyenl6 m-mel, akkor az el8z65 eredmény szerint

- M(ng) = mEP(V>J)-_-mEJP(V- ) =mM(v) .

§=1 =1
93. A hdromszog terillete: 21/2 , ezért e
£, ha(z,y)e ABCa ,-
21 1 ]
ff,ﬂ(may) { 0, ha(z,y)¢ ABC,.
wy,  hal<y<3,
foly) = I—-gy, ha3<y<5, ) ,
0 kiilsnben . ' B z
o f3+‘zzdt 2,  hal0<z<3,
ff(m)" fs.:f_:s 21a!t-—l :c, ha3 <z <5,
kiilénben .
fzly) = fenlz,v)/ f,,(y) és ezzel egylitt F(zly) sincs értelmezve, ha y ¢ (0,5);
Fylz) = feq(2,v)/ fe(z) és ezzel egyiitt F(y|r) sincs értelmezve, ha = ¢ (0.5).

Flely) = [ f(tlw)dt =

(0, ha0<y<3ésa2<3~y,

, ;;_y%dt=ﬂ”—i;§:ﬂ, ha;0<ys_3_és3~—ly,<;c53+—§-y,
1, ha0<y<3es3+5y<z
=10, ha3<y<5es.11;<53,1—ﬁ

dt

5(25—5y+15)

x
f %ﬂ—:'g' 21(5—y)
L1,

21(5—y)

had<y<bésdy—-L<r<3+dy,
ha 3 <y <5, 3+§y<m.

A feladatban szerepls valtozok szimmetridjibél kovetkezik, hogy F(ylx)-et
megkapjuk, ha a fenti eloszlsfiiggvényben « és y szerepet felcseréljiik.

94. A 66. feladat reszeredmenyelt haszndlva

b E,r:(-"",y) "“fff(z ~2ay+2y%) 1 —%(:2_'2zy+§y2)
f(a:iy) ) f ( ) 7-8 32_ - \/2—1?6 b
[>2] _l(iz_zxy_i_ yZ) 00 : ?
M(Eln=y)= / ?e : Jon ’ dz = e'%yi / zﬂe_Lig)‘dm = ye"’iﬂ»’2 .
- M —oc

Ebbél a) M(Elp = 2) = 2¢2

b) M(¢ln) = ne-47
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34. Egylittes eloszlasok

95. Mivel minden forduléban a nyereség virhat6 értéke a t5bbitsl figgetlentl 0,
a) M(€s) = 100,  b) M(Gsltz = 120) = 120,  c) M(£:0l& = 120) =
120,
&) M(Ealéi = m) = m.
96.
hay <0,
Faly) = { 2 15°(z +3y)e™ ™ Wdr = 3¢ W(1 4+ 3y), hay>0.

f(z|y) nincs értelmezve, ha y < 0, és

flafyy = JenloW) a3y .y,

= , >0.
Faly) 1+3y v

N ™ :1:+3y o _2+3y
azaz § = M(éln) = 232 Ha 9 > 0, akkor 1 < 32 < 2, igy
_ 24 3p _ 2—-t \ 2t
Pw<t%—P(1+%<ﬂ)—P(n>ﬁ?jﬁ)—1 ﬁ(a;rﬁ).

0, hay <0,
B = {1 g 4 S), hay>0,

és mivel 1 < 23 <2

T+38
0, hat<1
221
Fy(t) = {e 6= (1+3=), hal<t<2,
1, ha2<t.
97. a) Induljunk ki az f¢ ,(z,y) = flylz)fe(z) Osszefiggésbél. A feladat szévege

alapjdn
l , ha z€(0,1) és y€(,1),
fe={b 2O oy 10" here(0]) & y(s)
0 kildnben , i !m ha 2¢(0,1)
er e e ¥ .

A
ff:ﬂ(miy) = { 1-z1 halt<z< y<1,

0 killsaben .
0, haz<Ovagyy<0,
(1-—y)ln(1—z)+:c, hat<r<y<l,
F(z,y) ==, hal<z<1lél<y,
(I-9)ln{l —y)+y, hal<y<lésl<z,
1, hal<zésl<y.
b)
0, hay <0,
Fn(y)={(1—y)in(1—y)+y, ha0<<1,
1, i<y.
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34. Egytittes eloszlssok

98. Induljunk ki az fe,r(2,v,2) = fea(z,0)fi(zle,¥) = fe(a)f2(vle) filzle,y)
tsszefiggésbbl. fe(z)-et és fo(y|z)-et hasonlbéan kapjuk, mint el8bb, csak most
1 a {0, z) intervallumon lesz egyenletes eloszlasd; fi(z|z, y) meghatérozdsinal
pedig gondoljunk arra, hogy 7 az n értékétsl fiiggetlentil az (z,1) intervallu-
mon lesz egyenletes eloszlést. Igy

_ l-l-i—f—, hal<y<z<z<1,
fena(z,y,2) = {0 ™" Lulénben.
A 23. feladat megold4sindl kszdlt dbra mutatja a tartoményt, ahol a sfird-
ségfiiggvény nem nulla.
¥ z 00
Fﬁaf(yaz) = »[—oo -[—-oo -/—oo ff,n,r(zst1 3)d$d8dt =
0, hay €0 vagy z <9,
yzln 2 4+ (1 - 2)(1 - y)In(1 - )+
_ } +y(1 - 2)In(1 - 2), ha0<y<z<1,
T 1A -2)n(l - 2) + 2, hal<z<lésy> 2,
y(l—Iny), hal<y<1iél1<z,
1, hal<yésl<z.
99. a)

eas g PE=if+n=k) _ PE=jn=k-j)
Pe=ikan=h = a=n " FE+1=P

Mivel P(¢ +n=k) =TI} P(¢ = i,n =k — i), & £, 5 fuggetlenek,
- P(€ =j)P(n =k —j)
Pll=jll+n=1k)= =
i PE=i)P(n =k —i)
pglpgt—imt 1
R o N T

b)
k-1 . A
M(£i£+n=k)=giP(£=i:e+n=k) 2 =3
1= 1—]

100.a) Az el6z5 feladat b) pontjinak megoldasihoz szitkséges 1épéseket kell
elvégezniink,

P(¢ =l +n=Fk)= P

El“l DiPg—i
k-1 k-1
=1 =1 E.:; PiPE—i

Hozzuk ezt egyszerdibb alakra. Az utolsé szummaban a tsrtek nevezd-
je fuggetlen j-t6l, fgy azokat kiemelhetjitk. Ezen kiviil, ha j befutja az
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34. Egyittes eloszldsok

1,2,....,k — 1 értékeket, akkor a k — j is (forditott sorrendben) ugyan-
ezeket ?zlértékeket futia be; ezért, a szamlalék Bsszegét m-mel jeldlve
m = Y2 ipipk-j = L3t (k — §)pipe—j, azaz ,

k-1 k-1 ’ i
2m =Y (§+(k—ipire—; =k Y Pive—j 5
= _ =t _

és igy .
o ik Exblpine;

M{E+n=F) = jk—li k-7 3 ;_11 WPk—5 _
it PiPk—i 2ic1 PiPk—i

k
5
b) Tehat § = &2, igy

E + k k-1
Plé==]=P ¢+n =-|=Pé+n=k)=) pipr—i, k=2,3,..
2 2 2 i=1 '

101.Jeloljiik f-fel £ és n kozos stirtiséglilggvényét, és f(z|y)-nala P(¢ < z,£4n =
y) = F(zly) eloszlas stiriségfiggvényét. Mivel { és n fliggetlenck, egyiittes
stirfiségfitggvényiik f; .(z,y) = f(z)f(y). Ha meghatérozzuk £ és { +n egyiit-
tes stiriségfiiggvényét, akkor az freq,(z,y) = ! fej-q(;’y) képlet megadja 2
keresett strdségfiggvényt. Tekintslik a § = £, v = £ + 5 transzformébciét. Az

inverztranszformacié { = §, n = v —é. A transzformécié Jacobi determindnsa
1. fgy, a T 34.11 tétel értelmében '

Jox(2,9) = feean(z,y) = f(e)f(y — =) .
feqy stirtiségliggvénye pedig (23, f(y — t)f(t)dt . fgy
: __f@&)fly-2)
FW) = 1 sty - D7)
(Ezt az egyenlfséget az el8z8 feladat alapjdn a diszkrét valészindségi valto-

z0k adott értékeihez tartozé valészinfiségek és a sfirfiségfiiggvények kozotti
analégidk alapjdn is nyugodian felirhatjuk.)

zf(z)fy — =)
M dp=y)l= dz
Clt+n=v=] 1=, f)7 - )
A nevez6 fiiggetien z-t8], tehat kiemelhetjiik az integral moégiil. A szamlalé
integriljat m-mel jelolve a diszkrét esethez hasonl6an, csak most s =y — =
helyettesitéssel kapjuk, hogy '

m= [ sf@)f-a)de= [(w—)f(s)fly-s)ds= [w-o)f@)f(y-c)dz ,

ugyanis mJ;ndegy, hogy egy hatarozott integralban milyen bettit haszndlunk
integraldsi valtozénak. Ekkor

2m= [~ (e + - N =) do=y [ f)f—o)ds
34.34



34. Egyuttes eloszldsok

bR @y —s)de_y
MER+n =9 =T —n & "2
fey § = M(ElE +n) = 2.
2t oo
Fy(t)=P(6<t)=P(E +7 < 2)=Fea(2t) = [ [ £y = )1(s) dsay .

34.95






35, Matematikai statisztika

35. Matematikai statisztika (megoldésok)

a) Az Fyp empirikns eloszlasfliggvény D 35.6-beli (1) képlet szerint:

(0, ha z < 355;

1/20, ha 355 < x <359,
2/20, ha 399 <z <364,
3/20, ha 364 <z <369,
4/20, ha 369 <z <373,
5/20, ha 373 <z <375,
6/20, ha 375 <z < 376,
7/20, ha 376 <z <377,
8/20, ha 377 < & < 379,
9/20, ha 379 < z < 380,
Fa(z) = { 1/2, ha 380 < z < 381,
11/20, ha 381 < = < 383,
12/20, ha 383 < z < 384,
13/20, ha 384 < z < 385,
14/20, ha 385 < r < 387,
15/20, ha 387 < 2 < 390,
16/20, ha 390 < z < 393,
17/20, ha 393 < z < 396,
18/20, ha 396 < z < 400,
19/20, ha 400 < z < 408,
L1, ha 408 < z.

A hisztogram el@allitdsdhoz allapitsuk meg a feladatban el&irt részintervallu-
mokba es§ mintaelemek szamét (mds széval: gyakorisdgat). E gyakorisigokat
az aldbbi tablazat tartalmazza.

[354,359) [ [359,364) | [364,369) | [369,374) | [374,379) | [379,384)
1 1 1 2 3 4

[384,389) [ [389,394) | [394,399) | [399,404) | [404,409)
3 2 1 1 1

35.1



35. Matematikai statisztika

A hisztogram:
kif’zﬂ(:v)
4
o8 "X
f I
i L
3 i
% Bada
ry
2 #ir"&?
3 1
s ARERE
. /f"-'""\\
i Lot )
W rTAY o e
LI 20N BT T A
__.fl/llzl-ll!"li\\
N WPIOD W fre S precharnrpersbrerdirrshordi——n
350 380 370 08B0 390 400 40 T

A koordinatarendszerbe szaggatott vonallal berajzolt "haranggbrbét” elég jol
kdzeliti a hisztogram. fgy a mért ériékek alapjin a vizsgilt statisztikai so-
kasig (a mifanyagbdl késziilt mintadarabok a szakitészilirdsdgukkal egyiitt)
eloszldsa. jol kozelithetd normilis eloszldssal.

b) Az empirikus varhatéérték (1. D 35.9 (3)):

F = 380.65,
az empirikus szérds (1. D 35.9 (4)):
s =18.02795072,
a korrigalt empirikus széréds (1. D 35.9 (5)): ‘
s* = 13.36639541.

2. A széban forgé statisztikai sokasdgot leird valészinfiségi viltozot £-vel jeldlve,
a P(¢ < 361) val6sziniiséget kell megbecsiilniink. Mivel P(£ < 361) = F(361),
ahol F jeloli a £ elméleti eloszlasfliggvényét, ezért P{€ < 361) becsiilhets az
el6zd feladat megoldassban el§allitott Fog empirikus eloszlésfiiggvény z = 361
helyen felvett érickével. Az Fyg fliggvény t4blazatardl leolvashaté, hogy

2_1

20 10°

35.2
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35. Matematikai statisztika

3.

a} A tabldzat adatai alapjin a D 35.7 (2) szerinti pqp fliggvény a kovetkezd:

0, haz<l,
313, hal<z <2
%, ha2<z <3,
1%, ha3 <z <4,
wae(z) = < l-g-, had4 <z <5,
;%, hab <z <8,
&, hab<z <7,
;%, ha7<z <8,
L0, ha8<=z

¥Ennek « :afikonja, azaz a hisztogram a kévetkezs:

& Paolz)
14 /401 Lo
fA
£
L |
Py
i 1
f 3
/401 Loy B
Y
!
5/40 \
4540-- ._;9 o
7 \
2/40f  ° N
ks P
123 4586178 I

sr 2

A szaggatott vonal (a haranggdrbe) az elméleti slirtiségfiiggvény alakjat szem-
lélteti. A grafikon azt mutatja, hogy ¢ j6 kozelitéssel normalis eloszldsinak
tekinthetd.

b) A P(4.2 < ¢ < 6.2) valészinfiséget kell megbecsiilniink. Mivel ¢ folytonos
valészintiségi valtozs, ezért a keresett valbsziniiség egyenld P(4.2 < £ < 6.2)-
vel. Fyp-nel jelolve az adott mintdhoz tartozé empirikus eloszlasfiiggvényt,
P{4.2 < £ < 6.2) ~ Fy(6.2) — Fyo{4.2). A minta elemeinek konkrét értékei
azonban nem ismertek, csupin az egyes osztdlyokba es§ értékek gyakorisé-
ga. Bzért Fyo-et azzal az Fyp empirikus eloszlésfiiggvénnyel helyettesitjik,
amely az osztilykdzepekhez tartozik, minden osztilykézepet annyiszor véve,
amennyi az eredeti adatok gyakorisiga volt az illet§ osztélyban. A fentiek
szerint az Fig fiiggvény a kovetkez6:
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35. Matematikai statisztika

[0, ha =z < 1.5,
1/40, halb <=z <25,
6/40, ha25<z <35,
Ty = | 13/40, ha 3.5 <z <45,
27/40, ha 4.5 <z <5.5,
34/40, ha 5.5 <=z <86.5,
38/40; ha6.5<z <1.5,
L1, ha 7.5 < z.

fgy a keresett val6szinliség egy becsiilt értéke:

- — 34 13 2
F0(6.2) — Fao(4.2) = o= — — = =

a) A —12.5, —7.5, —2.5, 2.5, 7.5, 12.5 atlagos eltérésekkel dolgozva a D
35.6-beli (1) képlet alapjan az Fis eloszlésfliggvény a kivetkez(:

ha z < —12.5,

o

b
#, ha-125<z<-75,
t, ha-T5<z<-235,
Fis(z)={ &, ha—-25<2<25,
B, ha25<z <75
B, ha75<z <125,
1, bal25<uz,

b) A [~15,15) intervallumnak 5 hossziisigi részintervallumokbél 4ll6 beosz-
tasdhoz tartozé pis(z) fiiggvény

(0, hax < —15,
%=, ha —15<z < —10,
Z, ha-10<z < -5,
2 ~-5<

wis(z) = | ;4;: :: 0 i; a;z’(),

£, has<z <10,
%, hal0<z <15,

L0, halb<u,
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35. Matematikai statisztika

melynek grafikonja

A Pis(z)
5775 |
a/ms T
3/75 1
s 1
— 1/75 % ——s
—15 —10 -5 5 10 16 =z

c) Az empirikus varhaté érték: T = —0.166666666.
d) Az empirikus széris: s = 6289320755,

a korrigalt empirikus szérds pedig:

s* = 6.510065467.

a) Az egyes osztalyokhoz tartozé atlagkeresettel dolgozva az empirikus elosz-

lasfiiggvény

4

L R
e DN

Ql

s

-

(%)
.mu’
I"w

-

e
]
R

ot
€|
-

=1

Fago(z) = 9

{oead
CObS
i=1=

prt

;

Laead
[t
L=

-

L
[t b
=26

)

|
[=}
-

ok 1

ha 2z < 6250,

ha 6250 < z < 6750,
ha 6750 < z < 7250,
ha 7250 < z < 7750,
ha 7750 < z < 8250,
ba 8250 < z < 8750,
ha 8750 < = < 9250,
ha 9250 < = < 9750,

ha 9750 < « < 10250,
ha 10250 < z, }
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35. Matematikai statisziika

melynek grafikonja a kévetkezs:

1 2 J"'1220(5"‘5 ) o——

siee | =
200/220 7
t80/220 + o—e

86/220 o—e

40/220 o—s

10/220 1 o—a

4220 F— =t >

6260 7250 B260C 9250 10250 g

Az aldbbi 4brén lathaté hisztogram azt mutatja, hogy a széban forgoé statisz-

tikai sokasdgot leiré valésziniiségi valtozé j6 kozelitéssel normalis eloszlési.

h 90220(3)

72/110000 o

Py

P

Pt
48/110000 4 ~to ‘\
40/110000 ' eto

/ \
30/110000 ._/o \
10/110000 / —\
77110000 ]
3/110000 ¢ -
6000  70OO 8000 HODC 10000 o
b) # = 8141 Ft.

c) €-vel jelslve egy véletlenszertien kivilasztott munkis havi atlagkeresetét, a
P(£ > 7) = 1 - P(£ < T) val6szintiséget kell becsiilniink. Mivel P(¢ < Z) ~

Fe(B8141) = % = -g—, ezért P > T) =1~ % = %
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35. Matematikai statisztika

6.

a) Az empirikus eloszldsfiiggvény grafikonja az aldbbi:

i an(z)
i + rreeme——————
s/10 + o—e
8/10 4 o—=
/10 4 o
8/10 + o-e
s/10 + o—
3/ 4 o—s
2/10 T [
I/lo T & 4 1 4 4 dreandde : : -
1t 18 19 21 26 2728 5091 z
b) P(£ < 20) = Fip(20) = &.
a) Az empirikus eloszlasfitggvény:
ﬁu(ﬂ-‘ )
a9/60 F 1 o
/!
wa i el
a7/s0 30/60 o
94/60 o—
31/60 [
26/60 o
16 12 14 19 18 20 z
b) P(€210) =1~ P(£ <10) ~ 1 — Fo(10) =1 - % =1 - 0.68 = 0.32.
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35. Matematikai stutisztika

¢} A hisztogram:

2 3 ;050(3;)
200 | 0
ﬁ% Sy —

S o
ol o

a) Az empirikus eloszldsfiiggvény grafikonja:

1';0(-'5)
28/30 zai/ao —F
21/30 L
£28/30
26,/30 —_
23/30 24/30 o
22/30 O
20/30 O
18/30 Qo
18/30 T 1490 o
12/30 o—
10/30 O
/30 o
2/30
1/30 /?"?—::::::::::: e L : -
I - 34667680 1131213141618 18 21 23 25 82 x

b) P(€ < 20) = F3,(20) = 3—3- = (1.8667.
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35. Matematikai statisztika

9.

10.

11.

¢} A hisztogram:

A Palz)
8
90 0
B'% 4+ *»—o
&
A —
4 | -
90
§2T3 ] —s 8—0
61& E 0 G0 O
—_— e

3 6 ® 121618 2 24 27 30 93 g
A hisztogram:

4 Wao(z)
10
306 1 —
£+ —
300
8
300 T *—
B 0
560

18 28 38 486 58 g

Annak valészinfisége, hogy egy véletlenszerfien kivalasztott hallgaté az elsé
szigorlati irdsbelin

a) 30 pontndl t6bbet ért el, kozelitleg egyenls

1— Fy(30) = 1 — 12 = 0.3-del,

b) 20 pontnil kevesebbet ért el, kiszelitsleg egyenls Fio(20) = 5% = {1.35-dal.

Jelolitk ¢-vel az adott virosrészben egy véletlenszerffen kivdlasziott napon
bekivetkezett kozlekedési balesetek szdmat. Legyenek z;, 24, ..., 2, a £-re vo-
natkozé n elemi £1,&,...,¢, mintdnak egy adott mintavétellel kapesolatos
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12.

13.

konkrét értékei. A D 35.15 (9)-nek megfelelfen keressiik a

n AI'
{A) = H P(fi=ai)= H —-—P
i=}
figgvény maximumhelyét. Mivel I(A) a A-nak akirhdnyszor differencidlhaté
fiiggvénye, ezért a maximumhely(ek) meghatirozdsihoz a differencidlszami-
tast is felhasznédlhatjuk. Soktényez8s szorzat differencidlisa azonban eléggé
hosszadalmas, ezért a likelihood-fiiggvény helyett annak tcrmészete&‘ alapt
logaritmusét vessziik; ezt megtehetjiik, mert a természetes alapi logaritmus-
filggvény szigortan monoton novekvs, ésigy az léslnl ﬁigg»eny k ngyanazon
a helyen veszik fel legnagyobb értékﬁket, és ahol I differenciallia.c ttinlis
differencidlhaté. Jelsljik az In! fiiggvényt L-lel. Az el8z8ek <verin

L)) = Z( A-§-1n———)

i=1

Az L-pek a A szerinti derivaltja:

L(A) Z( }.-i-xt -———n+§§:lx,-.

=1

gy a n—L()\) 0 egyenlet megoldasa A = F, azaz az adatokhoz tart:.
empirikus vérhaté érték. Kénnyen ellensrizhetd (akdr az L' eiGjelének vizsy
latéval, akir L' felhasznalésaval) , hogy ezen a helyen L-nek (és igy l-nek )
maximuma van.

Mivel a feladatban szerepl§ adatokhoz tartozé empirikus varhatd érték egyen-
16 8.3-del, ezért a A paraméter legnagvobb valSsziniiségii becsliéseként ezt .
ériéket fogadjuk el.

Jelen esetben egy n elemi minta adott mintavétallel kapese - -
£1,T2,..., T konkrét értékeire a lik-lihood-fiigzvény (1. D 35.15 (10)):

l(z\) = (/\e"r\Zl )(/\e_’\zz)...(/\e"\x") - \nnwz\n‘f.
feltéve, hogy z; > 0 minden ¢ = 1,2,...,n indexre. Euuck .  wiv -, aZaz
L{A\) =nin A - AnT.

A L(A) fiiggvénynek egyetlen maximuma van, a X = (Z)7! helyen. Ez tehat
a A paraméter legnagyobb valdsziniségii becslése.

A feltétel szerint £ eloszlésfiiggvénye

_ir—mf
20

flo) = —=e

alakd, ahol m tetszdleges, o pedig pozitiv valds szdm; m az eloszlés virhatd
értéke, o pedig az eloszlés szérdsa. A tovébbiakban (az egyszer@ibb irdsmod
kedvéért) alkalmazzuk az @ = o7 jeltlést. Ha tehat £-re nézve egy n elemd
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14.

minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét értékei x3,z2,...,2z,, akkor az
ezen értékekhez tartozé likelihood-fiiggvény logaritmusa:

n

n n i_mZ
L(e,m) =3 (—5(1113+1n21r)) - Zjl(‘*’T-)—

=]

Felirva, majd megoldva a

RN €Tt )
(L =) 2a+§ 2af O

(=) HE=T g

i=1 &
un. likelihcod-egyenletrendszert,
1 n
m==Y =7

i ’

1¢ o2 2

a=—-3Y (zi~%)P =3
ni

adédik. Az L-nek tehst egyetlen szélsGértékhelye lehet, ez pedig az (s2,%)
hely. Az L mdésodrendd parcidlis derivéltjainak segitségével konnyen ellen-
Srizhetd, hogy ez a hely maximumbhely. A feladatban szerepls adatok fel-
haszndldsaval m legnagyobb valésziniiségi becslése T = 10.36, o legnagyobb
valdsziniiségd becslése pedig s = 0.385.

Mivel f(z) > 0 minden z-re, és

oo b 1 b —
/ f(a:)dx=/ _ dx:[ vz ]:‘/5 va_
= « A Vae VB al, Vi va
ezért f valdban siirtiségfiiggvény.
Legyenek z,29,...,2, egy n elemd minta adott mintavétellel kapcsolatos
konkrét értékei. A hozzdjuk tartozd likelihood-fiiggvény:

n

1
{a,b) = || ———ou-—

;-=H] 2(vb — /o) /z
feltéve, hogy minden egyes z; eleme (a, b)-nek. A feladat feltétele miatt
Dom ! = {(a,b) € R? : 0 < a < b}. Mivel értelmezési tartoményén ! nem
vesz fel maximilis értéket, ezért az o és b paramétereknek nincs legnagyobb
valészinliségl becslésitk.
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15.

16,

i7.

18.

19.

Mivel f(z) > O minden z-re, és mert [ f(z)dzr = [—e *F~1]° = 1, ezért
f valéban stirliségfiiggvény.

Legyenek x1,%3,...2, az S statisztikal sokasdgot leiré valdsziniiségi valtozé-
hoz tartozé n elemd minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét értékei. A
hozzdjuk tartozé likelihood-fiiggvény:

l(a) = ane_az?zl (z'-_l)
feltéve, hogy z; > 1 minden 7 = 1,2,...,n indexre. Ebbgl

L{e) =Ini(e) =n(a+1na) - az:v;.
i=1

A E—L(a) = 0 egyenletbdl & = (T — 1)~! adédik, ahol {abszoltit) maximuma
van L(a)-nak. Tehdt a-ra a legnagyobb valészintiségdl becslés (7 — 1)1,
Egy &,&2,..., &, minta konkrét x1,x9,...,z, értékeihez tartozé likelihood-
figgvény:

- 1

I

(@:.8) = o

feltéve, hogy z; € {a,b) minden ¢ = 1,2,...,n indexre. Ez a fiiggvény feliilr61
nyilvinvaléan nem korlstos. fgy az a és b paramétereknek nincs legnagyobb
valészintiségl becslésiik.

Legyenek x31,%2,...,2, 8z S statisztikai sokasdgot leiré £ valésziniiségi valio-
zéra vonatkozé n elemil minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét érté-
kei. Az m = min{x1,z2,...,2y} jeloléssel, az adatokhoz tartozé likelihood-
fiiggvény:

- [T taasm
}

ha a > m,

vagyis a (—oo, m) intervallumon {(a) > 0 és { szigordian monoton névekvs, az
(m, co) intervallumon pedig I{a) = 0. Ezért ! (abszoiut) maximumbhelye & =
m. Igy az a paraméter legnagyobb valészintiségti becslése min{zy,...,Tn}.
Legyenek 1, za, ...z, az 5 statisztikai sokasigot leird £ valSsziniiségi valtozo-
ra vonatkozé n elem# minta adott mintavétellel kapcsolatos konkrét ériékei.
Az m = max{zy,z2,...,2,} jeloléssel az ezen értékekhez tartozs likelihood-
fiiggvény:
[Ti=ishz;, hab>m,
i{a) = { Chb : ha b < m,

vagyis a {—oo,m) intervallumon (e} = 0, az (m, o) intervallumon pedig
{(a) > 0, és [ szigoriian monoton csdkkend. Ezért ! (abszolit) maximumbhelye
& = m. Igy az a paraméter legnagyobb val6sziniiségil becslése
max{z1,2,...,%Zn}

a) Az adatokboz és a [6.3,7) intervallum
63 <64 <... <7
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Py

beosztisdhoz tartozd empirikus siriiségliiggvény

(0, haz < 6.3,
1, ha6.3<z<64,
1, had64d <z <8.5,
2, ha6.b<z <66,
pa(z)=4¢3, ha6b6<z<6.7,
2, hab6.7<z <868,
i, ha68<z <69,
3, ha69<z<T,
0, ha7<z.
Abrazolva:
A Paolz)
3 e
toy
I
I3
2 -0 --\—o
! \
/ \
1 - oto o
Vi Y
: /.7.-0 A?x
-~ o L 3 B \‘
63 85 67 837 o

A szaggatott vonal az elméleti srtiségfiiggvény feltételezett jellegét szemlél-
teti, amely arra utal, hogy a vizsgalt statisztikai sokasdgot leird valészintiségi
viltozd a feladatbeli adatok alapjan jo kozelitéssel normalis eloszldstnak te-
kinthetd.

b) A 13. feladat szerint az (m,¢) paraméterfi normélis eloszldis m és o pa-
ramétereinek legnagyobb valészinfiségid becslése: i = T és & = s. A feladat
adataival: T = 6.6 és s = 0.144913767.

20. +h = ;1; *iInz;, ahol 21,%3,...,2n a £ altal leirt statisztikai sokasdgra vo-
natkoz6 n elemf mintdnak egy adott mintavétellel kapcsolatos olyan konkrét
értékei, amelyek mindegyike nagyobb 0-nél.

21. Legyenek z1,73,...,z, a feladatheli £ val6szinfiségi viltozé altal leirt statisz-
tikai sokasigra vonatkozd n elemd mintinak egy adott mintavétellel kapcso-
latos konkrét értékei (€ € N). Az ezen értékekhez tartozé likelihood-fliggvény
logaritmusa. a kovetkez&:

L(p) =lnl(p) = f: zilnp +nln(l - p).

i=1
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Ennek p szerinti elsérendfi derivaltja:

dL(p) _ ni_ n
g p 1-p
fgy a likelihood-egyenletbsl megoldisként p = l—i'f— adédik. Mivel ezen a he-
lyen az L(p) fiiggvény p szerinti mésodik derivaltfiiggvénye negativ (és mert
e derivilt a p egy kdrnyezetében folytonos), ezért a p paraméter legnagyobb
valészintdségll becslése: p =

s

= _
14z

22. Jeldlje £ a villanyégSk élettartamat. Mivel £ elméleti szérdsa ismert (o = 180),

23.

24.

25,

ezért a T 35.20-beli (13) képletet alkalmazzuk. Jelen feladatban 7 = 1000 és
p =001 A T 35.20 (14) szerinti ®(up) = 1 — L = 0.995 ssszefiiggésbél
az 1. tdbldzat alapjin uy = 2.58. Igy a keresett megbizhatdsagi intervallum:
[953.56,1046.44)].

Mivel { elméleti szérdsa ismert, ezért ismét a T 35.20-beli (13) képletet
alkalmazzuk. Mivel az adatok alapjan u, = 1.96 (1. az 1. tablazatot) és T =
0.43, ezért a keresett meghfzhatésigi intervallum: [—0.4377,1.2977].

Mivel £ elméleti szérasa ismeretlen, ezért a T 35.21-beli (15) képletet alkal-
mazzuk. Az adatok alapjdn T = 42, s* = 4.7508 és ¢, = g5 = 2.131 (L a
3. tablazatot és T 35.21 (16)-ot). [gy a keresett megbizhatésagi intervallum:
[39.4690, 44.5310).

a) A £ val6szinfiségi valtozénak az adatokhoz tartozé hisztogramja (1. az ab-
rit) azt mutatja, hogy £ j6 kozelitéssel normailis eloszlasdnak tekinthets.

¢z4(1)
‘A
'
Lol —l
izo T
L1 !
120
! \
4 —0
21 / A\
7 \
/ \
5 —to \
1 / .\—\-0
ok -~
= w0 | a0 | a0 360 g

b} Mivel £ elméleti szérasa ismeretlen, ezért a T 35.21-et alkalmazzuk. Az
adatok alapjdn T = 333.4, s* = 6.6580 és £y = 1.714, te.05 = 2.069, te.0; =
2.807. Igy a 90%-os megbizhat6ségi intervallum: {331.0702, 335.7297);

a 95%-o0s megbizhatésagi intervallum: [330.5877, 336.2123],

a 99%-o0s megbizhatdsigi intervallum: [329.5846, 337.2154].
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26. A T 35.21-beli (15) képletet alkalmazzuk. Az adatok alapjan T = 56 és
s* = 12.2051. A 3. tiblazat alapjdn to05 = 2.045, ezért a keresett megbizha-
tésagi intervallum: [51.4431,60.5569).

27. Az empirikus varhaté ériék: T = 19.3, az empirikus szdéréds: s = 4.7864 és a
korrigalt empirikus szérés: s* = 4.9108.
a) A £ ehméleti virhat6 értékére vonatkozé 95%-os megbizhatdsagi intervallum
meghatarozédsihoz T 35.21-et hasznaljuk. A szabadsigfok 19 és ¢, = 2.093
(1. a 3. tabldzatot). gy a keresett megbizhatéségi intervallum: [17.0017, 21.5983).

b} A £ elméleti szérdsara vonatkozé 90%-os megbizhatdsigi intervallum meg-
hatérozasdhoz T 35.22-t hasznéljuk. A szabadségfok 19, vy, = 30.144 és
vap = 10.117. gy a keresett megbizhatésagi intervallum: [3.8988,6.7298).
28, A keresett megbizhatdsagi intervallumot a T 35.22-beli (17) képlet alapjan
kapjuk. Most a szabadsagfok 9, p = 0.1 (azaz § = 0.05), és igy a 4. tabldzatbdl

vip = 16.919, vy = 3.325.

Mivel s = 0.0627, ezért a keresett 90%-o0s megbizhatésagi intervallum:
[0.0482,0.1087].

29. Mivel £ elméleti szérdsa ismeretlen, a keresett meghbizhatdségi intervallum a
€ elméleti varhaté értékére a T 35.21-beli (15) szerinti, elméleti szérdsara
pedig a T 35.22-beli (17) szerinti intervallum. Az adatok alapjén a szabad-
sagfok 9, T = 52.21, s = 9.4836 és s* = 9.9966. A 3. tablazatbdl £9; = 1.833,
a 4. tablazatbdl vy, = 21.666 és vy, = 2.088. fgy a keresett megbizhaté-
sagi intervallumok az elméleti varhatd értékre, illetve az elméleti szdrasra:
{46.4155, 58.0045), illetve [6.4429,20.7543).

30. Kounstrualjuk meg az

=M (23)

o
prébafiiggvényt, ahol £ a mintastlagot jeloli (1. D 35.13 (6)). Megmutathato,
hogy ha a Hy hipotézis fennall, akkor u standard normalis eloszldsi valészi-
nifségi valtozé, és igy barmely p valdszinliséghez megadhaté olyan u, pozitiv
szam, hogy
Pl—up Su<uy)=1-p,

ahol up a ®(up) = 1- £ feltételbsl hatdrozhaté meg. A jelen esetben p = 0.05,
tehdt 1 — L = 0.975; az 1. tabldzat szerint ugo5 = 1.96. Az n = 9 elem minta
alapjan T = 51.0333 és & = 0.0396. Mivel & € [—1.96,1.96], ezért 95%-os
szinten nincs szignifikins eltérés a £ elméleti varhato értéke és a Hy hipotézis
szerinti érték kozott.

31. Jelsljiik az ellenGrzés pillanatdban mért méretet (mint valészinfiségi valtozot)
£-vel. Egymintas u-prébét alkalmazunk az €l6z8 megoldasban szerepls {23)
szerinti prébafiiggvénnyel. A hipotézis: M(£) = 35. Az 1. tablazatbdl uo o1 =
2.58. Az adatok alapjan T = 37.86, mg = 35, ¢ = 0.59 és n = 10. Ezért
@ = 15.329. Mivel @& ¢ [~2.58,2.58], ezért az M(¢) = 35 hipotézis 99%-os
szignifikancia-szinten nem fogadhatd el.

35.15



35. Matematikai statisstika

32.

33.

34.

35.

Jelsljiik é-vel az dtlagsebességet. A Hy : M(€) = 55 hipotézist vizsgiljuk
az M({) # 55 alternativ hipotézissel szemben. Egymintds u-prébat alkal-
mazunk a 30. feladat megolddsdban szerepls (23) prébafiiggvénnyel. Mivel
T =59 km/h, ¢ = 17 km/h, n = 50, ezért & = 1.6638. Az 1. tablézat alapjin
ugps = 1.96, és & € [-1.96,1.96). A hipotézis tehit 95%-os szignifikancia-
szinten elfogadhaté, azaz 0.95 valészintiséggel 4llithats, hogy az egész forga-
lom dtlagsebessége nem véliozott.

Konstrudljuk meg az

§—7

Nees 0
4 1
B ™

prébafiiggvényt, ahol £ és 7 mintastlagot jelslnek (1. D 35.13 (6)), és n 2
{-re, m az 7-ra vonatkozé minta elemeinek szdma. Megmutathatd, hogy ha a
Hy hipotézis igaz, akkor u standard normaélis eloszlést val6szintiségi valtozé.
fgy

°w =

Pl—up <u<uy)=1-—p, ha@(u,,):l—-g—.

Példénkban p = 0.01, és igy 1 — § = 0.995. Az 1. tabldzat alapjin ugg1 =
2,58. Mivel & = 0.0760 adédik, ezért a Hyp hipotézis elfogadhaté 99%-os
szignifikancia-szinten.

A széban forgd méretet jelsljiik az I. gép 4ltal gyartott alkatrészeknél £-vel, a
II. gép altal gydrtott alkatrészeknél pedig n-val. A hipotézis: M(£) = M(g).
Kétmintds u-prébét alkalmazunk az €l6z6 megolddsban szerepld {24) szerinti
prébafiiggvénnyel. Az adatok alapjan

n=35, ¥=23786, o;=0.1169,

m=6, 7=3.865 o,=0.1364,
ahol T a {-re, § pedig az 7-ra vonatkozé empirikus varhaté értéket jelsli. Ezek
alapjin & = —0.0717. Az 1. t&blazatbdl ug s = 1.96. Mivel & € [~1.96,1.96),

ezért a hipotézis 95%-o0s szinten elfogadhatd, vagyis a két gép beallitasst 0.95
valésziniliséggel azonosnak tekinthetjitk.

Statisztikai prébat az

0’*2 1 0_*2
& fe o
F= 0’;2 & 5= agz (25)

probafiiggvényekkel végziink, ahol o7, illetve g a £-re, illetve 5-ra vonatkozé
minta korrigdlt szérésdt jelsli (1. D 35.13 (8)). Kimutathaté, hogy a Hy
hipotézis teljesiilése esetén F egy (m — 1,n — 1) szabadsdgfokd, %e pedig
egy {n — 1,m — 1) szabadsigfokd F-eloszlést valésziniiségi valtozé. Ha a p
valészinfiséghez az F-eloszlds 2. tdblazatdbsl megkeressitk azokat az F és F
értékeket, amelyekre teljesiilnek a

1 1 P . P
Plos V=% £
(F > Fl) 2 * P(F > F) 2
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36.

37.

feltételek, akkor Fy < Fy és P(F1 < F < Fy) =1 — p. Példdnkban sgz = 0.1,
st? = 0.9, m = 10 és n = 21. Ezen adatokkal F* = 0.1111. Mivel p = 0.05,
ezért az F-eloszlés 2. tdbldzata alapjdn ;5.; = 2.93 (mivel %s (20, 9) szabadsig-
fokit) és Fy = 2.4 (mivel F (9, 20) szabadsagfoki). Tehat a prébahoz sziikséges
intervallum [F}, F3] = [0.3412,2.4]. Mivel = 0.1111 ¢ [, Fy], ezért a £ és 7
szordsa kozdtt szignifikins eltérés van 95%-os szinten (tehit a Hyp hipotézist
nem fogadjuk el ezen a szinten).

A feladatot természetesen tigy is megoldhatjuk, hogy az F' T és }%7 =
F prébafiiggvényekkel dolgozunk Ekkor az F| és Fj értékeket (az F1~hez

és Fp-héz hasonléan) a P(F > —-r) =£éa P(F’ > Fj) = E felté-
telekbsl ha.té.rozzuk meg {az F—eloszlés tablazata alapjin). Mivel F' =
ezért F| = ]3- & Fy = g Igy [F, ) = | }2, ;Iz—} A feladat adatai alapjan

[Fy, F3] = [0.4167,2.93). Mwel F* =9 ¢ [FI, F}), a vizsgalt hipotézist 95%-os
szignifikancia-szinten nem fogadhatjuk el, sszhangban a feladat els§ megol-
désdval.
Megjegyezziik, hogy a tiblézatbél kiclvasott Fy és Fy (illetve F} és Fj) érté-
kek koztil Fy (illetve F}) egynél kisebb, F; (illetve F}) pedig egynél nagyobb.
F-prébanal ezért ugy is eljirhatunk, hogy az

0'*2 2

F=max{ iz’a,z} (26)
oy o}

prébafiiggvénnyel dolgozunk, és a hipotézist elfogadjuk, ha F< F,, ahol Fp-t
az F-eloszlds 2. t4blazatibél olvassuk ki a szignifikencia-szint 4ltal meghaté-
rozott p valészintiség és (f1, f2) szabadsdgfok mellett, ahol f; az F' szdmlils-
jat, f2 pedig az F' nevez8jét meghatérozé va.lészinﬁ'ség: véltozéra vonatkozo
minta elemszdménak eggyel csﬁkkentett értéke. Mivel példédnkban s} L) £ R

ezért a prébafiiggvény F = #, és fL =20, fo = 9. fgy Foos = 2.93. Mivel
§

F=9> Fo.05, ezért a vizsgalt hipotézis 95%-os szignifikancia-szinten nem
fogadhatd el

Jeloljitk az egyes pusksknil véletlenszerfien leadott l16vés eredményét £-vel,

illetve n-val. A hipotézis: D(¢) = D(n). F-prébét alkalmazunk az €l6z6 meg-

oldisban szerepld {26) szerinti prébafuggvennyei Az adatok alapjin 9‘2 =

0.7667 < 3*2 = 0.9889. Az F = —1, prébafiiggvénnyel dolgozva, F = 1.2896.

A 2. tsblazatbdl az (fl =g, fz = 9) szabadsdgfokokhoz az Fpes = 3.18

érték tartozik. Mivel B < Fpgs, ezért a D{¢) = D(n) hipotézist 95%-os
szignifikancia-szinten elfogadjuk.
Konstruiljuk meg a

=t —Vn @7)

prébafliggvényt, amelyben n a mintaelemek szima és s* az adatokhoz tartozé
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38,

39.

40,

korrigalt empirikus szérds. Megmutathats, hogy a Hy hipotézis teljesiilése
esetén t egy (n — 1) szabadsigioki t-eloszlast valdszintiségi valtozs, és ezért
a t-closzlds 3. tdblazatibdl olvashats ki az a ¢, érték, amellyel

P(—t, <t<t)=1-p

teljesiil. Mivel jelen esetben p = 0.1 és a szabadsagfok 9, ezért tg; = 1.833.
A minta alapjan T = 23, s* = 6.4979, és igy t = —1.9466 ¢ [—1.833,1.833].
Ezért az M(£) = 27 hipotézist nem fogadjuk el 90%-os szignifikancia-szinten.
Egymintss t-prébit alkalmazunk az el6z8 megoldésban szereplé (27) szerinti
prébafilggvénnyel. A hipotézis: M(¢) = 8.5. Esetiinkben 7 = 9.1, mg¢ = 8.5,
s* = 4.2,n = 30 és p = 0.05. Ezekbs1 # = 0.7825. Az n—1 = 29 szabadsigfok-
hoz a 3. tablazatbdl #,95 = 2.045 érték tartozik, és i € [~2.045,2.045). Ezért a
hipotézist 95%-os szignifikancia-szinten fenntarthatjuk. (A minta elemszdma
azonban nem elegend§ nagy ahhoz, hogy a gyari adatok tovabbi vizsgslata
nélkiil elfogadjuk a hipotézist.)

Egymintés t-prébat alkalmazunk a 37. feladat megolddsiban szerepld (27)
szerinti prébafiiggvénnyel. A hipotézis: M(¢) = 9. Az adatok alapjan ¥ = 9.1,
st = 0.8756, n = 10, és { = 0.3612. Mivel a 3. t4blszatban az n — 1 =
9 szabadsdgfokhoz és p = 0.01-hez a {301 = 3.25 érték tartozik, és mert
t € [~3.25,3.25], ezért 99%-os szignifikancia-szinten elfogadjuk az M(¢) =9
hipotézist.

Megmutathats, hogy ha D(£) = D{(n) és a Hy hipotézis fennall, akkor

_ E-7 fnm{n 4+ m — 2)
= \/(n - 1)322 +(m — 1)3,*?2 n+m (28)

n +m — 2 szabadsigfoka t-eloszldst val6sziniiségi valtozé.

Ha pedig D(£) # D(n) és a Hy hipotézis teljesiil, akkor

% (29)
g

Vi+d

kozelit8en olyan t-eloszldst kivet, melynek f szabadsdgfokdt a kévetkezd kép-
lettel hatarozzuk meg:

t =

1 ¢t (1-¢)?
1_ , 30
¥ m—1+ n—1 (30)
ahol
2
35
€= 0 (31
o

ha f nem egész szam, akkor az f-hez legkozelebb 4ll6 pozitiv egész szammal
dolgozunk. (Megjegyezziik, hogy ha n és m elég nagyok — példdul mind-
kett6 nagyobb 40-nél —, akkor t mir kézelitSleg normalis eloszldsti valészi-
niiségi valtozé. A példaban szerepls adatok alapjan alkalmazzunk elgszor F-
prébat. Ennek eredményeként a D(€) = D(n) feltételt nem fogadhatjuk el
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41.

42,

95%-os szignifikancia-szinten. fgy a D(¢) # D(n) feltétel miatt a (25) szerinti
prébafiiggvénnyel dolgozunk tovibb. A példabeli adatok alapjin T = 17.1,
s¢ = 3.986, § = 17.2 és s, = 1.4236. fgy ¢ = 0.07897, s ebbsl f = 10.5466.
Mivel f nem egész, ezért a hozza legktzelebb 4ll6 egész szdmmal, azaz f = 11-
el dolgozunk. A 3. tdblazat szerint az f = 11 szabadségfokhoz és p = 0.05
valészintiséghez a 2.201 érték tartozik. Mivel § = —0.0762 € [—2.201,2.201],
ezért £ és n varhatd ériéke kozott nincs szignifikins eltérés 95%-os szinten.
Jeloljiik £-vel, illetve n-val az L., illetve a II. gépen elSallitott alkatrészek vizs-
galt méretét. A hipotézis: M (f) M(n). Mivel D(£) # D(n), ezért kétmintds
t-prébét alkalmazunk az el6z6 megolddsban szerepls (29) szerinti prébafigg-
vénnyel. Az adatok alapjén n =5, m = 6, T = 3.796, § = 3.865, s} = 0.0137,
s2 = 0.0186. fgy 1 = —0.9029. Az f szabadsigfokot (30) alapjin hatdrozzuk
meg a (31) szerint szdmithaté képlettel: ¢ = 0.4802; ezzel a c-vel f = 8.7976.
Mivel f nem egész, ezért 9 szabadsdgiokkal szamolunk. A 3. tablazat alap-
jan tg.g5 = 2.262. Mivel 7 € [-2.262,2.262], ezért a hipotézist 99%-os szinten
elfogadjuk.

A x? prébéndl telies eseményrendszert alkotdé 4;, 1 = 1,2,...r eseményekkel
kapcsolatban azt a hipotézist vizsgaljuk, hogy adott p; (1, pi = 1) valészi-
niiségek mindegyikére teljesiil-e a Hg : P(Ai) = p; hipotézis 100(1 — p)%-os
szignifikancia-szinten (0 < p < 1). Az események bektvetkezésének gyakorisi-
géra vonatkozdan végezziink N szdmi megfigyelést. Jelolje g; az A; esemény
bekovetkezésének gyakorisdgit; nyilvdn T.I_,; ¢; = N. Minden ¢; binomidlis
eloszlast valészintiségi valtozonak tekinthet§ Np; virhato értékkel. Meg lehet
mutatni, hogy ha a Hy hipotézis teljesiil, akkor a

X = z (Ql NP:) (32)

i=1 bi

N — oo esetén {r — 1) szabadsagfoki x%-eloszlésti valészinfiségi valtozéhoz
tart. fgy, ha r rogzitett és N elég nagy, akkor x kozelit6leg r —1 szabadsagfokd
x2-eloszldst valészintiségi valtozénak tekinthets. A Hy hipotézis vizsgalatdhoz
a J = [0, Xr—1(p)] intervallumot konstrualjuk meg, ahol x,—1(p)-t a x*-eloszls
4. tabldzatabél vessziik (az adott p valSszintséghez és r — 1 szabadsdgfokhoz).
Példankban a 1
Ho: pr=pr= 2
hipotézist vizsgaljuk 95%-os szignifikancia-szinten, ahol p; a fej, pz pedig az
irds dobasdnak valészintiségét jeloli. A probafliggvénynek a konkrét mintavé-
(435—10:}1{35}3 4 18- molog)2 0.45 4 0.45 = 0.9
10001 10004
adédik, mig a 4. tablazatbdl az r — 1 =1 szabadsa.gfokhoz és p = 0.05 va-
16szintiséghez a x1(0.05) = 3.841 érték tartozik. Igy a hipotézisvizsgalathoz
tartozé intervallum J = [0,3.841). Mivel ¥ = 0.9 € J, ezért a Hy hipotézis
elfogadhaté 95%-os szignifikancia-szinten, azaz ezen a szignifikancia-szinten
az érme szabdlyosnak tekinthetd.

tellel kapcsolatos értékére ¥ =

§5.19
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43.

44,

45.

46.

Iy

x2-prébat alkalmazunk az el6z6 megoldisban szerepls (32) szerinti préba-
fliggvénnyel. Jelslje A; azt az eseményt, hogy a dobés eredménye

i, (1 = 1,2,3,4,5,6). A hipotézis: P(4;) = pi = §, (i = 1,2,3,4,5,6). Jelen
esetben (az el6z8 megoldis jelbléseit hasznalva) N = 1000, p = 0.05, ¢1 = 175,
g2 = 158, g3 = 166, g4 = 150, g5 = 182, g5 = 169. fgy % = 3.9800. A 4. tabla-
zat alapjdn {a szabadsigiok f = 5) x5(0.05) = 11.07. Mivel ¥ < 11.07, ezért

95%-o0s szignifikancia-szinten a hipotézist elfogadjuk.

Az A; = {¢ = z;} események vilasztisival y2-préba alkalmazhaté (1. 42.
feladat).

Osszuk fel a {—o0,00) intervallumot a 21 < z2 < ... < z osztépontokkal r
szAmi

J1=(—o0,z1}, 2 = [71,22),. .., Jr = [2r-1,00)

részintervallumara. Az A; = {£ € Ji}, ( = 1,2,...,r) események teljes ese-
ményrendszert alkotnak; az A; gyakorisdgat jelsljiik ¢;-vel. Legyen

P = Fla1), pi = F(ai) — F(zieg), (= 2,3,...,7r = 1), pr = 1 = F(2,1); az
eredeti hipotézis helyett a kissé mdédositott

Hy : P(Ai) = pi (33)

hipotézist vizsgaljuk. Ha a felosztést dgy végezziik, hogy minden i-re ¢; < 10
teljestiljon, akkor ezen hipotézis eldontésére a 42. feladat szerinti y?-préba
ajkalmazhaté.
Tiszta illeszkedésvizsgilatot végzlink. Az eléz8 feladat szerint tekintsiik a
szamegyenesnek a tiblizatban szerepld intervallumok szerinti beosztdsat,
és hasznéljuk az A; = {£ € Ji}, (i =1,2,...,11) jelolést. Ha a feladatbeli Hy
hipotézis teljesiil, akkor p; = P(A4;) jeltléssel :

11

T 1 1 T 1
pr=PE<—tg ) =5+ —arctg(—tg ) =5~ =7,

po=P(E<—tgg) —PE<—tg )=

(1 ! t(t”)) (l+1 t('ézr'))—l
g T yarctel—teg g T poarctel-te )] =5

és hasonléan
1

1 1
Pa—Pg-—ﬂa P4—Ps—4—8, Ps—PT—%,

1 1
Pe =1y PO=g Pu=

Bt

Az el6z6 megoldasbeli (33) szerinti médositott hipotézis

Hi: P(A)=pi (i=1,2,...,11).
A 42. feladat megoldasaban szerepl8 (32) szerinti probafiiggvénnyel szdmolva,
% = 0.9063. Mivel a részintervallumok szdma 11, ezért a szabadségfok 10. A

4. tablazatbdl x10(0.05) = 18.307. Mivel ¥ < 18.307, ezért a Hy és igy a Hy
hipotézist 95%-os szignifikancia-szinten elfogadjuk.

35.20
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47.

48.

49,

Ha a (—o0, 00) intervallumot a z; < 23 < ... < z, osztépontokkal r szami
Jl = (-00, 21 )i J? [Z], 22), {z‘r-—la 00)

részintervallumokra osztva a J; részintervallumba es mintaelemek szima. a £-
re vonatkozéan g;, az n-ra vonatkozéan hi, i = 1,2,...,r, akkor a Hy hipotézis
fennalldsakor a
= (&= 34
mn§ —yy (34)
prébafliggvény n — oo és m — oo esetén {r — 1)-szabadsagfoki x?-eloszlist
valészintiségi valtozéhoz konvergil. Ha tehdt n és m elég nagy, akkor x2-
préba alkalmazhaté a homogenitds-vizsgilatra. Példdnkban p = 0.05, n =
106, m = 200, r = 10, z; = —40 4+ (1 — 1)10, (i = 1,2,...,9), tovibba
gi=10( =1,2,...,10), by = 20 (j = 1,2,...8), hg = 15, hyp = 25. A
4. tiblazat alapjin (figyelembe véve, hogy a szabadsigfok 9) a feladatbeli
hipotézis vizsgdlatdhoz szlikséges intervallum a kovetkezd: Jy = [0,16.9]. A
(34) prébafiiggvénynek az adatainkhoz tartozé ® értékére

10 15 y2

2
= 100~ 200) 100 200 725) =
& = 20000 ( 55 + 35 ) = 0.8571

adédik, azaz & € Jy. Igy az a Hy hipotézis, hogy £ és n azonos eloszléstak,
elfogadhats 95%-os szignifikancia-szinten.

Homogenitas-vizsgilatot végziink. Tekintsiik a szdmegyenesnek az

1.5 < 2.5 < 3.5 < 4.5 osztdspontokkal meghatdrozott beosztdsdt. Az el6z6
feladat jeléléseit alkalmazva

n1=2, ¢g2=20, ¢g3=059, gs=15, gs=4,
hy =10, hy=48, h3=69, hyg=11, hs=12

Az el6z8 megolddsban szerepld (34) szerinti prébafiiggvénnyel dolgozunk. A
szabadsdgiok 4. Mivel & 4. tiblazatbdl x4(0.05) = 9.488, és a prébafiiggvény-
nek az adatokhoz tartozs értéke & = 12.7702 (azaz & > x4(0.05)), ezért azt a
hipotézist, hogy a £ és 5 azonos eloszlasi, 95%-os szignifikancia-szinten nem
fogadjuk el.

Megmutathats, hogy a Hy hipotézis teljesiilésekor az

Q= Z Z (ki.? np‘ql) (35)

i=1 j=1 npigq;

prébafiiggvény n — co esetén (rs —1) szabadsagfokt x?-eloszlasi valészintisé-
gi valtozéhoz tart. Ha tehdt n elég nagy, akkor a 42. feladat szerinti x2-préba
alkalmazhaté a fiiggetlenség-vizsgalatra. A példankban szerepl§ adatokkal:
x29(0.05) = 42.557 és @ = 5. Mivel @ < x29(0.05), ezért a hipotézist 35%-os
szignifikancia-szinten elfogadjuk.

35.81
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50.

51.

52.

53.

Fuggetlenségvizsgalatot végaiink az el6z8 feladat megolddsiban szerepld (35)
szerinti prébafiiggvénnyel. Tekintsiik a szdmegyenesnek a 0.5 < 1.5 < 2.5 <
3.5 osztdspontok altal meghatdrozott beosztdsét. Legyen

A = {f < 0.5}, A = {0.5 < 6 < 1.5},...,A5 = {3.5 < E},
valamint
By ={n<05}, By={05<pn<15},...,Bs={35<n).

A hipotézis: P(A;B;) = P(A:;)P(B;), 1,7 = 1,2,...5. A szabadsigfok 24.
Mivel a y2-eloszlds 4. tabldzatdbdl kiolvasott x24(0.01) = 42.980 érték kisebb
a prébafiiggvénynek a feladat adatai szerinti ) = 418.458333 értéknél, ezért
a hipotézist 99%-os szignifikancia-szinten nem fogadjuk el.

a) A kimutatandé &llitds egyenértékdl azzal, hogy £ és Inn kozott linedris
kapcsolat tételezhetd fel, ugyanis 7 & ae® akkor és csak akkor, ha lny =~
b +Ina. A

£ 1 2 3 [4[ 5 6
Inn | 2.079|3.091|4.078 | 5.1[6.105 | 7.098

tabldzat adatai alapjén £ és Inn empirikus korreldciés egyfitthatéja

(1. D 35.34 (2)) o(é,Inn) = 0.999991512, ezért £ és Inn kozott valdban
feltételezhetd linedris kapesolat.

b) Alkalmazzunk £-re és Inn-ra linedris regressziét. Az adatokhoz tartozé
empirikus regressziés egyenes Y = BX + A egyenletében szerepl§ egyittthatok
(az M 35.35-beli (21) egyenletrendszer felhasznaldsdval): A = 1.083266667,
B = 1.002971429. {gy az empirikus regresszids /gfirbe egyenlete

Iny = 1.004885714z + 1.073733333. Az a = e jeloléssel o = 2.954314576.
Tehat

n =~ 2.954314576¢ 10029714298

Jelolje £ egy véletlenszertien kivdlasztott készitmény kddszdmét, n pedig a
daganat stlycstkkenését a készitmény hatdsdra. Mivel £ és # empirikus kor-
relacids egyiitthatéja (€, 1) = —0.4967, ezért £ és i kozott nem tételezhets fel
linesris kapcsolat. Alkalmazzunk kvadratikus regressziét. Az adatokhoz tar-
t0z6 empirikus regressziés parabola y = az?® 4 bz + c egyenletének egyiitthatsi
az M 35.35-beli (22) szerint a kivetkezd egyenletrendszer megoldésai:

2533.3a + 302.55 + 38.5¢ = (.988
302.5a + 38.5b + 5.5¢ = 5.051
38.5a + 5.56 4 ¢ = 35.833
Ebbsl @ = 13.8068, b = —~176.1416, ¢ = 469.5838. Az empirikus regresszids
parabola egyenlete tehat: y = 13.8968z% — 176.14162 + 469.5838.

Mivel g(£,7) = 0.998143876, ezért linedris regresszié alkalmazhat6. Az empi-
rikus regresszi6s egyenes egyenlete: y = 1.503636364x + 0.018181818.

35.22
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54.

55.

56.

57.

Mivel p(£,1) = 0.995606933, ezért § és 1 kizbtt linedris kapcsolat feltételez-
het8. Az empirikus regressziés egyenes egyenlete:.

y = 0.011742857= + 0.007185714.
Az ebbsl ad6ds értékek a ¢ fuggvényében:

£ 1 2 2.5 3 3.6 4
y(€) 0.019 0.031 0.037 0.042 0.048 | 0.054

Mivel p(¢,n) = 0.983935693, ezért £ és n kozott hneé.ns kapcsolat feltételez-
hets. Az empirikus regressziés egyenes egyenlete:

= 12 07327586z — 0.504310344.

Mlvel o{¢, n) = 0.263497339, ezért £ és n kézott nem indokolt linedris ka,pcso—
latot feltételezni. Az adatokat §brézolva, a kivetkez8 grafikont kapjuk:

¥
\ {
\ /
5.9‘\' ------------ fai
B+ ¢ !
L R P '
Mi-Mociiiiiois ot
al _,_\. AT
1) VAR
2 i Y 7 1 1
I? R T G T -/ '
it a [
0.6 ':' "'T\{;'Tx s
1 2 3 4 ? [} 7 B 10 2
B - .- - - 4

A grafikon alapjan £ és n kézétt masodfoki kapesolat feltételezhets. Az
M 35.35-beli (22) szerinti egyenletrendszer

2533.3a + 302.5b 1+ 38.5¢ = 121.66
302.5a + 38.5b6 4 5.5c = 14.16
38.5a 4 5.5 + c = 2.25.

Ebbgl a = 0.291666666, b = —2.991969697, ¢ = 7.476666667. Az empirikus
regressziés parabola egyenlete:

y = 0.291666666° — 2.991969697 + 7.476666667.
A

£2] 1 |2.25] 4 |6.25] 9 [12.25] 16
709147 110.1]16.5(25} 35.1 |45.9

35.28
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58.

59.

60.

tablazat alapjan p(¢%,n) = 0.999938259; eszerint £2 és n kozott linedris kap-
csolat, s igy € és n kozott n =~ af? + b kapesolat feltételezhets. A €2 &5 n-ra
vonatkoz6 linedris regresszié alkalmazésaval a = 3.009292649,

b= —2.074514563. gy

n = 3.009292649: — 2.074514563.

Az

In¢|0}0.6931.099/1.386{1.609|1.792|1.945|2.079|2.197|2.303
n |2y 54 | 74 { 88 | 99 [109)11.6 122 13 | 13.5

tdbldzat alapjin p(Iné,n) = 0.99983006, ami az Inf és n koz6tti linedris
kapcsolatra utal. Az In§-re és y-ra alkalmazott linedris regresszié alapjdn:

n = 4.9814518641n { + 1.94651325.

Mivel g(£,n) = 0.919206148, ezért £ és n kozott linedris kapesolat feltételez-
hets. Az empirikus regressziés egyenes egyenlete:

y = 1.010989011z + 6.540659341.

Mivel p{£,n) = —0.982684604, ezért £ és n kozdit linedris kapcsolat feltéte-
lezhets. Az empirikus regresszids egyenes egyenlete:

y = —0.172167832z + 27.41631702,

35.24



1. tibl4zat: Standard

x 0.00

0.0 0.5000
0.1 0.5398
0.2 0.5793
0.3 0.6179
0.4 0.6554
0.5 0.6915
0.6 0.7257
0.7 0.7580
0.3 0.7881
0.9 0.8159
1.0 0.8413
1.1 0.8643
1.2 0.8849

1

i4

1.5 0.

1.6 0.9452
1.7

1.8

1.9

2.0 6.9772
2.1 0.9821
2.2 0.9861
2.3 0.9893
2.4 0.9918
2.5 0.9938
2.6 0.9953
2.7 0.9965
2.8 0.9974
2.9 09981
3.0 0.9987

0.0t

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
6.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186
0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982
0.9987

normélis eloszlis eloszlisfiggvénye ( Ox))

0.02

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.793%
0.8212
0.8461
0.8686
0.3888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922
0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982
0.9987

0.03

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238
0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.8370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732

0.9788
0.9834
0.9871
0.9501
0.9925
0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983
0.9988

0.04

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264
0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738

0.9793
0.9338
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984
0.9988

0.05

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289
0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984
0.9989

0.06

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
6.6772
0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315
0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279
0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.9803
0.9846
0.9881
0.9509
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9579
0.9985
0.9989

0.07

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808
0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340
0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292
0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985
0.9939

0.08

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844
0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365
0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306
0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
6.9761

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.5963
0.9973
0.9980
0.9986
0.9990

0.09

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879
0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389
0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319
0.9441
09545
0.9633
0.9706
0.9767

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
6.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986
0.9990



2. tablazat: (f;, f ;) szabadsdgfoki F-eloszlds (95%-o0s szignifikancia-szint)

U b W B

£ 1

9

20

24

161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 241.0 248.0 249.0 254.3
18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.38 19.44 19.45 19.50

10.13
7.71
6.61

5.99
5.59
532
5.12
4.96

4.84
4,75
4.67
4.60
4.54

4.49
4.45
4.41
4.38
4.35

432
4.26
. 422
4.20

4.08
4.060

3184

9.55
6.94
5.79

5.14
4.74
4.46
4.26
4.10

3.98
3.88
3.80
3.74
3.68

3.63
3.59
3.55
3.52
3.49

3.47

3.40
3.37
3.34

323
3.15

2.99

9.28
6.59
5.41

4.76
4.35
4.07
3.86
3.71

3.59
3.49
341
3.34
3.29

3.24
3.20
3.16
3.13

-3.10

3.07
3.01
2.98
2.95

2.84
2.76

2.60

9.12

6.39

5.19

4.53
4.12

384

3.63
3.48

3.36
3.26
3.8
kR ¥
3.06

3.01
2.96
2.93
2.90
2.87

2.84
2.78
2.74
2.7

2.61
2.52

2.37

9.01
6.26
5.05

4.39
3.97

3.69
3.48
'3.33

3:20
3.11
3.02
2.96
2.90

2.85
2.81
277
2.74
21

2.68
2.62
2.59

2.56

2.45
2.37

2.21

8.94
6.16
4.95

4.28
387

- 3.58

337
3.22

3.09
3.00
2.92
2.85
2.79

2.74
2.70
2.66
2.63
2.60

2.57
25

247

2.44

234

2.25

2.10

8.84
6.04
4.82

4.15
3.73
3.44
3.23
3.07

295
2.85
2.77
2.70
2.64

2.59
2.55
2.51
2.48
2.45

2.42

2.36
2.32
229

2.18
2.10

1.94

8.81
6.00
4.78

4.10
3.68
3.39
118
3.02

2.90
2.80
2.72
2.65
2.59

2.54
2.50
2.46
2.43

.2.40

235

2.30
2.27

2.24

2.12
2.04

1.88

8.66
5.80
4.56

3.87
3.44
3.15
2.93
2.77

2.65

2.54
2.46
2.39
233

2.28
2.23
2.19
2.15
2.12

-2.07

2.02
1.99

1.96 .

1.84
1.75

1.52

8.64
5.77
4.53

3.84
3.41
3.12
2.90
2.74

2.61
2.50
2.42
2.35
2.29

2.24
2.19
2.15

2.11

2.08

2.05
1.98
1.95
1.91

1.79
1.7

1.52

8.53
5.63
4.36

367
3.23
293

2.71

2.54

2.40

230

2.21
2.13
2.07

2.01
1.96
1.92
1.88
1.84

1.78
1.73
1.69
1.65



3. tablazat: t-eloszlas

90% 95% - 99%
(p=0.1) (p=0.05) (p=0.01)

6.314 12706  63.657
2 2.920 4.303 9.925
3 2353 - 3.182 = 5.841
4 2.132 2.776 4.604
s 2.015 2571 - 4.032
6
7
8

szabadségfok

P

1.943 2447 3,707
1.895° 2365  3.499
1.860 2306  3.355

9 ' 1.833 2.262 3.250
10 1.812 2,228 3.169
11 1.796 2.201 3.106
12 1.782 2179  3.055 -
13 1.771 2.160 3.012
14 - L761 2.145 2977
15 1.753 2.131 2.947
16 - 1.746 2.120 2.921
17 1.740 2.110 2.898
18 : 1.734 2.101 2.878
19 - L729 2.093 2.861
20 1.725 2.086 2.845
21 1.721 2.080  2.831
22 1717 2074 - 2819
23 1.714 2.069 - 2.807
24 1.711 2.064 2.797
25 1.708 2.060 2.787
26 1.706 2.056 2.779
27 1.703 2.052 2,771
28 1.701 2.048 2.763
29 1.699 - 2.045  ~ 2.756
30 1.697 - 2.042 2.750
40 1.684 2.021 2.704
60 1.671 2.000 2.660
120 1.658 1.980 2.617

@ 1.645 1.960 2.576



4. tabldzat: y2-eloszlis

95% 97.5% 99% 99.5%
(p=0.05) (p=0.025) (p=0.01) (p=0.005)

szabadsigfok
3.841 5.024 6.635 7.879
5.991 7.378 9.210  10.597
7.815 9.348 11.345 12.838
9.488 11.143 13.277 14.860
11.070 12.832 15.08¢ 16.750
12.592 14.449 16.812 18548
14.067 16.013 18.475  20.278
15.507 17.535 20090  21.955
16.919 19.023 21.666  23.589
18.307 20.483 23.209  25.188
19.675 21.920 24.725  26.757
21.026 23.337 26.217  28.300
22.362 24.736 27.688  29.819
23.685 26.119 29.141  31.319
24.996 27.488 30,578 32.801
26.296 28.845 32,000 34.267
27.587 30.191 33.409  35.718
28.869 31.526 34805  37.156
30.144 32.852 36.191  38.582

CRSAGECRISSCe g e -

20 31.410 34.170 37.566  35.997
21 32.671 35.479 38932  41.401
22 33.924 36.781 40.289  42.796
23 35172 38.076 4]1.638  44.181
24 36.415 36.364 42.980  45.558
25 37.652 40.646 44314  46.928
26 38.885 41.923 45.642  48.290
27 40.113 43.194 46.963  49.645
28 41.337 44 461 48.278  50.993
29 42.557 45.722 49.588  52.336

30 43.773 46.979 50.892  53.672



HIBAJEGYZEK a 075005 sz. jegyzethez
Oldal: Feladat: Sor: Helyesen:
Feladatok:
31-5  42. 5. d) a szigorfian monoton névekv A — B leképezések szamat!
32-1 D325 13, Az A4,4,,. c Q események §sszességét teljes eseményrendszernek
nevezzilk, ha 4 +4,+..=Q ,és 44, =0 i#j .
32-5 D3z211 1L ...véges szam, egyenld valdsziniiségii elemi esemény. ...
33-2  T339 4-6. ..u-valjelolve ¢ szintén monoton és differencidlhato inverzét:
L) = 1) () -
33-13 D33.20 6. ...olyan pozitiv egészek, amelyekre 0 <k <n< N,éshak>M ill.

M
n-k>N-M akkor (kJ ill. [ J egyenld nullaval..

n—-k
33-14 T3329 2. D(§)=%

349 33. 1. ...értékei:-2,-1,0,1,2,3;
34-19 95, 5. c) M(§10|§2 =120),
34-19  100. 3-4.  Aza)ill. b) alkérdéseket fel kell cseréini,
Megoldéasok:
3

312 13. 6. 35—[2]25+3=150
315 42. 8. ...novekvd és csdkkend leképezések szdma Hsszesen:

o (n+k—l).2__n

k

3223 142. 5. P(legfeljebb egy selejtes)=(1— p.}’ +5(1- p,)* p,
33.2 9. 7. 19/20, ba3<x <4,
336  27. 2. =P(0< £<(x-3)%)
34.1 1. 34, k-1 ill. -1

6 6
3415 46, 6. a<t<b-nek és x-b<t<x-g-nak is teljesiilnie kell.
34.17 49. 3. T+ fog(X) = ...

3425 78 14-16.. (Ugyanis, ha egy valészinfiségi valtozd normalis eloszlasi,
akkor 0.5 valésziniiséggel lesz a vrhatd ériékénél kisebb, és
0.5 valdsziniliséggel lesz anndl nagyobb.)

34.28 82, wutolsd 3 sordban minden & helyett d betii kell, tovabbd I, = P(AT,)

3
3429 8. 1. F(y|x)=...{0’ 0<x<2, y<ox

1
1 —5(x2 —Zxy+y?)

3431 94, 244, fx|yY)=..=——e , ¢s ennek alapjan

M@Gn=p)=y, ME|n=2)=2, MG |m=7.






