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1. fejezet

TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK 1.

Definici6 1.0.1 Egy M # () halmaz esetén az M? halmaznak a valds szdmok
halmazdba valo egyértelmi d leképezését az M halmazon értelmezett tdvol-
sdagfiigguénynek nevezziik, ha M tetszdleges A, B, C' elemeire teljesiilnek az

aldbbiak:
(1) d
(2) d
(3) d
(4) d(A, B) +d(B,C) > d(A,C).

> 0;

(4,B) =0,
(A, B) = 0 akkor és csak akkor, ha A = B;

(A,B) =d(B,A);

(
Ha eqy M # O halmazon értelmezve van eqy d tdvolsdgfiigguény, akkor azt
mondjuk hogy M eqy metrikus tér (a d tdvolsdgfiggvényre nézve).

Megjegyezziik, hogy a valds szam-n-esek R™ halmaza metrikus tér a ko-
vetkez$ d téavolsagfiiggvényre nézve: tetszéleges A = [ay,as,...,a,] és B =
[b1,ba, ..., b,] szdm-n-esek esetén

d(A,B) = /(a1 — b))%+ (ag — b2)? + - + (a, — by)2.
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Definicié 1.0.2 n-vdltozds valds fiigguényen olyan fiigguényt értink, mely-
nek értelmezési tartomdnya valds szam-n-esekbdl, értékkészlete pedig valos
szamokbol dall. Ha n = 1, akkor egyvdltozos wvalos figguényrdl, ha n > 1,
akkor tobbvdltozos valds fiigguényrdl beszélink.

Egy kétvaltozos valos f(x,y) fliggvény esetén abrazolhatjuk egy derékszo-
gti koordinata-rendszerben azon (x, y, f(x,y)) pontok Osszességét, amelyeknél
az (x,y) pont benne van az f fiiggvény értelmezési tartomanyaban (lasd az
alabbi abrat).

1.1. 4bra. Grafikon szerkesztése

Az (x,y, f(x,y)) pontok altal alkotott feliiletet az f fliggvény grafikonja-
nak nevezziik. A kovetkez6 dbra az f(x,y) = y? — x* fiiggvény grafikonjanak
egy részét mutatja.

1.2. dbra. Az f(x,y)=y* — 2? grafikonja
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Definicié 1.0.3 Az m-vdltozos valds f(ui, ..., uy) kilsd figguénybdl és az
n-vdltozos wvalés wi(xy,...,x,) (i = 1,...m) belsd figguényekbdl dsszetett
fligvényen azt az n-vdltozdés valds, f o (uq,...,uy,) mddon jeldlt figgvényt

értjiik, melynek értelmezési tartomdnya azokbol (és csak azokbdl) a
P() = (1‘10...,1’”0)

pontokbol dall, amelyekben az uy, ..., u, figgvények mindegyike értelmezve
van €s az

UQ = (Ul(Pg), e ,um(Po))
pont benne van az [ fligguény értelmezési tartomdnydban, valamint ez a fiigg-
vény az értelmezési tartomdnydnak tetszdleges Py = (19 ..., Tno) pontjihoz
az

f(Uo) = f(ui(Fo), - -, um(F0))

értéket rendels.

1.1. Fiiggvényhatarérték és folytonossag

Definicié 1.1.1 Az R™ metrikus tér Py pontjarol akkor mondjuk, hogy az
n-vdltozos valos f fiigguény Dy értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja,
ha megadhato Ds-nek olyan, Fy-hoz konvergdlo P, pontsorozata, amely soro-
zatnak egyetlen P, pontja sem egyezik meg a Py ponttal, azaz P, # P, teljesiil
minden n indexre.

Példaként emlitjiik, hogy egy szadmegyenesen (az R metrikus téren) az
(a,b), [a,b), (a,b], |a,b] intervallumok mindegyikének torlodési pontjai az
[a, b] intervallum pontjai.

Definicié 1.1.2 (A figgvényhatarérték Heine-féle definicidja) Akkor mond-
Juk, hogy egy n-vdltozos valds f figgvény Dy értelmezési tartomanydnak Fy
torloddsi pontjaban van hatdrértéke, és ez a hatarérték L, ha minden, a Py-
hoz konvergdlo P,, € Dy pontsorozat esetén az f(P,) figgvényértékek sorozata
L-hez konvergadl; képletben:

(VP, € Dy) : 7111_{120 P,=PFP, = lim f(P,) = L.

n—o0
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Ha egy n-valtozos valos f fiiggvény FPy-pontbeli hatarértéke L, akkor ezt
a kovetkezsképpen jeloljiik:

o S =1
Kétvaltozos valos f fiiggvény esetén (ha x és y jelolik a fliggetlen valtozokat
és Py = (o, y0)) a kovetkezs jelolést is hasznaljuk:

lim f(z,y) = L.

T—T()
Y—=yo

Héaromvéaltozos valos fliggvény esetén ez igy alakul (ha z, y és z jelolik a
fiiggetlen valtozokat és Py = (2o, Yo, 20)):
lim f(z,y,2) = L.

Y—=Y0
z2—2z(Q

Példa 1.1.3 Mutassuk meg, hogy az

2
flo,y) =

xt + y?
fiiggvénynek a Py = (0,0) pontban nincs hatarértéke!
Megoldas: A vizsgalt f fiiggvény csak a Py(0,0) pontban nincs értelmezve.
Igy Py az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlodasi pontja. Ha azt
akarjuk megmutatni, hogy f-nek nincs hatarértéke Py-ban, akkor taldlnunk
kell olyan xy-sikbeli, Py-hoz konvergald P, pontsorozatot, melynek elemei
kiillonboznek Py-tol, és az f(P,) sorozat nem konvergens, vagy talalnunk
kell két olyan xy-sikbeli, FPy-hoz konvergald pontsorozatot, melynek elemei
kiilénboznek Py-tol, és az egyes pontsorozatokhoz tartozo fiiggvényértékekbsl
allo sorozatok konvergensek, de hatarértékeik kiilonboznek egymastol.
Legyen P, olyan Py-hoz konvergalé pontsorozat, melynek elemei az x-
tengelyen helyezkednek el, azaz P, = (x,,0), ahol z, — 0 mikézben n a
oo-hez tart. Ekkor
lim f(P,) =0.

n—oo

Ez még nem jelenti azt, hogy az f fliggvénynek 0 lenne a hatéarértéke Py-
ban. Az y-tengelyen 1évS, Py-hoz konvergéld tetszéleges P, pontsorozatra is
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lim,, o f(P,) = 0 adodik. Tovabbi vizsgalatra van sziikség. Tekintsiink most
egy Py-hoz konvergélo olyan P, pontsorozatot, amelynek elemei az y = mx
(m # 0) egyenesen helyezkednek el. Ekkor P, (z,, mz,) alak, és ezért

ma’ m,

e e e
Az eddigi eredmények alapjan mar arra gondolhatnank, hogy a vizsgalt fiigg-
vénynek még is csak van hatarértéke FPy-ban, és ez a hatarérték 0. Legyen
viszont P, olyan Py-hoz konvergalé pontsorozat, ahol a P, pontok az y = 22
egyenletd parabolan helyezkednek el. Ekkor

| I R
Jim f(P) = Jim S = lim o =5,

amely mar bizonyitja (az el6z6 eredményeket is hasznéalva), hogy a vizsgalt
f fiiggvénynek a Py = (0,0) pontban nincs hatérértéke.

Megjegyzés 1.1.4 Egy tobbvaltozos valos f fliggvény esetén vizsgalhatjuk
azt is, hogy létezik-e a végtelemben vett hatarérték. Példaul vizsgalhatjuk a
kétvaltozos valos f(x,y) fliggvény esetén, hogy létezik-e a

lim f(z,y)

T —r00
Yy—r00

hatarérték. Ekkor azt vizsgaljuk, hogy van-e olyan L val6s szam, hogy bar-
mely olyan P, = (z,,y,) pontsorozat esetén, amelyeknél x,, — oo és y, — o0
teljesiil, az f(x,,y,) fliggvényértékek sorozata L-hez tart.

Példa 1.1.5 Mutassuk meg, hogy létezik a

. Tty
I
o TE—TY + Y

hatéarérték!

Megoldas: Legyen P,(z,,y,) olyan tetsz6leges pontsorozat, ahol x,, — 0o és
Yn — 00, mikozben n tart a végtelenhez. Ekkor feltehetts, hogy z, > 0 és
Yn > 0. Azt kell megmutatni, hogy létezik a

. Tn + Yn
lim 5 5
n=oo Ty — TplYn + Yn
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hatarérték. Osszuk el a szamlalot és a nevezé6t is az x,y, szorzattal. Akkor

1 1
xn+yn o yn+zn
2 2z Yn *

Elegendd tehat a jobb oldalon all6 sorozat hatarértékét vizsgalni. A szamtani
kozép és mértani kozép kozotti kapesolatot is hasznéalva,

Tnpnsg [Tnbn g
Yn Tn Yn Tn

Igy . )
e e
Yn Tn
és ezért
1
Tn Yn —
Yn 1 + In
Ebbdl mar az is kévetkezik, hogy
yln + xln 1 ]'
- + N
z_: 1+ i/_: T Un Ln
Mivel . .
TR S S
SETeE T4
és ) )
lim (— + —) =0,
n—oo yn In
ezért .
1y mA
li Yn -
n—oo o — ] —+ g”
Tehat
. Tty
lim PRI S
At -y ty

Az egyvaltozos valos fliggvények esetéhez hasonléan, a tobbvaltozos valos
fiiggvényekre is megfogalmazhato a fliggvényhatarérték egy masik definicidja.
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Definici6é 1.1.6 (A figguényhatdrérték Cauchy-féle definicidja) Akkor mond-
Juk, hogy egy n-vdltozos valds f fiigguény Dy értelmezési tartomdnydnak I
torloddsi pontjaban van hatdrértéke, és ez a hatdrérték L, ha bdrmely pozitiv
€ valds szdmhoz megadhato olyan pozitiv & valds szdm, hogy az f értelmezési
tartomdnydnak minden P pontjira o d(P, Py) < 0 feltételbdl |f(P) — L| < €
kovetkezik.

Tétel 1.1.7 A figgvényhatdrérték Heine-féle és Cauchy-féle definicioi egy-
mdssal ekvivalensek.

Ezek utan megfogalmazzuk az n-valtozos valos fiiggvények folytonossaga-

s stz

Definicié 1.1.8 Akkor mondjuk, hogy eqy n-vdltozos valds f fiigguény foly-
tonos az R™ tér valamely Py pontjaban, ha teljesiilnek az aldbbiak:

(1) Az f figguény Py-ban értelmezve van;
(2) Az f figguénynek Py-ban van hatdrértéke;

(3) Az f figguény Py-pontbeli hatdrértéke megegyezik a Py-pontbeli helyet-
tesitési értékkel, azaz limp_,p, f(P) = f(R).

Példa 1.1.9 Mutassuk meg, hogy az

o %, ha (z,y) # (0,0)
f(z,y) {0 ha (z,y) = (0,0)

figguény folytonos a Py = (0,0) pontban.
Megoldds: A wizsgdlt figgvény a Py = (0,0) pontban értelmezve van, ott a
helyettesitési értéke 0. Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy f folytonos Py-
ban, mar csak azt kell megmutatnunk, hogy f-nek a Py-ban van hatdrértéke,
€s ez a hatdrérték 0. Mivel

.1 1

lim — 4+ — = oo,

x—0 2 2
y—0 y z
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ezert 5 o
. Ty . 1
hn& 5 3 = lm —— = 0
xTr—r xr—r —_ —_
y—o T +y y—0 Y2 + x?

(itt az x®y? szorzattal osztottuk a szamldlot és a nevezdt is). Tehdt a vizsgdlt
figguény folytonos a Py = (0,0) pontban.

Tétel 1.1.10 Ha az n-vdltozos valds uq, ..., u,, fligguények folytonosak eqy
Py pontban és az m-vdltozos valds f fligguény folytonos az

Up = (u1(Fo), - -, um(Fy))

pontban, akkor az fo(uy,. .., uy) dsszetett fiigguény is folytonos a Py pontban.



2. fejezet

TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK II.

Az egyvaltozos valos fiiggvények vizsgélatdban fontos szerep jutott a dif-
ferencialhatosag fogalmanak, melynek két, egymassal ekvivalens definicidja
ismeretes.

Egyik szerint, akkor mondjuk, hogy az egyvaltozos valos f(x) fliggvény
differencialhato értelmezési tartoményanak valamely xy pontjaban, ha létezik

a
L)~ f(o)
T—x0 Tr — I’O
hatarérték, amely hatarértéket az f fiiggvény o pontbeli differencialhé-
nyadosanak nevezziik és f'(zo) modon jeloljiik.

A masik szerint, akkor mondjuk, hogy az egyvaltozos valos f(x) fliggvény
differencialhato értelmezési tartomanyanak valamely xy pontjaban, ha meg-
adhato egy olyan d valos szam és xy-nak egy olyan E teljes kdrnyezete, hogy
minden E-beli x pont esetén teljesiil az

f(@) = fxo) = d(x — o) + e(x)(x — o)
egyenl6ség, ahol €(z) olyan egyvaltozos valos fliggvény, amely teljesiti a

li =
) =0
feltételt.

A kovetkezd fejezetekben azzal foglalkozunk, hogy az egyvéltozos valos
fiiggvények differencidlhatosaganak fogalmat hogyan tudjuk kiterjeszteni n-
valtozos valos fliggvényekre.

13
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2.1. Az n-valtozés val6s fiiggvények parcialis dif-
ferencialhatosaga

Definicié 2.1.1 Akkor mondjuk, hogy eqy n-vdltozds valds

floy, ..oy xy)

fligguény értelmezési tartomdnydnak

Py = (w10, .-+, Ti0, - - - Tno)

pontjaban parcialisan differencidalhato az i-dik vdltozoja, azaz az x; vdltozo
szerint, ha az f fligguénybdl az x; = xjo (j # 1) behelyettesitéssel keletkezett,
csak az x; vdltozotol fiiggd, eqyvdltozos valos fiigguény differencidalhato az x;
pontban. Ennek a fiigguénynek az x;o pontbeli differencidalhdanyadosdt azaz a

lim f(I10, ey Li—1.05 Liy Li41,0 + + - ;%0) N f($10> e Li—1,05 L0y Li+1,09 - - - 7%0)

T;—rx50 T; — X0

hatdrértéket az n-vdltozos valos [ fligguény Py pontbeli, x; szerinti parcidlis
differencidlhdnyadosdnak nevezzik és f, (Fy) modon jeldljiik.

Egyvéltozos valos f(x) fiiggvény esetén a fliggvény (egyetlen) valtozo-
ja szerinti, valamely xy € D; pontbeli parciélis differencialhanyadosa meg-
egyezik az xy pontbeli kézonséges értelemben vett differencidlhanyadosaval.
Ekkor az f!(xq) kifejezés helyett a szokasos f'(z) jelolést hasznéljuk.

A kovetkezGkben megfogalmazzuk a parcialis deifferencidlhatésdgnak a
kétvaltozos, illetve haromvaltozos valos fiiggvényekre vonatkozo valtozatat.

Definicié 2.1.2 Akkor mondjuk, hogy eqy kétviltozds valos f(z,y) figguény
az x vdltozoja szerint parcidlisan differencidalhato értelmezési tartomdnydnak
valamely Py = (xo,y0) pontjaban, ha létezik a

f/ (1,0~ yo) — lim f(.’l?, yO) 7 f(fI;Oa yO)

T—T0 r — 2o

hatdrérték. Exzt a hatdrértéket az f fligguény Py pontbeli, x vdltozo szerinti
parcidlis differencidlhdnyadosdnak nevezziik.
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Az f(z,y) fiiggvény (zo,yo) pontbeli z valtozo szerinti parcialis differen-
cialhanyadosanak geometriai jelentése: a z = f(xz,y) egyenlett feliilet és az
y = Yo egyenletii sik metszésvonalaként keletkezett térgorbe (zo, yo, f(zo, Yo))
pontbeli érint§jének iranytangense (lasd a fenti abrat).

Z

P(xg, ¥o.f(xg, ¥o))
z=f(x,¥)
z = flx, ¥p)
Az ¥ = Vg Sikban
Erints
/ | yn
X
y

{xB + h. _}'u}

2.1. dbra. Az x szerinti parcialis differencialhdnyados geometriai jelentése

Definicié 2.1.3 Akkor mondjuk, hogy egy kétvdltozos valds f(z,y) figgvény
az y vdltozoja szerint parcidlisan differencidlhato értelmezési tartomdnydnak
valamely Py = (xq,yo) pontjaban, ha létezik a

fi(xo, yo) = lim f(zo,y) — f(@o, yo)
Y—Yo y _ ?/0

hatdrérték. Ezt a hatdrértéket az [ fiigguvény Py pontbeli, y vdltozo szerinti
parcidlis differencidlhdnyadosdnak nevezzik.

Az f(z,y) figgvény (zo,yo) pontbeli y valtozo szerinti parcialis differen-
cialhanyadosanak geometriai jelentése: a z = f(x,y) egyenleti feliilet és az



16 2. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK II.

xr = x egyenleti sik metszésvonalaként keletkezett térgorbe (zo, yo, f(zo, Yo))
pontbeli érintéjének irdnytangense (lasd az alabbi adbrat).

. F
X = Xg sik 4

P{-r{h yq]tf{-tﬂi 'F.{I}}

flx, ¥)

Ea |
Il

(g, ¥o)
(xg. yo + k)

Y

z = flxg, ¥)

X=Xy
2.2. dbra. Az y szerinti parcialis differencialhanyados geometriai jelentése

A kovetkezd abra egyiitt szemlélteti a kétvaltozos valo f(x,y) fliggvény
Py(x0,y0) pontbeli z-szerinti és y-szerinti parialis differencidlhanyadosainak
geometriai jelentését.
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Z

Metsastgairbe: £(xgn Yo) P(xq, g, f(xqs Yo))[

érintd meredeksége

Metszetgdrbe f,.(xg, o).

Metszetgirbe 2 = f(xg, ¥) érinté meredeksége

xX=Xxp

Y=>

z= f(x,

y=

Yo (xO! }’o) = xﬂ

2.3. abra. Az x-, és y-szerinti parcidlis differencidlhanyadosok geometriai je-
lentése

Hasonloan értelmezhets a haromvaltozos valos f(z,y, z) fliggvények val-
tozoi szerinti parcialis differencidlhdnyadosok a fliggvény értelmezési tarto-
manyéanak tetszéleges Py = (x¢, xg, z0) pontjaban:

fa(20, 90, 20) = lim S (590, 20) — f (0, %0, 20)

T—T0 T — X

Y

f1 (0, Yo, 20) = lim f (o, y; 20) — f (20, Yo, 20)
) ) ) —

)
Y—Yo Y — Yo

f;(l'o, Yo, Zo) = lim f(x(), Yo, Z) — f(x07 Yo, ZO) .
Z—20 z — ZO

Definici6 2.1.4 Egy n-vdltozds valos f(xy,...,x,) figguény x; vdltozd sze-
rinti parcidlis derivdltfigguényén azt az n-vdltozds valds f,, fiigguényt értjiik,
amely azokban a Py € Dy pontokban van értelmezve, amely pontokban létezik
az f fligguény x; szerinti parcidlis differencidalhdnyadosa, és minden ilyen Py
ponthoz fiigguényértékként az f, (Po) parcidlis differencidlhanyadost rendeli.
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Megjegyzés 2.1.5 Mivel a parcidlis deriwdltfiigguény specidlis eqyvdltozds
fiigguény kézonséges értelemben wvett deriwdltfiggvénye, ezért a parcidlis de-
rivdlds szabdlyai megegyeznek az eqyvdltozos valds fiigguényeknél tanult deri-
valdst szabdalyokkal. Adott n-vdltozds valds f és g fligguények tetszdleges x;
valtozoja esetén

(f9)z, = f90, + [2,9,

Példa 2.1.6 Hatdrozzuk meg az f(x,y) = sin(z — y?) + arctg? figgvény
parcidlis derivdltjait!
Megoldas:

fi(z,y) = cos(z — y?) + %(%)2 <_£) .

fol@,y) = =2y cos(z — y?) + %@)2 G) :

Példa 2.1.7 Hatdrozzuk meg az f(x,y, z) = 294 (2¥)? —wyz hdromuvdltozds
valds fiigguény parcidlis derivdltjait!
Megoldas: Vegyiik észre, hogy (x¥)* = x¥*! Tehdt
f(xvyv Z) = x(yZ) + ¥ — TYyz.
Igy ]
folz,y,2) = y'a’ " +yza? !l —yz.
fo(xy, 2) = 29 (Inz) 2"~ 4 2¥*(Inx) 2 — 22,

fol@,y, 2) = 29 (Inz)y* (Iny) + 2% (Inx)y — zy.

Definicié 2.1.8 Egy n-vdltozds valos f(z1,...,x,) figgvény r-edik (r > 1)
parcidlis derivdltjain (mds néven, r-edrendd parcidlis derivdltjain) a fligguény
r — l-edrendi parcidlis deriwvdltjainak parcialis derivaltjait értjik, kiegészit-
ve azzal a megjegyzéssel, hogy a figguény barmelyik vdltozoja szerinti 0-dik
parcidlis derivdltjan magdt a fiigguényt értjik.
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A kovetkez§ tétel az r-edrendii parcialis derivaltak kapcsolatara vonatko-
zik.

Tétel 2.1.9 Legyen Py az n-vdltozds valds f fligguény értelmezési tartomd-
nydnak olyan pontja, amelynek valamely teljes kornyezetében az f fligguény
osszes r-edrendil parcidlis deriwdltja folytonos. Akkor az f fligguény bdrmely
két olyan r-edrendi parcidlis derivdltja, amely csak a derivdldsok sorrendjében
tér el eqymdstol, a Py pontban ugyanazt az értéket veszi fel.

Ennek a tételnek egy specialis esetét is megfogalmazzuk, amely tételre a
Young-tétel néven is szoktak hivatkozni.

Tétel 2.1.10 Ha a kétvdltozos valds f(x,y) fligguény mdsodrendi parcidlis
derivdltjai az (xg,yo) pont valamely teljes kornyezetében folytonosak, akkor

.f;/y(fl?m Yo) = .fg///;r(‘/l;()ﬂ Yo)-

2.2. Az n-valtozos valos fliggvények differencial-
hatbésaga

Definicié 2.2.1 Akkor mondjuk, hogy egy n-vdltozds valos f fiigguény diffe-
rencidlhato értelmezési tartomanydnak valamely Py pontjaban, ha megadhato
olyan d € R"™ wvektor és Py-nak eqy olyan E teljes kornyezete, hogy minden
E-beli P pont esetén teljesiil az

F(P) = [(Py) = dPoP + e(P) Ry
egyenldség, ahol e(P) a P-tdl fiiggd olyan R™-beli vektor, amely eleget tesz a

lim ¢(P) =0

P—)P()_

feltételnek.
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Tétel 2.2.2 Ha az n-vdltozos valos f fligguény differencidlhato értelmezés
tartomanydnak valamely Py pontjaban, akkor eqy és csak eqy olyan R™-beli d
vektor létezik, amelyre teljesiilnek a differencidlhatosdg definiciojaban szerep-

5 feltételek.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az n-valtozos valos f fiiggvény differencialha-
to értelmezési tartomanyanak valamely P, pontjaban, tovabba tegyiik fel azt
is, hogy van két olyan R"-beli d; és d2 Vektor amelyekre teljestilnek a dif—

c sz

Py-nak olyan E; és FE5 teljes kornyezetei, hogy
(VP € Bx): f(P) — f(R) = dy oD + ,(P) Ry

(VP € By) : f(P) — f(Py) = dyPoP + e(P) o P

teljesiil, ahol ¢, és ¢, a P-t6l fiiggs olyan R"-beli vektorok, melyekre a

Aim & (P) =0
és
A () =0

teljesiilnek. Legyen F = E; N F,. Akkor

(VP € B): f(P) — f(R) = di RoP + e,(P) Ry
és

(VP € E): f(P) = f(Py) = dy PoP + ey(P) RoP.

Az also egyenléségnek a felsbdl valo kivonasa, majd az igy kapott egyenl&ség
rendezése utan a kovetkezd adodik:

(VP € E): (dy — d,)PoP = (& — e,) Py .

Legyen e € R” tetsz6leges egységvektor. Akkor tetszdleges Py-tol kiillonbozd
olyan P € E pontra, amelyek az e egységvektor pozitiv valés szdmszorosai,
igaz a kovetkezd egyenlGség:

4)|PoPle = (¢; — )| PoPle.
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Elosztva mindkét oldalt a nullatél kiilonbo6zd |Fﬁ| szammal, a kovetkezd
adodik:
(dy —dy)e = (e, —&)e
Vegyiik mindkét oldal hatarértékét, mikozben P tart a Py-hoz. A kovetkezst
kapjuk:
(dy — dy)e = 0e = 0.

Igy azt kaptuk, hogy a (d, —d,) € R" vektor az R™ tér tetszdleges egységvek-
torara meréleges. Korabbi tanulméanyainkbol kovetkezik, hogy ez csak akkor
lehetséges, ha a d, — d; vektor a nullvektor, azaz, ha

C_Zg :d1-

Definicié 2.2.3 Egy n-vdltozds valds f(xy,...,x,) figguény Py € Dy pont-
beli gradiensvektordn az n-dimenzios

gradf(Py) = [f2,(Po),-- .. fo (Py)] € R"

vektort értjiik, feltéve, hogy léteznek az f figgvénynek a Py pontbeli parcidlis
differencidlhdnyadosai minden eqyes vdltozoja szerint.

Tétel 2.2.4 Ha az n-valtozos valos [ fligguény differencidlhato értelmezés
tartomanydnak valamely Py pontjaban, akkor a differencidlhatosdg definicio-
jaban szerepld feltételnek eleget tevd (egyetlen) vektor megegyezik az f fiigg-
vény Py-pontbeli gradiensvektordval, azaz d = gradf(P).

Az el6z6 tétel alapjan megfogalmazhatjuk az n-valtozos valés fiiggvények
differencidlhatosaganak egy, a korabbival ekvivalens valtozatat.

Definicié 2.2.5 Egy n-vdltozds valos f fiigguényrdl akkor mondjuk, hogy dif-
ferencidlhato értelmezési tartomdnyanak valamely Py pontjiban, ha létezik a
Py pontbeli gradiensvektora, és megadhato Py-nak olyan E teljes kérnyezete,
hogy minden E-beli P pont esetén teljesiil az

F(P) = [(Py) = PyPgradf(Py) + e(P) PP
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egyenldség, ahol e(P) a P-tdl fiiggd olyan R™-beli vektor, amely eleget tesz a

lim ¢(P)=0
P*)PO

feltételnek.

Korabban bizonyitott eredmény alapjan, ha egy egyvaltozos valo f(x)
fiiggvény differencialhaté egy o, pontban, akkor folytonos is zg-ban. Er-
vényes ennek az eredménynek az n-valtozos valos fliggvényekre vonatkozo

alakja, azaz igaz a kovetkezd tétel.

Tétel 2.2.6 Ha az n-vdltozos valos [ fligguény differencidlhato értelmezés
tartomdnydnak valamely Py pontjaban, akkor folytonos is Py-ban.

Ha egy n-valtozos valos f fliggvény folytonos egy F, pontban, akkor ott
nem feltétleniil differencialhato. Viszont f parcidlis derivaltfiiggvényeinek
Py-beli folytonossdga maga utan vonja a fliggvény P, pontbeli differencial-
hatosagat, azaz igaz a kovetkezd tétel.

Tétel 2.2.7 Ha az n-vdltozos valos f fligguény minden eqyes vdltozoja sze-
rinti parcidlis derivdltfiiggvénye folytonos a Py pontban, akkor az f fiiggvény
differencidlhato Py-ban (és ezért folytonos is Py-ban).

Korabbi tanulményaikbol ismert, hogy az egyvaltozos valos fiiggvényekbdl
képezett Osszetett fliggvény derivaltjat a kiilsd és a belsé fiiggvény derivaltja-
nak szorzataként is megkaphatjuk. A kovetkez6kben egy olyan szabélyt (az
un. lancszabéalyt) ismertetiink, melynek alapjan a tobbvaltozos valos flige-
vények parcidlis derivaltjait a kiils6 fiiggvény és a belsé fliggvények parcialis
derivaltjaibol kaphatjuk meg.

Tétel 2.2.8 Ha az n-vdltozds valds w;(xy, ..., x,) (j=1,...,m) belsd fiigg-
vények parcidlisan differencialhatoak egy Py pontban az x; (i =1,...,n) vdl-
tozd szerint és az m-vdltozos f(uy,...,u,) kilsé figgvény differencidlhato
az

Uy = (“1 (Po): ceey ”m(H)))
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pontban, akkor az f o (uy,...,u,) 0sszetett figguény is parcidlisan differen-
cidalhato a Py pontban az x; vdltozo szerint, és

m

Foi(Po) = D fuy (Uo), (Fo).

Specidalisan, han=m =2 ésx1 =z, o =Y, u = u,us = v, akkor az

fluz,y),v(z,y))

osszetett fiigguény x €s y belsd vdltozoi szerinti parcidlis deriadltfigguényei:

fo= fou, + fovy, € f, = fou, + fuu),.

2.3. Az irAnymenti differencidalhanyados

A kétvaltozos, illetve a haromvaltozos valos fiiggvények parcialis differencial-
hényadosai a fiiggvényeknek a koordinatatengelyek iranyaban torténd valto-
zasat jellemzik. Ebben a fejezetben olyan fogalmat definidlunk, melynek
segitségével ezen fiiggvényeknek més irdnyban torténé valtozasat is jellemez-
hetjiik.

Definicié 2.3.1 Legyen e az n-dimenzios R™ vektortér valamely eqységuekto-
ra. Azmn-vdltozos valos f fiigguény Py € Dy pontbeli, e irdnymenti differencidl-

hanyadosdn az
f(P) — [(R)

"(Py) = li
JeFo) = Jip = ==

hatdarértéket értyik, mikozben P gy tart Py-hoz, hogy a Poﬁ vektor az e
vektorral eqyezd dlldsii.

Megjegyzés 2.3.2 Egy kétvdltozds valds f(x,y) figguény Po(xo,yo) pontbe-
li e egyséquektor iranydba esd f.(Py) irdnymenti differencidlhdnyadosa meg-
egyezik annak a G gorbének az (2o, yo, f(z0,y0)) pontjdhoz tartozé érintének
irdnytangnsével, amely G gorbe az (xo,yo) ponton dtmend, a z-tengellyel és
az e vektorral parhuzamos stknak az f(x,y) figguény grafikonjdval valo met-
szete.
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Tétel 2.3.3 Ha az n-vdltozds valds f fiigguény differencidlhato eqy Py € Dy
pontban, akkor ebben a pontban barmely e eqységuektor szerinti irdnymenti
differencidlhdnyadosa létezik, és

/é(P(J) =£ Lﬂd/(P())

Bizonyitas. Legyen f olyan n-valtozos valos fliggvény, amely differenci-
alhato a Py pontban. Akkor van FPy-nak olyan F teljes kornyezete és megad-
hato olyan d € R™ vektor, hogy F minden P pontjara teljesiil az

F(P) = f(Fy) = PoPgradf(Fy) + e(P) o
egyenldség, ahol ¢(P) a P-t6l fiiggs olyan R™-beli vektor, amely eleget tesz a

lim €(P) =20
PA)PO

feltételnek. Legyen e tetsz6leges R™-beli egységvektor. Akkor minden olyan
P € FE pontra, amelyre PP egyallastu e-vel és P # Py, az is teljsiil, hogy
PyP = e(e, Py P), és igy a fenti egyenldség a kovetkezs alaku:

F(P) = f(Po) = ele, BoP)gradf(Py) + e(P)e(e, PoP).

Elosztva az egyenlGséget a nem nulla e, Pol?7 skaléris szorzattal,

%@ — egradf(Ry) + e(P)e

adodik, és igy

fi(R) = Jim %@ - cqradf(R),
mivel
lim ¢(P)=0
P—Py
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Megjegyzés 2.3.4 Az el6z6 tétel alapjan egy n-valtozos f(xq,. .., x,) fige-
vénynek az R" vektortér standard bazisahoz tartozo e; egységvektora szerinti
irdnymenti differencialhanyadosara

€ Mf(Po) = f;i(Po)

adodik, azaz a P, pontbeli, e, szerinti irdnymenti differencialhanyados meg-
egyezik a Py pontbeli, x; valtozd szerinti parciélis differencialhanyadossal.

Megjegyzés 2.3.5 Legfeljebb haromvaltozos f fiiggvény esetén az e és gradf(FPp)
vektorok skalaris szorzata kifejezhets az altaluk bezart o szdg segitségével,
igy

FU(P0) = lellgradf ()] cos @ = |gradf ()| cosa.

Ez utobbi szorzat akkor maximalis értékt, ha cos @ maximalis, vagyis ha
a = 0. Eszerint, a ) pontbeli irAnymenti differencialhdnyadosok koziil az a
maximalis, amelyik a P, pontbeli gradiens iranyahoz tartozik.

Példa 2.3.6 Szdmitsuk ki az f(x,y, z) = 2%yz hdromvdltozds valds fiigguény
irdnymenti differencidlhanyadosdt a Py(1,—1,1) pontban az a = [0,2,—1]
vektor irdnydban!

Megoldas: Mivel
gradf(z,y, z) = [2%yzIn2,2%z, 2%y],

ezért gradf(1,—1,1) = [—2In2,2, —2]. Az a vektorral eqyezd irdnyi eqység-
vektor e = |0, \/lg, \_/—1] Igy

ot

fe(1,—1,1) = [-2In2,2, —2]

SISk ©
|
Sle
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3. fejezet

TQBBvALTozC)S VALOS
FUGGVENYEK III.

Ha A = (a,...,a,) és B = (by,...,b,) az R" tér tetsz6leges pontjai, akkor
az (A, B) pontpart 6sszekotd szakaszon az

82((a1+9<b1_a‘1>7"'7an+0(bn_an))7 Oéegl

pontok Osszességét értjiik. Ennek a szakasznak az A-tol és B-t6l kiilonb6z6
pontjait a szakasz bels§ pontjainak nevezziik. Tehat a fenti (A, B) pontpar
altal meghatarozott szakasz belsé pontjai mindazon

O = (al +9(b1 _al)u"'7an+0(bn _an))

pontok, amelyeknél 6 a (0, 1) nyilt intervallumban helyezkedik el.

Legyen f olyan n-valtozos valos fliggvény, melynek 6sszes (r + 1)-edrend
parcialis derivaltja folytonos a

Py = (210, ..., 2Zn0) € R"
pont valamely E' teljes kornyezetében. Legyen
P=(xio+hi,...xn0+h,) € E
tetszbleges (de rogzitett) pont. Az f fiiggvénynek a PP szakasz tetszileges
T = (10 + thy, ..., T + thy)

27
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pontjaban felvett értéke
f(T) = f(z10+ thy, ..., Tpo + thy),

amely csak a [0, 1] intervallumbeli ¢ valtozo fiiggvénye. Jeloljiik ezt a flige-
vényt F(t)-vel. A tobbvaltozos Osszetett fiiggvények parcialis derivaltjaira
vonatkozo tétel szerint, az F(t) fiiggvényre a [0, 1] intervallumon alkalmaz-
hatjuk a Taylor formuléat, amely szerint van a (0, 1) intervallumnak olyan 6
pontja, amelyre

F'0) , F(0) F"(0)

F(r+1)(9)
P =FO) + =57+ 5 b = )

(3.1)

teljesiil.

3.1. A Lagrange-féle kozépértéktétel

Az egyvaltozos valos fliggvényekre vonatkozd Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint, ha egy egyvaltozos valos f fiiggvény differencidlhatoé egy o pont
valamely teljes kornyezetében (és ekkor folytonos is ebben a teljes kérnyezet-
ben), akkor ennek a teljes kornyezetnek tetszéleges xo + h pontjaban felvett
fiiggvényértékre

f(l’o + h) = f(JI()) + hf/<l’0 + 9h>

teljesiil, ahol @ a (0, 1) nyilt intervallum alkalmasan vélasztott pontja.

A kovetkezGkben ennek az eredménynek a tobbvaltozos valos fiiggvények-
re vonatkozo altalanositéasaval foglalkozunk.
A fenti (3.1) formulanak r = 0 esetre vonatkozo alakja:

F(1) = F(0) + F'(6). (3.2)
Az Osszetett fliggvények parcialis derivalasara vonatkozo lancszabaly szerint
F'(0) = ha f1,(6) + -+ haf, (6) = PoPgradf(O),

ahol
O = (ZL‘lO + th, e Tno + th)

[gy a fenti (3.2) formula a kovetkezs alakban rhato:

f(P) = f(Po) + RoPgradf(®),
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amelyben © a PP szakasznak egy bels6 pontja.
Ezzel lényegében bizonyitottuk a kovetkezd tételt, amelyre az n-valtozos
valos fliggvények Lagrange-féle kozépértéktétele néven fogunk hivatkozni.

Tétel 3.1.1 Ha azn-vdltozos valos [ fligguény elsérendi parcidlis derivdltjai
folytonosak a Py pont valamely teljes kornyezetében, akkor az ehhez a teljes
kornyezethez tartozo barmely P pontban felvett f szerinti fligguényérték kife-
jezhetd a kovetkezdképpen:

F(P) = f(Po) + RoPgradf(6),
ahol © a PyP szakasz alkalmasan vdlasztott belsd pontja.

A Lagrange-féle kozépértéktételnek a kétvaltozos valos fiiggvényekre vo-
natkozo alakja a kovetkezSképpen is megfogalmazhato.

Tétel 3.1.2 Ha a kétvdltozos valos f(x,y) figguény elsérendd parcidlis de-
rivdaltjai folytonosak az (xo,yo) pont valamely teljes kornyezetében, akkor az
ehhez a teljes kirnyezethez tartozo bdarmely (xo + h,yo + k) pontban felvett
f-szerinti figguényérték kifejezhetd a kovetkezdképpen:

f(@o+h,yo + k) = f(20,90) + hfy(wo + 0h,yo + 0k) + k f, (20 + Oh, yo + OF),
ahol 8 a (0, 1) intervallum alkalmasan vdlasztott pontja.

A (3.1) formulanak r = 1 esetre és kétvaltozos f fiiggvényre valo alkal-
mazasaval a kovetkez6 eredmény adodik.

Tétel 3.1.3 Ha a kétvdltozos valds f(x,y) figguény mdsodrendd parcidlis
derivdltjai folytonosak az (zo,yo) pont valamely teljes kirnyezetében, akkor
az ehhez a teljes kornyezethez tartozo barmely (xo+ h,yo + k) pontban felvett
f-szerinti figguényérték kifejezhetd a kovetkezdképpen:

f(@o+h,yo + k) = f(20,90) + hfr(20,90) + K f,)(w0, o)+

1, .
+§(h2ﬁ;(a;0+9h, yo+0k)+2hk [l (xo+0h, yo+0k)+k* [, (xo+0h, yo+0k)),

vy

ahol 0 a (0, 1) intervallum alkalmasan vdlasztott pontja.
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3.2. A teljes differencial

Definicié 3.2.1 Legyen A = (aq,...,a,) az n-vdltozds f(xy,...,x,) valds
fligguény értelmezési tartomdnydnak olyan pontja, ahol f dsszes elsérendd
parcidlis differencidlhdnyadosa létezik. Az f figguény A pontbeli teljes diffe-
rencidljan azt o df (A) mddon jelolt n-vdltozds valds fiigguényt értjik, amely
tetszdleges (hy, ..., h,) € R™ elem n-eshez a

Z hz’fg/ci(A)
i=1

értéket rendeli. A df(A) teljes differencidalnak a (hy,..., hy,) elem n-eshez
rendelt értékeét

df(Aa hl‘/ g hn)

modon is jelolyiik, azaz
df (Ahy,... hy) =Y hifl (A) = hgradf(Pp),
i=1
ahol h([hy, ..., hy)

Ha a (3.1) formulat » = 1 esetre alkalmazzuk egy kétvaltozos valos f(x,y)
fiiggvényre, akkor a Py = (¢, yo) pont valamely E teljes kdrnyezetében 1évé
tetszdleges P = (z,y) pontra

f(z,y) = f(xo,y0)+(x—120) f1 (20, y0)+(y—y0)f{,($oa Yo) = f (o, yo)+df (Fo; (x—20), (Y=10))-

Jelolje z a képletben szerepls f(xo, yo) + df (Po; (x — o), (y — o)) fliggvényt,
azaz legyen

z = f(xo,40) + (x — x0) f1.(0,90) + (¥ — v0).f, (20, Yo)-
Atrendezés utan
fe(wo,y0)(x — w0) + £, (20, Y0) (¥ — %0) — (2 — f(20,%)) =0

adodik, amely az
(x(b Yo, f(x(b yO))
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ponton atmeng,
n= [f:;c(xmyO)afg//(anyO)a —1]

normalvektoru sik egyenlete. Az f fiiggvénynek a

z = f(zo,y0) + (x — x0) fr.(w0, %0) + (¥ — v0) f, (w0, Yo)

fiiggvénnyel valo kozelitése tehat linearis kozelités. Az el6zGek alapjan a
df (Po; (x — g), (y — yo)) teljes differencial grafikonja olyan sik, amely péar-
huzamos a fenti sikkal (a z fiiggvény grafikonjaval) és atmegy az (xq, yo,0)
ponton.

Tétel 3.2.2 Ha a n-vdltozos valos f fligguény teljes differencidlja valamely
osszefiiggd nyilt D halmazon azonosan nulla, akkor az f figgvény konstans
a D halmazon.

3.3. SzélsGértékek

Definicio 3.3.1 Akkor mondjuk, hogy egy n-vdltozds valds f fiigguénynek
valamely Py € Dy pontban szigoru értelemben vett lokdlis minimuma [illet-
ve, lokdlis mazimuma/ van, ha megadhaté Py-nak olyan E kornyezete, hogy
minden P € E N Dy pontban f(P) > f(Py) [illetve, f(P) < f(Py)] teljesiil.

Definicié 3.3.2 Akkor mondjuk, hogy egy n-vdltozos valds f fiigguénynek
valamely Py € Dy pontban szélséértéke van, ha f-nek a Fy-ban szigori érte-
lemben vett lokdlis minimuma vagy szigori értelemben vett lokdlis maximuma
van.

Tétel 3.3.3 Ha eqy n-vdltozos valos [ fligguénynek valamely Py pntban szél-
sdértéke van, akkor a Py-ban létezd minden parcidlis differencidlhdnyadosa
ZETUS.
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Tétel 3.3.4 Legyen f olyan kétvdltozds valos fiigguény, melynek mdsodren-
di parcialis derivdltjai folytonosan a Py pont valamely teljes kornyezetében,
tovdbbd

»/ _r! o

Ha

i °/!

e JI(PO) . I’U(PO)
Detf(PO) = | g (P ) f//‘ (P )
Jya(£0)  Jyy (L0
akkor az f fiigguénynek szélsdértéke van a Py pontban. Ez a szélsdérték szi-
gori

>0,

o minimum, ha f (Py) pozitiv,
e mazximum, ha f!' (Py) negativ,

vagy, ami ezzel ekvivalens,

1

e minimum, ha f;,

(Fy) pozitiv,

o mazximum, ha f!

oy (Fo) negativ,

Fr(R) 12 (R)
Fyz(Po) - Fyy(P0)

akkor az [ figguénynek nincs szélsdértéke a Py pontban.

Det ;(By) = <0,

Megjegyzés 3.3.5 Ha az el6z6 tételben szerepld

we(F0) [y (Fo)
1 (PO) " (PO)

yr vy

Detf(Po) =

determinans értéke nulla, akkor egyéb vizsgalatra van sziikség ahhoz, hogy
eldonthessiik, van-e az f fiiggvénynek szélsGértéke, vagy nincs.

Példa 3.3.6 Allapitsuk meg, hogy van-e szélsGértéke az

flx,y) = ze™™Y

fiiggvénynek!
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Megoldas. Az f fiiggvény mindkét valtozoja szerinti elsérendd parcialis
derivéltja minden (z,y) € R? helyen létezik:

folw,y) = L+ 2)e”™, fi(z,y) = e
Szélssértek igy csak olyan (z,y) pontokban létezik, melyekre teljesiil az
(1+x)e"™ =0,
xe” =0
egyenletrendszer. Az els6 egyenlet
" 4 ze™ =0

alakban is irhat6. Mivel a bal oldal masodik tagja (a masodik egyenlet miatt)
0-val egyenld, igy
"t =,

ami ellentmondas. Igy az egyenletrendszernek nincs megoldéasa. Ezért az f
fliggvénynek nincs szélsGértéke.

Példa 3.3.7 Allapitsuk meg, hogy van-e szélsGértéke az
f(z,y) =1+2+ 4y — 32° — 3y°

fiiggvénynek, és ha igen, milyenek!
Megoldas. Az f fiiggvény els6rendd parcialis derivaltjai:

falv(xvy) =1- 9.%2,

folw,y) =4 — 9y
Ezek minden (z,y) € R? pontban léteznek. Szélssérték igy csak olyan ()
pontokban lehet, amelynek koordinatéi eleget tesznek az

1—922 =0,

4—-92=0

egyenletrendszernek. Ennek négy megoldasa van:
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1 2 1 2

-733:—5, Ys = g; $4=—§> y4:—§.

Igy az f fiiggvénynek a kovetkezd pontokban lehet szélsGértéke:
1 2 1 2 1 2 1 2
Pl a9 | P2 o) o | P3 T 509 | P4 T a5y o ]
33 33 33 37 3
Mivel

fow(x,y) = =18z, fr (x,y) = fi.(z,y) =0, f, (z,y) = —18y,

ezért
Dets(z,y) = 324xy.

Ennek alapjan Det ;(z, y) akkor és csak akkor pozitiv, ha x és y azonos elGjeld.
Ebbdl kovetkezden, a P1 és P, pontokban az f fiiggvénynek van szélsGértéke,
a P, és P; pontokban viszont nincs. Mivel

fr(P) <0 ¢ fr(p) >0,

rx rxr

ezért a P; pontban szigort maximuma, a P, pontban pedig szigortt minimuma
van az f fliggvénynek.

Példa 3.3.8 Allapitsuk meg, hogy van-e szélsGértéke az
fla,y) = + 2%y + ¢

fiiggvénynek, és ha igen, milyenek!
Megoldas: Az f fiiggvény els6rendti parcialis derivaltjai:

fulw,y) =42° + 2zy®,  fi(z,y) = 227y + 4°.

Ezek minden (z,y) € R? pontban léteznek. SzélsGérték igy csak olyan (z,y)
pontokban lehet, amelynek koordinatai eleget tesznek az

4o + 221* = 0,

227y +4y> = 0

egyenletrendszernek. Ennek az egyenletrendszernek egyenlet megoldasa van:
(0,0). Igy a vizsgalt fiiggvénynek csak a (0,0) pontban lehet szélsGértéke.
Mivel

fow =120 4207, f1 (2,y) = fro(2,y) = day, fy,(z,y) = 22" + 1247,
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ezért
]D)etf(O, 0) =0.

Ebbdl a szamitasbol tehat nem deriil ki, van-e szélsGértéke az f fiiggvénynek.
Mivel f(0,0) =0 és minden (x,y) € R? helyen
fla,y) =a" + 2% +y* >0,

ezért az f fiiggvénynek szigoru értelemben vett minimuma van a (0,0) pont-
ban.

Példa 3.3.9 Allapitsuk meg, hogy van-e szélsGértéke az

flay) =2* +y°

fliggvénynek, és ha igen, milyenek!
Megoldas. Az f fliggvény elsérendii parcialis derivaltjai:

folz,y) =322 fi(z,y) = 3y°

Ezek minden (z,y) € R? pontban léteznek. SzélsGérték tehat csak olyan
(z,y) pontokban lehet, amelynek koordinatai eleget tesznek az

322 =0,

3y° =0

egyenletrendszernek. Ennek az egyenletrendszernek egyenlet megoldasa van:
(0,0), Igy a vizsgalt fiiggvénynek csak a (0,0) pontban lehet szélsGértéke.
Mivel

fow =62, fr,(x,y) = f.(x,y) =0, fy(z.y) =6y,

ezért

Det s (z,y) = 36zy.
Igy
]D)etf(O, 0) = 0.
Ugyantgy, mint az el6z6 példaban, az itteni szdmitasokbol sem deriil ki, van-
e szélsGértéke az f fliggvénynek. Mas titon viszont kénnyen belathato, hogy
nincs. Az vilagos, hogy

£(0,0) =0.
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Viszont tetszdleges pozitiv h esetén
f(h,0) >0 és f(—h,0) <0.

Az f fiiggvény tehat a (0,0) pont tetszéleges kis kérnyezetében felvesz po-
ziotiv és negativ értékeket is. Igy f-nek nincs szélséértéke a (0,0) pontban
(és ezért nincs szélsGértéke R? egyetlen pontjaban sem sem).

Tétel 3.3.10 Legyen f(xy,...,x,) olyan n-vdltozds valds figgvény, mely-
nek mdsodrendid parcidlis derivdltjai folytonosan a Py pont valamely teljes
kérnyezetében, tovabbd

fo(Po) == [, (P)) =0
Ha az n-elemi
. . e (P0) o fi e (Po)
o (Bo), [ B0) a(B0)) T
TR T [ (F0)  fana, (P0)| 777

o (o) o fi o (Fo)

sorozat minden eleme pozitiv, akkor az f fiiggvénynek szigorid minimuma van
az Py pontban; ha pedig ez a sorozat vdltakozo eldjelii, mégpedig gy, hogy

e (Fo) <0, akkor az f fiigguénynek szigori mazimuma van a Py pontban.

Példa 3.3.11 Allapitsuk meg, hogy van-e szélsGértéke az
fr,y)=1+2+y+z—22° —4y* — 627

fiiggvénynek, és ha igen, milyenek!
Megoldas. Az f fligvvény elsérendii parcialis derivéltjai:

f;(xvya Z) = —2zr + ]-7 f/y(m7y7 Z) = _8y + ]-7 f;i(xvya Z) =—12z+ 1.

Ezek minden (z,y,2) € R3 pontban léteznek. Szélséérték igy csak olyan
(x,y, z) pontokban lehet, amelyek koordinatai eleget tesznek az

—2r+1=0,

—8y+1=0,
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—122+1=0

egyenletrendszernek. Ennek az egyenletrendszernek egyenlet megoldasa van:
(3, %, +). Igy a vizsgalt fiiggvénynek csak a Py(3, %, +) pontban lehet szél-
sGértéke. Mivel

foo(w,y,2) = =2, [y (2,y,2) = =8, fL(x,y,2) = =12,

a masodrendd veges parcidlis derivaltak mindegyike pedig azonosan nulla,
ezért az

" (P ) 1" (P()) " (PO)
" (P "(P x:p( 0 Ty Tz
fglc/m<P0)7 a/c/xEPO; a/c/yEpog ) g;/m(PO) é/y(PO) QI/IZ(PO)
yalt 07y 0 T(Po) fL,(Ro) fL(Fo)
sorozat
2,16, —192.

Igy a vizsgalt f fiiggvénynek a Py pontban szigort értelemben vett maximuma
van.

3.4. Feltételes szélsGérték-szamitas

Keétvaltozos valos f(z,y) fliggvények szélsGértékhelyeinek meghatarozasara
nem alkalmazhatjuk az el6z6ekben megismert modszereket példaul olyan ese-
tekben, amikor a fliggvény értelmezési tartomanya olyan halmaz, amelyet az
xy-sikon egy gorbe vagy annak egy része abrazol. Legyen példaul f(z,y) az
a kétvaltozos valos fliggvény, melynek értelmezési tartomanya az xy-sik

w(z,y) =c+2y—2=0

egyenletid egyenesén levé pontok halmaza, és ennek az egyenesnek tetszéleges
(x,y) pontjahoz az

f(z,y) = 2* + 4y

értéket rendeli. Allapitsuk meg, hogy hol és milyen szélsGértékei vannak
ennek a fliggvénynek!
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Tétel 3.4.1 Ha az u(x,y) = 0 egyenletd halmazon értelmezett kétvdltozds
valds f(x,y) figguény az (xo,yo) pontban mindkét valtozdja szerint parcidli-
san differencidlhato, és ott f-nek szélsdértéke van, akkor megadhato olyan A\
valds szdm, hogy a

hz,y, \) = f(z,y) = Au(z,y)

képlettel definidlt haromudltozds valos h figguény mindegyik elsérendd parci-
dlis derivdltja létezik és zérus értékd az (xo, Yo, o) pontban

A példankhoz tartozo h fliggvény a kévetkezd alaki:

h(z,y,\) = 2% + 4y* + Mz + 2y — 2).

Az egyes valtozok szerinti els6rendt parcialis derivaltak:
ho(x,y,A) = 2z + A, by (x,y,A) = 8y + 2A, B\(2,y,\) =z + 2y — 2.

Ezek mindegyike akkor és csak akkor egyenld nullaval, ha

A vizsgalt f fiiggvénynek tehat csak az (1, %) pontban lehet szélsGértéke. Az
f(z,y) figgvénynek akkor és csak akkor van szélsGértéke az (1, %) pontban,
ha az egyvaltozos

f) = F(2,y)|a=a—2y = 8Y* — 8y + 4

fiiggvénynek szélsGértéke van az % pontban. Egyszert szamitassal adodik,
hogy az f(y) fiiggvénynek szigort minimum van az £ helyen. Igy az f(z,y)

fiiggvénynek szigori minimuma van az (1, %) pontban.



4. fejezet

TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK IV.

Definicié 4.0.1 Egy d tdvolsdgfiigguénnyel elldtott M metrikus tér eqy V
halmazdt (példaul egy sik vagy a tér eqgy V' halmazdt) korlatosnak nevezziik, ha
megadhato olyan M-beli Py pont és megadhato eqy olyan & pozitiv valds szdm,
hogy a V' minden P pontja esetén d(P, Py) < ¢ teljesil. Egy korldtos halmaz
atmérdjén a halmaz pontpdrjaihoz tartozo tdvolsagok halmazanak legkisebb
felsd korldtjdat (szuprémumat) értjik.

Definici6é 4.0.2 Eqgy sikbeli halmazt mérhetdnek neveziink, ha van tertile-
te. Egy térbeli halmazt mérhetdnek neveziink, ha van térfogata. Eqy sikbeli,
illetve térbeli V' halmaz teriiletét, illetve térfogatdat AV -vel fogjuk jelélna.

Definicié 4.0.3 Egy sikbeli (vagy térbeli) halmazt tartomdnynak nevezink,
ha korldtos, mérhetd és eqy zdrt gorge (térbeli esetben zdrt feliilet) hatdrolja.

4.1. A kettss és a harmas integral fogalma

Legyen V egy sikbeli vagy térbeli tartomény. A V' tartomany egy beosztasan
V olyan Vi,...,V, résztartomanyainak osszességét értjiik, melyek paronként

39
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kozos belsé pont nélkiiliek, és unidjuk egyenld V-vel.

Definicié 4.1.1 Legyen V' egy sikbeli vagy térbeli tartomdny és Vy,...,V, a
V' egy beosztdasa. Akkor mondjuk, hogy ez a beosztds 0 finomsdagi (6 eqy pozitiv
valds szam), ha a V; résztartomdnyok mindegyikének dtmérdje legfeljebb §.

Definicié 4.1.2 Egy V' tartomdny valamely beosztdshoz tartozo finomsdgok
legnagyobb alsé korldtjat (infimumdt) a beosztdshoz tartozd legkisebb finom-
sagnak nevezziik (ez megegyezik a beosztdst alkotd résztartomdnyok kézil a
legkisebb datmérdja résztartomdny dtmérdjével).

Definici6 4.1.3 Egy V' tartomdny beosztdsainak egy sorozatdat minden ha-
taron tul finomodonak nevezziik, ha a sorozatot alkoto beosztdsokhoz tartozo
legkisebb finomsdgok sorozata nulldhoz konvergdl.

Definici6 4.1.4 Legyen Vi,...,V, egy sikbeli vagy térbeli V' tartomdny egy
beosztasa.  Egy olyan Py, ..., P, sorozatot, melyre P, € V; teljesil (i =
1,...,n), a széban forgo beosztds eqy reprezentdansrendszerének nevezzik.

Definicié 4.1.5 Legyen a kétvdltozos (illetve hdaromwdltozds) valds f figg-
vény korldtos az értelmezési tartomdnydnak valamely V' résztartomdnyan.

Az f fligguényhez, a V tartomdny egy Vi, ..., V, beosztdsihoz és ezen beosz-
tas eqy Py, ..., P, reprezentdsnsrendszeréhez tartozo integrdalkézelitd dsszegen
az

Zf(B)A%

osszeget értyiik.
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Megjegyzés 4.1.6 Kétvdltozds valos f(x,y) figgvény esetén, a V tarto-
many eqy Vi,...,V, beosztdsihoz és ezen beosztds eqy Py, ..., P, reprezen-
tasnsrendszeréhez tartozo Y ., f(P;)AV; integrdlkozelitd dsszeg i-dik tagjd-
nak abszolit értéke, azaz |f(P;)|AV; megegyezik annak a hengerszerd térbeli
alakzatnak a térfogatdaval, melynek alapja a térbeli derékszdgi koordindtarend-
szer wy-sikjdaban 1évd Vi tartomdny, magassdga pedig | f(P;)|. Igy nemnegativ
értéki kétvaltozos valds [ fiigguény esetén a

> H(P)AY;
=1

dsszeq kozelitdleg egyenld az f figguény grafikonja (amely egy feliilet) alatti
és az xy-sikbeli V' tartomdny feletti térrész térfogatdval.

Definici6é 4.1.7 A sikbeli (vagy térbeli) V' tartomdnyon értelmezett, korld-
tos kétvaltozos (vagy hdaromuvdltozds) valds f fligguényrdl akkor mondjuk, hogy
integralhato V' felett, ha az f fligguényhez és a V tartomdny barmely min-
den hatdron tiul finomodo beosztdssorozatahoz tartozo integralkézelitd dsszegek
sorozata konvergens, a beosztdsok és a renrezentdnsrendszerek vdlasztdsatol
fiiggetlendil.

Tétel 4.1.8 Ha az [ fligguény integralhato eqy V' tartomdnyon, akkor az f
fiigguényhez és a' V' tartomdny barmely minden hatdron tul finomodo beosztds-
sorozatdhoz tartozo integralkozelitd 6sszegek sorozata kézds hatdrértékhez kon-
vergal.

Definicié 4.1.9 Egy V' tartomdnyon integralhato f fiigguény esetén az f
fiigguényhez és a 'V tartomdny barmely minden hatdron til finomodo beosztds-
sorozatahoz tartozo integrdlkozelitd 0sszegek sorozatainak kézdos hatarértékét
az f figguény V' tartomdnyon vett integraljanak (kétvdltozos f fiigguény ese-
tén kettds integrdljanak, hdromudltozos f fligguény esetén hdrmas integrdljda-

/[/

maodon jelolyik.



42 4. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK IV.

Megjegyzés 4.1.10 A kettds integrdl tovdbbi jeldlései:

/Lﬂm/jj@dey

A hdrmas integrdal tovdbbi jelolései:

///Vfdv’///vf(%y,Z) drdydsz.

4.2. A kettds és a harmas integral tulajdonsagai

Tétel 4.2.1 Ha az f figguény integralhato a V' tartomanyon, akkor tetszd-
leges ¢ valds szam esetén a cf figguény is integralhato V -n, és

/‘ cfdV=c /‘ fav.

Tétel 4.2.2 Ha az f és g fiigguények integrdlhatoak a V' tartomdnyon, akkor
f + g osszegfiigguényiik is integrdlhato V-n, €és

‘/‘;(f+g)dV:/yirde+-/‘/ng

Tétel 4.2.3 Ha az f fligguény integrdalhato a V' tartomdnyon, akkor f integ-
ralhato V- mainden résztartomdnydn.

Tétel 4.2.4 Ha az f fiiggvény integralhato a V' tartomdnyon, Vi és Vy pedig
a V-nek két kézos belsd pont nélkili résztartomdnya, akkor

favi + ﬂm—/ Fd(Vi UVY).
V U ‘/2

Vi J Vs
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Tétel 4.2.5 (Az integrdl korlatjairdl szolo tétel) Ha a V' tartomdnyon integ-
ralhato f fligguénynek m eqy also, M eqy felsd korldatja, akkor

mAV < / fdV < MAV.
vV

Bizonyitas. Az f fliggvényhez, a V tartomany tetszéleges Vi,...,V, be-
osztésdhoz és ezen beosztas tetszGleges Py, ..., P, reprezentansrendszeréhez
tartozo I, integralkozelits osszegre

mAV = miAVQ = imAVi < if(Pi)AV; =1,
=1 n=1 n=1

és
I, < ZMAV; - MZAVL- = MAV
n=1 n=1

teljesiil. Igy
mAV < I, < MAV.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy ha az f fiiggvény integralhaté a V' tartomanyon,
akkor az f fliggvényhez és a V' tartomany barmely minden hataron tul fino-
modoé beosztassorozatahoz tartozéd integralkozelité Osszegek I, sorozatanak
hatarértékére, azaz az fv fdV integralra teljesiil a tétel allitasa, azaz

mAV < / fdV < MAV.
1%

Tétel 4.2.6 Ha az f fligguény folytonos a V' tartomdnyon, akkor f integrdl-
hato is V -n.

Tétel 4.2.7 (Az integrdl-kiézépértéktétel) Ha az f figguény folytonos a V
tartomanyon, akkor van V -nek olyan Fy pontja, amelyre

| sav = sr)av

teljestil.
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5. fejezet

TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK V.

5.1. A kettss integral kiszamitasa

5.1.1. Kettds integral téglalap alaka tartomanyon

LA
d_-_

ad s b

5.1. abra. V: téglalap

Tétel 5.1.1 Ha a kétvdltozds valos f(x,y) figguény folytonos az 6.3. dbra
szerinti V- = {(z,y)|la < x < b, ¢ <y < d} téglalapon, akkor f integralhato

45
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V-n, és

/‘ fdV = ‘/ab (/d f(z,y) dy> dv = (/cd < ab F(z,y) d;z&) dy.

Megjegyzés 5.1.2 Ha a kétvaltozos valos f(z,y) fliggvény felirhato az [a, b]
intervallumon folytonos h(x) és a [c, d] intervallumon folytonos g(y) fiiggvé-
nyek szorzataként, akkor az 6.3. abra szerinti téglalap alaka V' tartomanyon
vett kettds integraljara

o (o) ([ )

érvényes.

5.1.2. Kettds integral z-re nézve normal tartomanyon

Definicié 5.1.3 Az xy-sik eqy V' tartomanydt x-re nézve normdl tartomdny-
nak nevezzik (ldsd az 5.2. dbrdt), ha az x-tengelyre esd vetiilete egy [a, b]
zdrt intervallum, tovabbd megadhatdk az [a,b] intervallumon folytonos ¢ (x)
és po(x) fiigguények gy, hogy minden [a,b]-beli x-re pi(x) < po(x) teljesiil
€s

V={(z,y)la <z <b¢i(r) <y < paa)}

Tétel 5.1.4 Ha a kétvdltozos valos f(x,y) figgvény folytonos az 5.2. dbra
szerinti, x-ra nézve normdl V' tartomdnyon, akkor f integralhato V-n, és

g b 2 ()
/ fdv = / / flx,y) dy | du.
Vv a Jp1(x)

Példa 5.1.5 Szamitsuk ki az f(z,y) = x +y fiiggvény (kettds) integraljat a
5.3. abra szerinti V' tartoményon!
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Y

5.2. dbra. V: x-re nézve normal tartomany

Megoldas. A tartoméany z-re nézve normél tartomany (¢ = —1, b = 2,
01(1) = 22, o) = x + 2). Igy az el6z6 tétel alapjan:

/Vde:/j/:H(x—{—y)dydx:/j<{xy+%2]x:2> o

T

2701 3
1 2 2

1 1 1 2
[—ExS — 4_1$4 + §$3 + 227 + 293} y

!
107

5.1.3. Kettds integral y-ra nézve normal tartomanyon

Definicié 5.1.6 Az zy-sik eqy V' tartomanydt y-ra nézve normdl tartomdny-
nak nevezzik (ldsd a 5.4. abrdt), ha az y-tengelyre esd vetiilete egy [c, d] zdrt
intervallum, tovabbd megadhatdk a [c,d] intervallumon folytonos Y (y) és
Uo(y) fiigguények dgy, hogy minden [c,d]-beli x-re 11 (y) < Vo(y) teljesiil és

V=A(z,y)|lc <y <d,(y) <x <y}
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5.3. abra.

Tétel 5.1.7 Ha a kétvdltozos valds f(x,y) fligguény folytonos a 5.4. dbra
szerinti, y-re nézve normdl V' tartomdnyon, akkor f integrdlhato V-n, és

. d 02 (y)
/ fdv = / / f(z,y) dx | dy.
JV Je JY1(y)

Példa 5.1.8 Szamitsuk ki az f(z,y) = QxSinT”y fiiggvény (kettds) integraljat
az 5.5. abra szerinti V' tartoméanyon!
Az abra szerinti tartoméany x-re nézve normal tartomany, igy

V2 2 :
/ FdvV = / / 222 gz,
1% 0 z2 Yy

Mivel a % fiiggvénynek nincs elemi primitiv fliggvénye, ezért a megoldas
folytatésa nehézségekbe titkozik. A V' tartomény viszont y-ra nézve is normal
tartomany, igy az el6zd tétel szerint

2 \/@ . 2 . \/y
/ fdV = / / 9720 Y dxdy = / {xQ o Wy} dy =
1% 0o Jo Yy 0 Yy 0
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0y
/|

L =¢’g(y)
Z :“p:(?)

I

5.4. abra. V: y-ra nézve normal tartoméany

2 2
— 1

:/ sinmy dy = {M] = — (—cos2m + cos0) = 0.
0 s o

5.2. A harmas integral kiszamitasa

5.2.1. Harmas integral téglatest alaka tartomanyon

Tétel 5.2.1 Ha a hdromudltozos valds f(x,y, z) figgvény folytonos a 5.6. db-
ra szerinti V= {(z,y,2)la <z < b, ¢ <y <d, e <z < g} téglatesten,
akkor f integralhato V -n, és

Megjegyzés 5.2.2 Az el6z6 tételben szerepls egyenlGség fennall akkor is, ha
annak jobb oldalédn az x, az y és a z szerinti integralés tetszéleges sorrendben
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2

il

L
™

"ny

5.5. abra.

szerepel. Példaul:

L= [ ([ ([ st i) i) o=
[ ([ e w) ) e

Megjegyzés 5.2.3 Ha a haromvaltozos valos f(x,y, z) fliggvény felirhato az
[a, b] intervallumon folytonos r(x), a [c, d] intervallumon folytonos t(y) és az
[e, g] intervallumon folytonos s(z) fliggvények szorzataként, akkor a 5.6. dbra
szerinti V' zart téglatesten vett kettss integraljara

fs ([ o) ([ ) ([ )

5.2.2. Harmas integral normal tartomanyon

érvényes.
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b4 - ¥

5.6. dbra. V: téglatest

Definici6 5.2.4 A tér eqgy V' tartomadnydt normdl tartomdanynak nevezzik,
ha valamelyik koordindtasikra esé V' merdleges vetiilete abban a koordind-
tasikban normdl tartomdny, és megadhatok olyan V'-n folytonos kétvdltozos
valds fiigguények, melyek grafikonja V'-n "alulrol” és "felilrél" hatarolja V -t.

Ilyen esetet szemléltet a 5.7. abra, ahol a térbeli V' tartomany xy-sikra
es6 V' vetiilete z-re nézve normal tartomany, és V-t alulrdl a ¢4 (x, y), felilrsl
a po(x,y) figgvények grafikonja hatérolja (mivel minden (z,y) € V' pontra
e1(z,y) < p2(,y)), tovabba

V= {(xvya Z)‘a <z < b> 1/11(513) <y< "vb2($)a gol(x,y) <z< ‘:02(1'7y)}'

Erre az esetre fogalmazunk meg egy tételt, de a tobbi esetben is hasonld
tételek érvényesek.

Tétel 5.2.5 Ha a haromuvdltozds valds f(x,y, z) figguény folytonos a 5.7. db-
ra szerinti normal V' tartomdnyon, akkor f integrdlhato V -n, és

. b Yo (x) “p2(z,y)
/ fdV = / / / flx,y,z) dz | dy | dz.
JV Ja Japy(x) Jp1(z,y)
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. Z:yz{,{"y}

5.7. dbra. Térbeli normél tartomany

Példa 5.2.6 Szdmitsa ki az f(z,y, z) = xyz fiigguény integrdljdt az x>+ 22 =
1, azy =0 és azy = 1 egyenleti felilletek daltal hatdrolt zdrt V tartomdnyon!
Megoldas. A V' tartomdny olyan henger, melynek tengelye az y-tengely,
alsé hatdrold lapja az y = 0 sikban (azaz az xz-sikban), felsé hatdrols lapja
azy = 1 egyenlettd sikban levd, 1 sugard kér (ldsd a 5.8. dbrdt).

AV tartomdny normdl tartomdny, mert az xz-sikra esé V' merdleges
vetiilete eqy origd kézépponti kor (amely x-re és z-re nézve is normdl tarto-
many) és V-t V' felett (azaz, az dbra szerint, balrol is és jobbrdl is) egy-eqy
sikrész hatdrolja (ezek V' felett folytonos fiigguények grafikongai). Igy

1 Vi—a? 1
/xyz dV:/ (/ (/ rYz dy) dz> dr =
1% —1 —V1-22 \J0
1 V1—z2 271
/ (/ [wzy—} dz> dr =
-1 —V1—z2 2 0

2

1 22 1-z 1
/ {x—} dr = / 0dr=0.
gl 4] e -1
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5.8. abra.

93
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6. fejezet

TOBBVALTOZOS VALOS
FUGGVENYEK VI

Mint azt a korabbi tanulmanyaikbél tudjak, az egyvaltozos valos fiiggvények
integralasanal sok esetben megkonnyitette a feladat megoldasat a helyette-
sitéssel valo integralds modszerének alkalmazasa. Ennek az a lényege, hogy
egy I intervallumon integralando f(x) fliggvény x valtozojat kifejezziik egy
1j t valtozo olyan J intervallumon differencialhato x(t) fiiggvényeként, amely
kolesonosen egyértelmi kapcsolatot 1étesit a J és az I intervallum pontjai ko-
zOtt. Megmutathato, hogy ekkor az f(x) fliggvény I intervallum feletti integ-
ralja megegyezik az f(x(t))2’(t) fiiggvény J intervallum feletti integraljaval.
Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a kettés és a harmas integral kiszami-
tasat is megkonnyitheti, ha az integralando fiiggvény valtozoit 4j valtozokkal
fejezziik ki. Ezt az eljarast a kettds és a harmas integral transzformaciojanak
nevezzik.

6.1. A kettss integral transzformacioja

Legyen f(z,y) az xy-sik V tartoméanyan integralhato kétvaltozos valos fiigg-
vény. Fejezziik ki az x és y valtozokat valamely u és v valtozokkal:

r=z(u,v), y=1y(u,v). (6.1)
Jelolje W az uv-sik azon tartomanyéat, amelynek az (6.1) transzformacio
szerinti képe V', azaz

W = {(u, v)|(z(u, v),y(u,v)) € V}.

95
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Tegyiik fel, hogy az (6.1) transzformécié olyan, hogy W kilénbozs belss
pontjaihoz V kiilonb6z6 pontjait rendeli. Tegyiik fel azt is, hogy az z(u,v)
és y(u, v) fiiggvények mindkét valtozo szerinti parcialis derivaltjai folytonosak
a W tartoményon. A koévetkezd tétel megmutatja, hogy a felsorolt feltéte-
lek teljesiilése esetén milyen képlettel lehet kifejezni az [, f(z,y)dV kettds
integralt.

Tétel 6.1.1 Legyen V' az xy-sikbeli derékszogi koordindtarendszerben meg-
adott tartomdny, f(x,y) a V-n integralhato figgvény, x = x(u,v) ésy =
y(u,v) pedig a V tartomdny és az (u,v) szdmpdrok bizonyos W tartomdnya
kozott olyan leképezés, amely a W kiilonbozd belsd pontjathoz a V' kiillonbozd
pontjait rendeli. Ha az © = z(u,v) ésy = y(u,v) figguények parcidlis de-
rivdltjai folytonosak a W tartomdnyon, akkor az f fligguény V' tartomdnyon
vett kettds integrdlja kifejezhetd a kivetkezdképpen:

/ /V f(w,y)drdy = / /W f(x(u,u),y(u,v))‘gg:i; dudv,
ahol 5 o
e |k &

az x = z(u,v), y=y(u,v) transzformacic un. Jacobi-determindnsa.

6.1.1. Transzformalas sikbeli polarkoordinata-rendszerre

6.1. abra. Polarkoordinata-rendszer
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Egy sikbeli polarkoordindta-rendszer alapeleme a sik egy e félegyenese;
ezt a félegyenest polartengelynek, az e félegyenes O kezdGpontjat polusnak
nevezzilkk. Az S sik tetszdleges, de O-t6l kiilonb6z6 P pontjanak helyzetét

két koordinata adja meg: az r = ’O?‘ un poélustavolsag és a ¢ = (e, (ﬁ)é
irdnyitott szog.

6.2. abra. Polarkoordinatak és derékszogi koordinatak kapcsolata

Legyen S az xy-koodinétasik, és legyen e ebben az a félegyenes, amely
az x-tengely nemnegativ fele. Ekkor tetszéleges S-beli, az zy-koordinata-
rendszer O origojatol kiilonbozs P pont (z,y) derékszogli koordinatai és
(r, ) polarkoordinatai kozott az alabbi 6sszefiiggés irhato fel:

T =rcosy, Y=rsiny. (6.2)
Mivel
oz z .
Az, y) |3 dp| _ |cosp —rsingl
ar,p) | g—i " |sing rcosp |

ezért a Jacobi-determinans abszolut értéke r.

Példa 6.1.2 Szamitsuk ki az f(z,y) = /22 + y? fiiggvény kettds integraljat
az ry-sik origd kozéppontt, 2 sugart V' korlapjan!
Megoldas. Alkalmazzuk a sikbeli polarkoordinatakra valo attérésnek meg-
felel6 transzforméciot, azaz vezessiik be 1j valtozoként a sikbeli polarkoordi-
natakat:

T =TCosp, Y =Trsinep.
Itt a V tartomanynak megfel6 W tartomany az rp-sikban 1évé

W=A{(rp0<r<2 0<yp<2n}
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téglalap alaki tartoméany, a transzfrormacié Jacobi-determinansanak abszo-
lat értéke pedig r. Igy

//\/mQ—i—y?d:cdy:// r\/rchSQcerrzsin?go drdp =
% W

2 or 2 . 2 9 2 16
:/ / r? dpdr :/ [7“2@}0 :/ (2mr?)dr = {—m“?’] = —m.
o Jo 0 0 3 o 9

Példa 6.1.3 Szamitsuk ki az f(z,y) = /22 + y? fliggvény kettds integraljat
az xy-sik (2,0) kozéppontu, 2 sugara kor z-tengely feletti V' félkorén!

6.3. abra.

Megoldas: Ismét a sikbeli polarkoordinatakra valo attérésnek megfelels transz-
forméaciot alkalmazhatjuk.:

T =1Tcosyp, Yy =7rsine.
Itt a V tartomanynak megfel6 W tartomany az rp-sikban 1évg

W={(rel0<ep< g, 0<r<4dcosp}.

lgy )
b 4 cos
/\/x2+y2dV:/ (/ T2d7’) dp =
v 0 0
z T3:|4cos<p %64
= — d@z/ — cos® pdp =
INEIRET
64 (2

vl
=)
e
7 N
—
|
Wl =
~_
I
—
ol
oo

64 1
_ = 1—si 2 do = —= . L3 _ =
3 /. cos p(1—sin® ¢)dy 3 [smgo 7 Sin go]o 3
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6.2. A harmas integral transzformacioja

Tétel 6.2.1 Legyen V a térbeli xyz derékszogi koordindtarendszerben meg-
adott tartomany, f(x,y,z) a V-n integrdlhato figguény, x = x(u,v,w), y =

y(u,v,w) és z = z(u,v,w) pedig a V tartomdny és az (u,v,w) szdmhdrma-
sok bizonyos W tartomdnya kozott olyan leképezés, amely a W kiilonbozd
belsé pontjaihoz a V' kilonbozé pontjait rendeli. Ha az x = z(u,v,w), az

y =y(u,v,w) és a z = z(u,v,w) figguények parcidlis derivdltjai folytonosak
a W tartomdanyon, akkor az [ fiiggvény V' tartomanyon vett kettds integrdalja
kifejezhetd a kovetkezdképpen:

/ / /\ fla,y, 2) dedyd> =

d(r,yz)

— / / . f(x(u,v,w), y(u, v,w), z(u, v, w)) v, w)

dudvduw,

ahol N
or 0z Or
I e ~ Ov Hw
oz,y,2) T T
O(u,v,w) |8 By G
ou ov  Ow
A tételben szerepld
Oz 9z Ox
U v w
gy 9y %_y
bl
0z bz 02
ou Ov Ow

determinanst az r = x(u,v,w), y = y(u,v,w), z = z(u, v, w) transzformacio
Jacobi-determinédnsédnak nevezziik.

6.2.1. Transzformalas hengerkoordinata-rendszerre

Egy térbeli polarkoordinata-rendszer alapelemei: egy S sikbeli (az un. alap-
sikbeli) polarkoordinata-rendszer (e polartengellyel és O polussal) és az e
polartengely kezd6pontjan athalado, az S sikra meréleges olyan f szémegye-
nes, melyen a 0-nak megfelel§ pont az O pont. A tér tetszéleges, de O-t6l
kiilonb6z6 P pontjanak helyzetét harom koordinata adja meg: a P pont-
nak az f szamegyenesre esé m meréleges vetiilete, a P pont S sikra esé P’
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6.4. abra.

merdleges vetiiletének r és ¢ sikbeli polarkoordinatai (a ¢ polarszog megél-
lapitasanal a pozitivnak tekintett iranyitas az, amely az f iranyabol szemben
ranézve az S sikra, az 6ramutaté jarasaval ellentétes).

6.5. abra.

Vegyiik fel a hengerkoordinata-rendszer alapelemeit egy térbeli derék-
sz0gi koordinata-rendszerben tgy, hogy a hengerkoordinata-rendszer pélusa
essék egybe a derékszogl koordinata-rendszer origojaval, polartengelye pedig
az r-tengely nemnegativ felével. Az f szamegyenes pedig legyen a z-tengely.
Ekkor a tér tetszéleges, az O ponttol kiilonb6zé pont P pont (x,y, z) derék-
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sz0gi koordinétai és (r, p, m) hengerkoordinéatéi kozott az alabbi Osszefliggés
irhato fel:
T =7cosyp, Yy=rsinp, z=m,

ahol
0<7r 0<p<2m, mée€ (—o00,00).

Nem részletezziik, de igen egyszertien megmutathato, hogy ezen transz-
formaci6 Jacobi determinansanak abszolut értéke r.

Példa 6.2.2 Szamitsuk ki az f(z,y) = 2% + y* + 2?2 fiiggvény kettSs integ-
raljat azon a henger alakd V' tartoményon, melynek tengelye a z-tengely,
alaplapja az xy-sikban, fedSlapja a z = 1 egyenlett sikban 1év6, 2 sugari
korlap!

Megoldas. Alkalmazzuk a hengerkoordinatakra vald attérésnek megfeleld
transzforméaciot, azaz vezessiik be 4j valtozoként a hengerkordinatékat:

T =Trcosp, Yy=rsing, z=m
Itt a V tartomanynak megfels W tartomény az rpm-sikban 1évé
W ={(r,p,m)[0<r <2, 0<p<21,0<m<1}

téglatest, a transzfrormacié Jacobi-determinénsanak abszolut értéke pedig r.
Igy

/// (22 4+y*+2?) dedydz = /// 7r(r? cos® o412 sin? p+m?) drdpdm =
v W

1

2 2 1 2 2 ng
= / / / (r3 + er) dmdpdr = / / {r?’m + T] fodr =
o Jo Jo o Jo 0

2 pon 2

3 T 3 T 5%
= =) dodr = 2 =) dr = —.
/0/0<r+3)90r /oﬂ<r+3>r 6

6.2.2. Transzformalas térbeli polarkoordinata-rendszerre

A térbeli polarkoordinata-rendszer alapelemei: egy S sik, abban egy O po-
lust, e polartengelyd sikbeli poldrkoordinata-rendszer, tovabba az S sikra
megdleges, O kezdGponti olyan f félegyenes, melynek pontjaibol az S sikbeli



62 6. FEJEZET. TOBBVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK VI

6.6. abra.

pozitiv forgasirany az éramutaté jarasaval ellentétesnek latszik. A tér tetszd-
leges, de O-t6l kiilonb6z6 pontjanak helyzetét harom koordinata adja meg:
az OP vektornak az f félegyenessel bezart 0 szoge, az r = d(O, P) tavolsag
és a P pont S-re es6 P’ merdleges vetiiletének ¢ polarszoge.

6.7. abra.

Vegyiik fel a térbeli polarkoordinata-rendsze alapelemeit egy térbeli derék-
sz0gi koordinata-rendszerben tgy, hogy a hengerkoordinata-rendszer polusa
essék egybe a derékszogl koordinata-rendszer origdjaval, polartengelye pe-
dig az x-tengely nemnegativ felével. Az f félegyenes pedig legyen a z-tengely
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nemnegativ fele. Ekkor a tér tetszéleges, az O ponttol kiilénb6zé pont P
pont (x,y, z) derékszogi koordinatai és (r, ¢, 0) hengerkoordinatéi kozott az
alabbi Osszefiiggés irhato fel:

x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosh,

ahol

Tétel 6.2.3 A térbeli poldrkoordindtdkra valo dttérés Jacobi-determindnsanak
- - - 2 .
abszolut értéke r*sinf.

Bizonyitas. Mivel x = rsinf cos ¢, ezért
x, =sinfcosp, a,=-—rsinfcosp, wj=rcosdcosgp.
Mivel y = rsinfsin ¢, ezért
y, =sinfsinp, y, =rsinfcosy, y,=rcosfsing.
Mivel z = rcosf, ezért
2 =cosl, 2. =0, z,=—rsind
r = ) =0, Z= .

)

Igy a J Jacobi-determinansra a kévetkezs adodik:

P : o
T, T, T sinfcosp —rsinfsing 7rcosfcosp
I DA 4 I : )
J=\y. Y, Yp|=|sinfsing rsinfcosy rcosfsingp|.
/ / / 3
Z 2, % cos 0 0 —rsinf

Ha ezt a determinanst a harmadik sora szerint kifejtjiik, akkor a kovetkezdt
kapjuk:

sinfcosyp —rsinfsinp
sinfsing rsinfcosp |

J = cos@

—rsinfsiny rcosfcosp
rsinflcosyp rcosfsinp

Mivel

= —r?sinf cosfsin® ¢ — r?sinf cos f cos® p =

—rsinflsing 7rcosfcosp
rsinfcosp rcosfsinp
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= —7r2sinf cos §(sin? ¢ + cos® p) = —r’sinf cosd
és . . .
o SR
= rsin’ f(cos” p + sin® p) = rsin® 6,
ezért

J = —r?sinfcos®§ — r?sin® @ = —r?sin f(cos? § + sin® ) = —r?sin 0,
melynek abszolit értéke r? sin §, mivel sin > 0 a 0 < 6 < 7 feltétel miatt. O

Példa 6.2.4 A harmas integral alkalmazasaval adjuk meg a R sugart gémb
térfogatat.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt gémb tgy helyezkedik el, hogy ko-
zéppontja egy rogzitett derékszogi koordinata-rendszer origdjaban van. A
gomb térfogatat megkaphatjuk, ha az azonosan 1 fiiggvényt integraljuk ezen
az origd kozépponti R sugart V' gémbon:

/ 1dV.
v

Alkalmazzuk a térbeli polarkoordinatakra valo attérést, azaz tekintsiik az
r=rsinfcosy, y=rsinfsinp, z=rcosf
fiiggvénytranszformaciot. Jelen esetben
0<r<R 0<¢p<2m, 0<6<n.

A Jacobi-determinans abszolit értéke r2sinf. Igy

/vaz/OR (/02 (/Oﬁﬁsmede) d¢> dr =
(/OR’”sz) (/Ozﬂ 1dso) (/Oﬂsmede) -

R 3 AR3
] [@]gﬂ[—COSH]g:R?-Qﬂ'-Z: RW.
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