11. fejezet

Egyvaltozos valés fiiggvények menetének
vizsgalata

Széls6érték meghatarozasa az elsé derivalttal

D 11.1 Legyen f egy metrikus tér valamely részhalmazan értelmezett valés értéki fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az értelmezési tartomdnydhoz tartozé Py pont-
ban maximuma (minimuma, szigoria maximuma, ill. szigord minimuma) van, ha
F(P) < F(Ry), (f(P) > f(Ry), F(P) < f(Ry), ill. {(P) > f(Ry). Haaz f(P) < f(Ry)
egyenlStlenség f értelmezési tartomanydnak minden P pontjara teljesiil, akkor a Py pon-
tot az f fiiggvény abszolit minimumbhelyének nevezziik. Hasonléan definidlhaté az
abszolit maximumbely, ill. a szigord abszolit minimum- és maximumbhely fogalma.

T 11.2 Ha az egyviltozos valds f fiiggvény az xg pontban differencidlhaté, akkor az x
pontbeli szélséérték létezéséhez sziikséges, hogy f'(xg) = 0 legyen.

T 11.3 Ha az f fiiggvény differencidlhaté az (a, zg) intervallumon, és itt f' > 0, valamint
differencialhato az (x, b) intervallumon is, ahol f < 0, tovabbé f folytonos az x( pontban,
akkor az f fiiggvénynek xg-ban maximuma van. (Masképpen fogalmazva: ha f monoton
névekvébdl monoton csokkendbe valt egy xg pontban, akkor ott maximuma van.)

P 11.4 Azokat az intervallumokat, melyekben a derivalt 4llandé elGjeli, a derivalt zérushelyei
és szakaddsi helyei hatéroljak. Példaul az f : x — x + 1/x fiiggvény derivéltja az ' : z —
1-— 1/3:2 fiiggvény. Ennek zérushelyei: 1 — —1, x9 — 1, szakadasi helye: x3 — 0. Igy az
alabbi intervallumokon kell a derivalt elGjelét vizsgdlni: (—oo, —1), (—1,0), (0,1), (1,00).
Praktikus lehet a derivilt elGjelére, valamint az f fiiggvény viselkedésére vonatkozo is-
mereteket tablizatban dsszefoglalni, pl. a kévetkezSképpen:

(—OO,—l) -1 (_170) 0 (071) 1 (1700)
f! + 0 —  |szak.| — 0 +
7 7 [MAX| N\, |polus| N\, |MIN|

A megoldasokban az alabbi réviditéseket hasznaljuk:

MIN  minimum MAX maximum

INFL inflexiés pont nincs sz. nincs szélséérték
n.ért. nincs értelmezve polus f-nek pélusa van
+ f'>0 (il f”>0) - f <0 (il f" <o)
/ f monoton né AN f monoton csokken
— f konvex —~ f konkav
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11. Fiiggvényvizsgalat — Taylor-formula,

Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi x — f(x) fiiggvények szélsGértékhelyeit a derivalt
zérushelyeinek és szakadasi helyeinek, valamint az ezek altal meghatarozott in-
tervallumokon felvett elGjelének meghatirozasaval.

1. 229 T2, 2. |z —=3|+]2z+1],
3. |x—1ljlz+2|, 4.  max{2|z|, |1+ z|},
. 9 . 1
5. sin x—\/gsmx, 0<z<m, 6. cosx+§cos2:r+§cos,3:c,
7. x%, 8. a7,

Taylor-formula

D 11.5 Az xg helyen legalabb r-szer differencialhaté egyvaltozos valos f fiiggvény gy hely-
hez tartozoé r-edik Taylor-polinomjan az alabbi (legfeljebb r-edfoki) polinomfiiggvényt
értjiik:

o)y
Tya) = 30 T g
n=0 ’

T 11.6 Taylor-formula: Ha az f fiiggvény az x( és az x pontokat tartalmazé valamely
intervallumon (r + 1)-szer differencialhato, akkor az xq és x pontok kozott talalhato olyan

§, hogy

") (g
py = 3 E ) s R,
n=0 )

ahol
FO()

r+1
(r+1)! '

R, (z) = (x — xq)

E képletbeli R,(x) tagot a Taylor-formula maradéktagjinak nevezziik. Mivel & az x
és az x kozé esik, ezért kifejezheté & = xy + 6(x — xg) alakban, ahol 0 < 6§ < 1. A
Taylor-formuldt Maclaurin-formulanak is nevezziik, ha x¢y = 0. Ekkor a formula alakja:

=) L, D0 Ly
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11. Fiiggvényvizsgalat — Taylor-formula,

Feladatok

Irjuk fel az alabbi fiiggvények zq ponthoz tartozé harmadik Taylor-polinomjat és
a Taylor-formula maradéktagjat.

1

9> —, x9—1, 10. €%, xg =0,
x

11. €%, x9 =1, 12. sinw, xg = §,

13. ax® + b2 + cx +d, g =0, 14. ax® + b2 + cx +d, zo— 1.

15> Fejezziik ki a P(x) = 25 — 4a* + 523 — 22 — 22 + 1 fiiggvényt az = — 1
polinomjaként.

16. Fejezziik ki a P(z) = 2 + 23 + 2% + = | 1 fiiggvényt az = | 1 polinomjaként.
Irjuk fel az alabbi fiiggvények ¢ = 0 ponthoz tartozo n-edik Maclaurin-polinomjat
és a formula maradéktagjat.

17. e*, 18. sinx,

19. cosz, 200 (1+x)™.

217 Az e” fliggvény Maclaurin-polinomjai koziil hanyadfoktak azok, melyek az e*
fiiggvényt a [—1; 1] intervallumon 2 tizedesjegy pontossaggal (azaz legfeljebb
0, 005-es hibaval) kozelitik?

Irjuk fel az f fiiggvény a ponthoz tartozo 6-odfoku Taylor-polinomjat. Mely x

helyeken kozeliti ez a polinom 0,0001-nél kisebb hibaval az f fliggvényt.

227 f(x) =cosz, a =0, 23. f(x) =sinz, a = 1.

24. Legyen g(x) — p(x) + 2" f(x), ahol p egy n-edfoki polinom, f az egész
szamegyenesen n-szer differenciadlhato. Mutassuk meg, hogy a ¢ fiiggvény
n-edik Maclaurin-polinomja p.

25. Az el6z6 feladat eredményét is felhasznalva hatarozzuk meg az fi(z) = z-+x3,
az fa(x) = z+a3+at, az f3(x) = a+a3+atsing, az fy(x) = r+23+2° arctg x
és az f5(x) = x + 23 cos? x fiiggvények harmadfoktt Maclaurin-polinomjat!

Annyiadik Maclaurin formulat irva a szamlaloba, amennyi a nevez6 fokszama,

szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket!

2 4
) -1 . cosx—1+%5 —%
267 lim %, 27. lim 224
z—0 x2 z—0 26
3 2 3
. sinx —z + % e -1+ - +Z
28. lim 6 29. lim 2 6
z—0 xd z—0 xd
Bizonyitsuk be az alabbi egyenlStlenségeket:
4
302 th>x+%,hax>0, 31. cosx<1—gj+§7,hax€R.

Széamitsuk ki az alabbi értékeket az a ponthoz tartoz6 n-edik Taylor-polinom
segitségével. Becsiiljiik meg a kozelités hibajat.

0
325 cos62°, a — 3 = 2, 335 sin43°, a =%, n=3.

34F Szamitsuk ki /29 értékét a négy alapmiivelet segitségével, 1073 pontossaggal.
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11. Fiiggvényvizsgalat — Széls6értékek meghatarozasa

2 2

Szélstértékek meghatarozasa

T 11.7 Legyen n > 1 és f az xg pont valamely teljes kérnyezetében legalabb n-szer
folytonosan differencidlhaté egyvaltozos valos fiiggvény; tovabba legyen f(k (zg) = 0, ha
0<k<n,de f(”) (zg) # 0. Han péros, akkor a fiiggvénynek az x( helyen szélsGértéke van,
mégpedig szigorti minimuma van, ha f("") (xg) > 0, és szigori maximuma, ha f () (zg) < 0.
Ha n péaratlan, akkor a fiiggvénynek az xg helyen nincs szélsGértéke, inflexiés pontja van.

Feladatok

Magasabbrendii derivaltak segitségével (az el6z6 tételt hasznalva) vizsgaljuk meg,
hogy az alabbi fiiggvényeknek van-e szélsGértékiik az xg = 0 pontban, és ha igen,
milyen!

35> cosx — 22, 36. €27+ 27",
37. (e7! +x)ln(e ! +2), 387 tgx —ux,
2 3
x x
39. cosx—lJr?—g, 402 chz + cosz,
2 3
41. 1—%—cosx, 42° sinx—x+%

Hatarozzuk meg az alabbi f(x) fliggvények szélsGértékhelyeit és abszolut szélsGértékhelyeit
a megadott intervallumon. (Vizsgaljuk meg a fiiggvényt az intervallum végpontjaiban,
valamint a derivaltfiiggvény zérushelyein és szakadasi helyein.)

437 @° +62% — 152 + 3, [~6,6], 44> 23 + 62% — 152 + 3, (—6,6),
45. /a2, -1, 8], 46. 3$2_§’ -1,v2],
47. y .’132 - %7 <_17 \/§)7 48. {L’G_x, []_/27 OO),
49. 22 Inz, [1,¢, 50. 6—\ac|7 [-1,2],
2
=+ 1, x € |-2,-1) )
51. ¢ 5+2rx—2% xc|-1,3) 52. {‘13 /=, xE[O—l,O)U(O,l]
r—1, $€[3,8), ) =Y,

53X 2™(1—xz)", m,neNT', xeR.
540 Bizonyitsuk be, hogy ha f monoton, akkor a g és az f o g fliggvényeknek
ugyanott vannak szélsGértékei, mégpedig
a) ha f monoton ng, akkor g-nek és f o g-nek ugyanott vannak maximumai,
és ugyanazokon a helyeken vannak minimumai,
b) ha f monoton csékken, akkor g-nek ott van maximuma, ahol f o g-nek
minimuma, és forditva.

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények szélsGértékhelyeit az el6z6 feladat eredményének
felhasznalasaval!
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11. Fiiggvényvizsgalat — Széls6értékek meghatarozasa

42
55> . 56° arcte(d — e — o
J@) = 3 8 — 1822 - 56" f(w) = arctg(d = ye —e),

57. f(x) = cosarcctg(l — x?), 58. f(x) =th (1 —In(1 +2x+ :1:2)>

Bizonyitsuk be a kovetkezs egyenlGtlenségeket:

59> |3z — 23| < 2, ha |z| < 2, 60 |asinz + beosz| < Va? + b2,
m™n"

61> 2"(1 — )" <

_W, hamG[O,l], m,n>0,

2 241
620 —<_ T 1 <9 LeR.

3 - x2+r+1
Hatarozzuk meg az aldbbi sorozatok legnagyobb elemét:

2 10
n n n

63> a, = ——— 645 a, = — 655 a, = {/—.

T 3 100° = g “ = V100

66 Milyen feltételek mellett van az 23 + pr + q egyenletnek (a) egy, (b) harom

valos gyoke? Abrazoljuk a megfelel§ tartomanyokat a (p, ¢) koordinatasikon.
Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvényeknek a megadott intervallumokhoz tartozo
infimumat és szuprémumat!

1+ 1+ 22

Az [a,b] intervallumon értelmezett valos fiiggvények halmazan tavolsagfiiggvény
az alabbi p:

(0, 00).

p(f,9) = sup |f(z) — g(z)].

z€la,b]
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények tavolsagat a megadott intervallumon!
69> f(z) =22, g(x) =23, [0,1], 70. f(z) =sinz, g(z) = cosz, [0,n].

71. Allapitsuk meg a c valés szam értékét ugy, hogy a [0, 2] intervallumon az x
és a 2z + c fliggvények tavolsaga minimalis legyen.

2

Oldjuk meg az alabbi szoveges szélsGértékfeladatokat!

72" Bontsuk fel a pozitiv b szamot két szam Osszegére Ggy, hogy a szorzatuk
maximalis legyen.

73. Adott atfogoju derékszogli haromszogek koziil melyiknek maximaélis a teriilete?

74. Adott térfogata egyenes hengerek koziil melyiknek legkisebb a felszine?

75. Hatarozzuk meg az A(2,0) pont és az 22 +y? = 1 egyenletii kérvonal pontjai
kozotti legkisebb és legnagyobb tavolsagot.

76. Az x?/a® + y?/b® — 1 egyenletii ellipszishez érintét htzunk. Az érints és a
koordinatatengelyek altal meghatarozott haromszog teriilete milyen = és y
értékekre lesz minimaélis, és mennyi a haromszog teriilete?

77. Az f fokusztavolsagn lencsétdl ¢ tavolsagra levs targy k képtavolsaga kielégiti
az % = %Jr % Osszefiiggést. Ha f adott, akkor mennyi a képtavolsag és a

targytavolsag 6sszegének infimuma és szuprémuma?
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11. Fiiggvényvizsgalat — Széls6értékek meghatarozasa

78. Egy a oldala négyzetlapbol az abran
lathatdo modon ki kell vagni a sarkin
4 kis négyzetet tigy, hogy a bel6le ha-
jtogatott doboz térfogata maximalis legyen.
Mekkora legyen a kivagott négyzet oldala?

795 Tegyiik fel, hogy az y és az x valtozok
kozotti fiiggvénykapcsolat y = kx alakd,
ahol k allandd. Négy mérést végziink
az x és az y értekeére: ('rbyl) - (174)7 (x27y2) - (277)7 ($3,y3) - (3713)7
(x4,y4) = (4,15). Hatarozzuk meg k értékét gy, hogy az eltérések négyzetisszege,

azaz a
4

H(k) = > (yi — kx;)?

i=1
fliggvény értéke minimalis legyen.

80. (Snmell torvénye) A Fermat-elv szerint a fény két pont kozott azon az tton
halad, melyet a legréovidebb id6 alatt tesz meg. Mutassuk meg, hogy

sinaq  sinag

v1 vy

ahol vy illetve v9 a fény sebessége két kiilonb6z6 koézeghben, és aq illetve ag a
kozegek hatarara merdleges egyenes és a fénysugar altal bezart szog az egyik
illetve a masik kozegben. (Az alabbi abran a kozegek hatara az z-tengely, a
feny az A(0,a) és B(c, —b) pont kozott halad.)

81. A jobb oldali abran lathato A jeld hazbol a gazda elindul a folyo felé, meg-
meriti vodrét, majd a) ugyanakkora sebességgel, b) harmadakkora sebességgel
folytatja atjat a B jeld hazig. Milyen ttvonalon halad, ha a legrévidebb id&
alatt ér A-bol B-be.
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11. Fiiggvényvizsgalat — Konvexség, konkavsag, inflexiés pont

82" Egy r sugaru, kor alaku asztal kozepe
folott milyen magasra kell elhelyezni
a lampat, hogy az asztal szélén maximalis
legyen a megvilagitas erGssége? (A megvilagitas
eréssége egyenesen aranyos a hajlasszog
szinuszaval, és forditva aranyos a tavolsag
négyzetével.)

83" Legfeljebb mekkora lehet annak a gerendéanak a hossza, amelyet egy 2 m
sugart kor alaprajzi, henger forméaja toronyba be lehet vinni az oldalan lévé
2 m magas ajton keresztiil?

Konvexség, konkavsag, inflexiés pont

D 11.8 Legyen f egyvaltozos valos fiiggvény. Ha az y = f(x) egyenletii gorbének az x
abszcisszaji pontban van érintdje, és a gorbe az x( valamely kérnyezetében az érinté felett
(alatt) halad, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xy helyen konvex (konkav).
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az (a,b) intervallumon konvex (konkav), ha annak
minden pontjiban az.

T 11.9 Legyen n > 2 és f az xg pont valamely teljes kérnyezetében legalabb n-szer
folytonosan differencidlhaté egyvaltozos valos fiiggvény; tovabba legyen f (k (zg) = 0, ha
1<k<n,de f(”)(aco) +0. A fiiggvény az x helyen konvex, ha f(") (xg) > 0 és n péros,
konkav ha f () (xg) < 0 és n paros. Ha n paratlan, akkor a fiiggvénynek az xq helyen
inflexiés pontja van.

T 11.10Ha az egyvaltozos valés [ fiiggvény az xy pont valamely teljes kérnyezetében
legalabb kétszer folytonosan differencidlhato, és f”(xg) > 0, akkor konvex, ha f"(xg) <
0, akkor konkav az f fiiggvény az xy pontban. Ha pedig f az xy pont valamely tel-
jes kornyezetében legaldbb haromszor folytonosan differencidlhato, és f"(xg) = 0, de
f"(zg) # 0, akkor x( a fiiggvény inflexiés pontja.

T 11.11Ha az f fiiggvény grafikonjanak az xq abszcisszajii pontjidban van érintdje, és f
az xg egy ba loldali kornyezetében konvex, egy jobb oldali kérnyezetében konkiv (vagy
forditva), akkor f-nek az x( helyen inflexiés pontja van.

Feladatok

847 Legyen f legalabb kétszer folytonosan differencialhatd az xg valamely tel-
jes kornyezetében. A T 11.10 felhasznalasaval mutassuk meg, hogy ha f
szigoriian monoton nd és konvex (ill. konkav) zy-ban, akkor inverze szigortian
né és konkav (ill. konkav) f(zg)-ban, ha pedig f szigortian monoton cstkken
és konvex (ill. konkav) xg-ban, akkor inverze is szigortan csékken és konvex
(ill. konkav) f(zg)-ban.
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11. Fiiggvényvizsgalat — L’Hospital szabaly

Hatarozzuk meg, hogy az alabbi fiiggvények mely intervallumokon konvexek, melyeken
konkavok, és hol vannak inflexi6s pontjaik:

857 f(x) =%, 86> f(x) = {/x,
870 f(x) =z + x°/3, 88. f(z) = (z—5)°/3 42,
89> f(z) = xzsin(lnx), 90> f(z) =2 — |25 —1].

Magasabbrendii derivaltak segitségével hatarozzuk meg az f fiiggvény inflexios
pontjait:

91. f(x) =23, 92. f(z)=2?""1 neNT,

93. f(z) = 2?", ncN', 94. f(r)=sin’z,

95" f(x) =shz +sinz, 96. f(z)=shx +sinz+ 3z,
r+1

97> Mutassuk meg, hogy az f(z) = fliggvény grafikonjan az inflexios

22 +1
pontok egy egyenesbe esnek.

98. Milyen c értékekre lesz az f(x) = 2* +ca® + 322 + 1 fiiggvény konvex minden
x-re?

99" Milyen feltételeket kell kielégitenie az a, b, ¢, d konstansoknak, hogy az
f(z) = 2* + ax3 + ba? + cx + d fiiggvénynek legyen inflexiés pontja?

L’Hospital szabaly

T 11.12L°’Hospital szabaly. Legyen f és g két olyan egyviltozos valés fiiggvény, amely
az xg valamely K kérnyezetében értelmezve van és differencialhaté, és g’ (x) # 0, hax € K.
Ha

lim f(z) = lim g(z) =0, vagy lim f(z)= lim g(x)= oo,

T—XQ T—XQ T—Xg T—XQ

tovabba létezik az /
U= tim L8

=z g' ()

hatarérték, akkor létezik az
L= lim ﬁ
v=70 g(x)
hatérérték is, és L = L'. Analég allitas igaz K baloldali kérnyezettel és a limeszjelben
(9 —0)-val, illetve K jobboldali kornyezettel és a limeszjelben (x(-+0)-val, valamint akkor,
ha K a oo ill. —oo valamely kérnyezete, és xg-t a oo ill. —oo szimbélummal helyettesitjiik.
. . . 0
D 11.13Ha lim f(z) = lim g(x) = 0, akkor az L = lim J@) hatérértéket, — tipust
T—a r—a r—a g(CU) 0
hatarértéknek nevezziik, ahol a lehet xq, xg — 0, xg + 0, oo, —oo. Hasonlé értelemben
beszélhetiink f’ 0 - 00, 0o — o0, 09, ac? vagy 1°° tipusa hatarértékekrsl. (Ezek azok a
00
tipusok, melyekrél nem dénthetd el ranézésre, hogy mi a hatarértékiik, ezért hatarozatlan
tipus)oknak is nevezik Gket.)
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11. Fiiggvényvizsgalat — L’Hospital szabaly

P 11.14Ha egy 0 - 00, 0o — 00, 09, o vagy 1°° tipusi hatarértéket kell kiszamitanunk,
) . 0 .
akkor elbszor algebrai dtalakitdsokkal vagy logaritmélassal x vagy — tipusiuva alakitjuk,
00

majd erre megprobaljuk a L’Hospital szabalyt alkalmazni. Azt, hogy a limy_., f(x)/g(x)
hatarérték kiszdmitasa helyett alimy . f'(z)/g' (v) kiszAmitasara tériink at, a két hatarérték

kozé tett £ jellel fejezziik ki. Szamitsuk ki az alabbi oo — oo (ellendrizziik!) tipusii
hatérértéket (mely Osszevonds utan % tipust hatérértékké alakul 4t):

. 1 T N e 1z —2x+1
lim —— ) =1lm —— = lim =
r—1\z—1 Iz z—1 (z—1)lnz 2—1(x—1)/z+Inx
1—222 +x L. —4dxr+1 3
m—=1llm — = ——.
z—lx—1+xzlnxr 2—12+Inx 2

Feladatok

Ellenérizziik, hogy az alabbi hatarértékek % tipustak-e, és szamitsuk ki a hatarértékeket
a L’Hospital szabaly segitségével.

1— i v _q
1002 lim — 2% 101. lim 2% 102. lim &~
—0  x? z—0 sin bz —0 I
1 ar _ ,—ax 3 1 9 1
103. lim —* 1047 lim & — 5 1052 lim Y2 2¢ 1
r—1lx—1 z—0 1H(1+.’E) z——1 /2 +x+zx

1/z? _ 1
106. lim e—
=00 2arctga? —

Ellenérizziik, hogy az alabbi hatarértékek 3= tipusiiak-e, és szamitsuk ki a hatarértékeket
a L’Hospital szabaly segitségével.

x/2 In 2 ]
1077 lim —o 1087 lim —= 1097 lim %
T—00 T | T—00 \/E T—00 e 4
| — | tg ZE
1105 lm 2T e T 19 B2
z—a+0 In(e® — e?) z—+0 1+ Insinz z—1-0 In(1 — z)

113°Ha = — oo, akkor az log,(z) (a > 1), a® (a > 1), 2* (k > 0) fiiggvények is
oo-hez tartanak. Hasonlitsuk 6ssze e harom fiiggvény értékét 'nagy’ x-ekre,
azaz, ha lehet, allitsuk Sket nagysagszerinti sorrendbe. (Ehhez szamitsuk ki
a hanyadosaik hatarértékét.)

Szamitsuk ki az alabbi 0 - co tipusi hatarértékeket!

1142 lim zlnx, 1157 lim xlnsinx, 116. lim Inzln(z + 1),
r—+ T—+ z—+0
117. lim 2%e°, 118. lim e"In(—x),
T——00 T——00
119. lir%(arcsinx -ctgx), 120. lir%(:): -ctg ),
x— T
1212 lim zln (1 + U), (v €R), 122° lim 2%¢ ", (¢ € R),
T—00 T T—00

1237 lim (In(1 + sin® z) - ctg In*(1 + 2)).
r—
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11. Fiiggvényvizsgalat — Fiiggvények vizsgalata

1247 Legyen p egy tetszdleges polinomfiiggvény, r egy teszileges racionalis tortfiiggvény.
Mutassuk meg, hogy

lim p(z)e™™ =0, illetve lim r(z)e™" =0.

Tr—00

Szamitsuk ki az aldbbi oo — co tipusi hatarértékeket!

COS T 1 )
125 lim ( — ) 1267 lim (a;tga; — ),
z—0 sinx T /2 2cosx
1 1
1272 hm ( — ctg:c) 128. lim ( — ),
z—0\x et —1
129. hm( ) 130.*lim( LA ) p,q + 0.
z=1\lnz =z —1 e—1\1—2P 1—27)""
Szamitsuk ki az alabbi 00, 0o vagy 1% tipust hatarértékeket!
sinx
131° lim ( ) 132. lim (sin z)?, 133" lim (tga)“87,
z—0 x—0 z—2—0
1
134. lim (1  2)°, 135° lim (1 + )%, s € R, 136. lim (1 + 2)3°
T—+ IT—00 €T z—0
Vizsgaljuk meg, hogy alkalmazhato-e a L’Hospital szabaly az aladbbi hatarértékeknél.
2 . l oo
1375 lim —— " x 1387 lim ——° %
z—0 SsInx r—00 ¢+ sinx

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvényeknek a megadott intervallumokhoz tartozo
infimumat és szuprémumat!

1
189. f(z) = —. (1,00),
x
2 Pl
140. f(z) = (1 +x + 5 ...+ —)e™", (0,00), n € N roguitett egész.
n!
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények grafikonjanak aszimptotait!
1 2
141. f(z) = — 2 — 3g, 142. f(z) = 2%ex.
x

Fiiggvények vizsgalata

M 11.15A fiiggvények vizsgdlatahoz és abrazoldasidhoz az alabbiakra lehet sziikség:

(1) hatarozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat;

(2) vizsgaljuk meg, hogy a fiiggvény paros-, paratlan-, vagy periodikus-e;

(3) keressiik meg a folytonossagi intervallumokat és a szakadési helyeket;

(4) vizsgaljuk meg a fiiggvény viselkedését az értelmezési tartoméany hatarpontjaiban,
szamitsuk a fiiggvény hatarértékeit a szakadasi pontokban és a co és —oo helyeken,
keressiik meg az aszimptotikat;

(5) hatarozzuk meg a fiiggvény grafikonjanak metszéspontjait a koordinatatengelyekkel;

(6) keressiik meg a szélsGértékhelyeket, és azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton
novekvd, illetve csokkend;
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11. Fiiggvényvizsgalat — Paraméteresen adott sikgorbék vizsgalata

(7) keressiik meg az inflexiés pontokat, és azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény konvex,
illetve konkav;

(8) esetleg egy-két tovabbi tulajdonsig megéllapitasa, a grafikonon néhany pont koordinédtdinak
kiszamitasa és az értékkészlet meghatarozasa utan rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat.

Feladatok

Végezziik el az f fiiggvény teljes vizsgalatat a bevezetSben leirtakat kovetve, ha
f(z) az alabbi képlettel van megadva:

3
2+ 1 3 3 6 4 2
143° ot 1445 y/1 — 23, 14525 — 32% + 32% — 1,
1— 2
146> x — Vx + 1, 147" arcsin ?xz’ 148?$2€%,
xr
T T Inz
149° x — 2 arctg —— 150F —— 151> —=
x archJrl, V1 ot
152. 2%, 153. (z +1)3 /22, 154. 2% In 22,
155. 22¢7, 156. \/zer, 157> 4e(V3-2% gin .

158. Va2 +x+1—+vVax2 —z +1.

Paraméteresen adott sikgorbék vizsgalata

D 11.16Sima goérbeivnek nevezziik az v = x(t), y = y(t) (t1 < t < ty) paraméteres
egyenletrendszerrel jellemzett sikbeli ponthalmazt, ha a (t1,t9) nyilt intervallumban

1. az x(t) és y(t) akdrhanyszor differencidlhatok t szerint;

2. legteljebb véges sok olyan to van, ahol x(tg) = 0 vagy y(tg) = 0;

3. egyetlen olyan tq sincs, ahol egyidejileg =(tg) = »(tg) = 0 lenne.

T 11.17Sima gorbeiv barmely pontjaban az y koordinitafiiggvénynek x szerinti és az
x koordinatafiiggvénynek y szerinti differencidlhdnyadosa koziil legalibb az egyik létezik,
mégpedig az xg = z(tg) illetve yg = y(tg) helyen

Vo) = 400, a0 £0, (j’;)yyo =200 ha alto) 0.

T 11.18 Sima gorbeiv barmely pontjaban az y koordinatafiiggvénynek x szerinti és az x
koordinatafiiggvénynek y szerinti masodik differencidlhdnyadosa koziil legalibb az egyik
létezik, mégpedig az xy = x(ty) helyen

/) dy'/dt <y:r:—y:€>
Yy (ZL‘O) (dl‘/dt 1o 1[13 it ) a ‘12( 0) 7£ 0)

illetve az y és x felcserélésével adodo képlet érvényes az yg = y(tg) helyen, ha y(ty) # 0.
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11. Fiiggvényvizsgalat — Paraméteresen adott sikgorbék vizsgalata

Feladatok

A D 11.16 szerint mely (t1,f2) intervallumokon lesz az alabbi paraméteresen
megadott gérbe sima gorbeiv?
1

1
159. x — 2, y — 3, 160. z — |t|, y =3 +1, 161. T = cos T, y:sing.

Hatarozzuk meg az alabbi paraméteresen megadott x — y fliggvény x szerinti elsé
és masodik derivaltjat a paraméter kikiiszobolése nélkiil:

16202 = 3t%, y = 2t3,

163. z = 6t%, y =13,

164. x — el cost, y — e’ sint,

165. x — 3tgt — 1, y = 2. +2,

2 o 2

Hatarozzuk meg az alabbi paraméteres egyenletrendszerrel adott gérbék tg paraméterértékhez
tartoz6 érintéjének egyenletét:
167. z =4t + 2, y = 2t%, tg =1,
168. 2 — 2t — 2, y =3t — 13, (a) ty = 0, (b) £y — 1.
Hatarozzuk meg az alabbi paraméteres egyenletrendszerrel adott gérbék tg paraméterértékhez
tartozd simulokorének egyenletét:
3 3 1
169.:1::215—;, y:2t+¥, toiﬁ,
170. x =t —sint, y = 1 — cost, ty = 7/3.
171. Mutassuk meg, hogy az © — 2t + |t|, y — 5t> + 4t|t| paraméteres egyenle-
trendszerrel megadott x — y fiiggvény ¢t = 0 esetén differencialhato.
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