11.

vizsgalata (megoldasok)

differencialhato: x3 = —2.

(—OO, _2)

—2

Egyvaltozés valos fiiggvények menetének

(=2, —12/7)

~12/7

(—12/7,0)

0

fl(z) = a(Tz + 12)(z + 2)=2/3 f" zérushelyei: x; = 0, 23 = —12/7, f nem

(0, 00)

fl

Jr

n.ért.

Jr

0

0

Jr

f

f(z)

f-nek nincs zérushelye, f nem differencidlhato: x; — —%, T9 = 3.
(—OO, _1/2)

/

|

x+ 4,

2 — 3z,

3r — 2,

nines sz.

~1/2

/

ha x < —1/2;
ha —1/2 <z <3; f'(x)
ha 3 < x.

MAX

(=1/2,3)

3

N\
—3,
1,
3,

|

ha 3

(3,0)

f/

n.ért.

Jr

n.ért.

Jr

S
f(x)

7@ —{

N

MIN

- x2+m—2,

(—OO, _2)

—x?—x+2,
2x + 1,
—2x —1,

—2

/

nines sz.

/

ha z € (—o0, —2] U [1, 00);
ha z € [-2,1].

~1/2

(=1/2,1)

ha x € (—o0, —2) U (1, 00);
ha z € (—2,1).
[’ zérushelye: x1 = —1/2, f nem differencialhato: zg = —2, 3

(~2,-1/2)

MIN

<.

/

ha x < —1/2;
ha —1/2 < z < 3;

fl

n.ért.

Jr

0

f

f(z)

N\

—2x,
r+1,
2,

|

(_007 _1/3)

MIN

/

ha 1 <uz.
f'-nek nincs zérushelye, f nem differencialhato az x1 és z9 helyen.

173

(=1/3,1)

MAX

|

1

N\

_27
L,
2,

(1, 00)

f/

n.ért.

Jr

n.ért.

Jr

f

\

MIN

/!

nines sz.

/!

A 2|z| = |1 + z| egyenlet megoldésai: 1 = 1, xy = —%. gy
ha z < —1/3;
ha —1/3 <z <1; f'(z) =

ha x < —1/3;
ha —1/3 <z < 1;
ha 1 < z.

f'(x) = cosx(2sinz — v/3), f" zérushelyei: z1 — 7/3, o — 7/2, 23 — 27/3.

(0,7/3)

/3

(m/3,7/2)

/2

(m/2,2m/3)

27/3

(27 /3, m)

f/

0

+

0

0

+

S

tervallumon elvégezni.

N\

MIN

A fliggvény 27 szerint periodikus, igy elég a vizsgalatot csak a [0,27) in-
—2sinzcosx(l + 2cosx), f zérushelyei:

/!

f'(x)

MAX

N\

MIN

/!

x1 =0, 9 = w/2, x3 = 27/3, x4 = W, x5 = 47/3, xg = 37/2. [’ elGjelének
megallapitasdban segithet a sin, a cos és az 1+ 2 cos fliggvények grafikonjanak
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11. Fiiggvényvizsgalat

abrazolasa. (A kovetkezd tablazatban N ill. X jelentése MIN ill. MAX.)

0155 [G3) 5 [Crm [« ) 5[ CF.3) |5 | (F.2m)
Fiol = [0 + (o[ = o] + o] = TJTo] =
X\ N[ 7 X[\, [Nl 7~ [X| N |IN[

7. f(z) = 2% =" 2 >0,
fl(x) = 2*(lnz + 1), f'(3) =
‘01/6‘1/6‘1/6,()0)

I

Jr
‘ N\ ‘MIN\ ya

8. f(z)=e @z 20
fl(z) = === 2z + 1), f(F) = 0.
(0,1/ve) | 1/Ve | (1/Ve, )
1+ 0 —
f / MAX N\,
9 f(l):%h:l? f/(l):—;7|1:_1> f”(l):m%|1:2,
(1) = —x% |, = =6, fW(x) = i—g. A Taylor-polinom 1 — (z — 1) + (z —
—1)4
1)2 — (z — 1)3. A maradéktag R3(z) — (1’55)7 ahol & az 1 és z kozé esik.
.1 (z—1)4
Igy —=1-(z -1 —1)? = (z— 1)+
oy —l-- -1 - -1t O
2 3 €4
10. em:1+x+£+£+£, ahol £ az 1 és = kozé esik.
2 6 24
e , € 5 et 4 ;
11. €m:€+6(£—1)+§(1¢—1) +6(:1:—1) +ﬂ(x—1) , ahol € az 1 és x kizé

esik.
12, sinz = % + @(m — %) — i(a; — %)2 _ g@ _ %)3 n Slzrf(ﬂﬁ _ %)4.
13. ax® +bz? +cx+d.

14. (a+b+c+d)+Ba+20+c)(xr—1)+ Ba+b)(z—1)2+alx—1)3,
a maradéktag 0.

15. Irjuk fel a P polinom zg — 1 ponthoz tartozé 6todfokn Taylor-formulajat.
Mivel P hatodik derivaltja 0, ezért a maradéktag is 0. P derivaltjainak értéke
az xg = 1 pontban: P(1) =0, P'(1) =0, P"(1) =0, P"(1) = =6, PW(1) =
24, P®)(1) = 120; a Taylor-polinom: 5—,6(x — 13+ i‘,l(x D4+ %(m —1)5,
azaz P(r) = —(z —1)3 + (x — 1)* + (z — 1)°.

16. P(z) =1—2(x+1) +4(x+1)2 =3+ 1>+ (. + D%

2 3 n £ n+1
17, =1+ -2 2 2 oF

T 31 ol m,0<£<xvagyx<£<0.
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11. Fiiggvényvizsgalat
3 5 2m—1 2m+1
x x x x
18. =i =r— =4+ - — ... L — -1 ——— h
e TR DT g Ty N eose gy he
3 ) 2m—1 2m
r . r _ _pymtl T ymgin et
n = 2m, essm:z:fz—gﬁrg)' (1) (2m—1)!+( 1) smf(zm)!,
han=2m—1, ésahol 0 < ¢ <z vagy z < £ <0.
.CE2 LIZ‘4 m x?m el s x2m+2
19. COSQ’/':]_—?JFZ—JF(—]_) (Qm)' Jr(—]_) Slngm, han:
2 4 2m 2m+1
. 4 Tz qym L _qymtl .
2m—+1, éscosx =1 ST (=1 (2m)!+( 1) COS£(2m+1)!’

20.

han =2m, és ahol 0 < £ <z vagy x < £ < 0.

F(@) = (+a)™, @) = m(l+ o)™, f(z) = mm—1)(1+ 2",
fO(x) = m(m—1)...(m —n+ 11+ 2)™ ", fgy

(1+z)™ 71+1'$+m(m D2y g mm=m=2)..(m=ntl) yn | g (), ahol

n!

R, (z) = m(m— 1)E;n+12))! (m=n) ”H( +om T les0< < vagy x < € <0,

Lathatd, hogy nemnegativ egész m értékekre és n > m esetén e formula
megegyezik a binomidlis tétel szerintivel.

5132 m3 " n+1
21. =14+ —+—+...+ —+ et, ahol |z| <1, € a0 és x kozé
2 6 n! (n+1)!
n+1
esik. |Ry(z)| = =] < , 68 c < 0,005, ha n > 5.
(n+1)! (n+1)! (n+1)!
x? ozt 2
22. Tg(x) =1— o7 + TR Mivel a cos x fiiggvény 7-edik Maclaurin-polinomja

23.

24.

25.

26.

27.
30.

32.

is 6-odfoku, hisz a 'hetedfokﬁ tag egytitthatoja 0, ezért szamolhatunk R7-tel:
|Ry ()| = Cosg 8’ < | ,és |z|®/8! < 0,0001, ha |z| < 1,19. (Rg-tal szdmolva
azt kapjuk, hogy |z] < 0 9).

|Rg(x)| = | — (cos&)(x — 1)7/7! < |z — 1]7/7! és ez kisebb mint 0,0001, ha
|z — 1] < 0,9067, azaz ha x € (—0,0933;1,9067).

Konnyen lathato, hogy k < n esetén ¢g®(0) = p*)(0), igy g és p n-edik
Maclaurin-polinomjai megegyeznek.

Mindegyik fiiggvény Maclaurin-polinomja z + z3.

cosx —1 . 1—%2+R2(:1:)—1 1 Ry(x) 1 .. wsing

R 0 2 BERE e Rl L

im
T
2’ mivel z — 0 esetén £ — 0 (és igy sin — 0), hisz £ az = és 0 kozé esik.

1 1 1

-—. 28. —. 29. —.
720 120 24

A harmadik 1\/[3aclaurin—£0rmulét felgrva azonnal kapjuk, hogy:

_ x x z : .
igfetkezfn;yg :hihiii’ }Ta;:;r()?’ mivel 0 < & < z. Ennek egyszeri
62° = § + gy radian. cos(”JrgO) *%—%(%) }L(%)2+R2(E+%) ~
0,4694654 + 5 (f) ahol |22€ (£)°| < 1 (2)” ~ 0,0000071. Tehat

.3




11. Fiiggvényvizsgalat

33.
34.

cos 62° = 0,4694654, ahol a hiba legfeljebb 0,0000071.
sin43° ~ 0,68199832, a hiba legfeljebb 0, 0000000438.
Mivel v/29 = /27 +2 = 3(1 + 22—7)1/3, ezért hasznalhatjuk az alabbi Taylor-

formuléat:

—1 —1)... — 1
(1+x)m:1+@x+mx2+...+m(m ). (m=n+ )x"+Rn(:c),
1! 2! n!
ahol R, (z) = m(m—l)((;n+—12))!...(m—n) "1 Ml e 0 < € < wvagy = <

35.

36.
38.

39.
40.

41.

42,

43.

44.

45.

46.

47.

£ <0. Haz = %, m = I, akkor v/29 ~ 3(1+%—§%+...+Rn(aj)).
A maradéktagot megbecsiilve 3|Ry(z)| < 3-2-2/812 < 0,002, 3|Ra(x)| <
3-2-2-2-5/813 < 0,0003. Ez utébbi mar megfelels pontossagot biztosit, igy
V29~ 3(1+ & — giz) ~ 3,072

fl(x) = —sinx — 4z, f"(x) = —cosx — 4, tehat f/(0) =0, f”(0) = =5 < 0.
Mivel az els6 nemnulla értékt derivalt masodrendi és negativ érték, ezért a
fiiggvénynek 0-ban maximuma van.

minimum 37. minimum

Mivel az els6 nemnulla értéki derivalt harmadrendt, ezért a fiiggvénynek
0-ban nincs szélsGértéke, inflexidos pontja van.

inflexiés pont

£1(0) = f"(0) = f"(0) = 0, f®(0) = ch0+ cos0 = 2 > 0. Mivel az els6
nemnulla értékid derivalt negyedrendi és pozitiv értéki, ezért a fliggvénynek
0-ban minimuma van.

Mivel az els6é nemnulla értéki derivalt negyedrendii és negativ értéki, ezért
a fliggvénynek 0-ban maximuma van.

Mivel az elsé nemnulla értékd derivalt 6todrendd, ezért a fiiggvénynek 0-ban
nincs szélsGértéke, inflexios pontja van.

f'(x) = 322 + 12z — 15, zérushelyei 1 = —5, x5 — 1. Tehat szélsdérték
lehet az g = —6, x1 = =5, 9 = 1, x3 = 6 pontokban. f(—6) = 93,
f(=5) =103, f(1) = =5, f(6) = 345, és [’ negativ a (—5,1) intervallumon.
Tehat maximum az x; = —5 és x3 = 6, minimum az xyg = —6, xo = 1
pontokban van, abszolit maximum van az x3 = 6, abszolit minimum az
r9 = 1 pontban.

Az el6z6 feladat szerint f maximuma az r = —5, minimuma az x = 1 pontban

van (ez abszolit minimum is). Abszolit maximum nincs, hisz a fiiggvény

értékkészletének szuprémuma 345, és ezt sehol sem veszi fel értékként.
f(x) = 3\32/5, x # 0, f nem differencialhato: z1 = 0, f’ sehol nem 0;
végpontok: g = —1, 23 = 8. f(—1) =1, f(0) = 0 MIN, f(8) = 4 MAX.

fl(x) = 3\3/5 — %‘T, x # 0, f nem differencialhato: x1 = 0, f’ zérushelyei:
xy — —1; x3 = 1; végpontok: x4 = —1, 25 — V2. f(—1) = 2 MAX, f(0) =0
MIN, f(1) = § MAX, f(v2) = V2-3 <}

fl(x) = 2 22 g # 0; f nem differencialhato: z; = 0; f’ zérushelyei:

3z 37
ry — —1; x3 — 1; végpontok: x4 — —1, x5 — V8. f' eljelvaltasait is
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48.

49.
51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.
58.

59.

60.

figyelembe véve: f(—1) = 2, f(0) = 0 (lokdlis) MIN, f(1) = 2 (abszolt)
MAX, f(v/8) = %, tehéat abszolat MIN nincs.

f(x) = e *(1 —z). f' zérushelye x = 1, ahol [’ elGjelet valt. lim,_o f(x) =
0, f(0,5) > 0, tehat maximuma van f-nek az = = 1 pontban, minimuma
nincs.

f(1) =0 MIN; f(e) = €2 MAX.  50. f(0) =1 MAX, f(2) = 1/e? MIN.
f(—2) =5 MAX, f(—1) = f(3) = 2 (abszolat) MIN, f(1) = 6 MAX, abszolat
maximum nincs, mert lim, g f(z) = 7.

f(=1) = 1/e, f(1) = e, limy—,_o f(z) = 0, limy—, o f(z) = co. f-nek se
minimuma, se maximuma nincs.

f(x) = 2™ Y1 —2)" Y(m — (n+m)z). f' zérushelyei: 21 =0, 29 = 1, 23 —
. Az w3 = S helyen maximum van, és f(x3) = m™n"/(m + n)" ",
r1 = 0 minimumbhely, ha m paros, nem szélsGértékhely, ha paratlan. zo = 1
minimumhely, ha n paros, nem szélsGértékhely, ha paratlan.

Tegyiik fel, hogy g-nek xp-ban minimuma van. Ekkor van zg-nak olyan K
kornyezete, hogy x € K esetén g{x) > g(zp). Ha f monoton nd, akkor
flg(x)) > f(g(xop)), vagyis xp minimuma az fog fliiggvénynek is. Maximumra,
és monoton csokkend fiiggvényre a bizonyitas hasonlo.

Az f fiiggvény helyett elég megvizsgalni a g(x) = 32* + 823 — 1822 + 56
fliggvényt, hisz g-nek ott van maximuma, ahol f-nek minimuma, és forditva,
hisz a reciprokfiiggvény monoton csékkens. Mivel ¢/(x) = 12z(2? + 22 — 3),
g"(x) = 12(32% + 42 —3), ¢ zérushelyei: —3, 0, 1, és e pontokban g”(—3) > 0,
g"(0) <0, ¢"(1) > 0, ezért az x = —3 és x = 1 pontokban (g-nek minimuma)
f-nek maximuma van, az x = 0 pontban (g-nek maximuma) f-nek minimuma
van.

Az f fiiggvénynek ott van minimuma, ahola ¢ : x — 4—/e — €%’ fiiggvénynek,
hisz az arctg fiiggvény monoton nov6. g¢-nek ott van minimuma, ahol a
h :x — e—e® figgvénynek maximuma, hisz az y — 4 — ,/y figgvény
monoton csokkens. h-nak maximuma van az x = 0 pontban, igy ott f-nek
minimuma van, mig az x = 1, x = —1 pontokban hA-nak minimuma, igy f-nek
maximuma van.

x = 0 maximum. (az arctg értékkészletén a cos fiiggvény monoton csékken.)

T = —% maximuin.

Az f(z) = 3z — 23 (=2 < 2 < 2) fiiggvény szélséeértékhelyei: abszolit maxi-
mum van az x = —2, x = 1 pontokban, ahol f(z) = 2, mig abszolit minimum
van az © — —1, z = 2 pontokban, ahol f(x) = —2. Ebbdl kivetkezik, hogy
[f(z)] < 2.

1. megoldas: Ahol az f(x) = |asinx + bcos z| fiiggvény nem differencialhato,
ott értéke 0, azaz minimuma van. Ebbdl kévetkezik, hogy maximuma csak
ott lehet, ahol (asinz + beosz)’ = 0, azaz ahol tgz = a/b. Mivel sinx =
tgx/\/1+tgr = a/Va?+ b2 cosz = 1/\/1+tgr = b/Va?+ b2, ezért |asinz+
beosz| < |a?/Va2 + b2 + b2/ a® + b%| = Va2 + b2
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61.

62.

63.

64.
66.

67.

68.

69.

70.

71.

2. megoldas: Tekintsiik az (a,b) és a (sin x, cos x) vektorokat. Mivel az utobbi
vektor egységvektor, ezért |(a; b)(sin x; cos)| = |asin x+b cos x| nem mas, mint
az (a;b) vektornak a (sin x; cos x) vektor egyenesére esé merdleges vetiiletének
hossza, ami kisebb vagy egyenls az (a; b) vektor hosszanal, azaz v/ a? + b%-nél.
3. megoldas: Lasd a 1.77 feladatot.

f(x) =2m(1—2)", f'(z) = 2™ 1 (1—2)" 1 (m—(n+m)x). f’ zérushelyei, 1,

. Az T helyen maximuma van f-nek, és f(505) = m™n"/(mA4n)™ ",

min_ !
ami bizonyitja az egyenlGtlenséget.

A tortfiiggvenyt f-fel jelslve f'(z) = (22 — 1)/(2® + = + 1)2, amibél lathato,
hogy f a (—oo;—1) és az (1;00) intervallumon nd, a (—1;1) intervallumon
csokken, x = —1-ben f-nek maximuma,  — 1-ben minimuma van, és f(—1) =
2, f(1) = % Mivel lim, o f(z) = limgz— oo f(x) = 1, ezért e szélsGértékek
egyuttal abszolut szélsGértékek is.

Tekintsiik az f(x) = z%/(23 + 100) fiiggvényt a [0; 0o) intervallumon. f/(z) —
x(200 — 23) /(22 + 100)2, amibél kapjuk, hogy f monoton névekvé a (0, v/200
intervallumon és monoton csékkend a (¥/200, o) intervallumon. Az

5 < /200 < 6 egyenlétlenséghdl azt kapjuk, hogy as vagy ag a legnagyobb.
as = 1/9, ag = 9/79, tehat ag a legnagyobb.

al4. 65. asyo.
(a) f(x) = 22 +pr +q =0, f'(x) = 322 + p. f-nek szélsGértéke lehet az
x1 = /—p/3 és az x2 = —,/—p/3 pontokban (ha p < 0). f-nek egy valos

gyoke van, ha f monoton névé (—oo, 0o)-en, (azaz, ha p > 0), vagy ha f nem
valt elGjelet a minimum- és maximumhelyek kozott, azaz f(x1)f(x2) > 0.

3 2
Ebbl f (1) f(x2) — ¢% — (( —p/3) p —p/3> miatt p3/27 + ¢2/4 > 0
adodik.
(b) Hasonloan szamolva: p3 /27 + ¢ /4 < 0.

f lokélis maximumhelye: = — 1, és f(1) = 2, hlﬂof(x) = f(0) = ;,
Jim  f(z) = 0, tehat (z?g)f@ = ax flz) = f(1) = ; ((i)gg)f(w) =0.

fl(x) = 4z/(3 + 22)% > 0, ha = € (0,00), tehat f az adott intervallumon

szigortian monoton ng. wllirilof(m) = f(0) = 3 xll&loof(x) = 1, tehat
sup f(x) =1, inf f(x)= .
Sup () ot @) =3

2 2

2% — 23| = 2% — 23, ha z € [0,1]. Mivel az x — 22 — 23 fiiggvény folytonos,
ezért Weierstrass tétele miatt elég e fiiggvény maximumét megkeresni. A
maximumbhely z — %, ahol f — g értéke 24—7, tehat p(f,g) = 24—7.

Hasonloan az el6z6 feladathoz: az x — |sin x—cos z| fliggvény maximumhelye
x = 31/4, ahol f — g érteke /2, tehat p(f,g) = V2.

Legyen F(z) = |22 — 2z + ¢)|. F'(z) = 2o — 2, ha 22 — 22 — ¢ > 0, illetve
F'(z) = =22+ 2, ha 22 =22 —2 < 0, F'(z) = 0, ha = 1. Ahol F

11.6



11.

Fiiggvényvizsgalat

72.

73.

74.
75.
76.
77.
78.

79.

80.

81.

82.

83.

nem differencialhato, ott F-nek minimuma van, mivel F' értéke 0. F-nek
maximuma lehet az x = 0, x = 1 vagy = 2 helyeken. F(0) = F(2) = |¢|,
F(1) = |c+ 1], és e harom érték maximuma akkor a legkisebb, ha ¢ = —1/2,
és ekkor p(22,2z — 3) = 3.

Az egyik szam x, a masik b — x, a maximéalando fiiggvény f(z) = z(b — x),
melynek maximuma b/2-ben van, tehat mindkét szam b/2.

Az egyenldszara derékszogt haromszognek. (Az atfogot c-vel, az egyik be-
fogot a-val, a vele szemkozti szoget a-val, a haromszog teriiletét T-vel jelolve
2T = av/c? — a? vagy 2T — ¢ sin acos av.)

Melynek magassaga és az alaplapjanak atmérdje megegyezik.

1; 3.

T — a/\/§, Yy = b/\/i, T — ab.

Az 6sszeg feliilr6l nem korlatos, minimuma 4f.

x = a/6.
dH d2H !
O 2]{:29& — 2Zazly1 = 229&? > 0, tehat H konvex, igy min-
i=1
4 o)
imuma van, ha — = 0, azaz ha k = M = 3,9. (Az altalanos eset
dk i1 7

leirasa megtalalhato a tankényvben.)

VaZ 2 b2+ (c—x)?
A sziikséges id6: t(z) = @ + ( )
V1 1

malizalando. t'(z) =

, igy ez a fliggvény mini-

sinap  sinao

e C— X
vva+a? gy 02 1 (d—z)2 v 2

A minimalizédland6 fliggvény: t(x) = \/x2 +(1/4)2 + k'\/(l — )%+ (3/4)2,
ahol a) k =1, b) k = 3. A szélsGértékhelyek: a) x = 1/4, b) x = 3/4. A b)
esetben a gyok meghatarozasa nehézségekkel jarhat.

sin a cos? o

Az I(a) = k———5——, (k konstans) szélsGértékhelye: a = arctg(1/+/2)
r

vagy a = arcsin(1/v/3), azaz a ~ 35,264°, ahonnan m = r/+/2.

Ha a gerenda als6 vége x tavolsagra

van az ajtoval szemkozti faltol, felss

végpontja y tavolsigra a foldtsl, akkor

a gerenda L hossza nem lehet nagy-

obb a /22 +y? értéknél, tehat L <
22+ y2. Mivel 2/y = (x—4)/x, ezért

L < \/932 + (2z/(x — 4))2. Keressiik
tehat a

g(x) = \/:1:2 + (2z/(x — 4))? fliggvény
minimumat. E minimum az xo = 4 +

11.7



11
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84.

85.

86.

87.

88.
89.

90.

91.
92.

{16 pontban van, tehat a gerenda legfel-
jebb
g(xo) = 2\/5 + 3¥/4 + 63/2 m hossz1 lehet.
El6szor tegytik fel, hogy f'(xo) > 0. Ekkor f’ > 0 az ¢ egy teljes kornyezetének
minden pontjaban, igy f invertalhato. Inverzét jelolje g, és legyen yo = f(xo).
Az inverz fiiggvény differencialasi szabélya szerint ¢'(yo) = 1/f'(x¢). Igy ha f
konvex, azaz f’ monoton névs, akkor 1/f’ monoton csokkend, azaz g konkav.
A t0bbi eset hasonloan vizsgalhato.
f(x) >0, hax >0, f'() <0, hax <0, igy
(—00,0)| 0 |[(0,00)
f// - 0 +

f ~ INFL| —
Mivel az f(z) = ¢/z fiiggvény a g(x) = 2? fiiggvény inverze, és g-nek a (0,0)
pont inflexios pontja, ezért az f fiiggvénynek is (0,0) lesz az inflexios pontja.
A kettével ezelstti feladat alapjan f konvex a (—o0,0) és konkav a (0, 00)
intervallumon.

Fle) =1+ 2228 i) =

3 9¥/x
(—00,0)| 0 |[(0,00)
17 — n.ért. +
f ~ INFL| —

Az f” fiiggvénynek nincs zérushelye, de nincs értelmezve az x¢ — 0 pontban.

Mivel xg-ban f differenciadlhato, azaz f grafikonjanak van érintGje, és ott f

konkavbol konvexbe valt, ezért f-nek 0-ban inflexids pontja van.

Konkav, ha z < 5, konvex, ha x > 5, az 9 = 5 pontban inflexiés pontja van.
1 2

#"(z) = = (cos(lnz) — sin(lnz)) = vz sin(% —Inz), f(z) = 0, ha = =
x x

exp(% + k), k € Z. Az f” fiiggvény e pontokban elgjelet valt, igy e pontok

mind inflexiés pontok. f konvex, ha x € (exp(—%ﬂ + 2k), exp(%ﬁ + 2k7r)),
és f konkav, ha x € (exp(%w + 2k), exp(%w + 21<:7r)).

/ —5z% haz>1 nen [ —20z%, haxz>1
f(x){5x4, ha z < 1 f(x){20x3, haz <1
Az z = 1 pontban a fliggvény nem differencialhato, mert lim, 110 f'(z) #
lim, 19 f'(x), gy ott nincs inflexios pontja. (Azt mondjuk, hogy z téréspontja
az f fiiggvénynek, ha zy folytonossagi hely, lim,_,1¢ f/(x) és
lim,—1-0 f'(x) 1étezik, de kiilonbozok.
(—o0,0)| 0 |(0,1) 1 (1, 00)
1 — 0 + n.ért. —

f —~ INFL| — |toréspont| —~
17(0) =0, f"(0)=6+0,az x =0 pont inflexios pont.
10y = f(0) = ... = f@(0) =0, de fC*HD(0) = (2n + 1)! # 0, vagyis az
els6 nem-nulla derivalt rendje paratlan, igy f-nek x = 0-ban inflexi6és pontja
van.
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11. Fiiggvényvizsgalat

93. f"(0) = f"(0) = ... = f@=1(0) =0, de fM(0) = (2n)! # 0, vagyis az els6
nem-nulla derivalt rendje paros, igy f-nek x = 0-ban nincs inflexids pontja,
minimuma van.

94. f"’(x) =0, hax =7 + Tk, k € Z. E pontok mindegyike inflexios pont, mivel
f"" e pontok egyikében sem 0.

95. f’(x) =shx —sinz = 0, ha x = 0. Az f”-nek méas zérushelye nincs, mert
x > 0 esetén shx > x, sinx < x, mig r < 0 esetén shz < z, sinz > =.
F7(0) = f@(0) = 0, fO(0) = 2 # 0, tehat az elsé nem-nulla derivalt rendje
paratlan, igy f-nek x = 0-ban inflexiés pontja van.

96. Id. az elgzd feladatot.
2(z3 + 322 -3z —1
o7, fi(a) — 23T 30 o)

(1.2 + 1)3
r3 — —2 — /3.
(_007 -2 - \/g) (_2 — \/5’ -2+ \/5) (_2 + \/37 1) (1’ OO)
[’ - + - +

f o ~— S —

f" zérushelyei: 1 = 1, 9 = —2 + /3,

Tehat f-nek mindhérom helyen inflexiés pontja van. Az inflexiés pontok ko-

1—+3 1 3
ordinétéai: (—2—\/§, 4\/_), (—2+\/§, +4\/_), (1,1). Kénnyen ellendrizhetd,
hogy e pontok barmelyikébdl a mésik kettGbe mutatd vektorok egyez allastuak,

vagyis a pontok egy egyenesen vannak. Ennek az egyenesnek az egyenlete:
r—4y+3=0.

98. Az f"(z) = 6(22% + cx +1) > 0 egyenl6tlenség akkor 4ll fenn minden x valés
szamra, ha ¢ — 8 < 0, azaz ha |c| < 2v/2.

99. f-nek inflexios pontja van az xg pontban, ha f”(xg) = 0 és f” ott el6jelet
valt. Bz akkor térténik meg, ha az f”(x) = 1222 + 6ax + 2b = 0 egyenletnek
van két kiilonbo6z6 valos gyoke, vagyis ha diszkriminansa pozitiv, tehat, ha

3a® — 8b > 0.
1 —cosx sinx 1 sin
100. lim — = L Jim = —, mivel lim = 1. (Valaki persze kiszamithatja
z—0 x? z—0 2z 2 z—0 x
a lim, .o ®2£ hatarértéket a L’Hospital szaballyal is, azt azonban ne fele-

x
jtsiik el, hogy a sin fiiggvény differencidlasahoz sziikségiink volt a lim,_,g
hatarérték ismeretére.)

101.%. 102.1. 103.1.

sin
T

6aﬂc _ e—ax I aeaaz Jr ae—ax

104.lim ——— = lim ——— — 2a.
200 (1 1 2) oo 1/t

VIT2z+1yp . 2/By1+22) 4

105. im ———— = lim = —.
e——=1 \2+x+xz 2=-11/2y/2+2z)+1 9
1
106. ——.
2
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11. Fiiggvényvizsgalat

x/2 /2 x/2
2™ Lo € (1+x/2)£ im € (1+x/4)

107. lim = lim =
x—00 % 1 T—00 et 1 T—00 er
 (rz/ayL o, 12
Am im0
. Inz?p 2/x .4
108 I~ — M T e A s
109. Tim e"Inz lim elnz +e*/x ok Inx+1/x B
T—00 e - T e’ +1 T—00 ] 4 e7 %
1 . T La 1 — %% a,—x
10, fim OO Loy, oy, Lo Ty g, et
z—a+0In(e? — e?)  z2—a+0 (x —a)e® z—a+0 (T —a) z—at+0 1
1 i 1
111, lim —— L i 2~
t—+01+Insinx z—+0 x cosx
tg X m(l—x) T
112. 1 —22 = ———= 1 = —o0.
s o In(1 — x) 2120 2cos? & 2120 —277 cos 5 sin 5 >
113.Legyen f és g két olyan egyvaltozos valos fiiggvény, hogy lim,_.o f(x) =
lim; oo g(x) = oo. Ha limy_ f(z)/g(x) = ¢ > 1, akkor a hatarérték
definicioja szerint van olyan zg szam, hogy = > z¢ esetén f(z)/g(x) > 1,
azaz f(x) > g(x). Hasonloképpen, ha lim, . f(z)/g(x) = ¢ < 1, akkor van
olyan g szam, hogy = > xg esetén f(x) < g(x). Szamitsuk a megadott harom
fliggvény hanyadosainak hatarértékét.
. log,xp .. log,e
AN T A A k!
lim — = lim =...=lim ——— =0
=00 g7 1= g% lna 7= g% (In a)k
1 1
lim 20’ L jjy, Ba®
r—00 g% =00 ra®lna
. x x
Igy a reciprokokra: xli_{go og @ = 00, xli_{JgO vl xli_)rg() og @ = o00. Tehat,
van olyan zg, hogy = > xg esetén log, x < ¥ < a®.
1 1
114. lim zlne = lim —@ £ lim Yz = lim (—xz) =
x——+0 z—+0 1/x z—+0 —1/;5‘2 x—+0
i
115. lim zlnsinz = lim NSME L lim (—xcos:z: .x ) = 0.
z—+0 a—+0 1/x  2—+0 sin x
2
116.0. 117.1im — = 0. 118.0. 119.1.
“o0 e~
1
120. —.
T
1
121. lim zIn (1+”) ~ lim In <1+“> =L i 2y
T—00 €T T—00 x r T4
122.Ha ¢ < 0, akkor a hatarérték nyilvanvaléan 0. Egyébként pedig hasznaljuk a

. R A=
L’Hospital szabalyt. lim — L jim . Ha ¢ — 1 <0, akkor e hatarérték
Tr—00 6.1‘ Tr—00 6I

0, ha nem, még egyszer alkalmazzuk a I.’Hospital szabalyt.
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11. Fiiggvényvizsgalat

123. 1

124.

e—1 _ e—2
limg oo S5 L img o % Ha ¢ — 2 < 0, akkor e hatarérték 0, ha

nem, hasonloképpen folytatjuk az eljarast, mig végiil € — k < 0 nem teljestil.
A hatarérték 0.

In(1 +sin?z) .. 2sinxcosx 2In(1 + )
m———p——> = lim ——/ SR

=0 tgln®(1+2) 220 1+sin“z * (1+x)cos?In“(1 + x)
. (1 +x)coszcos?In®*(1 +xz) sinx . . cos
lim —5 lim ——=1-1lim —— =
x—0 1+sin“x z—0 ln(l —+ :U) z—0 1/(1 —+ $)
p(z)

limy oo p(x)e™™ = limxﬂoom egy o tipusi hatarérték, melynek értéke
0. Ezt a L’Hospital szabaly n-szeri alkalmazasaval kapjuk meg, ahol n a
p polinom foka. Ha r(x) = p(z)/q(z), ahol p és ¢ két polinom, és xy egy
olyan szdm, melyre x > xg esetén |¢(x)| > 1 (bizonyitsuk be, hogy ilyen
szam mindig van), akkor |r(z)| = |p(z)|/|q¢(z)| < |p(z)|, ha = > x¢. Igy
—[p(z)| <r(z) <|p(z)], vagyis —[p(z)[e”" <r(z)e™™ < |p(z)|e”", és akkor a
csenddrelv alkalmazasaval kapjuk, hogy limy_,o r(x)e™" = 0.

. COS T 1 . coszsinz —x g, .. cos2x —1
125. lim ( — — ) = lim - = lim — =

z—0 r  sinx z—0 T8N z—0SInx + rCcosx

—2sin2x
im - =
rz—02cosx —xsinx
2rsinx — 2 si 2

126. lim (mtgm— ) lig ZZSMEZTL ) ST ITCOST

z—7/2 2cosx z—3  2coSxT T3 —2sinx
127.0. 128.3. 129. 3.
130.Hap £ qésp+#£ 1, q# 1, akkor:

. p(l—29) —q(l—2aP) 1 . (2P~ — 2% )pg L

lim = lim =

=1 (L—aP)(1—a29) 2=l —paP~t —qui~1 4 (p+ gaP et

((p —1)aP™? — (g - 1)$q72) bq pP—q

131

132

133.

134.

. A hatarértek 00 tipust. lirr(l](sin ) = lime
Tr—

lim =

v=1 —p(p—1)aP~2 —q(q— a2+ (p+ q)(p+ ¢— DarT2 2

Ugyanez adodik (nyilvanvaloan) a p = ¢ esetben, valamint (lényegileg ugyanigy)
ap=1,qg=1 esetben.

1 sin x .
.A hatarérték oo tipust. <) = esmrln%, ahol a kitevs 0 - oo tipusu.
x
1 In(1
A sinzln— = 111/( / ?) atalakitas utan L’Hospital szaballyal kapjuk, hogy
x sin x

1 sin . 1
lim sin z In — = 0, tehat lim () — ¢fnzlng — 01
z—0 x r—0 \ T

xlnsinz __ 1

r—0

A hatarértek oo¥ tipusi. (tgz)8% — ectBrintBe 4 lim Octgxlntga: =
xﬁgf
. Intgz . In .1 .
lim 8T _ fim YL gy - = 0, ezért lim (tgz)8% =¥ = 1.
r—5-0 tgx yyitgog Y Yy—00 gy z—5—0

A hatarérték 1°° (pontosan 1-°) tipust. lim (1+2)™% = lim em*0+e) —
1 z—+0 z—+0
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135.
137.

138.

139

140.

141.

142

143.

e’. 136. co.
A hatarérték létezik, és 0, ugyanis

. 1
- - - lim xsin — = 0.
z—0 ginx z—0smmx z—0 x .

A derivaltak hanyadosanak azonban nem létezik hatarértéke, mert

2:1/;sml —cosl ( 1

Llim = lim cos -
r—0 COS T x—0

igy a L’Hospital szabaly nem alkalmazhato (Ez nem mond ellent a T 11.12
tételnek.)

sin x

o = 1, tehat a hatéarérték létezik. Masrészt az

v g fging @00 | 4 ST

r —sinx 1 —cosx
————— tort szamlalojat és nevezdjét is derivalva a kapott lim ———
T +sinx r—00 ] 4 cosx

hatarérték nem létezik, hisz minden egész k-ra az x = (2k + 1)7 helyen a
nevezé 0, és igy e pont kérnyezetében a fliggvény nem korlatos, az x = 2knw
helyen pedig a fiiggvény értéke 0.

. f-nek lokalis maximuma van az © = e helyen, és f(e) = I, 111{151r . f(x) =
xr—
1
1 = 0, tehat = = f(1) = —, inf
Jim  f(z) = 0, teha (Sl?og)f(x) max f(z) = f(1) = 2, inf flz) =
n
f(z) = —x—'e_x < 0, ha x € (0,00), azaz f szigortan monoton csokkend
n!
ezen az intervallumon.
1 li = 0, tehat =1 f
Jim f(x) =1, lim f(z) =0, tehd (zflog)f(w) ' inf flw) =
A L’Hospital szabaly tobbszori alkalmazaséaval:
2

o= tim I g T 5 g g

T—00 T—00

) In? z In?
b:xh_)]fglo(f(x)—ax) Jim Tfo iﬂ](x—?)x)oo.
Aszimptotak: y = —3x és x = 0.
a = hrf zer — +o00, igy ferde aszimptota nincs. A L’Hospital szabéaly

T— 00
tobbszori alkalmazasaval: lim zles — oo, és lim pler — 0. Tehat az

z—+0 z——0
egyetlen aszimptota: x = 0.

(1) Dom f — R\ {0}

(3) f folytonos az értelmezési tartomanyén.

(4) limy—o f(z) = oo, tehat az = =
0 egyenletii egyenes fligg6leges aszimp-
tota. lim, 4o f(x) = to0.

a=limg_ 10 f(z)/z =1,
b=1limy_ 1 (f(x) —ax) =0,

tehat a ferde aszimptota egyenlete y =
x.
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11. Fiiggvényvizsgalat

(5) f(=1) =0
(6) f'(x) =1—2/a%, f"(z) =6/a* f
zérushelye = = /2, tehat

(—O0,0) 0 (07 \3/5) \3/§ (\?757 OO)
I - n.ért. - 0 +
f S polus N\ MIN e
(7) f"(x) > 0, ha z € R\ {0}, igy f mindeniitt konvex, inflexiés pontja nincs.
(8) F(V2) — 3 V2.
144.(1) Dom f — R
(3) f mindeniitt folytonos.
(4) Fiiggbleges aszimptota nincs.

limy— o0 f(z) = Foo.
a = —1, b = 0, tehat a ferde aszimp-
tota egyenlete Y= —u.

(5) f(0 )* L f(1) =
(6) f'(x) - —wwﬁ 1) =
—2:1;/\/ 1 —23)5, f' zérushelye x = O,

minden z-re f’(m) < 0. f nem differ-
encialhato, ha x = 1, és lim,_,1 f'(z) =

00.

(7) f"(x) = 0, ha x = 0. f” nincs
értelmezve az x = 1 pontban, de itt in-
flexios pont van fliggleges érintGvel.
(—00,0)| 0 |(0,1) 1 (1, 00)
f// + 0 _ 00 +
f - 0 — 00 -
f 1 N— |INFL|\, ~|INFL | \, —

145.(1) Dom f = R

(2) f paros fliggvény, igy elég csak a
|0, 00) intervallumon vizsgalni.

(3) f mindeniitt folytonos.

(4) limg_— 100 fx) = 0.

Mivel lim, 1o f(z)/z = fo0, ezért
aszimptotik nincsenek.

(5) f(0) = —1, f zérushelyei —1 ¢és 1,
mivel f(z) = (22 —1)3.

(6-7) f'(z) = 6a(z® — 1)*, f'(z) =
6(50% — 1)(2% — 1). f’ zérushelyei 0, 1,
—1, f" zérushelyei £1//5, £1. £ >0
esetén f'(x) > 0, x < 0 esetén

fl(x) 0. f'(z) >0, ha

T € (_007 _1) U (_1/\/57 O) U (07 1/\/3) U (17 OO)

11.13



11. Fiiggvényvizsgalat

0 [(0,1/V5)[1/V5](1/v5,1)] 1 [(1,00)
1+ + 0 — 0 +
F10 + + + 0 +
fIMIN| /— |[INFL| /~~ |INFL | ~—

(8) f(1/V5) = f(—1/V5) = — &L = —0,512.
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146.

147.

(1) Dom f =R
(3) f mindeniitt folytonos.
(4) limy—q00 f(z) = 0. Igy az y = 0
egyenletii egyenes a fiiggvény egyetlen
aszimptotija.
(5) f(0) = —1. A fiiggvénynek zérushelye
nincs, mivel minden valos z-re /r <
VvV + 1, azaz f(z) < 0.

3 2 3/ 2
(67) iy - LDV

3z (x+1)?
3
f(x) = _2{@i P - Vab
9 Yad(x+1)5

f'(z) = 0,hax = —3. f nincs értelmezve
az x = —1 ill. x = 0 pontokban, ahol
f! hatarértéke —oo ill. co. E két helyen
tehat inflexios pontja van a fiiggvénynek
fiiggSleges érintével. f” értéke sehol

sem zérus, és nincs értelmezve az x = —1 és & = 0 pontokban.
-1 —1/2 0
1 - n.ért. + + + n.ért. —
'l — |lim:—oco| — 0 + |lim:o00| -+
fIN—~| INFL |\,— | MIN| ~—| INFL |~ ~

(8) f(=1) = =1, f(=1/2) = —V4.

(1) Dom f — R, mivel |[1—2?|/[1+22| <
1.

(3) f mindeniitt folytonos.

(4) limy— i fz) = 5. Igyazy = 5F
egyenleti egyenes a fiiggvény egyetlen
aszimptotija.

(5) f(0) = —7/2. f(x) =0, haz=—1
vagy r = 1.

(6-7) f/(gf) = W»

1 4zl

f csokkend, ha x > 0, névekvs, ha

x < 0. f’ nincs értelmezve az © — 0
pontban, ahol bal oldali hatarértéke 2,
jobb oldali hatarértéke —2. E pontban
f-nek maximuma van. f”(z) > 0, ha

x # 0, igy f konvex az R\ {0} halmazon.

—2x
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148.

149

(1) Dom f = R\ {0}
(3) f folytonos az értelmezési tartomanyén.
ey ey
(4) lim 2es = lim —2£ lim — =
y=1/x
lim & hat 0 egyenlet
€ _ . teh4 _ .
Jn - = 0o, tehat az z egyenlet

egyenes fiiggdleges aszimptota.
Jfim, () =0. Y f(@) = £eo,
a = limy_ 1o f(z)/z = +oo, igy més
aszimptota nincs.

(5) f-nek nincs zérushelye.

(6) f'(x) = 2e1/*(x —3). f'(z) =0, ha
T = % f monoton né, ha = > %, mono-
ton csokken, ha x < %, f-nek z = -

2
ben minimuma van.
(7) f"(z) = eV (222 — 22 + 1) /a2,

f"(x) >0, igy f konvex, és inflexios pontja nincs.

(1) Dom f = R\ {1}

(3) f folytonos az értelmezési tartomanyén.

(4) lim f(z) = —14m, tehat fiiggsleges
T——1£0

aszimptota az x = —1 pontban nincs.
limg 400 f(x) = £o0.
a=1limy 1 fx)/z =1,

b=1limg_ 1o (f(x) — ax) = —7/2, tehat

a ferde aszimptota egyenlete y — x —
/2.
(5) f(0) = 0, f tobbi zérushelye el-

emi aton nem hatarozhaté meg (még

egy zérushely van, és arrél kénnyen lathato,

hogy pozitiv, éspedig ~ 0, 87).
6-7) fl(z) =1— -
( )f(x) $2+($+1)27
422 + 1)
" -
S )= (222 + 22 + 1)%

f'(z) =0, haz = (—1+/3)/2,
/() =0, hax =—1/2.

-1-3 . 1 143
2 2 2
71— — —  |n.ért.| — 0 + + +
i1+ 0 — |nért.| — — — 0 -
F1/7 ~] MAX [\, ~ |neért.|\, —~|INFL|\, —| MIN | ~—
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150.(1) Dom f — R\ {-1,1}
(2) f paratlan fliggvény, igy elég csak
a [0, 00) intervallumon vizsgalni.

)

3) f folytonos az értelmezési tartomanyan.

(4) limg—+o0 fx) = £o00,

x—l>l—Hlli0f(x) B xgrlriof(x) = Foo.

a — 0, b — +oo, tehat ferde aszimp-
tota nincs, a két fiiggbleges aszimptota

egyenlete x = —1 és x = 1.
G)FO) 0.
z“ =3
(6-7) fi(2) = ———,
3 (22 —1)4

F(z) = 22(9 — 22) .

9 (22 —1)7
f'(x) =0, ha z = £v/3. f"(z) =0, ha
r =0, z—=43.

0 1 V3 3
710 +  |nert.| + + + 0 —
il - — |n.ért.| — 0 - - -
f [INFL |\, — |n.ért. |\, — |[MIN | /" — |INFL | ~ —~

151.(1) Dom f =R*
(3) f folytonos az értelmezési tartomanyén.

(1) Jim F(@) — o0, limyoo (&) ~
0, tehat az x = 0 egyenletii egyenes
fiiggbleges aszimptota, az y = 0 egyen-
letd egyenes ferde aszimptota.
(5) f(x) =0, ha z = 1.
(6) f'(z) = (1-Inz)/2® f'(z) =0, ha
xr = e. f monoton nd, ha 0 < z < e,
monoton csokken, ha x > e, f-nek x =
e-ben maximuma, van.
(7) f"(z) = (2mna - 3)/2*. f"(z) = 0,
ha z = €3/2. f konkav, ha 0 < z <
e3/2, konvex, ha z > e3/2, f-nek © =
e3/2-ben inflexiés pontja van.
152.Dom f = R, minimum: z = 1/e,
hatarértéke +0-ban 1, konvex.
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11. Fiiggvényvizsgalat

153. 154.
155. 156.
157. 158.

159. A definicio 3. feltétele nem teljesiil a tg = 0 pontban, tehat a gdrbe sima
gorbeiv lesz, ha 0 ¢ (t1,t2), azaz ha (t1,t2) C R\ {0}.
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11. Fiiggvényvizsgalat

160. A definicié 1. feltétele nem teljesiil a t) = 0 pontban, tehat a gorbe sima
gorbeiv lesz, ha 0 ¢ (t1,t2), azaz ha (t1,t2) C R\ {0}.

161. A definicio 2. feltétele nem teljesiil, ha t; = 0, vagy to = 0. Az 1. feltétel nem
teljesiil, ha 0 € (t1, ). Tehat a gorbe sima gorbeiv lesz, ha 0 < t1 < tg, vagy
ha t; < t2 < 0. (Itt nem elég, hogy (t1,t2) C R\ {0}.)

dy dy/dt 6t d?y  dy')dt 1 , ,
162.t £ 0 o = > = = —t. 2 = — —. A maésik képlettel
PO e T djdt 6t U d? dwjar o masik keplettel s
d? — 1
kiszadmitva: ® — 6, y — 12¢, y_vETy¥E

dx? 3 6t
dy t d% 1
163. %Y -1 Y _ - 4o,
de 4’ dr? 48t 7
dy cost-+sint d%y 2 7
164. %Y — i —  t 4 kn ke
dr  cost—sint’ dx?  et(cost —sint)3 7 g

dy  5sint d%y B 5cosd t

165.¢ / g + km,

de 3 7 dz® 9

166d7y71+3t2 d*y  3(1+4t?)? ££0

“de 23 7 de2 85 '
167. 2 let 2,4

« —/ = —, az egyenes cgyenlete: = - — —.

dv|_ 3 s gy y=3%-3
168.(a) Y 5 let

.(a) — = —, az egyenes egyenlete: y — —x.

de|,_, 2 2

(b) A gorbe nem sima a ty — 1 paraméterii pontban, mert (1) — z(1) = 0,
de létezik a lim;_,1 y/2 = 3 hatarérték, igy az érinté is. Egyenlete y = 3z — 1.

160. Y| _ 22 =3 1 dy| 248 32
d|, 2t22+ 31, 2’ d:;? W 233 32
42 N 322 1000
r— — - = —
3 L 9
d d?
170. %20 —v3, S~ 4
dx to dx o

2
s \/5 1\2
- - — —) =4.
(x 3 2>+<y+2)
171.Ha t > 0, akkor = — 3t, y — 9t?, azaz y — 2?. Ha t <0, akkor  — ¢, y — ¢,

azaz ismét y — 22, B fiiggvény pedig differencialhaté az x(0) — 0 pontban,
P
és y'(0) = 0.
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