2. fejezet

Halmazelmélet

D 2.1 Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlének, ha elemeik ugyanazok.
A halmazt, melynek nincs eleme, iires halmaznak nevezziik. Jele: ().

D 2.2 Az A halmazt a B halmaz részhalmazédnak nevezziik (A C B), ha az A minden
eleme B-nek is eleme. A valédi része B-nek (A C B), ha AC B, de A # B.

T 2.3 A halmazok kézétti tartalmazasra teljesiil a kévetkezs harom tulajdonsag:
Reflexivitds: minden A-ra A C A.

Antiszimmetria: ha A C B és B C A, akkor A = B.

Tranzitivitas: ha A C B és B C C, akkor A C C.

D 2.4 Halmazmiiveletek: Az A és B halmaz AN B metszetén (kozds részén) azok-
nak az elemeknek a halmazat értjiik, amelyek mindkét halmazban benne vannak; AU B
egyesitettjén (unidjan) azoknak a halmazat, amelyek a két halmaz koziil legalabb az
egyikben benne vannak. Az A és B halmaz A — B kiilonbségén értjiik az A Osszes olyan
elemeinek halmazat, amelyek nincsenek benne B-ben; A6 B szimmetrikus kiilénbségén
azoknak a halmazit, amelyek a két halmaz kéziil pontosan az egyikben vannak benne;
A x B szorzatan az (a,b) alakii rendezett paroknak a halmazat, ahola € A, be B. A H
halmaz valamely A részhalmazanak H-ra vonatkozé komplementerén a H — A halmazt
értjiik. Jele Ap. Halmazokrél mindig csak mint egy adott alaphalmaz részhalmazairél
beszéliink, még ha ezt az alaphalmazt nem is nevezziik meg. Ilyenkor az alaphalmazra
vonatkoz6 komplementert egyszertien A jeléli.

T 2.5 C tulajdonsagai: Tetszbleges A, B, C' halmazokra igazak az alabbiak:
-ha AC B, akkor ANCCBNC é AUC C BUC;

-ANBCACAUB é ANBCBCAUB;

-ha AC B, akkor ANB— A, és AUB — B.

T 2.6 Barmely A, B, C halmazra fennallnak az alabbi azonossagok:

Asszociativitds: (ANB)NC =AnN(BNC), (AUB)UC =AU (BUC);
Kommutativitds: ANB—=BNA, AUB—=BUA;

Idempotencia: ANA—=A, AUA—=A;

Elnyelési tulajdonsagok: AN(AUB)=A, AU(ANB)=A4;

Disztributivitdas: AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

D 2.7 Egy H halmaz dsszes részhalmazainak halmazat a H halmaz hatvanyhalmazanak
nevezziik. Jele: P(H). (Megjegyzés: Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, igy
az tires halmaz minden halmaz hatvanyhalmazanak eleme.)

T 2.8 Ha A és B olyan halmazok, melyekre A, B C H teljesiil, akkor A— B = AN Bp.
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2. Halmazelmélet — Feladatok

T 2.9 De Morgan-képletek: barmely A, B halmazra: ANB = AUB és AUB =
ANB.

Feladatok

Mik az elemei az aldbbi halmazoknak?

© e w =

{zr e NT; 2|z és 100 < x < 1000}, 2. {z€Z; 3|z és |z| < 100},

{keNt; =3k +1}, 4. {rx€R; 2?2+ 2x+1=0},
{reR; 22 -2 =0}, 6. {zcZ;2®>-2-=0}
{reR; 22 +1=0}, 8. {zeR;sin’z tcos?z =1},
{r €eR; 2lgx = lg2?}, 10. {z €eR; lgx =lg(—x)}.

Az (z,y), illetve az (xy, y,) szampéarokat az xy koordinatasik pontjainak tekintve,
milyen geometriai alakzatokat alkotnak az alabbi halmazok?

11.
13.
15.
16.
17>
18.
19.
20.
217
22.
23.

24.

25.

{(z,y) e R?; 22+ ¢ =1}, 12. {(z,y) € R?; 2%+ 42 <1},
{(z,y) eR?*; @y =y}, 14. {(z,y) €eR?; [z[ <y <1},
{(z,y) e R¥; 2%+ y? — 20 — 4y = 4},

{(z,y) eR?; 22+ 132 =4 &s y >0},

{(z,y) eR?; 0<y<4, 0<2<6 és 3z + 4y < 22},

{(z,y) eR?; 0<x<2, &8s 0<y<uz+2},

{(@nsyn)s mENT, @, =277 & y, =0},

{(Zn,yn): nENT, @, =1 & y, = 5},

{(x,y); z=1t*, y=3t2, teR},

{(z,y); z=13, y=33, —1<t<2},

{(z,y); = =cost, y=sint, 0<t<2m}.

Az els6 évfolyamos hallgatok koziil jeloljiik M-mel a masodik tankorodseket,
F-fel a fitikat, A-val az angolul, N-nel a németiil tudoé (nyelvvizsgaval ren-
delkez3) didkokat. Az elgbbi halmazok segitségével (a D 2.4-ben definialt
halmazmiiveleteket felhasznéalva) fejezziik ki a kivetkezd halmazokat:

a) A méasodik tankoros fitk. b) Az angolul és németiil tudok.

¢) Az angolul vagy németiil tudok. d) Az angolul vagy németiil tudo fiuk.
e) A vagy angolul vagy németiil tudok. f) A méasodik tankords lanyok.

g) A németiil tudo lanyok. h) A németiil nem tudd, méasodik tankoros
lanyok.

Legyen M = {m,2m,3m,...} és N = {n,2n,3n,...}, ahol m és n adott
pozitiv egész szamok.

a) Milyen m és n esetén valodi része az M halmaz az N halmaznak?

b) Milyen m és n esetén része az M az N-nek?

c) Képezziik a két halmaz kozos részét és egyesitését!
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2. Halmazelmélet — Feladatok

26.

27>

28>

29°

30°

31>

32>

33°

34>

35>
36>

A kovetkezs egyenlGség jobb oldalat egészitsiik ki a megfelel§ halmazmiiveleti
jellel ugy, hogy fennalljon az egyenlség:

{z; r€e(A-B)U(B—-—A)}=A B.

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak.
Véalaszunkat igazoljuk!

a) Minden A, B halmazparra A— B =(AUB)—B=A—-(ANB).

b) Minden A halmazra A C A.

¢) Minden A halmazra ) C A.

d) Van olyan A halmaz, hogy A C ().

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B és C halmazok esetén

A-BCC é& ACBUC

ekvivalens allitasok (vagyis barmelyik teljesiilése esetén a masik is fennall).

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges L és M halmazok esetén az alabbi A, B, C
allitasok ekvivalensek:

A: LC M,

B: LNM=1L;

C: LUM=M.
Legyen A, B és C' harom halmaz. Fejezziik ki a

D:=A—(A—(B—(B-C))

halmazt az A, B, C halmazokkal, valamint a metszés és egyesités jelével!
Ennek alapjan dontsiik el, mivel egyenlé D a kdvetkezd esetekben:

a) Az A, B és C halmazok paronként kozos elem nélkiiliek (diszjunktak).
b) Pontosan két diszjunkt halmaz van kozottiik.

¢) Nincs kozottiik diszjunkt halmazpér.

A kovetkezd egyenlGség igaz-e tetszGleges K, L és M halmazokra:

(MUK)NL=(MUL)NK.
Ha igaz, akkor bizonyitsuk be, ha nem, akkor adjunk meg harom olyan hal-

mazt, melyekre nem teljesiil az el6bbi egyenldség.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi allitasok tetszéleges K, L és M halmazok
esetén teljesiilnek:

a) (KUL)—LCK, b)(KNL)y—LCM.

Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C halmazokra (AUB)NC = AU (BNC(C)
akkor és csak akkor teljesiil, ha A C C.

Igazoljuk, hogy az A és B halmazokra A — B = B — A akkor és csak akkor
teljesiil, ha A = B.

Mely A, B halmazparokra igaz az, hogy A — B = AN B?

Mely A, B halmazparokra igaz az, hogy A — B = AU B?

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban adott Osszefliggések tetszGleges K, L
és M halmazok esetén teljesiilnek! Abrazoljuk Venn-diagrammokkal az egyenlGség
mindkét oldalan 4llo kifejezéseket.
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2. Halmazelmélet — Feladatok

37" K—(K-L)=L—(L-K),

388 K—(L-M)=(K-L)YU(KNM),

39. (KNL)—(K—-M)=KnLnM,

40. (K-L)—-M=(K—-M)—-(L—-M),

41° (KUL)N (K UL), 427 K=(KNL)U(KNL),

43° (KNLNM)U(KNLNM)U(KNLNM)U(KNLNM),

44 (K-L)U(L-M)UM-K)U(KNLNM)=KULUM,

45. (KUL)N(LUM)N(KUM)=(KNL)U(LNM)U(KNM).

46> Mutassuk meg, hogy az A és B halmazokra A — B = A pontosan akkor
teljesiil, ha B — A = B.

47> Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A, B és C' halmazok esetén

AcBC(AsC)u(Ba(O).

K —
K —

48" Bizonyitsuk be, hogy A& B = AU B akkor és csak akkor teljesiil, ha A és B
diszjunkt halmazok!

[gazoljuk, hogy tetsz6leges A, B halmazokra fennallnak az alabbi azonossagok:
497 (AnB)o(ANB)= Ao B, 50. (AUB)N(AUB)= A6 B.

517 Bizonyitsuk be, hogy a K, L, M és N halmazokra az alabbi egyenlségek
ekvivalensek, azaz vagy mindkettd fennall, vagy egyik sem:

KoL=MoN KoeM=LoN.

Adott A és B halmazokhoz hatarozzuk meg az Osszes olyan X halmazt, amelyre
az alabbi egyenlet teljesiil:

527 A—(B—X)=A, 537 (A-X)UB=X,
547 (A—-X)N(B-X)=A, 557 (ANX)UB =X,
56> (ANB)UX =BUX, 572 A—-X=X-A.

58. Irjuk fel a H = {a,b, c} halmaz hatvanyhalmazat!
59> Adjuk meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit!
Igazoljuk, hogy barmely A és B halmaz esetén
60> P(ANB)= P(A)N P(B), 61> P(A)UP(B) C P(AUB),
62> P(AUB) = P(A)U P(B) akkor és csak akkor, ha B C A vagy A C B.
Az alabbi feladatokban 16v6 halmazok mindegyikének véges sok eleme van. Jelolje
|M| az M halmaz elemeinek szamat! Bizonyitsuk be az alabbi allitasok helyességét:
63. |A| <|BJ|,ha A C B, 64. |[AUB| < |A|+|B|,
65. |AN B| <min{|A|,|B|}, 66. |[AUB|=|A|+ |B|-]ANnB|,
67 |[AUBUC|=|A|+|B|+I|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|AnBNC|,
4
68. ‘AlUAQUAgUA4‘:Z’Ai‘—Z’AiﬂAj’Jr Z ’AiﬂA]‘ﬂAk’—
i=1 i#j iFjF kA
- ’Al N As N Az ﬂA4‘.
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69.

70.

71°
T2

73.

74.

75.

Egy 33 f6s tankorben haromféle idegen nyelvet tudnak: 20 didk tud angolul,
16 németiil és 6 francidul, 5 didk tud pontosan két nyelven és 2 didk tud
mindhirom nyelven beszélni. Hanyan nem tudnak egy idegen nyelvet sem,
és hanyan tudnak pontosan egy idegen nyelven beszélni?

Egy faluban 1000 haz van. Ezek koziil 250-ben van auté, 900-ban hiitGszekrény,
950-ben televizi6 és 990-ben radi6. Legalabb hiny hazban van mind a négy
eszkoz?

Héany eleme van egy n elemi A,, halmaz hatvanyhalmazanak?

Mutassuk meg, hogy nincs olyan A halmaz, amelyhez létezne A és P(A)
elemei kozott kolesondsen egyértelmt megfeleltetés. (Utmutatas: tegyiik fel,
hogy van egy ilyen kolcsondsen egyértelmi ¢ : A — P(A) leképezés, és
vizsgaljuk meg az X := {y € A; y ¢ ¢(y)} halmazt.)

Legyen A ={z € R;1 <2 <5}é B={yecR;3<y<4} Az (z,y)
szamparokat a sik pontjainak tekintve abrazoljuk az A x B halmazt!
Legyen A = {a}, B = {z,y}, C = {1,2,3}. Soroljuk fel az A x B x C, az
A3 ¢és a B3 halmazok elemeit!

Az m elemi A halmaz és az n elem@ B halmaz metszete egy k elemii halmaz.

Hany eleme van az aldbbi halmazoknak?
a) Ax B, b) (ANB)2, ¢) (AUB)3, d) (A\B)?, e) (AcB)*, f) AxBx A,
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