3. Matematikai logika (megoldasok)

1. Hamis, ugyanis P, @ és R logikai értékét behelyettesitve kapjuk: (PAQ)AR =
(LANO)ADO=0A0 = 0. (Ebben és a tovabbi feladatok megoldasdban alka-
Imazzuk a D 3.1 definicidit. A megoldast célszerl a zardjelben 16v6 Gsszetett
itéletek logikai értékének meghatarozasaval kezdeni. ToObb zardjel esetén a
legbels6tol haladjunk kifelé.)

2. Hamis. 3. Igaz. 4. Igaz. 5. Hamis.

6. Igaz. 7. lIgaz. 8. Igaz. 9. Igaz.

10. Hamis.

11. A D 3.1 definiciot hasznaljuk: =PV S Gsszetett itélet logikai értéke igaz, hisz
0V1=1,ezert a P= (-PVYS) itélet logikai értéke is igaz, hisz 1 = 1 = 1.
Mivel 1 < 1 = 1, ezért azt kapjuk, hogy a feladatbeli itélet igaz logikai értékq.

12. RV =S hamis, P = (RV —S) hamis, @ A S hamis, ezért a feladatbeli itélet
igaz.

13. P implikilja Q-t. P maga utan vonja Q-t. A Q sziikséges feltétele P-nek.
Ahhoz, hogy P teljesiiljon, sziikséges, hogy () fennélljon. P elégséges feltétele
(Q-nak. Ahhoz, hogy @ teljesiiljon, elegends, hogy P fennélljon. A P csak
akkor teljesiil, ha @ is teljesiil. Ha P, akkor Q.

14. 2". (Lasd még a 2.71-es feladatot!)

15. p, q és r Gsszes kiilonbo6z6 értékharmasara vizsgaljuk meg a kifejezések logikai
értékét! A 14. feladat szerint egy 23 — 8 sorbol 4116 tablazatra lesz sziikségiink:|]

pqgr| gvr pA(gVr) || pAq (pAgVr
111 1 1 1 1

110 1 1 1 1

101 1 1 0 1

100 0 0 0 0

011 1 0 0 1

010 1 0 0 0

001 1 0 0 1

000 0 0 0 0
A két kifejezés nem azonosan egyenl§, mert ap=0,¢q=1,r=1ésap =0,
q=0,r=1esetben pA(qgVr)=0é (pAqg)Vr=1.

16. A tablazatban vastag szamokkal jelezziik a kifejezések logikai értékét. Ezekbdl

kiolvashato, hogy a két kifejezés azonosan egyenld.
~(p=9=pAr—q
0 111 1001
1 100 1110
0 01 1 0001
0 01 0 0010
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17.

18.
19.

20.

29.

32.
33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

A disztributivitas (T 3.4 (5)) és a T 3.4 (6) és (7) felhasznalasaval:
pA(pVa)=(@A-P) V(DAY =0V(pPAg =pAg
Alkalmazzuk a T 3.4 (5), (6) és (7) azonossagait!

palpeqa| AV (pA—g) |
T1] 1 T 1 0
10/ © 0 0 0
01| 0 0 0 0
00| 1 0 1 1

Tehat mind a négy esetben p < g = (p A q) V (—p A —q), vagyis az azonossag
fennall.

A T 3.4 (11) és (8) azonossagok felhasznalasaval, vagy az el6z8 feladathoz
hasonléan tablazattal.

A T 3.4 (9) és (8) azonossagok felhasznalasaval:
(pAgAT)=s=-(DANgAT)VS=-DpV gV -rVs,

tovabba T 3.4 (9) tobbszori alkalmazasaval:

p=lg=(r=3s)]=-pVjg= (r=s)|=-pVvoqV(r=s)=-pV-gV-rVs.
—(Marta széke).

—(—(Matyas elég virtuoz)). Ez ekvivalens azzal, hogy ,Matyas elég virtuoz".
(esik az esd) A (meleg van) A (a nap elbijt) A (késére jar az id6).

A hétkoznapi beszédben az 68", .de", is...is", ,bar", ;noha",... szavak is al-
kalmasak lehetnek a konjunkcio6 kifejezésére, bar e szavaknak a logika nyelvén
ki nem fejezhetd egyéb tartalmuk is lehet. Ha megvizsgéljuk, hogy egy mon-
datban szerepls elemi {téletek igazsagértékétsl hogyan fiige az egész mondat
igazsagértéke, eldonthetjiik, hogy milyen miveletekrél van sz6. Példaul az
e feladatbeli mondat csak akkor igaz, ha a benne szerepld négy elemi itélet
mindegyike igaz, tehat valoban konjunkciokrol van szo.

(Eva ott volt) v (Pista ott volt).

—(a hegy megy Mohamedhez) = (Mohamed megy a hegyhez).

Hasznaljuk az alabbi jeloléseket: E: esik az es6, F: fuj a szél, K: elmegylink
kirandulni. E jelolésekkel: (-E A =F) = K. Ez T 3.4 (9) és (8) fel-
hasznalasaval atalakithato az alabbi médon: (—E A —F) = K = =(=E A
-F)V K = FEVF VK. Eszerint a mondat ekvivalens a kovetkezGvel: esik
az es6 vagy fij a szél vagy elmegylink kirandulni."

M: matekbol elsére atmegyek, F: fizikdbol els6re dtmegyek. E jelolésekkel:
—(-M N —=F)) = M Vv F, ami hétkoznapi nyelven igy szol: ,matekbol vagy
fizikabol els6re atmegyek".

S: a szemtani megbizhato, U: az ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak, T
téved az irasszakeérts. E jelolésekkel:
(SAU)=T=-SV-UVT=-(SANUAN-T).

Azaz az ekvivalens alakok hétkoznapi nyelven: A szemtanti nem megbizhato,
vagy az ujjlenyomatok nem a tettestdl szarmaznak, vagy téved az frasszakérts" Jj
illetve ,Az nem lehet, hogy a szemtant is megbizhato, az ujjlenyomatok is a
tettestsl szarmaznak, és az irasszakérts sem téved".
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59.

(szivarvany van) = [(esik az es6) A (siit a Nap) A —(dél van)].
n paros | n paratlan | n vagy paros, vagy paratlan egész

1 1 nincs értelmezve (lehetetlen)

1 0 1

0 1 1

0 0 nincs értelmezve (lehetetlen)

kirandulni | strandolni | vagy kirandulni megyiink
megyiink | megyiink vagy strandolni

1 1 0

1 0 1

0 1 1

0 0 0
(Ezt a miiveletet nevezik ,kizaro vagy™nak.)

Vagy Ecser

Ecser kovetkezik | Maglod kovetkezik | vagy Maglod kévetkezik
1 1 nincs értelmezve

1 0 1

0 1 1

0 0 0

Igaz, mert a 7 primszam. 45. Igaz, mert a 2 primszam és paros.

Igaz, mert van olyan pozitiv egész szam, amelyik primszam.

Igaz, mert minden pozitiv egész y-hoz megadhato olyan pozitiv egész x szam,
mely osztdja y-nak.

[gaz, mert létezik olyan pozitiv egész szam, amely primszam és paros.

Fz hamis 4allitas, mert nem minden pozitiv egész szam primszam.

Igaz, mert ha y oszthato 2-vel, akkor péros.

Ez hamis, mert ha x osztoja y-nak, akkor y > x.

Ez igaz allitas.

Az itélet szavakba foglalva: van olyan pozitiv egész szam, amely ha 6-tal os-
zthatod, akkor primszam. Ha kiilonosnek is tlinik, ennek az Gsszetett itéletnek
a logikai értéke igaz. Vegyiik példaul az (S(6,5) = T'(5)) vagy az (5(6,8) =
T'(8)) itéleteket. Az el6tag mindkettGben hamis, ezért az implikacio igaz.
Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor téglalap. Az allitas hamis.

Ha egy négyszog téglalap, akkor hirnégyszog is egyben. Az allitas igaz.

Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha téglalap. Az allitds hamis.
Fgy négyszog akkor és csak akkor hiirnégyszog, ha szemkozti szogeinek 6sszegel]
180°. Az allitas igaz, mert p(x) = r(x) és r(x) = p(x) is igaz (T 3.4. (11)).
Ha egy négyszog téglalap, akkor atloi felezik egymast. Az allitas igaz.

Ha egy négyszog atloi nem felezik egymast, akkor a négyszog nem téglalap.
Mivel a g(x) = s(z) itélet igaz minden x-re, ezért a —s(x) = —q(z) allitas is
igaz a kontrapoziciés azonossag (T 3.4 (10)) miatt.
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60. Ha egy négyszog hirnégyszog, de nem téglalap, akkor a négyszog atloi felezik
egymast. Az allitds hamis.

61. Jelolje A az ajtok, K a kilincsek halmazat, és R(x,y) azt az itéletet, hogy
y rajta van z-en. E jelolésekkel formalizalva: (Vx € A)(Jy € K)R(x,y),
aminek tagadasa T 3.4 (12) szerint (Jx € A)(Vy € K) —R(z,y), szavakban:
,van olyan ajto, amin nincs kilincs".

62. S(x): x szekercét fog hona ala, M(x): x molnar. E jelolésekkel a kozmondas
formalizalt alakja: —Va [S(z) = M(z)]. Ez T 3.4 (12) és (9) szerint ekvivalens
az alabbiakkal: Jx —[S(z) = M(z)|] = Jz[S(z) A ~M(z)], ami szavakban:
,wvan olyan, ki szekercét fog hona ald, de nem molnar". Az eredeti allitas
tagadasa: Vz [S(z) = M (x)], azaz szavakban: ,mind molnar, ki szekercét fog
hona ala".

63. A b(x) : (z nem szolt, csak bégetett), d(z) : (x dicséretet kapott) jelolésekkel:
Vz (b(z) = d(x)). Tagadasa T 3.4 (12) és (9) felhasznalasaval: —Vz (b(z) =
d(z)) = Jx—(b(z) = d(z)) = Fx(b(x) A =d(z)). Ez utobbi hétkéznapi
szavakkal: ,volt olyan, ki nem szolt, csak bégetett, de még dicséretet sem
kapott".

64. (Ve > 0)(35 > 0)(Vz)(A = B), ahol A : |z —a| < 6, B : |f(z) — f(a)| < e.
Tagadasa T 3.4 (12) és (9) felhasznalasaval: —[(Ve > 0)(36 > 0)(Vz)(A =
B)| = (Fe > 0)(V6 > 0)(3z) ~(A = B) = (Je > 0)(Vd > 0)(3z)(A A —=B).
Szavakban: ,Létezik olyan pozitiv € szam, hogy barmely § pozitiv szdmhoz
talalhato olyan x szam, hogy |z —a| < 6, de |f(z) — f(a)| > e."

65. Atfogalmazva: ,minden idépillanatban, amikor faj a szél, fazom". Formalizalva:|]
Vz((az = pillanatban faj a szél) = (az z pillanatban fazom)). Tagadasa:
Jz((az x pillanatban faj a szél) A —(az x pillanatban fazom)), azaz, .van,
hogy fij a szél, de nem fazom."

66. Mivel p(z) = q(z) = —p(x) V q(x),
igy a neki megfelel halmaz P U Q.

Bdévebben kifejtve:

pla) = q(e) = (x € P) > (x € Q) =
(¢ P)V(reQ)=(xre PUQ).
(lasd az abrat)

67. (PUQ)N(PUQ),
ami méasképpen felirva P & Q.

68. PUQNR=PUQUR.

69. PU(QNR)=(PUQ)N(PUR). 70. PUph=P.
71. [(PUQ)N(PUQ)|U[(PUQ)N(PUQ)=H .
72. P—=H. 73. P=0. 74. P £0.

75. P=Q.

76. Vx (p(z) = q(z)) =V ((x € P) = (z € Q)), ami azt jelenti, hogy ,ha valami
eleme P-nek, akkor eleme (Q-nak is", azaz ,,P minden eleme eleme a () hal-
maznak is", azaz P C Q). (Egy maésik igazolas az implikacio kikiiszobolésével:
Vo (p(z) = q(x)) = Va (=p(e) V q(2)) = =3z =(-p(2) V ¢(2)) = =3z (p(z) A
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77.
78.

79.

80.

81.
85.

86.

87.
88.

89.

90.

—q(z)). Az utolsé formulabol kiolvashat6, hogy P-nek nincs Q-vel kzos el-
eme, azaz P C @Q.)

P és @ diszjunktak.

Azonossag. A bal oldal halmazelméleti megfogalmazasban: PNQ = H, a
jobb oldal: P = H és QQ = H, ezek pedig ekvivalens allitasok.

Nem azonossig. A bal oldal halmazelméleti megfogalmazasban: PUQ = H,
a jobb oldal: P = H vagy Q = H, ezek pedig nem ekvivalens allitasok.
PV ApVr)A(gVr)=(AgV(pAT)VI(gAT).

Tablazatot készitve:

pqgr |[(pVOApVr)A(gVr)balo. || (pAq)V(pAr)V(gAr) jobb o.
111 1 1 1 1 1 1 1 1
110 1 1 1 1 1 0 0 1
101 1 1 1 1 0 1 0 1
100 1 1 0 0 0 0 0 0
011 1 1 1 1 0 0 1 1
010 1 0 1 0 0 0 0 0
001 0 1 1 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0

pA=(gAT)=(PA—g)V (pA-T).
Ha E(x) jeldli az ,x pillanatban esik az es¢", F(z) az ,z pillanatban fj a
szél" itéleteket, akkor a feladatbeli itélet formalizalva:

(Va)(E(z) = F(x)) V (Vo) (F(z) = E(z)),
ami valoban nem igaz, ellentétben a
(Vo)[(E(x) = F(x)) V (F(x) = E(x))]

itélettel.

Ha n < 24 és m < 24, akkor n + m < 48, ami — mivel n és m pozitiv
egészek — a kontrapozicio (T 3.4 (9)) szerint pontosan azt jelenti, hogy ha
n+m > 49, akkor n > 25, vagy m > 25. (E bizonyitas formalizalasahoz
vezessiik be a kovetkezd itéleteket: p: n+m > 49, q: n>25,r: m > 25.
Azt szeretnénk bizonyitani, hogy p = (q V r) igaz. Helyette a logikailag
ekvivalens —(q V r) = —p kontrapozicios alak helyességét fogjuk belatni. A
De Morgan azonossagok révén —(q V r) = —g A —r adodik, vagyis n < 24 és
m < 24. Utobbibol n +m < 48 adodik, ami éppen —p. Ezzel megmutattuk,
hogy —(q V r) = —p igaz, kovetkezésképpen bizonyitottuk, hogy p = (¢ V r)
érvényes. )

(1) minden nap, (2) kedd kivételével minden nap.

,Ha egy természetes szam oszthatd a-val is és b-vel is, akkor oszthatd ab-vel

is” — nem igaz.
»Két négyszog egybevago, ha a megfeleld oldalaik egyenlék egyméssal” — nem

igaz.

»Ha egy haromszogben két oldal négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal
négyzetével, akkor a haromszog derékszogi" — igaz.
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94.

95.

96.

97.

98.

A soros kapcsolast aramkor pontosan akkor vezeti az aramot, ha A és B is
be van kapcsolva, azaz ha a és b is igaz. Ennek alapjan a soros kapcsolasnak
az a A b itélet felel meg. A parhuzamos kapcsolasi aramkor pontosan akkor
vezeti az &ramot, ha A vagy B be van kapcsolva, azaz ha a vagy b igaz. Ennek
alapjan a parhuzamos kapcsolasnak az a V b itélet felel meg.

a=b=-aVb,

ezért az aramkor:

a< b= (-aVb)A(aV-b), vagy a < b= (aAb)V (-aA-b). Az ezeknek
megfelel§ két aramkor:

aNbAcA={aNb)=
aNbAcA(—aV —b), igy:

[(a=Db)A(b=c)]= (a=c)
=(aN-b)V(bA-c)V (cA—a), igy:

(YA2)V(cA—-yAz)V(czA-yAz)V=z.

(xVyVzVu)A{zVyVu)A(xVz)=zVI[(yVu)Az|.

Legyen x az elndki kapcsolohoz, y, z és u a tovabbi harom kapcsoldéhoz rendelt
logikai valtozo. A kapcsolo aramkor vezeti az aramot, ha x és még egy valtozo
igaz, vagy ha y, z és u is igaz; formulaval: [z A (y V 2z V)]V (y Az Au). Igy
az aramkor:
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