N

© g =

11.

12.
14.

16.
17.

19.

20.
22.

24.
25.
26.
27.
28.
30.
31.
32.

34.
35.

Sorozatok (megoldasok)

0.3,3.3, 3. 2. 23,348
LV6VT—1,V2,3-V3,VI0—2. 4. Y2 1,%20,-Y2.
1,4,9,16,25. 6. 3,918, 30 45.
—2,2,—4,4, —6. 8. -1,0,-1,-1 -3

ap = Sy (Z§:1 j) = Z}:M =l,ay = S5 (Zj:l j) = Z}:M + Z?:M =

1+ (1+ 2) =4, hasonléan ag = 10, a4 = 20, a5 = 35.

=N n s egert: 1,4, —1, —i, 1
i1 =17, ezért: 1,2,—1,—1, 1.

(“ﬁ)n ), ey i 1,20,2(i— 1), —A.

anp = 2n. 13. a, = -8 —Hn.

an =357 i = Y 15. ap, = (—=0,1)™.

an = 235501 1o = 808 (1= 10w ) -

1+ mir. 18. ap =1+ (—1)™

an = (—1)n(n2+1) vagy "utasitassal" a, = { 1_71’ Ez Z z jl]z - i) XZ§§ jZ _ %
an = ng% 21. ap = cos 5.

ayp = COS 2”” + 7sin 27:})77,71 € N.

(i — 1)n+4 — —4(i —1)", ezért a, = (i —1)",n € N.

A sorozat minden tagja —1.

2, :2)’, 1,0; az 5.elem mar nem létezik.

1,2,4, 3, 3. 29. 1,2,5, 23 950
—1,i+ 1,365 — 9,80 — 174.

21,1 — 3,9 — 5i,57 — 89¢, —4671 — 101454.

i,j,—k,1,j. 33. i,j,k,0,0.

Ha u = uy +iug és v = vy + ivg, akkor |u — v| = \/(ul —v1)2 + (ug — v9)2.

Tetszbleges a, b(e€ M) vektorokra

1, ha a+# b,
d(a’b){o, haa#b;

ezért csak a haromszog-egyenlStlenséggel kell részletesebben foglalkozni. Legyen
a,b,c € M. Ha van koztiik két egyenld vektor, akkor a hadromszog-egyenlétlenség
nyilvanvaloan teljesiil, mégpedig egyenldséggel. Ha a, b és ¢ kozott nincsenek
egyenldk, akkor d(a,b) + d(b,¢c) =2 > 1 =d(a,c).
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7. Sorozatok

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Ha H korlatos, akkor van olyan ) pont a térben és olyan v pozitiv valds
szam hogy a H minden P pontjara d(Q, P) < v. Ebbdl d(O, P) < d(0,Q) +
d(Q,P) < d(O,Q) + v, azaz H minden pontja benne van az O kodzépponti
d(O, Q) + v sugara gémb belsejében. Az allitas megforditasa nyilvanvalo. A
feladat komplex szamokra vonatkozo része hasonléan bizonyithato.

Csak a haromszog-egyenl6tlenség bizonyitasat vazoljuk. Legyenek a,b és ¢
komplanéris egységvektorok. Ha az a és b vektorok szoge «, a b és ¢ vektorok
szoge (3, akkor

d(a,c) = |a x ¢| = |a||c||sin(a & )| = | sinacos 5 £ cos asin F| <
| sin awcos B| + | cos asin 3] = |sin || cos B| + | cos a|sin G| <
|sinaf + | sin 8| = d(a,b) + d(b, ¢).

Csak a haromszog-egyenlétlenség bizonyitasat adjuk meg. Ha A(aq, ag),
B(by,bs) és C(c1,ca) az R metrikus tér tetszdleges pontjai, akkor

d(A,C) =lar — c1] + |ag — ca| = a1 — by + b1 — c1| + |ag — by + by — ¢2
< |CL1 —b1| + ’bl —Cl| + ’ag —bg’ + |b2 —Cg‘ = d(A7B) +d(B,C).

Az (1,0) pont 1 sugari kornyezete a (0,0),(1,—1),(2,0),(1,1) csicspontu
négyzet belsé pontjainak halmaza az (1,0) pont kivételével.

Az el676 feladathoz hasonld modon jarhatunk el. Az (1, —1) ponttdl 1 tavolsagra
16vS pontok halmaza a (0,0), (2,0), (2, —2), (0, —2) csticspontt négyzet hatarpontjai.
Minden z(€ A) elemre inf A < z, s igy —inf A > —z. Ez azt jelenti, hogy
—inf A a B egy fels6 korlatja. Ha w a B egy fels6 korlatja, akkor minden
z(€ A) elemre —z < w, azaz ¢ > —w. Kovetkezésképpen —w < inf A, s igy

w > —inf A, tehat —inf A = sup B.

A metrikatol megkovetelt els6 harom tulajdonsag teljesiilését konnyen belathatjuk.
A haromszog-egyenlStlenség a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlGtlenséggel (1.85)

a kovetkezdképpen bizonyithato: Legyenek A = (a1, a2, ..., ay),

B = (b1,ba,...,by) és C = (c1,c2,...,cy) az R™ halmaz tetszGleges pontjai.

k=1

2
(d(A7B)+d(B7O))2 — (\lZ(ak—bk \IZ bk_ck ) =

n n n n
S lag — bgl> + > by — e + 2\l o lak — b2 D by — el >
1 k1 1 1

2
n n n
S Jak — bgl* + > Jag — bel* + 2 (Z \ak—bk||bk—0k|) =

n n

Z(\ak — bk’ -+ ’bk — Ck’)2 > Z(\ak — b + b — Ck’)2 =
k=1 k=1

2

=
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42.

43.

44.
45.

46.
48.

49.

50.
52.

53.

54.
55.
56.

Z ajp — Ck — d(A, 0)2.
k=

Barmely p(e X) és g(€ X) esetén d(p,p) = 0 és d(p,q) = d(¢,p) > 0.
Legyen most r az X halmaz egy tetszGleges tovabbi eleme. Ha p = r, akkor
d(p,q) +d(g;r) > 0 = d(p,r). Hap # résp = g, akkor ¢ # r, s igy
d(p,q) +d(q,r) =1 =d(p,r). Ha p # r és p # q, akkor d(p,q) + d(q,r) >
1=d(p,r).

Legyen H C X és p € H. Példaul a p pont 1 sugari teljes kérnyezete H-hoz
tartozik (a p pont 1 sugaru teljes kornyezetében ugyanis csupan a p pont
van), azaz H minden pontja belsg pont. Ez azt jelenti, hogy H nyilt halmaz.
Hasonlodan lathato be, hogy X — H minden pontja H-nak kiils6 pontja. Mivel,
igy H-nak hatarpontja nincs, H zart is.

Nem. Példaul: (3 —2)% + (2—1)% # (3 - 1)2
Igen. d(z,y) 20, dz,y) =0<=2z=y; dz,y)=d(y,z).
Vie—yl+ly 2l = \Jlo -2l =
[z —yl+ly =z +2y/lx —ylly — 2| = & — 2|,
de |z —z2| = |z —y+y—z2 < |z—yl+ |y — 2], s ebbdl mar adodik a
haromszog-egyenlGtlenség.
Nem. d(z,y) =0 < z = +y. 47. Igen.
A sorozat nem korlatos, mert a pontok masodik koordinataiboél alkotott sorozat
nem korlatos.
A sorozat korlatos, mert minden n-re:
3 1 3 —1
gl odntn oo g o g
2n 2n n
Korlatos. 51. Korlatos.
LA , ,
|2n| = = 1, ezért a sorozat korlatos.
V2
A rekurziv definiciorol attérhetiink a sorozat egyetlen képlettel valo megadasara:
zn, = (1 +9)" (n € N). Barmely v pozitiv valés szamra: |z,| > v, ha
n > ﬁ, ezért a sorozat nem korlatos.
lg /2
A sorozat korlatos, mert a koordinatakbol alkotott mind a két sorozat korlatos.
Korlatos.
Barmely € > 0 esetén:

|an -

Ha ¢ = 1072, akkor ng = 99, 5: azaz a 100. elemtd] kezdve esnek a sorozat
elemei az 1-nek 1072 sugart teljes kérnyezetébe, tehat ny — 100.

|'2n—1 ’ 2 11

-1 = <eg h >ng=—— .
o+ 1 ml S M o oy
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1
ng = — — 1,ny = 1000.

57.
NG
2 1 14
58. Ha n > 2, akkor nTe o ’ = ——. Ebben az esetben |a,, — a| < ¢,
3n—8 3 3(3n — 8)
14 8
han>—+ . = 1403.
an 0z + 3 ni
1

59. np = ——, n1 = 100.

" logye 1)
60. Mivel 0 < a, < %, ezért ¢ > % esetén a sorozat minden tagja benne van az

61.

62.

64.

65.

66.

1 szam % sugaru kornyezetében, ezért kiiszobszamnak valaszthatoé barmely

1-nél kisebb valos szam. Ha 0 < e < %, akkor

1-3
an € (% — &, % + ¢) akkor és csak akkor, ha n > ng = logy 5 ° ny = 1.
€
n+1 n+ 2 2-10°
—al =11 —1 . Ebb6l ng = : = 500.
an = ‘gn+2’ T T T R
4 2
ng = m, ni1 — 20. 63. ng = logy . ny — 101.
| | 9(_1)71—1 ﬁ ha n péaros;
ay —a| = =
" 5(5n + (—=1)n~1) %, ha n paratlan.
79 <eg <+ ! + . <
— - <n
5(5n — 1) 25 H ’
<€ < - <
56n 1) 5T 25 5 "
Ezek int ) + ! 37
zek szerint ng = — + —. n; = 37.
025 "5
n
Az |ay, —a| = o~ S < € egyenl6tlenség megoldasa elég nehézkes. Helyette a
n

kovetkezd becslést végezhetjiik el:
n < n 1 <
< == — <E&.
nd+1 "~ nd3 n?

1 .
Ha n > —=, akkor az eredeti egyenlGtlenség is biztosan teljesiil. Igy viszont
€

ni-et is csak becsiilni tudjuk, azaz az 32. elemt6l kezdve minden elem biztosan
benne van a 0 szam 1073 sugart teljes kdrnyezetében.

Az allitast valos szamsorozatra bizonyitjuk (azaz m = 1 esetre), de m > 1-re
hasonléan bizonyithat6. Legyen az |ay,] valos sorozat korlatos, akkor van olyan
k € R, hogy |as| < k. Tegyiik fel, hogy a sorozatnak a torlodési helye, de
nem hatérértéke, akkor valaszthato olyan § € R™, hogy (a—4,a+06) C [—k, k]
ésa (—k,a—0) vagy a (a+9, k) intervallumba a sorozatnak végtelen sok eleme
esik. A Bolzano-Weierstrass-tétel (T 7.17) szerint kivalaszthato a (—k,a —0)
vagy a (a+ 4, k) intervallumba esé konvergens részsorozat, azaz a sorozatnak
legalabb két torlodési helye van.
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67.

68.

69.
70.
71.

72.

73.

74.

Legyen példaul € = % Megmutatjuk, hogy nincs olyan ng kiisz6bszam, hogy
ha n > ng, akkor |ap+p — ap| < % minden p pozitiv egész szimra teljesiil.
Tegyiik fel, hogy létezik az ngy kiiszobszam, és legyen n az a pozitiv egész
szam, amelyre ng < n < ng + 1. Mivel

1 1 1 1 D
g >Nty —anl =T o e T 2 0

2

(minden tort nevezGje helyett n + p-t frva), ezért minden p € N -ra:
p

n-+p

1
< 5 Ebbél: p < n, ami lehetetlen.

Nem. Az el6z6 feladat nem konvergens sorozata teljesiti ezt a feltételt:
1
— = ——<¢g han>-—-1
a1 —an| = 5 < e han>
lg(n +1) >k <=n>10" -1, ny =100
n—1
— — —n-1>k<=n>(k+1)?% — 108 + 1.
N n n>(k+1)°, np +
1. megoldas:
2 2
T o> Pk han>2k
n+l " nt+n 2

2. megoldas:

2 2

—1 1 1
L + =n—-14+——>n—-1>k, han>k-+1.

n+1 n+1 n+1 n+1
3. megoldas:

2 k+VEk2+ 4k

W ke n?—kn—k> 0> VAR ng = 21.

n+1 2

Bérmely e(€ R")-hoz van olyan ny € N, hogy ha n > nj, akkor 0 < a,, < .

Ha ng = max{ng,n1} és n > nag, akkor |b, — 0| = |by| < an, < €. Ez azt
jelenti, hogy lim, o b, = 0.

Jelolje |z| egészrészét szokasosan Ent |z|, és legyen ng = Ent |z| + 1. Akkor
n > ngo esetén B <1és
n
I e B O o T O
nll o 1 2 nong + 1 n = ny! n  ng n

ha n > ng, amibdl mar 72. feladat alapjan adoédik az allitas.

A k = 0 esetben a T 7.27 tétel szerint igaz az 4llitds. Legyen k£ > 1. A

sorozat alulrol korlatos (0 példaul egy also korlatja). A sorozat valamilyen

indext6l kezdve szigorian monoton csokkend:
nk (n+ 1)k

1 k

1
a1

<n.

7.5
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75.
76.

77.

78.

79.

80.

(Valegyen egyenls a-val.) A T 7.22 tételt felhasznalva kapjuk, hogy a sorozat
konvergens. Tekintsiik a sorozat paros indexii elemeinek részsorozatat. A T
7.15 tétel szerint:
k k n .k n k
n 2n 1\"n 1 n
lim — = lim (2n) = lim 2k<> — = 2% lim <> lim — =0,

n—oo gl n—00 a2n n— o0 a a™ n—oo \ q n—oo qn

1
mivel ¢ > 1 miatt 0 < — < 1.
a

k n .k
) n an ) ) Y L
Hasznaljuk fel az — = —, azonossagot és az el6z6 két feladat eredményét.
n!  nla

Ha ¢ = 0, akkor az &llitas nyilvanvaléan igaz. Legyen 0 < |q| < 1, akkor

‘q > 1. Alkalmazzuk a 74. feladat allitasat az a = |c1] és k = 1 ese-
tre. Ezutan a 72. feladat segitségével kapjuk az allitast, ha a, = |ng"| és
b, = nqg". (Megjegyezziik, hogy a feladat a 74. feladat nélkiil is megold-
hat6. Ehhez el@szor megmutatjuk, hogy [|ng"|] sorozat valamilyen indextdl
kezdve szigortian monoton csokken, ha ¢ # 0: nlg[” > (n + 1)|¢["™! <=
4|
1 —|q
also korlatja), igy konvergens, s a legnagyobb also korlatjahoz tart. Tegyiik
fel,hogy a sorozatnak van egy k pozitiv also korlatja, azaz minden n > ng

n n

esetén:1 > |¢| > —= > 0. Ismert, hogy lim
Yn n—:o0

. Mivel az [|ng"|] (n > ng) sorozat alulrdl korlatos (0 egy

= 1. Ez azt jelenti, hogy 1
Yn
barmely kornyezetébdl a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja marad ki, ami
ellentmond az elébbi egyenlGtlenségnek. Ezért lim,_ [ng,| = 0. (np-nél

kisebb vagy egyenld indext elemek nem véltoztatjdk meg a hatarértéket!))

El6szor mutassuk meg, hogy az [V/n!] sorozat szigorian monoton névekvs,
ezért a reciproka szigoriian monoton csokkend. Mivel a sorozat pozitiv tagu,
ezért 0 egy alsd korlatja. A 73. feladat segitségével mutassuk meg, hogy
nincs a sorozatnak pozitiv also korlatja.

Van olyan 0 < ¢ < 2w, hogy z = cos ¢+ isin¢. A Moivre-képlet szerint 2" —
cos ny-+isin np. Legyen lim,, . cosny = a és lim,, .. sinny = b. Akkor a =
limy, 00 €O8(n + 1) = lim,, oo (cos np cos p — sinnpsin ) = acos p — bsing
és a = lim,, oo cos(n — 1) = acosp + bsinp. Ha cosy # 1, akkor a = 0 és
b = lim, .o sin(n + 1) = bcos p miatt, b = 0; Igy lim, .o 2" = 0, amibél
kdvetkezik, hogy lim, . [2|® = 0, ami azonban lehetetlen. Igy cosy = 1,
azaz z = 1. Ebben az esetben a sorozat konvergens.

™

1l.megoldas: 0 <

: 5 1 1
sinn 2= o, \/%—M), ha n — oo.
2.megoldas: Egy korlatos és egy nullasorozat szorzata szintén nullasorozat.

1
1 1 1\~
an — (1 + n) (1+ﬁ)%, 1< (1 + n) < 2 68 limy_oo /2 — 1. A rendér-

3=

1
elv miatt: lim (1 + ) =1, ezért lim,, . a, = 1.
n—oo n
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81.

82.

83.

84.

85.
87.

88.
89.

90.

91.

92.

95.

96.
97.
98.

1 n
A Bernoulli-egyenl6tlenség (T 7.34) szerint: a, = <1 + \/_> > 1+ +/n.
n
Ebbél: Lim, .~ a,, = 0.
1 n 1 n 1
an = =+ — + ——
"2 n (=)W
sorozat torlodasi helyei.

n—1 han =2k —1;
Ay =

3 ) 3

D | Ot

lim a9 = lim a9 =
60 2k ? 500 2k

nile
(3), han—2k (keN").

. . _ . 1-1
limy, oo a9p—1 = limy, oo % = limy, oo ﬁ = 1.
A sorozat egyetlen torlodasi helye 1, de a sorozat nem konvergens.
2
an:?)nilﬁo,han—)m.
(3) + a2
lim,,— o0 ay, = 2 86. —o0.

A sorozatnak harom torlodasi helye van : 0,1, %
n3+1> n? >n3 n n3+1< n I

== ———— < ——= = lim a, = oc.
n2+1" n2+1~ 2n2 2 n? +1 2 n—oo "

nP (ag+ % 4 - 4 2=k 4 92)

np

lim a, = lim
n—oo

pure bg—
n Oonq(bOJF%JF"'JrnZ,llJr%)
0, ha p < g¢;
ag .
lim np_qa—o: bo 2 ha p q’, a
n=00 bo 0, hap>qes£>0;

ag

—00, hap>qeés b0<0.

48.: divergens; 49.: lim, o P, = (%,1); 50.: divergens, 51.: divergens;

V2 4
limy, 0o Vi, =1+ j; 55.: limy, oo vy, =1+ .
4 2 4 2
n*+n“—1 —n*+2n
) .ATT7.28
nt+1 i nt 41

tétel szerint: lim, 002, = 1 — 2. A feladat egyszertibben is megoldhato:

1414 2 nwo .. nmw . .
52.: = cos — +isin 78 sorozat divergens; 53.: divergens; 54.:

A tortet (n?-+4)-vel bévitve kapjuk, hogy

i i | 14(17%)
m — = 0, ezért lim Ry I
=500 n 07 n—oo 1_%

lim,,— o0 2, = 1. 93. Divergens. 94. lim, .z, = 0.
i\
N ¢ ) R
g zn = ol 0, mert
A sorozatnak csak két eleme van: 0, —i.

< 1.

i
3

A sorozat divergens, mert |1 —i| = /2.
Alkalmazzuk a Moivre-képletet, lim,, .o z, = 1.
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n . 1 — Z'n+1
99. Z 1= ;0 a sorozat divergens, négy torlodasi pontja van.
k=1 —t
n+1
100.2 7 = <_Z+1) = 1—(,) — nlLrgoznzl—z.
i (L) -5 i+l L

101.1im,, o0 2, — @

1—3¢
102. A sorozat divergens, mert | Z‘ — V2.
|1+ 24|

~ 2n+1 - 2n—1

S 3n+47 3n+1

egyenlGtlenség minden n(€ NT)-re teljesiil, ezért a sorozat szigorian monoton

o : 245 2 1

névekvs. supla,| = Jim_a, = lim = T = 3 infla,| = a1 = T
n

104. Az el6z6 feladat megoldasaban alkalmazott gondolatmenettel is dolgozhatunk,

103.a,+1 = a, < 6n2 +5n+1 > 6n® + 5n — 4. Az utobbi

de most kevesebb szamolassal jar a kovetkez6: ani1 — an, = 20mZ 5 >0
n —
minden pozitiv n-re, ezért a sorozat szigortian monoton névekvés. supla,| =
. 1 3
Jim ap, = —5 infla,| = a1 = —F
105. n
n—9 {>8, han>§,
ap+1 — Gp — =Y, an =2
nn =D +2) | <0, han<2

Ebbdl kovetkezik, hogy a1 > as = a3, és a harmadik elemtdl a sorozat kezdve
szigortian monoton né. infla,| = as = az = %, supla,| = limy, 00 ap = 1.

106. GZH > 1 minden n-re, ezért a sorozat szigoritan monoton novekva.
sug[an] = limy o0 ap = 2, infla,| = a1 = %

107. A sorozat szigorian monoton csékkend, infla,| = lim, o = —25,sup|a,| =
a - 120

108. A sorozat szigortan monoton névekvs. suplay| = 3, Jim a, =
lim LA 3, inflay| = a1 = 2

109.a2 < aj, a sorozat a masodik elemtdl szigoriian monoton né. Ha n > 2, akkor
n!  (n—1) . (n-1)(n-2) _ n? —3n + 2 . n? —3n

n? n n - n . n .
sorozat feliilr6l nem korlatos, alulrdl korlatos. limy, o ap, = oo, infla,| =
1

as = 3-
110. A sorozat nem monoton, nem konvergens, alulrél korlatos, inf|a,| = 0.

111. A 73. feladat alapjan (z = k) a sorozat hatarértéke 0.

=n—3, azaz a

a L >1, han<k-—-1;
ntl 1{1, han =%k —1;
n nt <1, han>k—1.
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k > 3 esetén a sorozat a (k — 1)-edik elemig szigortian monoton nd, a k-
adik elemtdl pedig szigoriian monoton csokken, ai_1 = ap. A k = 2 esetben
a1 = a9, s a masodik elemtdl a sorozat szigoriian monoton csokken. A k=1

esetben a sorozat szigortian monoton csokken. A k > 2 esetben supla,| =
k

p-1 = ak = 7. A k =1 esetben supla,| = a; = 1.

112. A sorozat nem monoton, nem konvergens. Az [agy;k € NT| részsorozat
pozitiv elemii, szigorian monoton csékkend, alulrél korlatos, tehat konver-
gens (hatarértéke 0). Az [ag,_1;k € NT| részsorozat negativ elemii, szigorian
monoton névekvd, feliilrsl korlatos, azaz konvergens. Ez azt jelenti, hogy a

sorozat korlatos, infla,] = a1 = —1, supla,]| = a2 = 3. (Torlodasi helyei 0 és
2.)
n(n + 1) 1n+10-10 1( 10 )
113.a, = = —————— = — (1= ——-). Ebbdl lathat¢
TS D+ 10) 2 n10 2" 10 OF S,

hogy a sorozat szigortian monoton ng, és lim, .~ a, = % A sorozat korlatos,
infla,| = a1 = 55, supla,| = 3.

114. A sorozat nem monoton, valtakozd elGjelid (oszcillalo). Az [|ay|| sorozat
szigoran monoton csokkend és lim, . a, = 0. KEbbsl kovetkezik, hogy

33241

ezért a sorozat szigortian monoton noévekvd.

infla,] = a1 = —3 és supla,| = as

115.Mivel an+1 — Qp -+ wa

1
an = § (1 — 5n>, igy limy, oo ay = i. A sorozat korlatos, infla,] = a; = %,

supla] — 1

116. Szigorian monoton csokkend, korlatos; inf|a,| = lim, . = 0,supla,]| =
az = 3.

117.A hatarérték (%4) kiszamitasakor hasznaljuk fel a 74. feladat eredményét
k =2 és a = 4 esetben.

118. A hatarérték 1 (kiszamitasakor hasznaljuk fel a 74. feladat eredményét k = 1
és a =2, illetve k = 0 és a = 2 esetben).

(8)

119.a, = Zsin—.  lim a, = 0, mert egy egy nullasorozat és korlatos
1 n’ n—%

1+ (%)

ta. 0 < el e ™ esert 0 < sin L < sinl Tovabba —— >
szorzata. — < —, ezér sin —= < sin . Tovabba

n+l n 2 ntl n 3n 1
vt o

FrEs) minden n-re teljesiil. Igy

on 1 . on 1 - ontl 1
S1n — S1n Sin
3n 1 n_ 3n4+1 n+1~ 3ntl 41 n+1’

azaz a sorozat szigortian monoton csokkend. A sorozat korlatos, infla,| =

0, supla,| = a; = 3sin 1.
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7. Sorozatok

120. A nevez6 gyoktelenitésével és y/n-nel egyszeriisitve kimutathato, hogy
lim, .o a, = —00. A sorozat szigortian monoton csokkend és feliilrél korlatos,
suplay| = a1 = —1.

1000 20 2
+ %5 —3n° —1
121'n15{>lo ap = T}L%m = 0. 122. hm an = nILw ES R -3.
123.limnﬂoo(—1)”nQ”+1 =0 63 lim,,_ oo 2& n+3 =1, ezért lim, .o a, = —1.
2
—35) +1 1
124.1im,, o0 ayp, = 3% 125. hm anp = lim (?’)n = -

126.lim, .o a, = 0.

127.1imy, o an = 1. 128.limy, oo an = 1. 129.lim, o an = 3.

130.1im,, % = o0 és im0 15;1”12 — —o00, ezért a sorozat hatarértékét

. 3 2
tagonként nem szamithatjuk. Osszevonva lim,,_ 103&;&5’11;3 3 = %
o s . 3 1

131. Egyszertisitsiik a tortet n2-del; nh_)rrolo an = %

132.1im,, 5 ay, = 00. 133.1im,, .o ay, = 4. 134.lim, .o ap = 1.

135.lim,, .00 a, — 57°.

1 1 — 1

136. Iim (0D _m) g Len L
n—oo\ 2(n+2) 2 n—oo 2n + 1 2

1+3+--+2n—-1)—(2+4+---+2

137. lim a, = lim 34t (n )—(@Fd+-+2n)

n—00 n—0o00 A /n2 +1
2
— 1
— lim nin +1) = —1.
n—0o00 n2 +1
. nn—-1)1 1

139. Felhasznalva, hogy a szamlalo
11+1)+22+1) ++nn+1) = (12+22+ - +n?) + (1 +2+-+n),
azt kapjuk, hogy a hatarérték %

1 "= 1 n—1 5 9 5
140.7111_{%10@”*”11_):(%0”3 Z (na + k)2 77111—{%0”3 Z n“a” + 2kna + k%) =
1 —1 — 1 2n — 1 1
nlLrgOTﬁ<(n—1)na + 2na (2 )+n(n )6(n )>a tat g
1-bl—a"t 1-b
141-,}520%* llool—al—b"H =1
142. Alkalmazzuk a binomialis tételt; lim,, . a, = 1980.
1 1 1 1 1 1 1

143. 1i - — = - — = - — = I 1— 1.
oo ((1 O Rl n+1)> ngrolo< n+1)

144. Megmutathato (pl. teljes indukeioval), hogy v2v/2¢/2--- 2/2 = 22T L

. . _ 1
ezért 1imy, o ay, = limy,_ o 21727 = 2.

7.10



7. Sorozatok

1 & 1 1 & 2k +1—+2k—1
145. lim — ) lim — v2k +1- V2k =

oo /A 2k T 14 2k — 1 nose i A (V2k 1 1)2 — (V2k — 1)2
1 1
lim ——(v2n+1—1) = = lim ( 2+—> =
2 n—o00

2

“l%

—n
146. lim ———F——— =
n=oo 4 yvn? 41

148.Felhasznalva az (a + b)(a®? — ab + b%) = a® + b3 azonossagot:
1

—00. 147.lim,, .o ap = 1.

2
n
I o _ L
nl—%lo an nl—{go 3/(77,2 . 77,3)2 —-n 3/—n2 — 77,3 + 77,2 3
149.Hasznaljuk az (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b> azonossigot. lim, .o a, = 0.
150.lim,, . a, = 0.

151.Felhasznalva azt, hogy a szamlalo elsé tényezGje egy szamtani sorozat kezdd
elemeinek Gsszege, ismert dtalakitassal azt kapjuk, hogy

i i on—17 5
m a, = 111 = —.
n—oo " m=oo \/p2 iy \/n2 2

_ 2\" 1\"
152. lim a, = 0, mert lim 2T_L+3 n N (3) :(9)
n—oo n—>oc)2 n_3n (1) _1

— (0 és

. 2n — V4n? — 1 Vn?+3+n 1 tovabbi [sinnl] < 1
im = = —, tov inn! :
n—=o0 \np24+3—-n  32n+V4n2—-1) 6

153.1im;, 00 ay, = 1.
154.A 74. feladat alapjan azonnal adodik,hogy lim, .~ a, = 0. A feladat a

» . . 3 n 2m 2\"
rendér-elv alkalmazasaval is megoldhatd: 0 < — < — = () .
an o 3n 3

1
155.1 < {1+ 3 < ¥/n; alkalmazzuk a rendér-elvet; lim,, oo a,, = 1.
2 n n . .
156.1 < *"\/n? +2n + 4 < V7n2 = V/7(n)? miatt lim, o ay = 1.

157.1 < 5n? — 30n + 21 < n > 6. Tgy, ha n > 6, akkor 1 < ¥/5n2 —30n + 21 <
V5n?2; a rendér-elvet alkalmazva lim,, ..o a, — 1. A feladat megoldhato az
alabbi 166. feladat alapjan is:

30 21,1
3 o : 3 2 o _ E —
A an = fim (V)5 = 5+ Do) = 1
1 2n —1 . . P .
158.- < < 1, ebbdl a rendér-elv segitségével lim, ,oca, = 1. Alka-

n
Imazhatjuk az aldbbi 160. vagy a 166. feladat eredményét is.

159.1 < ”\2/_ = W < /n, ebbdl a rendér-elv segitségével kapjuk, hogy a
hatarérték 1.
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7. Sorozatok

160.

161.

162.

163.

164.

: : ~q fag+ %+ 4 B
lim a, = lim (C/ﬁ)p T 20 - 12— 1. (. még az 89. és 166.

bg
nd

feladatot.) Megjegyezziik, hogy ez alapjan a 155. — 159. feladatok

egyszertien megoldhatok.

El6szor nemnegativ k egész szamokra mutatjuk meg a feladat allitasat teljes
indukcioval. k — 0 esetben nyilvanvaléan igaz az allitas. Tegyiik fel,hogy

k n
valamely k£ > 0 egész szdmra nlinolo (1 + ) — ¢*. Ebbél kivetkezik, hogy
— n

. E+1\" . n 1+ k" mr1\® ntl
Iim 1+ = lim (| — ( ) =
n—00 n n—oo\  n+1 n+1+k

o\ " 1
llm 1 Jr _— (]_ Jr > 7]{3 p— €k€11 p— €k+1.
e n+l n L+ n+1

n+1 n
k

) = lim (14— ;
n

n

n—oo

(Felhasznaltuk azt, hogy nh_)rgo (1 +

1 n+1
ez igaz, mivel |(1
7 1gaz, miv [( +n+1>

Legyen most k negativ egész szam, akkor az

n-+1

1 n
részsorozata az [(1 + > 1 sorozatnak).
n

G_%k>” 1 1
n (n:ﬁ;k)n (1 n n;fk)_k (1 L n;fk)nJrk

k n
atalakitast az n > |k| esetben elvégezve kapjuk, hogy nhnolo <1+ ) =
— n
1 k
Tk ¢

]{j an, k n
Mivel az Kl + ) ] sorozat az eF-hoz konvergald [(1 + > ] sorozat
an n

részsorozata, ezért igaz az allitas.

P\ " p\ ™ i ) )
lim <1+ q> = lim <<1+ ) ) = (eP)e = ed  (az el6z6 feladat
n—00 n n—00 qn
alapjan).
Mivel lim,, o0 ap, = 00 és lim,, o b, = —00, feltehets, hogy a, # 0,b, # 0.

(A legfeljebb véges sok 0 elem elhagyhato, a konvergenciat nem befolyésolja.)
El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor » € Q. Ha Enta, = k, és r > 0,
akkor

]{In“rl <1+ r )kn+1 B (1+ r )kn - <1+ r >an
kp+7+1 k, + 1 n k, +1 an,

r o\ kntl r \Fn r
1+ — =1+ — 14+ —1.
<(+kn) (*m) (*m)




7. Sorozatok

Az nyilvanvalo, hogy lim, .k, = oo, ezért a 162. és 163. feladatok,

an

valamint a renddr-elv alapjan kapjuk, hogy nhrgo (1 + L —¢€". Ha
— a

r = 0, akkor az allitas nyilvanvalo. r < 0 esetben a 161. feladat bizonyitasat
szoszerint megismételve (k helyett r-rel és n helyett a,,-nel) kapjuk az allitast.
Mivel limy, o0 by, = —00, igy lim, oo (—by) = co. Tehat

r\n N A
lim <1 + ) = lim (1 + ) — (et =¢.
n—oo bn n—00 _bn

Legyen most mar r # 0 tetsz6leges valos szam. Akkor
hman{oo, ha r» > 0;
| —o0, har<Oo.

n—oo

Ez alapjan

an T
an, T
lim (1+ r) — lim ((1+al> ) —e
n—00 an n—00 TH
165.Ha lim,, . |a,| = 0o, akkor limy, .~ a, = 00 vagy lim, o a, = —00 vagy a,
felbonthato két olyan részsorozatra, amelyek hatarértéke oo illetve —oo, ezért
az el6z6 feladat szerint az allitas igaz.
166.Mivel 0 < a, ezért az |ay| sorozatnak csak véges sok eleme lehet 0. Ezeket az
elemeket hagyjuk el, azaz tegyiik fel, hogy minden n-re a,, > 0. Igy a T 7.41
tétel alapjan:

lim alr = lim ePnton — P10 — gb
n—oo n—00 )
167.Peldaul a, = n s by = —.
n
1
168.a, = 2", b, = — (1. még a 74. feladatot!).
n
1
169.a, — 2", by, — ——.
" 1
170.Ha r > 1, akkor legyen példaul a, = r"™ és b, = —. Ha 0 < r < 1, akkor
n
1
a, =r " és b, = ——. Har =1, akkor példaul a,, = 2" és b, = (1. még

n?
a 166. feladatot!).
1
171.ap = 27, by = —
n

1 1
172.a, — c/7(1+> b, = n. 173.a, = 1+ —, bn:n?
e n n
1
174.Ha 0 < r < 1, akkor legyen példaul a, = r", b, = —. Ha r > 1, akkor
n
1
an=r"", b,=——. Har=1, akkor a, = b, = %
n
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7. Sorozatok

n 1
175.a, =272, b, =——.
n
o .1 S
176.Ha a, > 0 és lim, . a, = 0, akkor lim — = oo, igy lim () = 00,
n—oo q,, n—oo \ q,
ami azt jelenti, hogy lim, a?{‘ = 0.
177.e. 178./e.
2n .
3n+2\ 3ntz 2
179.1im,, o ap, = lim,, o ((1 + ﬁ) " L (e_3> K
Megjegyezziik, hogy a feladat megoldhaté a 161. — 166. feladatok alka-
Imazésa nélkiil is, de ebben az esetben bonyolultabb &talakitasok sziikségesek:

) ) ) 1
lim a, = lim ————- = lim 5 =
n—00 n—00 (3p42\“"  N—=00 (3n+23n+1 3n \"
3n—1 3n+1 3n 3n—1

= 6_2.

1
lim —

B 2
T e TR ) )
1 —2

(VeTeed)

felhasznalva azt, hogy konvergens sorozat hatarértéke megegyezik részsorozatainak

Y

hatarértékével.
, ) 2)\" _9 1 . 2\" 1
180.Mivel lim (1 — ) — e ° < —, igy valamely n-t6l 0 < (1 — ) < —-.
n—00 n 2 n 2

Ezért a rendér-elv miatt

2\™\" 1\"
0< lim ap, = lim ((1—) ) < lim () = 0.
n—00 n—00 n n—oo \ 2
2n+1

1 2n+1 1\" n
181. lim a, — lim () <(1 — ) ) — ()'(6*1)2 —0.
n— 00 n—oo \ 3 n

1 2n %
182. lim a, — lim 2" ((1 — ) ) — 0.
n—00 n—00 n

183.1. 184.1. 185.¢72.

186.—— ¢ % 187.¢79 + 1 188
———e 3. .e . . —00.
2V/3
189.El6szor teljes indukcioval megmutatjuk, hogy a sorozat szigortian monoton
6
csokkend. ay > ag = 4. Tegyiik fel, hogy a,, > ap+1. Akkor ap 1 =5— — >
Qn
6
5 —

= ap42. Példaul teljes indukcidval az is megmutathato, hogy a
an+1
sorozat alulrél korlatos; minden n-re a, > 3. Az aj-re ez igaz. Tegyiik fel,

6
hogy a,, > 3. Ezt felhasznalva a,, 1 = 5—— > 5—5 = 3. Fzzel megmutattuk,

Qan
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7. Sorozatok

190.

191.

192.

hogy a sorozat konvergens. A T 7.15 tétel szerint barmely k¥ € N esetén

. . ) . . 6

limy,— o0 Gpip = limpooap = x. Ezért x = 7}13&0 Anil = nlggl() (5 — an) =
6 . .

5——. Ebb6l: 22 =52 +6—=0; x1 —2, x9— 3. Mivel minden a, > 3, a
x

sorozat hatarértéke nem lehet 2; tehét lim, .~ a, = 3.

Azonos atalakitasokkal kapjuk, hogy a%H —a = (ap — ani1)?, azaz api1 >

Va. Most megmutatjuk, hogy a masodik elemtsl kezdve a sorozat monoton

csokkend:

= ani1.

2

2 2 2

_ 1 ap+1 +a < 1 Ap+1 + Apt1

any2 — s\ —/———— | > 55—
Gn+1 2 Ap+1

Tehat a sorozat konvergens. Hatarértéke:
_ 1' _ 1' 1 a _ 1 a .
o= fim o = Jim g (et ) =3 (a4 3):

mivel z > 0, ebbdl z = \/a adodik.
Felhasznélva a szadmtani és mértani kozép kozotti azt az Osszefiiggést, hogy
ha a1, as,...,a; € RT, akkor
ait+azx+---+a
L= i b < Yarasay,

eldszor megmutatjuk, hogy minden n-re a,+1 > a:

- k
an+1 — < kaﬁ 1ﬁ:\/a-
k ay

A sorozat a masodik elemtdl kezdve monoton csokkend, mert

1k Day.y +a < 1(k— Dap .y +apq
an+2 — A k—1 =L k—1 — Gp+1-
Apy1 |
A sorozat konvergens. Mivel
) 1 a
v = lim api1 = z ((/f — 1z + xkl) :

ezért x = {/a.
Hatarérték csak olyan x szam lehet, amelyre teljesiil az

@ = lim antr = lim (20, +an) = 2" + o

egyenlet, azaz x — 0. A sorozat monoton ndévekvd, ezért akkor és csak akkor
konvergens, ha feliilr6l korlatos, s ebben az esetben a hatarérték a sorozat
legkisebb felsé korlatja. Ha tehat a sorozat konvergens, akkor minden n-re
anp < 0. Mivel ap1 = an(2a, + 1) és ap,apnt1 < 0, ezért a 2a, +1 > 0
feltételnek teljesiilni kell, s igy a, > —%. Kaptuk, hogy konvergencia esetén

minden n-re —% < a, < 0, ezért sziikségképpen —% < a < 0. Most meg-

mutatjuk, ha —% < a < 0, akkor a sorozat konvergens (és termeészetesen
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193.

194.

195.

196.
197.

198.

199.

200.

a hatarérték 0). Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy akkor minden n-re:

—% < ap, < 0. Az n = 1l-re a feltétel miatt teljesiil az allitas. Tegyiik
fel, hogy valamely n-re —% < a, < 0. Akkor —a, > Za% > 0, azaz
0> 2a% +ap>a, (> —%), tehat 0 > a1 > —%. Mivel a sorozat monoton
noévekvs, ezért valoban konvergens. Tehat az [a,| sorozat akkor és csak akkor
konvergens, ha —% < a <0, s ebben az esetben lim,, .o a, = 0. Ha a < —%
vagy a > 0, akkor lim, . a, = oo, mivel a sorozat monoton noévekvs, de

feliilr6l nem korléatos.

A sorozat divergens, mert az x = = + 7 egyenletnek nincs megoldasa.

3
Mivel a sorozat szigortian monoton névexkv()’, ezért lim,, oo a, — 00.
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a sorozat szigortian monoton névekvé.
a; = y/a < y/a+ +v/a = az nyilvan igaz és konnyen belathato, hogy az a, <
an+1 feltevésbdl kovetkezik a ani1 < anso egyenltlenség. A sorozat feliilrsl
korlatos. Igazoljuk ezt is teljes indukcioval. Ekkor olyan k szamot kell keresni,
amelyre a, < k-bol a1 < k kovetkezik. Ehhez az a1 = va + an < Va+ k
egyenldtlenség miatt elegends, ha va + k < k vagyis a < k* — k igaz. Ha
k = a+ 1, akkor az el6z6 egyenlGtlenség biztosan teljesiil, tovabba a; < k is
igaz lesz. A sorozat tehat barmely pozitiv a-val konvergens. Az x hatarérték
a kovetkezd egyenletnek tesz eleget: z = y/a + z, ahonnan x > 0 miatt:
- 14+ +v1+4a

2
n—1 n—1n—2 n—1n—2 21 1

n = In—1 = 2 T =1 32ty

—a
n n-—1
l. az 1.56 feladatot!

Gn+1bp1 = apby, ezért minden n-re a,b, = ab.

an — by an — by an — by

0< — byl =
> An+l n+1 9 G+ by = 9
—b
Az el6bbi feladat alapjan 0 < a, — b, < ‘;Tl azaz ity (an — bn) = 0,
tehat limy, oo ap = limy, o0 by. Jeldljiik a kézos hatarértéket x-szel, akkor
22 = lim an lim b, = lim a,b, = ab,
n—oo n—oo n—oo

igy x = Vab. (1. 197. feladatot!)
JESVE]
2

2
Az n = 1,2 esetekre kozvetleniil ellenérizhets az allitas. Mivel (—) =

1%—\/5 + 1, ezért

(1 + \/3>”+2 - (1 iﬁ)”“ . <1 iﬁ)”‘

2 2 2

Ezekbdl pedig azonnal kévetkezik, hogy ha valamely n-re és (n + 1)-re igaz
az allitas, akkor (n + 2)-re is igaz.
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1-+/5
1++5

201. Mivel

< 1, ezért

2 2 1-v/5\"
lim — Qi YA 146 <1+\/5) _ 2 _ V5 — 1.
n—00 An+1 n—oo 1— (17\/5)n+1 1 + \/5 9

1+v5

202. Az altalanossag megszoritasa nélkiil az AB szakasz hossza valaszthato 1-nek.
Legyen AC =1—x és CB = x. Igy 1’75” = 1, azaz 2?4+ x —1 =0, amelynek
-1

egyetlen pozitiv megoldasa:

203.Legyen r olyan szam, hogy |lim,_ a,| < r < 1. Van olyan ng kiiszobszam,
hogy ha n > ng, akkor |a,| < r, ezért 0 < |a,|" < r", amibdl a renddr-elv
segitségével adodik az allitas.

204.Legyen lim,, . a, = q¢ > 1, akkor van olyan r, hogy 1 < r < q. Ehhez az
r-hez van olyan ng kiiszobszam, hogy ha n > ng, akkor 1 < r < ap,, s igy
r" < qf, amibsl mar adodik az allitas.

205. Elgszor teljes indukciéval mutassuk meg, hogy

1
nm+1<1m+2m+u_+nm<

1m+1.
m—+1 erl(nJr )

Ebbél a renddr-elv alkalmazasaval adddik az allitas.

206.1. 166. feladatot! 207.1.
1/n

1\" AN
208. (1 — k) =1... ((1 — k:) ) . felhasznalasaval.
n n

209. A 203. feladatot alkalmazhatjuk a, = {/b,-nel.
210.Ha a, > 0, akkor 1 < ¥/1+a, <1+ a, =1+ |ay|
Ha —1 <a, <0, akkor 1 > ¥YT+a, >1+a, =1—|ay|
Igy minden a, > —1-re: 1 —|ay| < YT+ a, <1+ |ay|.
Mivel limy,—o an, = 0, ezért lim, . |a,| = 0, s igy a renddr-elv miatt
lim, oo ¥/1+ a, = 1.

211. A Cauchy-féle konvergenciakritériumot (T 7.18) alkalmazzuk (p € N):

cos(n + 1) cos(n + p)
|@nip — an| = T gnil "'+3n7+p <
1 11 1-5 1

W+"'+3n+p73n+l 1_% <3n'

n
Legyen ¢ tetszéleges pozitiv szam. Mivel nlLrgo (3) = 0, ezért van olyan ng

kiiszobszam, hogy ha n > ng, akkor = <&, 81gy |antp —an| <e.

7.17



7. Sorozatok

212.

213.

214.
215.

216.

217

218.

A sorozat szigortiian monoton né. Tovabba:

<1+1+ +1 1 (1 1>< 1
a _ . - = - .
" a a2 a®  a—1 a™ a—1

Jeloljiik az ay,a9,...,a; szamok kozill a legnagyobbat A-val. Becsiiljiik a
sorozatot alulrol és feliilrdl is:

A< gfay +ag -+ ap < AVE.

Mivel rogzitett k-ra lim, Vk = 1, ezért a rendér-elv szerint
limy oo {/af +ag +--- + af = A,

n

8\" 8
Sp — (9) , igy a beszinezett rész teriilete: 1 — (9) . limy,— oo Sp = 0.

Legyen |a,]| tetszGleges sorozat. l.eset: A sorozatnak nincs legnagyobb el-
eme, akkor kéonnyen lathato, hogy a sorozatbol kivalaszthato egy szigortian
monoton névekvs részsorozat. 2.eset: A sorozatnak van legnagyobb eleme, de
véges sok elem elhagyasaval olyan sorozatot kapunk, amelynek mar nincs leg-
nagyobb eleme. Erre a maradék sorozatra alkalmazzuk az 1. esetbeli meggon-
dolast. 3.eset: Akarhogyan hagyunk is el véges sok elemet a sorozatbol, a meg-
maradt elemek koézott mindig van legnagyobb. Ekkor egy monoton csékkend
részsorozatot tudunk kivalasztani a kovetkezd moédon. Legyen a sorozat leg-
nagyobb eleme a,,. Az aj,as,...,a,, elemek elhagyasaval kapott sorozatnak
is van legnagyobb eleme, legyen ez a,,. Nyilvavaléan a,, > a,,. Ezt az
eljarast folytatva — miutan kivalasztottuk az a,, elemet — az nj-nal nagy-
obb indext elemek k6zott is van legnagyobb, igy an,, any, - -, any, Gnyys - - - &
sorozat egy monoton csokkend részsorozata.
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Az eredmény a rendér-elv alkalmazasaval kaphato meg.
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. Tudjuk, hogy <1 + ) <e< (1 + ) . Ebbdl egyrészt nln (1 + ) <
n n
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1, mésrészt 1 < (n + 1)In <1 + > nt
n
nln (1 + %) < 1, amibdl a renddr-elv alkalmazasaval adédik az eredmény.
Megjegyezziik, hogy a T 7.41 tétel alkalmazasaval azonnal adodik az allitas:
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Felhasznalva az In (1 - k:2> = 1In (k ligk 1) =In(k—1)—2Ink+In(k+1)
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azonossagot: a, = —In2 +In (1 + ) . A T 7.41 tétel szerint:
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lim (1 + ) =0, ezért lim,, .o ap = —In 2.
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