9. fejezet

Differencialhanyados, derivalt

A differencidlhanyados definiciéja

D 9.1 Azegyviltozos valés f fiiggvény x(y pontbeli differencialhanyadosdnak nevezziik

’ 1o @0+ ) = flwo)
h—0 h

hatarértéket, ha ez létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy f az x(y pontban differencialhaté.
E hatarértéket szokas
L @) = Jo)
IT—To T — X
alakban is irni, ahol © = xy + h. E definiciéval ekvivalens az alibbi:

D 9.2 Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xo pontban differencialhaté, ha megad-
haté olyan valés szam — amelyet f'(x()-lal jeloliink — és x¢-nak olyan E teljes kirnyezete,
hogy ha x € E, akkor f értelmezve van az x helyen, és

f(x) = fzo) = f'(x0) (& — z0) + &()(x — z0),
ahol limy .z, e(x) = 0.

D 9.3 Az f fiiggvény differencidlhaté a H C Dom f halmazon, ha annak minden pontjiban
differencialhato.

D 9.4 Az f fiiggvény derivaltjinak vagy differencidlhdnyados-fiiggvényének nevezziik,
és f'-vel jeloljiik azt a fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya az Osszes olyan xg
pontok halmaza, ahol f differenciilhato, értéke pedig minden ilyen pontban az f fiiggvény
x( pontbeli differencidlhanyadosa. Szokésos jelolések f'(xq)-ra:

D il
» Df(wo), ——flzo): =
T 9.5 Ha f differencidlhaté az xg pontban, akkor folytonos is x(y-ban.

T=Tg

D 9.6 Ha a t6bbvaltozos valos f fiiggvény mindegyik valtozojat rogzitjiik, kivéve az i-
ediket, akkor az igy kapott egyvaltozos valos fiiggvény differencidlhanyadosat az f fiiggvény
i-edik valtozodja szerinti parcialis differencidlhanyadosdnak nevezziik. Példdul a kétvaltozés
f fiiggvény (xq,yo) pontbeli x szerinti parciélis differencidlhdnyadoséan a

lim f(zo + h,y0) — f(z0,y0)
h—0 h
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9. Differencialhédnyados, derivalt — A differencidlhanyados definicioja

hatarértéket értjiik, melynek szokasos jelblései:

fa(20,90), fx(z0,90), <8f>(

0
% ) D:cf($0a3/0)> %f(ZEanO)'

v=vg)
Az (z,y) — f(z,y) fiiggvény x szerinti parcialis derivaltjin azt a kétvaltozos fiiggvényt
értjiik, melynek értelmezési tartomanya az Gsszes olyan (xq,yg) pontokbél all, ahol az
f fiiggvény x szerinti parcidlis differencidlhdnyadosa létezik, értéke pedig minden ilyen
pontban ezzel a parcidlis differencidlhdnyadossal egyenld.

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények differencialhanyadosat az xg = 2 pontban a

o F@ )~ 1)

/
lim . = f'(2)
hatarérték segitségével:
17 f(x) =4, 27 f(x) =4z + 2,
3.  f(z) =223 -1, 4.  f(z) = vz -1,
5. f(z) =272, 6> f(z)=sinz.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények differencialhdnyadosat az xg pontban a
. f(x)_f(xO)i /
AT @)

hatarérték segitségével:

T fla) = 87 f(x) =V,

9* f(x)=sinz, 10. f(x) = ﬁ,

11. f(z) = coswz, 12. f(z) = tguz.

Bizonyitsuk be, hogy
1

13> (z") =na"l, neNT, 145 (zm) = —gm ! x>0, meNT.
m

Hatarozzuk meg az alabbi f fliggvények xg pontbeli differencialhdnyadosat a tortmentes
alak (D 9.2) segitségével:

f = f(xo) x +e(x) x,

ahol “f = f(z) — f(xg), "z = x — x0, e(z) — 0 ha x — x¢. (Ellendrizziik, hogy
g(x) — 0 valoban fennall!)

15> f(x) = 322 — 22 + 1, 16. f(x) =23 + =,
17° f(z) =sinz, [f'(z0) = cos zg), 18. f(z) =cosz, [f'(xg) = — sinxg).
197 Legyen h(z) folytonos az x( helyen. Hatarozzuk meg f'(xg) értékét, ha
f(z) = (& = zo)h(z),
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9. Differencialhédnyados, derivalt — A differencidlhanyados definicioja

és mutassuk meg, hogy a g(z) = |z — zo|h(z) figgvény csak akkor differ-
encidlhato xo-ban, ha h(xg) = 0.

207 A D 9.1 definicio felhasznalasaval mutassuk meg, hogy ha Dom f = R és
Vr € R esetén f(z) = f(—=x), akkor f'(x) = —f'(—xz), ha pedig Vz € R
esetén f(z) = —f(—x), akkor f'(x) = f/(—x). (Paros fliggvény derivaltja
paratlan, paratlané paros.)

21. Tegyiik fel, hogy f differencidlhato az a pontban. Fejezziik ki a

iy J@th) = fla—h)
h—0 h

kifejezést f'(a) segitségével.
22° Tegyiik fel, hogy f differencidlhatd az a pontban, és
fz) = f(a)
g(m){ ha x # a

x—a
f'(a) ha = = a.
Mutassuk meg, hogy ¢ folytonos a-ban.
Adjunk példat olyan f : R — R fiiggvényre, mely mindeniitt értelmezve van és
amely kielégiti az alabbi feltételt:
23. f mindeniitt folytonos, de az xg = 1 pontban nem differencialhato;
24. f mindeniitt differencidlhatd, de az xyp = 1 pontban nem folytonos;
25. f mindeniitt differencialhaté, és derivaltja mindeniitt folytonos;

26. f mindeniitt differencidlhatd, de derivaltja az xg = 0 pontban nem differ-
enciilhato.

A D 9.6 definici6 alapjan hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények parcialis de-
rivaltjait és azok értékét a megadott P pontban:

277 f:(x,y)—zy, P(1,2), 28. f:(z,y)— 2%+, P(0,0),
29. f(z,y) =4x+2y—1, P(1,1), 30> f(z,y,2)=u=xyz, P(1,2,3),
31. f:(z,y,2)—3zx—4y+2z—6, P(0,0,0),

32. f:(x,y,2)— 0, P(1,1,1).

33”7 Legyen

ha (z,y) # (0,0)

a, ha (z,y) = (0,0).

Hatarozzuk meg a értékét tgy, hogy f mindkét parciélis differencidlhdnyadosa

letezzék a (0, 0) pontban, és szamitsuk ki ezeket a parcialis differencialhanyadosokat.
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9. Differencialhanyados, derivalt — Differenciélasi szabalyok

Differencialasi szabalyok

T 9.7 Konstans fiiggvény derivaltja az azonosan 0 fiiggvény. Két differencidlhaté fiiggvény
Osszege, kiilonbsége, szorzata ugyancsak differencidlhato, két differencidlhaté fiiggvény
hanyadosa, ill. differencidlhaté fiiggvény reciproka minden olyan helyen differencialhato,
ahol a nevezd nem (0. Ha f és g két differencidlhato fiiggvény és ¢ € R, akkor

(fxg) =fxd, (fY =cf, (fo)=1Fg+fd.

)2 ) -4 ¢yt e
T 9.8 (sinz) =cosx, (cosz) = —sinz.

T 9.9 (29) = qz?™!, ha q racionalis szam, = > 0. (I. 34. feladat).

D 9.10 Az f kiilsé és g belsd fiiggvénybdl Osszetett f o g fiiggvényen azt a fiiggvényt
értjiik, melynek értelmezési tartomanya g értelmezési tartomanyanak azon xqg pontjaibél
all, melyekre g(x() benne van f értelmezési tartomanyédban, azaz

Dom f o g — {9 € Dom g; g(x0) € Dom f},
és amelyre oy € Dom f o g esetén (f o g)(zg) = f(g(zp)).
T 9.11 Ha g folytonos zg-ban, f folytonos a g(xg) pontban, akkor fog folytonos zg-ban.

T 9.12 Ha a g : © — g(x) fiiggvény differencidlhaté xg-ban, az f : u — f(u) fiiggvény
pedig az ug = g(xg) pontban, akkor f o g differencialhaté xy-ban, és

() (@i ().

Tehat minden ilyen x( pontban: (fog) = (f' og)d.

Feladatok
34" Bizonyitsuk be a T 9.9 tételt a T 9.7-beli szabalyok és a 14. feladat eredményének
felhasznalasaval.
35 Szamitsuk ki az f(x) — am fiiggvény derivaltjat, ha m,n € N*, m paratlan
és x € R.
Derivaljuk az alabbi fiiggvényeket a T 9.7-9-beli szabalyok felhasznélasaval.
36. 22— 2z 13, 37. 7—x— a3, 38. 2% — 323,
1
39. 25 1+ 2z, 40. = Vi, 41. (z + 2)V73,
x
42. zsinz, 43. (23 + 1)cosz, 44, T
x
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9. Differencialhanyados, derivalt — Differenciélasi szabalyok

i 1
45. tg, 46. cte g7, ST
cosx — 1
r—1 3+4
48. 49. 50. 3)4
51. (1—x)%, 52. (22 + ) 53. (1— 2219
5
4 1 21
54. (72—~ 1+ 6)S, 55. (2 ) , 56. (2 1)
T —1 r+1
57. (sinz +1)%0, 58. (sm x + 1), 59. tg"x, neNT,
60. ctg’z.

Legyen f differencialhaté fiiggvény. Irjuk fel f’-vel kifejezve az alabbi fiiggvények
derivaltjat:

61. f(—x), 62. f(2?), 63. f(ax),
64. f(1/z), 65. f(sin’z), 66. f(v1—a?).
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvény derivaltjat:
xr 1‘2 IL'3 .
67. F(z)=|1 2z 32%| 68. F(z)=| ‘%7 S””‘.
—SInxr CcoST

0 2 6z
69. Mutassuk meg, hogy

d | fr1(z) flz(ﬂﬁ)' fi1(z) fiz(i'?)‘ fu(z)  fra(z)
dz | far(z)  fa2(z) fa(z)  foalz)| | fo(w)  falx) |

Allapitsuk meg, hogy mely fiiggvények Gsszetételébsl szarmaznak az alabbi fiiggvények,
majd szamitsuk ki a derivaltjukat:

70> f(z) = sin® x, 71. f(z) = sina?, 72. f(x) =sin(tgz),

73. f(z) = sin’(tgx), 74. f(x) = sin(tg?z), 75. f(z) = sin(tgz?).
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények derivaltjanak értelmezési tartoméanyat! Vegyiik
észre, hogy ez egyik esetben sem egyezik meg a fliggvény értelmezési tartoményéaval!

76. f(x)=+V1— 22, 7. f(t)=V1—a%t?, a#0,
1
78. f(z)— ”Tfl 79. f(v) — (3v+ 1802)},
2
b\ 3
80. f(x)= (Z:fid) , ahol a,b,c,d € R, és ac # 0,

81. g(t) = /1 +sint.

Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények parcialis derivaltjait.

82. f(z,y) = 322 + 2y — 293, 83. g(z,y) = \/Ty’
84. p(p,1h) = sinpcos v, 85. f(z,y) = ax® + bry + cy?,
86. f(x,y,2)=1xy+yz+ zx, 87. f(x,y,z) = xsin(zyz),
ax + by 1
88’ g( ) - ? 89- f( ) I
ot dy N
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9. Differencialhanyados, derivalt — Differenciélasi szabalyok

90. h(z,y) = f2(z)g(y), 91. h(x,y,2) = f*(z,9)9*(y, 2),
92. f(x1,x2,x3) = x12973, 93. f(x1,22,...,2p) = X122 ... Tn,
94. f(x1,22,...,2p) = @121 + agxa + -+ + apky, (a; ER, i =1,2,...,n).
Hatarozzuk meg f,(0,0) és f,(0,0) értékét, ha

95. f(z,y) = {/(z + 1)y —1), 96° f(v,y) = 7V,

97. flz.y) = {23+ v, 98. f(x,y) = /|l

99" Mutassuk meg, hogy az

2 1

~ Jax®sin=, hax#0
f(:c){()’ ’ haxz =20

fiiggvény differencialhaté minden x € R pontban, de a derivalt nem folytonos
az x( = 0 pontban.

100. Mutassuk meg, hogy az xzg = 0 pont tetszSleges kornyezetében talalhatd
olyan hely, ahol az

2| i 1
_ Ja®|sin [, haz#0
f(@) { 0, ’ haxz =10
fiiggvény nem differenciilhato, de a 0-ban mégis differencialhato.
A mértani sorozat Osszegképletébdl, azaz az
1 — n+1
1+x+x2+---+$”:71x (z #1)
-z
képletbdl vezessiink le formulat az alabbi két Osszegre:
10121 + 22 + 322 + - + na™ L, 10251 + 4z + 922 + - - - + 22 L,
1037 A 2sinzcoskx = sin(k + 1)z — sin(k — 1)z azonossag felhasznélasaval bi-
zonyitsuk be, hogy

sin 2nx

(.’L’ 7£ kﬂ-)?

cosx + cos 3z + -+ - +cos(2n — 1)x = —
2sinx

és ennek segitségével szamitsuk ki az aldbbi 0sszeget:
sinx + 3sindx + - -+ + (2n — 1) sin(2n — 1)z.

Szamitsuk ki az aldbbi magasabb rendi derivaltakat:

104. (sin(3z + 1))@, 105. (cos(4 — 2x))(D,
1 \® 10
106. ( ) , 107. (\/E)( !
1—-2z

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények masodrendi parciélis derivaltjait:
108. f(z,y) = 2* + z13, 109. f(x,y) = ax?® + 2bxy + cy?,

. cos 2
110. f(x,y) = sinx“y, 111. f(x,y) = ,

Yy

112. f(a,y,2) = (@ + y? + )2
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9. Differencialhanyados, derivalt — Differenciélasi szabalyok

Szamitsuk ki az alabbi fliggvények megadott magasabbrendi parcialis derivaltjait:

113. g(x,y) = 2®siny + 3 sinz ﬂ
* g 7y y y ) 83’538y3,
vty O*f 0*f O3f
114. =
f@.y) x—y  Oxdy’ 0x% 0220y’
115. f(z.9) — (- 20)" (W — )™, 2t mn e N)
. Y) — 0 Y—%Yo) > amnaym ) ’

T4y omrnf
116 f(z,y) = , m,n €N, m+n >0).
faw) =Tt +n>0)
Mutassuk meg, hogy tetsz6leges c,c1,c2,c3,c4 € R konstansok esetén az alabbi
fliggvények kielégitik a megadott egyenleteket:

1172 y(x) — ca?, y'(z)xr — 2y(xz) = 0 (x € R),
118. y(z) = ¢1 cosz + ¢asin z, y'+y=0 (r €R),

119. y(a) = caw + 2, @y(@) - ay'(@) —y(a) = 0 (z € R\ {0}),
0’f  O*f
120. f(x,y) = z° — 3zy~, 922 + oy 0 (Laplace egyenlet),
_ *f  L0f .
121. f(x,t) = (c1z + c2)(cst + c4) 92 c (97];2 = 0 (hullamegyenlet),
1 0’f  0%f O%f

122

. — — O

Igazoljuk az alabbi egyenldségeket (m,n € N, a € R)!
1237 (™) = m(m — 1)(m —2)...(m —n + L)z™ " (m >n),

1 \®™ n!
ny(n) — > 1\
124. (") " 125. (x—a) (=1) (z —a)ntl’
1267 (sin a:)(") = sin(z + —n;), 127. (cos am)(") = a" cos(ax + %)

Alkalmas atalakitas utan, az el6z6 feladatok eredményeit felhasznélva szdmitsuk
ki az alabbi fliggvények n-edik derivaltjat:

128°2aqpz™ + a1+ +ap_1x +a,, 129.sinzcosz,

130 sin 3x cos 2, 131X cos ax cos bz,
x 20 + 1
132. 1 133, ——— -2 1.
axr +b

134. Hatarozzuk meg az 7 fiiggvény n-edik derivaltjat! Ehhez bizonyitsuk

ar +b a  bc—ad

be és hasznéljuk fel, hogy ¢ # 0 esetén

d)~t.
cx+d ¢ (cx+d)
135" Leibniz formula: Ha f és g n-szer differencialhato fiiggvények, akkor fg is:

n

() _ [T £(n) Y rn-1) 1 .. n (n) — Y r(n—k) (k)
(f9) (o)f g+<1>f g + +<n>fg Z<k>f g\,

k=0
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9. Differencialhdnyados, derivalt — A differencialszamitas kozépértéktételei

Az el6z6 feladatbeli Leibniz-formulat felhasznalva hatarozzuk meg az alabbi de-
rivaltakat:

1362 (z2sinx)”, 137. (wsinz)®),
138. (22 sinz)), 139. (sin 2z cos(z + 1))"".

Szamitsuk ki az alabbi f fliggvények Gsszes magasabb rendi derivaltjat, és azok
értékét az x = 0 pontban:

140. f(x) — 32 — 222 + 1, 1412 f(z) = x|x|,
142. f(z) =sinz, 143. f(z) = cosz.

144> Mutassuk meg, hogy az fi(x) — 3 fiiggvény differencidlhatd 0-ban, de
kétszer nem, az fo(x) = x5 fiiggvény kétszer differencidlhaté O-ban, de
haromszor nem. Keressiink olyan k szamot, hogy az f3(z) — x* fiiggvény
(n — 1)-szer legyen differencidlhatoé 0-ban, de ne legyen differencialhato n-
szer.

A differencidlszamitas kozépértéktételei

T 9.13 (Rolle-féle kozépértéktétel)

Ha az egyviltozos valés f fiiggvény

1. folytonos az |a,b] intervallumon,

2. differencialhat6 az (a,b) intervallumon,

3. f(a) — f(b),

akkor van legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely, ahol

f'(e) = 0.

T 9.14 (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Ha az egyvéltozés valés f fiiggvény
1. folytonos az [a, b] intervallumon,
2. differencialhat6 az (a,b) intervallumon,
akkor van legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely, ahol
1) - fla)

)

T 9.15 (Cauchy-féle kézépértéktétel)

Ha az egyviltozos valos f és g fiiggvények
1. folytonosak az |a,b| intervallumon,

2. differencidlhatéak az (a,b) intervallumon,
3. és x € (a,b) esetén g'(x) # 0,

akkor van legalabb egy olyan c € (a,b) hely, ahol (b) =
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9. Differencialhdnyados, derivalt — A differencialszamitas kozépértéktételei

Feladatok

Eleget tesznek-e az alédbbi fiiggvények a Rolle-tétel feltételeinek az adott interval-
lumon? Ha igen, adjunk meg egy ¢ értéket, ahol f'(c) = 0.

145. f(z) =1—|z|, [-1,1], 146. f(z) =1 — Va2, [-1,1],

147. f(z) =sinz, [0, 7], 148. f(z) = |sinz|, [0,27].
Ellenérizziik a Lagrange-tétel feltételeit és konkliziojat az alabbi fiiggvényekkel, a
megadott intervallumokon:

149° f(z) = 322 — 5, [-2,0], 150. f(z) = i [-1,1],
151° f(z) = ¥z, [-1,8], 152. f(z) = Va2, [-1,8].

megadott intervallumokon:

153> f(z) = 22 — 2z + 3, g(x) = 23 — T2% + 20z — 5, [1,4],

154. f(z) = Va2, g(z) =z, [-1,8], 155. f(z) = 22, g(x) = 23, [-1,1].
A Rolle-tétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:

156>a 32 + 152 — 2 = 0 egyenletnek pontosan egy valés gydke van;

157% az Y 0
_ Jxsm ., a x>
f(m){o, Y haz=0

fiiggvény derivaltjanak végtelen sok zérushelye van a (0,1) intervallumban;
158%a ci +cor+ -+t =0, (c1,...,c, € R) egyenletnek van gydke a (0, 1)

intervallumban, ha c; + %2 4o+ & 0.

n
A Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi egyenl&tlenségeket:
1597 |sinz —siny| < |z —y|, z,y €R,
T

1607 [tgx +tgyl = [r +yl, zye (5.5
161> /a7y < ¥, 2,y>0, v £ y.

162 Tegyiik fel, hogy f értelmezve van és differencidlhaté minden = > 0 esetén,
és hogy f'(z) — 0, ha x — oo. Bizonyitsuk be, hogy f(x + 1) — f(z) — 0,
ha x — oo.

)7
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Implicit és inverz fiiggvény differencialasa

Differencialhato6 fiiggvények monotonitasa

T 9.16 Legyen f differencidlhaté az (a,b) intervallumon. Az f fiiggvény pontosan akkor
monoton novekvs [csékkend] az (a,b) intervallumon, ha f'(x) > 0 [f'(x) < 0] az (a,b)
minden x pontjaban.

T 9.17 Ha az (a,b) intervallumon f differencidlhaté, és minden x € (a,b) esetén f'(z) > 0
[f'(z) < 0], akkor f szigortian monoton névekszik [csokken| az (a,b) intervallumon.

T 9.18 Ha az f fiiggvény derivéltja az (a,b) intervallum minden pontjaban 0, akkor f
konstans az (a, b) intervallumon.

Feladatok

A derivaltak segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények értelmezési tar-
toméanyuk mely részhalmazan (szigorian) monoton névekviek és melyeken (szigortian)
monoton csokkendgek:

163. f(z) = 23 — 322 + 1, 164. f(z) = (z +2)3,
165. f(z) = .TQLJMF 166. f(z) —sin?2z, 0 <z < T,
167. f(z) = Yz 1 2, 168. f(z) = z3(x + 4).
Igazoljuk a kovetkezd egyenltlenségeket:

3 ) 3 ™
169?w—€<smx<x,hax>0, 170.x+?>tg:ﬂ,ha0<x<§,

171. 2 —1>a(x—1),haa>1, z > 1.
172 Bizonyitsuk be, hogy a
p(x) = apx" + a2 P+ ban, (n>1, ag £0)

polinomfiiggvény szigorian monoton a (—oo, —b) és a (b, o) intervallumokon,
ha b elegendGen nagy pozitiv szam.

Implicit és inverz fliggvény differencialasa

P 9.19 Ha egy F(x,y) = 0 egyenlettel implicit médon megadott x — y(x) fiiggvény az
egyenletbdl kifejezhetd egy I intervallum f0létt, akkor ott az y'(x) derivélt a mar ismert
médon szadmithaté. Példaul:

=
QE\
5
]
|
o

ww—1=0 = y(x)=
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Implicit és inverz fiiggvény differencialasa

Az y/(z) fiiggvény tgy is kiszamithato, hogy F(x,y(x))-et Osszetett fiiggvényként x szerint
differencialjuk. Példéul:

y(x
(zy(z) = 1) =y(z) +2¢/(z) =0 —= /(x) = _EU)‘
Ez megegyezik az el6z6 eredménnyel, hisz y(x) = 1/x behelyettesitése utdn y'(:r) _

—1/2? adédik. Azzal a kérdéssel, hogy egy F(zx,y) = 0 alaku egyenlet mikor ir le
fiiggvénykapcsolatot és hogy y(x) mikor fejezhetd ki ebbdl az egyenletbdl, nem foglalkozunk.

D 9.20 Az f fiiggvény az értelmezési tartomanyanak egy H részhalmazan invertalhato,
ha tetszdleges két x1,x9 € H elem esetén

flz1) = f(z2) <= 21 =m.

Ha f invertdlhaté a H halmazon, akkor a f|g (azaz a H-ra korlatozott f) fiiggvény in-
verzén azt a p fiiggvényt értjiik, melyre

1. Domp = {f(x);z € H},

2. yo € Dom ¢ esetén p(yg) = 9 <=  f(xg9) = yo-

Az f fiiggvény inverzére az f —1 jelolés hasznalatos. Ez osszetéveszthetd a reciprok jelslésével,
ezért példatarunk e pontjat kivéve e jelolést kiilon emlités nélkiil nem hasznaljuk.

T 9.21 Az egyvaltozos valés f fiiggvény legyen
invertdlhaté az xg pontot tartalmazé valamely
H C Dom f halmazon, és legyen g az f| fiiggvény
inverze. Ha az f fiiggvény differencidlhaté az x
pont valamely teljes kérnyezetében, és f'(xg) #
0, akkor g differencidlhaté az yy = f(xg) pont-
ban, és

) @

Feladatok

Szamitsuk ki az alabbi, implicit alakban adott x — y(x) fliggvények derivaltjat:

1 1
173. 2%y + 3z — x = 3, 174. — + — =1,
Ty

175232y = (23 + 32)2, 1767 sin(2?y?) = .

Szamitsuk ki az alabbi, implicit alakban adott x — y(z) fiiggvények méasodik
derivaltjat:

1775 2xy — y? = 3, 178. xcosy = y.

Hatarozzuk meg az alabbi f(z) fiiggvények f~!(z) inverzét:

179. f(z) =2? + 1, x>0, 1802 f(z) = 2? — 6z + 8, x > 3,
b

1812 f(x) axid (a,b,c,d € R, ad — bc # 0).
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Gorbék érintkezése, érintd, simulokor

Az eredeti és az inverz fiiggvény kozotti kapcsolat segitségével mutassuk meg, hogy
az alabbi fliggvények grafikonja szimmetrikus az y = x egyenesre:

b 3 —
1827 f(z) — ija (a,b,c € R), 183. f(z) = - _z.

184. Mutassuk meg, hogy az

fla) = {x, ha z irracionalis, s ER

—x, ha x racionéalis
fliggvény invertalhato, de nem monoton R-en.
185. Mutassuk meg, hogy ha f nem monoton, akkor van harom olyan x1, x9, x3
pont, hogy 9 € (z1,73), de f(z2) € (f(x1), f(3))-

186. Mutassuk meg, hogy egy intervallumon értelmezett folytonos f fliggvény pon-
tosan akkor invertalhato, ha szigortian monoton.

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények inverzének derivaltjat és annak értékét a
megadott zg-hoz tartozo yg = f(xp) pontban, és ellendrizziik az eredményt implicit
fliggvény derivalasaval:
1872 f(z) =523 +2 -7, z€R, xzp—1,
T T
188. —tg2 -z .
f(ilf) g 4T, $E( 474); Zo ]’
189. f(x) =Tz —sin3z, z€R, xy=0,
190. f(z) = 22° + 23 +1, z€R, xz9— L
191” Tegyiik fel, hogy az f : B — C és a g : A — B fiiggvények kolcsondsen
egyértelmi leképezések az adott halmazok kozott. Mutassuk meg, hogy fog
is kolcsonosen egyértelmi fiiggvény, és

(fog)t=gtoft.

192> Igazoljuk, hogy az f : x — x* +23 41, = € (0,3) fiiggvény szigortian monoton
novekedd. Képezziik az F(x) = f(2g(x)) fliggvényt, ahol g az f inverze, és
hatarozzuk meg az F’(3) értéket.

Gorbék érintkezése, érintd, simulokor

T 9.22 Ha az egyvaltozos valés f fiiggvény az xg helyen differencidlhato, akkor az f

grafikonjanak az xq abszcisszajii pontban van érintdje, és az érint§ irdnytangense éppen

f(xg). Igy az érinté egyenlete: y — f(xg) = f'(xg)(x — x(), mig az érintére merdleges

u.n. normélis egyenes egyenlete: y — f(xzg) = —W(az —x0), ha f'(x¢) £ 0, és x = w9,
o

ha f'(zg) = 0.

D 9.23 Ha két gorbe kézos pontja M, és mindkettének van érintéje e pontban, akkor a
gbérbék M pontndl bezart szogén az érintbik dltal bezart szoget értjiik. Ha e szbg 0, akkor
azt mondjuk, hogy a két gorbe az M pontban érinti egymaést.
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Gorbék érintkezése, érintd, simulokor

D 9.24 Legyenck f és g az xg helyen legalabb r-szer differencidlhaté valos fiiggvények,
amelyekre 0 < k < r esetén f®)(zg) = ¢ (zg). Ha az f0(zg) és a ¢ (x)
differencidlhdnyadosok nem mindketten léteznek, vagy ha mindkettd létezik, nem egyeznek
meg, akkor azt mondjuk, hogy az y = f(x) és az y = g(x) egyenletii gorbék az x( helyen
r-edrendben érintik egymadst.

T 9.25 Ha az egyviltozos valos f fiiggvény az x( helyen legalabb kétszer difterencidlhato,

és f""(xg) # 0, akkor azy = f(x) egyenletii gérbének az x( helyen egyértelmtien meghatérozott
simulékére — azaz a gorbét legalabb méasodrendben érint§ kére — van, és ennek a kérnek

a sugara és kézéppontjanak koordinatai:

(1+ f(x0))3/? (xo (@) (1 + (=)

r(T0) = )] (o)

) + 20 +fl2(x°)> -

" (o)

T 9.26 Ha az [ fiiggvény legaldbb n-szer differencidlhaté és f(c) # 0, akkor az
y=(—0)"f(z), ésazy = (z—c)"f(c)

egyenletii gorbék legalabb n-edrendben érintik egymast.

Feladatok

Hatarozzuk meg az aladbbi fiiggvények grafikonjanak érint&jét és normalisit az
adott xg abszcisszaji pontban:

2
193. f(x) — siny/z, xg — 72, 194. f(x) = Sinﬂ—, Ty = T,
x

195. f(x) — 2® — 8z, zo — 3.
Irjuk fel az alabbi egyenletii sikgérbék adott pontbeli érintGjének és normalisanak
egyenletét:

196> 23 + 3 — 62y = 0, (3,3), 197. y =sin(z +y), (m,0).

198" Legyen f pozitiv értéki, differencialhato fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az
f(z) és az f(x)sinax (a # 0) fiiggvények grafikonjai metszéspontjaikban
érintik egymast.

199° Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, mely atmegy az origon és érinti
az 2 — 4z +y* + 3 = 0 egyenletii gorbét.

200. Milyen 6sszefiiggés all fenn a, b és c kdzott, ha az f(x) = ax?+bx+c egyenletii
parabola érinti az x-tengelyt?

2017 Igazoljuk, hogy ha az y(x?? =23 +2 px + q egyenleti harmadfokt gorbe érinti
az r-tengelyt, akkor (g) + (Z) = 0.

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények grafikonjai k-adrendben érintik egymast

az xg = 0 helyen:

3

202. f(x) =sinz, g(z) =x — 30



9. Differencidlhanyados, derivalt — Vegyes feladatok

2?2t

203. f(z) = coszx, g(z) =1 — or + a k =5,

204. f(x)=1+x+2% glx)=1+x+22+2°+ 2% k=2,

205. f(x) =sinz, g(z) =tgx, k=2.

Hanyad rendben érintik egymast az alabbi fiiggvények grafikonjai a megadott pont-
ban:

206. 22 cosz, 22, a—0, 207. (z—1)(Jlz—1|+1), z—1, a—=1.
Hatarozzuk meg az alabbi egyenletekkel adott gérbék metszési szogeit:

208>y% = 4o — 2%, 2?4 94% =8,

209> 222 + 4% =20, 4y — 2 =8,

210> zy =12, a2+ y? = 25.

Az alabbi gorbék adott P pontjaiban szamitsuk ki a gorbiileti sugarat és a simulokor
kézéppontjanak koordinatéait:

211. 6y — 23 — 120 — 2, P(2,-3), 2122y% = 2px, (p > 0), P(z,y),
2 2 2 2
oy =y
213. ?erﬁzl, P(O,b), 214. ?—bﬁil, P(CL,O)

Vegyes feladatok

215. Vazoljuk fel szabad kézzel az alabbi grafikonokrol leolvashaté informaciok,
valamint a differencidlhdnyados geometriai jelentése alapjan az dbréazolt fliggvények
derivaltfiiggvényét!

216" Hatarozzuk meg a és b értékét ugy, hogy az

2
_ s, ha = < z¢
f(x){a:r;er, ha = > x¢

fiiggvény differencidlhato legyen xp-ban.
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Vegyes feladatok

217" Legyen f differencialhato zp-ban. Mutassuk meg, hogy a

(@) ha z < @
90 ~{ Ploe —aw) + 1) e > o

fliggvény differencialhato xg-ban. Hatarozzuk meg ¢'(z9)-t! Vazoljuk fel g
grafikonjét!
2187 Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét ugy, hogy az

_ Jm?/lz], halz|>c
v ar® +b, ha|z|<c

egyenletii gérbe folytonos, és minden pontjaban érintével rendelkezd legyen.

219" Legyen f kétszer differencialhaté minden x < xg pontban. Hatarozzuk meg
az a, b és ¢ paraméterek értékét dgy, hogy a

[ fx), ha x < g
9(w) = {a(x—:z;o)2+b(:1;—:1:0) +e¢, haz>ux
fiiggvény kétszer legyen differencialhatéd xgp-ban.
220. Igaz-e, hogy az F(x) = f(z)+ g(z) fliggvény nem differencialhaté xp-ban, ha
a) f(z) differencialhaté zg-ban, de g(x) nem,
b) sem f(x), sem g(x) nem differencialhaté zg-ban.
221. Tgaz-e, hogy az F(x) = f(x)g(x) fliggvény nem differencialhaté zg-ban, ha
a) f(z) differencialhaté xzg-ban, de g(x) nem,
b) sem f(x), sem g(x) nem differencialhato zg-ban.
Vizsgaljuk me az a) f(x) = z, g(x) = |z|, b) f(x) = g(z) = |z| fliggvényeket
a 0 pontban.
222. Tgaz-e, hogy az F(x) = f(g(z)) fiiggvény nem differencidlhaté zo-ban, ha
a) f(z) differencialhaté g(zg)-ban, de g(z) nem differencialhaté zp-ban,
b) f(z) nem differencialhaté g(xg)-ban, de g(z) differencialhaté xg-ban,
¢) f(x) nem differencidlhato g(zg)-ban, és g(z) sem differencialhato xp-ban,
Vizsgaljuk me az a) f(z) = 2%, g(z) = |z|, b) f(z) = |2], g(z) = 2%, ¢)
f(z) =2z + |x|, g(x) = %:1: - %|x| fiiggvényeket a 0 pontban.
223. Legyenek f és g haromszor differencidlhatéd fiiggvények, és legyen F' : x +—
f(g(z)). Hatarozzuk meg az F” és F" fiiggvényeket.
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