4. Gyakorlat
Feladatok

Rekurziv sorozatok

10
minden n € N esetén.

1.Legyena; =3 ésap,; =
7-a,

= 2.22 stb.

B . 10
Asorozat elsé néhany tagja: a, =3,0, = —— =2.5,05 =

(a) Igazoljuk, hogy 2 < a, < 5 minden n e N esetén.
(b) Konvergens-e a sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

2. Legyena; =2 ésa,,; = ya,-2 +4minden n e N* esetén.
Konvergens-e az (a,) sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

, 5 ,
3.M Legyen a; =4 ésa,,; =6-— minden n e N* esetén.
an

(Ekkor a, =4.75, a3 = 4.947,... )
Konvergens-e az (a,) sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

Az (1 +x/n)"—e* hatarérték

Szamitsuk ki a kovetkezd sorozatok hatarértékét.

4n%+3\5" 20 +3\M+7 Tn+1\n
l.a)a, = b)b,,:( ) c)cnz( )

4n%+1 5n+6 3n+2

2 n? 2 n 2 n?

n“+1 n“+1 n“+1
2.a)a, = b) b, = C)Cp=

n*+4 n*+4 n*+4

2 n?

n“+4
3.hfa,,=( )

n%+2

Torlodasi pontok

Adjuk meg az alabbi sorozatok torlddasi pontjainak halmazat, limesz inferiorjat, illetve
limesz szuperiorjat. Konvergens-e a sorozat?

n JT
1.a)a,=nD") b) a, = cos(n ) c) a,,:cos(n~—)
2
n*+(-1)"-n*
2Ma)a, = Yn?+3n +(-1)" Yn*+5n+3 b)) a,= 7" e
6n>-n+5
7n*>-n
3.0,=(-1)"1n

n+3
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(-3)"+8 (-4)" +8
4.a)a, = b) b, =
5+22n+l 5+22n+l
2n+(-1)"\" 5-n\n
5. a) an=(#) b) 0n=( )
2n+3 n+2

Komplex szamok algebrai alakja

1. Szamitsuk ki az alabbi mennyiségeket algebrai alakban:
— Z
21+2y), 212y, 212, 71, |22, —,
2

haz;=5+3i,z,=1-2i.

2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
a) 2iz-5=6z+i
b 4z-i=(2+i)z+8
C) 2iZ-5=6z+i
DM 4z+i=(5+i)z+1

Nehezebb feladatok

3." Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan:
a) |z|-z=1+2i
b)22=Z
Q)Z2+(1+)Z+4i=0

Megoldasok

Rekurziv sorozatok
, 10 ,
1. Legyena; =3 esa,,; = minden n € N eseteén.
7-a,
A sorozat elsé néhany tagja: a; =3,0,=—— =2.5,a3 = = .22 stb.
7-3 7-2.5

(a) Igazoljuk, hogy 2 < @, < 5 minden n e N esetén.
(b) Konvergens-e a sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

Megoldas.
Korlatossag:
(a) Teljes indukcidval igazoljuk, hogy 2 < a,, < 5 minden n e N* esetén.
(i) Az llitas igaz az n = 1 kezdGértékre, mivel 2 < a; =3 < 5.
(i) Tegylk fel, hogy az allitas teljesiil valamely n-re, azaz2 < a,, < 5.
(iii) Indukcids |épés: Igazolnunk kell, hogy ez a tulajdonsag 6roklédik a rakovetkezd
pozitiv egészre, (n + 1)-re is, azaz 2 < a,,; <5 is teljesiil.
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Ehhez az2 < a, < 5 feltételbdl és az a,,; = képletbdl indulunk ki, és a képletben

7-a,
szerepl6é muveleteket hajtjuk végre olyan sorrendben, hogy a,-bdl a,,;-et megkapjuk.

(-1)

2<a,<5 = -2>-a,>-5 (negativszammal szorozva, az egyenlétlenség irdnya megfordul)
+7
= 17-2>7-0a,>7-5 = 5>7-a,>2
reciprok 1 1 1 ., , . , , M ,
— -< <— (pozitivszamok reciprokat véve, az egyenlétlenseg
5 7-a, 2
irdnya megfordul)

10 10 10 10 10
= —< <— = 2<0p,1 = <5

5 T7-a, 2 7-a,

igy a teljes indukci6 elve alapjan az allitds minden n pozitiv egészre teljesiil, azaz
megmutattuk, hogy 2 < a, <5 minden n e N* esetén.

Monotonitas:

(b) Az (a) részben belattuk, hogy a sorozat korlatos. A konvergencidhoz a sorozat monotonitasat
fogjuk igazolni.

Az els6 néhany tag alapjan a sejtésiink az, hogy a sorozat monoton csékkend.

Teljes indukcidval igazoljuk, hogy az a, sorozat monoton csokken, azaz a, > a,,; minden n e N*
esetén.

(i) Az allitas igaz n = 1-re, mivel a; =3 > a, = 2.5.

(i) Tegylk fel, hogy az allitas teljesiil valamely n-re, azaz a, > a,,;.

(iii) 1gazoljuk, hogy ekkor az allitas (n + 1)-re is igaz, azaz a,,1 > a.2.

(-1) ., " ,
Op>0dp,1 = —-0,<-0p,; (negativszammal szorozva, az egyenlo6tlenség iranya megfordul)

+7 , , .
= T7-a,<7-0a,; (mivela,<5,ezért7-a,>2>0az(a)részmiatt)

reciprok 1 1 " . . P ” .
> (pozitiv szamok reciprokat véve, az egyenlotlenség

7_an 7_an+l

iranya megfordul)

10 10 10
= dpa= >
7_an 7_C’n+l

igy a teljes indukcié elve alapjan a sorozat monoton csékkend.

=0ps2

A hatarérték:
Mivel a sorozat monoton csokkend és (alulrdl) korlatos, ezért konvergens.
Jeloljiik A-val a sorozat hatarértékét, azaz legyen lima, = A.

o 10 10 10

Ekkor mindkét oldal hatarértékét véve, lima,,; = A, lim = =
N0 nso7—q, T-limy.a, T-A

10

Tehdt Az —— e A(T-A)-10=0 e A2-TA+10=(A-2)(A-5)=0
T-A

— A1=2, A2=5

Mivel az elsé tag a; = 3 és a sorozat monoton csokkend, ezért A = 5 nem lehet a hatarérték.
igy lima,=2.

N—oco
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2.Legyena; =2 ésa,,; = \/a,, -2 +4minden n e N* esetén.
Konvergens-e az (a,) sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

Megoldas. Konvergencidhoz a sorozat monotonitasat és korlatossagat kell igazolnunk.
Mivel a feladat sz6vegében nincs alsé vagy felsé korlat megadva, ezért elsé lépésként
vizsgaljuk meg, milyen szamok johetnek sz6ba hatarértékként, amiket aztan

a korlatossag igazolasahoz is felhasznalhatunk.

Lehetséges hatarértékek:
Ha létezik hatarérték, és lima, = A, akkor A= VA-2 +4 = A-4=+A-2

N—>co0

Mivel a négyzetgyok értéke nem lehet negativ, ezért A-420,azaz A= 4.
Négyzetre emelve és rendezve:

A2 -9A+18=(A-3)(A-6)=0 <> A; =3, A, =6

Mivel lattuk, hogy A = 4, ezért hatarértékként csak A = 6 johet szdba
(de egyel6re még nem tudjuk, hogy létezik-e hatarérték).
Ellendrzéssel is lathatd, hogy az A= Y A-2 +4 egyenlet csak A = 6-ra teljesiil.

Korlatossag:
Teljes indukcidval igazoljuk, hogy a, < 6 minden n e N* esetén.
(i) Az allitds igaz n = 1-re, mivel a; =2 < 6.
(i) Tegyiik fel, hogy valamely n-re a, < 6.
(iii) 1gazoljuk, hogy ekkor a,,,; < 6 is teljesiil.
Ehhez az a, < 6 feltételbédl és az a,,,; = v a, -2 +4 képletbél indulunk ki:

-2
a,<6 = a,-2<6-2=4

v zetevik

= Ja,-2 < A4 =2

+4

= an+1=\/an—2 +4<2+4=6

igy a teljes indukcié elve alapjan a, < 6 minden n e N* esetén.

Monotonitas:

A sorozat elsé néhany tagja: a, =2, a, = \/E +4=4,a05= \/E +4=142 +4=541

Teljes indukcidval igazoljuk, hogy az a,, sorozat monoton né, azaz a, < a,,; minden n e N* esetén.
(i) Az allitas igaz n = 1-re, mivela; =2 < a, = 4.
(i) Tegylk fel, hogy az allitas teljesiil valamely n-re, azaz a,, < a,,;.
(iii) 1gazoljuk, hogy ekkor az allitas (n + 1)-re is igaz, azaz ap,1 < Ay.2.

-2
ap <0pi1 = 0,-2<0p,1-2

négyzetgyok
- ¢Gn—2 < \/an+1—2
+4

= 0p VOp—2 < ‘/aml_2 =0ns2
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igy a teljes indukcié elve alapjan az a,, sorozat monoton névé.

Mivel a sorozat monoton novo és felulrél korlatos, ezért konvergens, és hatarértéke lima, = 6.

N—o0

, 5 ,
3.Legyena; =4 ésa,,; =6-— minden n e N* esetén.
an

(Ekkor a, =4.75, a3 = 4.947,... )
Konvergens-e az (a,) sorozat? Ha igen, szamitsuk ki a hatarértékét.

Megoldas.
Lehetséges hatarértékek:

5
Ha |étezik hatarérték, és lima, = A, akkor A=6-— < A>-6A+5=(A-1)(A-5)=0

n-co A

<=A1=1, A2=5.

Korlatossag:

Teljes indukcidval igazoljuk, hogy 1 < a, < 5 minden n e N* esetén.
(i) Az allitds igazn = 1-re, mivel 1 < a; =4 < 5.
(ii) Tegyuk fel, hogy valamely n-re1 <a, <5.
(iii) Igazoljuk, hogy ekkor 1 < a,,; < 5 is teljesiil.

5
Ehhezaz1<a, <5 feltételbdl és az a,,; = 6 - — képletbdl indulunk ki:

an
reciprok 1 1 " . . te o ,, P
l<ag,<5=—= 1>—>- (pozitivszdmok reciprokat véve, az egyenl6tlenség iranya megfordul)
ap
5 5 5
= 5>—>-=1
a, 5

-1 > . . S
= -5<-— <-1 (negativszammal szorozva, az egyenl6tlenség iranya megfordul)
an

+6 5 5
= 6-5<6-—<6-1= 1<0,,;=6-—<5
ap an

igy a teljes indukcié elve alapjdn 1 < a, < 5 minden n e N* esetén.

Monotonitas:

Teljes indukcidval igazoljuk, hogy az a,, sorozat monoton né, azaz a, < a,,; minden n e N* esetén.
(i) Az allitds igaz n = 1-re, mivel a; = 4 < a, = 4.75.
(i) Tegytik fel, hogy az allitas teljesiil valamely n-re, azaz a, < a,,;.
(iii) 1gazoljuk, hogy ekkor az allitas (n + 1)-re is igaz, azaz ap,1 < Gp,2.

reciprok 1 1 . , .y , cs .
a,<0,1 —— — >——  (mivelaz(a) részalapjana, > 1> 0, ezért pozitivszdmok
an On+1
reciprokat véve, az egyenlétlenség iranya megfordul)

-5 S > o . L
= -— <-—— (negativszammal szorozva, az egyenlOtlenseg iranya megfordul)

ap On+1
+6 5 5
= Upy1=6-—<6-—=0p

an An+1

igy a teljes indukci6 elve alapjan az a, sorozat monoton névé.
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Mivel az a,, sorozat monoton novo és felilrél korlatos, ezért konvergens.
Mivel a; = 4, és a sorozat monoton névé, ezért A = 1 nem lehet a hatarérték. igy lima, = 5.

N—oco

Az (1+x/n)"— e* hatarérték

4n%+3\6" 2n+3\n+7 Tn+1\n
l.a)a,= b)b,,:( ) c)c,,:( )
4n’+1 5n+6 3n+2
Megoldas.
2, a6 [142\6" m+iff (Jr 1
4n°+3 P o e BE
a)a,,: 2 = 3 = 26—) 6:—6=e4 4=€
4 1 = 1 \n 1 8
n*+ 1+ «1+ZF) ) (eq e

b) 1. megoldas

2n+3 2 o
— - <1, tovabba tudjuk, hogy a"—0,ha | a| <1,
5n+6 5

ezért a sejtés az, hogy b,— 0. Ez a rendérelvvel igazolhatd.

Mivel

2
Legyen g olyan pozitiv szdam, melyre 0 < - <g < 1. (Pl.g =0.5vagy g = 0.9 stb.)
5

Ekkor a hatarérték definicidja alapjan az a,, sorozat tagjai elég nagy indexekre 0 és q kozé

2n+3
fognak esni, azaz van olyan N € N kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor 0 < <g<l1
5n+6

2n+3

n+7
=>O<b,,=( ) <q™'=q"-g"—0.

5n+6
igy a rendérelv miatt b, — 0.

b) 2. megoldas

3 \\+T 3 7 3
b _(2n+3)n+7_(2n(l+z))n _(E)n+7‘(l+z)n'(l+a) 0 g E_O
S8l (sn(i+ )T ST (L) (14 et 1

Tn+l 7 L
— — > 1, tovabba tudjuk, hogy a"— e, haa> 1,
3n+2 3

ezért a sejtés az, hogy ¢,— . Ez a specialis rendérelvvel igazolhatd, azaz
alulrél becsiiljiik a ¢, sorozat tagjait egy végtelenbe tart6 sorozat tagjaival.

Tn+1\n Tn+0\" (T\N B
Cn=( ) 2( ) =(—) —> o0, €zert ¢, —>oo.
3n+2 3n+2n 5

n?+1\" n?+1\" n?+1\"
2.a)an=( ) b)b,,:( ) c)cn=( )

c) Mivel

n*+4 n*+4

Megoldas. a) a,, = (
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b) A b, sorozat tagjait az a, sorozat tagjaibol n-edik gyokvonassal kapjuk: b, = Q/a_,,.
1

e
kozrefoghatjuk alulrdl és feliilrél is egy-egy rogzitett pozitiv szammal.

Azaz, a hatarérték definicidja alapjan létezik olyan N e N kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor

1 1 1
példéul;<an<l= n/23<\"/an<QH = n123<bn<1.
e e e

1
Mivel ”’ . —L ezért a rendoérelv alapjan b,— 1.
2e

Mivel az a,, sorozat hatarértéke egy pozitiv szam (a,,—> ), ezért a tagjait elég nagy indexre

Megjegyzés: Ebben a példadban nem lényeges, hogy az a,, hatarértéke 1-nél nagyobb vagy kisebb,

1
csak azt hasznaltuk ki, hogy pozitiv. Az — és 1 helyett barmely mas A és B pozitiv szamokat is
2e

1
irhatunk, ahol0 <A< =< B.
e

c) A ¢, sorozat tagjait az a,, sorozat tagjaibdl n-edik hatvanyra emeléssel kapjuk: ¢, = (a,)".

3
e
ezért a sejtés az, hogy ¢,— 0. Ez a rendérelvvel igazolhatd.

1
Mivel az a,, sorozat egy 1-nél kisebb szamhoz tart (a,,—> ), és tudjuk, hogy a"—0,ha |a| <1,

1 1 1
Legyen g olyan pozitiv szdm, melyre 0 < —<q<l (Pl. g=-,q9g=-,q=09 stb.)
e 8 2

Ekkor a hatarérték definicidja alapjan az a,, sorozat tagjai elég nagy indexekre 0 és q kozé

fognak esni, azaz van olyan N € N kiiszobindex, hogy han> N, akkor 0<a,<g<1
3

n?+1\"
= 0<(a,,)”=c,,=( ) <q"—0,

igy a rendérelv alapjan ¢,—0.

n?+4\"
3.a,=
n?+2

2
(1+=) et
X nz—)—z—e.
a2y e

Mivel a b, sorozat egy 1-nél nagyobb szamhoz tart, tovabba tudjuk, hogy a”— o, haa > 1,

2,4 n?
) ,ekkora, = (b,)" és b, =
n-+2

n-+
Megoldas. Legyen b, = (2—
ezért a sejtés az, hogy a,,— . Ez a specialis rendérelvvel igazolhatd, azaz
alulrdl becsiiljik a ¢, sorozat tagjait egy végtelenbe tart6 sorozat tagjaival.
Legyen g egy olyan pozitiv szdm, ami 1 és e? kézé esik, azaz1<g<e?, pl.g = 2.

Mivel b,—se?, ezért a hatarérték definicidja alapjan létezik olyan N e N kiiszébindex, hogy ha
n> N, akkor b, > 2. Igy elég nagy n indexekre a,, = (b,)" > 2". Mivel 2" — oo, ezért a,,—> co.

Torlodasi pontok
1.a)a, =nD")

Megoldas.
a) Ha n is paros, akkor (-1)" = 1, igy a, = n' = n—co.
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1

Ha nis paratlan, akkor (-1)" = -1, igya, =n"! = - —o0.
n

= torlédasi pontok: 0, oo

= liminfa,=0,limsupa, =

= aza, sorozat divergens, mivelliminfa, * limsupa,

JT
1.b) a, = cos(n 1) c) a,,:cos(n-—)

2

Megoldas.

1 h =0,4,8, ..
1, han=0,2,4, .. T ’ an=un%e
b) a, = cos(n ) = L han-135 c)a,,:cos(n-—): 0, han=1,3,57,911, ..
’ TS 2 -1, han=2,86, 10, ..

n=1,59, ...

n=3,7,11, ...
= torlddasi pontok: -1, 1 = torlddasi pontok: -1, 0, 1
= liminfa,=-1,limsupa,=1 = liminfa,=-1,limsupa,=1
= aza, sorozat divergens, mivel = aza, sorozat divergens, mivel
liminfa, #limsupa, liminfa, #limsupa,
2.a)a,= N2 +3n +(-1)"- \n*+5n+3
Megoldas.

Ha n is paros, akkor (-1)" = 1,igy @, = \n*+3n + Y2 +5n+3 = oo+ oo = co.
a+pB a?-p

a+B a+p

atalakitassal:

Ha nis paratlan, akkor (-1)"=-1,igya,=a-B=(a-p)-

\/n2+3n + \/n2+5n+3

an=(\/n2+3n - \/n2+5n+3)'

\/n2+3n + \/n2+5n+3

(n*+3n)-(n*+5n+3) -2n-3
\/n2+3n+\/n2+5n+3 \/n2(1+§)+\/n2(1+§+%)

n n n
n -2-2 ~2-0

\n? \/1+§+\/1+§+i V1+0+y1+040
n n  n?

= torlddasi pontok: -1, oo
= liminfa,=-1,limsupa, =
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= aza, sorozat divergens, mivelliminfa, * limsupa,

n*+(-1)"-n*
2.b) a,= | ——
6n°-n+5

Megoldas. Ha n is paratlan, akkor (-1)" = -1, igy a,=0.

2n*
Ha nis paros, akkor (-1)" =1,igy a,= | ———.
6n*-n+5

Az alabbiakben felhasznaljuk a rendérelvet, illetve hogy \"/E—)l és \/F —1.

Felsé becslés (a szamlalot noveljuk a nevezG6t csokkentjuk
2n* 2n )
ap=1 <17 —»ll =1
6n*-n+5

Alsé becslés (a szamlalot csékkentjijk a nevezc’St névelj[]k):

2n? 2
ap = 20 (Q/F) —1-12=1
6n*>-n+5 6n%+0+5n?

igy a rendérelv alapjan paros n-re a,— 1.

= torlddasi pontok: 0, 1
= liminfa,=0,limsupa,=1
= aza, sorozat divergens, mivel liminfa, # limsup a,

3.ap=(-1)"-1
n+3

7n*-n

Megoldas. Legyen b, =
n+3

Felsé becslés:
7n*-n 7n%+0

b, =1 < f ——>1 =1
n+3 n*+3n°

Alsé becslés:

7n*-n 7n%-n? 1
Q=" > =nl> ——>1 =1
n+3 n®+3nd 1

igy a rendérelv alapjan b,— 1.

Ha n paros, akkor (-1)" =1,igya,=b,— 1.
Ha n paratlan, akkor (-1)" = -1, igy a, = -b,—-1.

= torlddasi pontok: -1, 1
= liminfa,=-1,limsupa,=1
= aza, sorozat divergens, mivel liminfa, #limsup a,
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(-3)"+8 (-4)"+8
4.a)a,=——— b) b, = ——
5+22n+1 5+22n+1
Megoldas.
1
(=3)"+8  (=3)"+8 [ 3\n 1+8:(-3) 140
a) a, = - (=) = e =0
5+22M1  542.4" 4 5.(71‘)”+2 0+2
= torlddasi pont: 0
= liminfa,=limsupa,=0
= aza, sorozat konvergens
(-4 +8  (-4)'+8 ( 4yn 1+8:(-3) 1+8-(-;)’
P I e 0 e Y et
5422ML 542:4" \ 4/ 5.(iy) 5-(3)" +2
4
, ) 140 1
Ha n paros, akkor (-1)" =1, igya,—1- =-
0+2 2
, ) 1+0 1
Ha n paratlan, akkor (-1)" =-1,igya,—-1-—— = —-
0+2 2

1 1
= torlddasi pontok: —, — —
2 2

1 1
= liminfa,=--,limsupa, =-
2 2

= aza, sorozat divergens, mivel liminfa, * limsupa,

(AR
5.a)an=(—)
2n+3
Megoldas.
1\n 116 1
, , 2n+1\n+6 (1+zﬂ (1+;ﬂ ez
Hanparos,akkor(—l)“:l,|gya,,=( ) = i T
2n+3 (l+ﬂ) (l+;7) o
6
. , 2n-1ys (1-52)" (1-57)
Ha n paratlan, akkor (-1)" = -1, |gyan=( ) = .
2ne3) ey (a2
s 11
= torlddasi pontok: —, —
e e

1 1
= liminfa,=—, limsupa, =-
e3 e

= aza, sorozat divergens, mivel liminfa, * limsupa,

5-n\n
5.b) anz(—)
n+2

R 5-n\n ((-1)-(n-5)\" n-5\n
Megoldas. a, = ( ) = ( ) =(-1)" ( )
n+2 n+2 n+2

) ) n-5\n (1—%)’1 e 1
Ha n paros, akkor (-1)" =1, |gya,,=l-( ) =
n+2
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5\n
n-5yn  (1-2) e 1
Ha n pératlan, akkor (-1)" = -1, igyanz—l-( ) -
n+2

1 1
= torlddasi pontok: -—, —
7 7
e e
1

1
= liminfa,=-—,limsupa,=—
e’ e’

= aza, sorozat divergens, mivel liminfa, #limsupa,

Komplex szamok algebrai alakja

1. Szamitsuk ki az alabbi mennyiségeket algebrai alakban:

— 21
VY2, Z1-23, 212y, Zy, |z2|1 0
22
haZl=5+3i,Zz=l—2i.
Eredmények: 21 +2,=64+] Z1=5-3i
Z1-2;=4+5i |22|=\/§
X Zy 1 13j
212;=11-7i —=——t+—
V) 5 5

2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
a)2iz-5=6z+i
b)4z-i=Q2+i)z+8

C)2iZ-5=6z+i
)

d4z+i=(5+i)z+1
Eredmények:
7 2i
a)z=—-——-— b)z=3+2i
10 5
i 4
)z=-1-- dz=--+-
2 5 5
Nehezebb feladatok

3%a) |z|-z=1+2i
Megoldas. Legyen z = x + y i, ahol x, y € R. Ekkor | z | = 4/x? + y?, igy az egyenlet:

| z| -z=1+2i & \xX*+y?> —(x+yi)=1+2i

= (\[x2+y2 —x)—yi=1+2i

Két komplex szam pontosan akkor egyenld, ha a valds képzetes résziik is egyenld, igy a fenti egyenlet

a kovetkez6 egyenletrendszerrel ekvivalens:

(1) VxX2+y? -x=1

(2) -y=2
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Innen y = -2, igy azelsé egyenletbdl Yx?+4 —x=1 = yYx*+4 =x+1.
Mivel Yx2+4 20, ezért x + 120, azaz x = —1. Négyzetre emelve és rendezve:

3
X*+4=x"+2x+1 = 2x=3 = x=-,erre teljesiil az el§z6 feltétel.
2

3
A feladat megoldasa: z = > 2i.

3:b) =2

Megoldas. Legyen z = x + y i, ahol x, y e R. Ekkor

o Z2=(x+yiy=x*+2xyi+y’i*=(x*

—y)+2xyi

®Z=x-yi
igy az egyenlet:

=7 &= (X-y)+2xyi=x-yi

= (X*-y’)+2xyi-x+yi=0
Egy komplex szam pontosan akkor 0, ha valds és képzetes része is 0, igy a fenti egyenlet a kdvetkezd
egyenletrendszerrel ekvivalens:
1) (¥*-y*)-x=0

(2) 2xy+y=0
A (2) egyenletet alakitsuk szorzatta: y2x+1)=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0, igy két esetet vizsgalunk.
1. eset: ha y = 0, akkor ezt az (1) egyenletbe helyettesitve:

(xX*-y*)-x=0 = x*-x=x(x-1)=0

Innen x; =0 és x, = 1, igy ebben az esetben két komplex megoldast kapunk:
2,=040-i=06sz,=1+0-i=1.

1
2.eset: ha2 x+1=0, akkor x = ——. Ezt az (1) egyenletbe helyettesitve:
2

1 1 3
(X*-y)-x=0 = —-y’+-=0 = y’=-
4 2 4

3
Innen y; , = +——, igy ebben az esetben is két komplex megoldast kapunk:
2

1 43 1 43

Zy=——+i—— ész4= - = —|
2 2 2 2

1 43 1 43

Afeladat megolddsa: 2, =0,2,=1,z3=——+i —,24=—— - | —.
2 2 2 2

350) 22+ (1+i)Z+4i=0

Megoldas. Legyen z = x + y i, ahol x, y € R. Ekkor

o Z2=(x+yif=x*+2xyi+y’i*=(x*

-y +2xyi
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e 1+)Z=(1+)(x-yi)=x-yit+xi-yi=(x+y)+(x-y)i
igy az egyenlet:

Z+(1+)Z+4i=0 & (X -y))+2xyi+(X+y)+(x=y)i+4i=0
Egy komplex szam pontosan akkor 0, ha valds és képzetes része is 0, igy a fenti egyenlet a kdvetkezd
egyenletrendszerrel ekvivalens:

1) (P -y?)+(x+y)=0
(2) 2xy+(x-y)+4=0

Az (1) egyenletet alakitsuk szorzattd:  (x-y)(x+y)+(x+y)=0
x+y)(x-y+1)=0

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0, igy két esetet vizsgalunk.

1. eset: ha x+ y =0, akkor y = —x. Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve:

2xy+(Xx-y)+4=0 = 2x(-x)+(x+x)+4=0

-2x*+2x+4=0

x?-x-2=0

x-2)(x+1)=0
E masodfoku egyenlet gyokei x; =2 és x, =-1,ahonnan y; =-2ésy, =1, igy
ebben az esetben két komplex megoldast kapunk: z; =2-2iész, =-1+1.

2.eset: ha x-y+1=0,akkor y = x + 1. Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve:

2xy+(x-y)+4=0 = 2x(x+1)+(x-(x+1))+4=0

2x*+2x-1+4=0

2x*+2x+3=0
E mésodfoki egyenlet diszkrimindnsa negativ: D =22-4-2-3=-20<0, igy az
egyenletnek nincs valds gyoke. Mivel x valds szam, ezért ebben az esetben nem
kapunk megoldast.

Afeladat megolddsa: z; =2-2iész, = -1 +i.



