12. gyakorlat

Parcialis tortekre bontas

x+1 h [ 5X-3 b [2X0—4x7-x-3
1. a) dx b) j— dx o f—
X2 +3x x?-2x-3 x>-2x-3
1 X+1 X+5
2.a) j ; de b)hf fdx o)f jz—
X +2x (x=-1)"(x-3) X +6x+9
X+4 v [ e (X -15x
3, a)[ — dx b) [4— dx 0 f ——d
x(x*+2) x*-16 x*-16

Helyettesitéses integralas

1.a) sz sin x3 dx b)hf jsin“xcos dx

1 9
2. 2) [ dx b) j—x dx
Vx +1 V2-3x +1
e2x e6x
3.a) j dx b) f dx
e?X 41 e2*¥+1

2X

4% j s b f_

Tovabbi gyakorlo feladatok

l.a)j ! dx b) ]£ dx
X-x 1+x
2.2) fsin(x/?)dx

dx

b) Je‘ﬁ dx

4
b)* dx
2
e’ -4

Megoldasok

Parcialis tortekre bontas

X+1
1.a)I=J dx=7?
X +3x

Megoldas. A nevezének két kiilonb6zé valds gydke van: x; =0, x, = -3.

Parcialis tortekre bontas:

xX+1 x+1 A

o) jsin X €595 dx

o) jx V5x+3 dx

2 x X

e““"+5e
c) J— dx
e? +4e¥+3

c)j 4-x? dx

1 X+1
o)* |— 3|— dx
X2 X

c) j(ex)z sin(e*) dx
c)**[ ! dx

X+l

B Ax+3)+Bx

= = — + =
x2+3x x(x+3) x x+3

X(x+3)

dx
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= x+1=A(x+3)+Bx
Az A és B valds szamokat Ugy akarjuk meghatarozni, hogy ez az egyenldség
minden x valds szamra teljesiljon.

1. médszer (az egyiitthatok 6sszehasonlitasa)

X+1=(A+B)x+3A pontosan akkor teljesiil minden valds x-re, ha
1 2

A+B=1 = A=-, B=-
3 3

3A=1

2. médszer (behelyettesités) (célszer(i a nevezd gyokeit behelyettesiteni)
x+1=A(x+3)+Bx

hax=0 = 1=A-3+B-0 = A=

hax=-3 = -2=A:0+B-(-3) = B=

wilNnwl R

2
+—ln|x+3|+c
3

x+1 11 2 1 1
e [ g [ 22 D st

X2 +3x 3 x 3 x+3 3

wolframalpha.com: integrate (x+1)/(x"2+3x)
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+%28x%2B1%29%2F%28x%5E2%2B3x%29

5x
1.b)l=j—dx=?
X

2_2x-3
, 5x-3 5x-3 A B 2 3
Hasonldan: = = + = .= +
x2-2x-3 (x-3)(x+1) x+1 x-3 x+1 x-3

(az A és B egylitthatdt hatarozzuk meg kétféleképpen!)

2 3
=:/=ﬂ . )dx=2M|x+l|+3m|x—3|+c
x+1 x-3

wolframalpha.com: integrate (5x-3)/(x"2-2x-3)
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+%285x-3%29%2F%28x%5E2-2x-3%29

2x3-4x*-x-3
1.q1=J¥—————————dx=?
X*-2x-3

. 3 2x3-4x*-x-3 5x-3
Polinomosztassal, —— M =2 x+ ———,
x?-2x-3 x*-2x-3

ahol a tort ugyanaz, mint az 1. b) feladatban

2 3
=/=J(2x+ +—)dx X*+2In | x+1|+3In| x-3 ]| +c
x+1 x-3

2.a) ;

X+1
dx b) j dx

X3 +2 x? (x-1)*(x-3)
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Példatar: 5. fejezet, 7., 8. feladat
https://math.bme.hu/~tasnadi/merninf_anal_1/anall_gyak.pdf

wolframalpha.com: integrate 1/(x"3+2x"2)
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+1%2F%28x%5E3%2B2x%5E2%29

X+5
2.C)I=J— dx=7?
X +6Xx+9

Megoldas. A nevezdnek kétszeres valds gyoke van: x; , = -3.

Parcialis tortekre bontas:

Xx+5 X+5 A B Ax+3)+B
= = + =
xX2+6x+9 (x+3)2 x+3  (x+3)? (x +3)?

= x+5=A(x+3)+8B

1.moédszer: x+5=Ax+(3A+B) = A=1 = A=1,B=2
3A+B=5

2. modszer: x+5=A(x+3)+B
X=-3 = 2=0+B =>B=2
x=0 = 5=3A+B = A=1

X+5 1 2 1
= Izj— dx:J( + )dx:]( +2(x+3)72|dx =
x> +6x+9 Xx+3  (x+3)? x+3

(x+3)71
:ln|x+3 +2 +c=ln|x+3|— +C
-1 X+3
X+4
3.a)I=J dx=7?
x(x* +2)

Megoldas. A nevezd gyokei:
x1 =0 (egyszeres valés gyok), x; 3 = +2 i (egyszeres komplex gyokok)
Parcialis tortekre bontas:
x+4 A Bx+C A(X+2)+(Bx+C)-x

=— + =
x(x*+2)  x  x*+2 x(x*+2)

= Xx+4=A(X*+2)+(Bx+C)x

Helyettesitések (behelyettesitsjlik a nevezd valds gyokét, tovabba még
két tetszbleges valds szamot):

x=0 = 4=2A+0 = A=2

x=1 = 5=3A+B+C

x=-1 = 3=3A+B-C = (C=1,B=-2

X+4 2 =2x+1
=)I:J dX::j(—+ )dx=
x(x* +2) X x%+2
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, ., —2x+1 2x 1 2x 1 1
Atalakitas: =- + = .
X242 X2+2 X422 x*+2 2(x)2+l

=l

Felhasznaljuk:

' (x)
. j— dx=1n | f(x) | +c
f(x)

1 F(ax+Db)
o[ dx =arctg x +c, Jf(ax+b)dx=— +¢, aholF'=f, a*0
x*+1 a
2 2x 1 1 arctg{—=
= /= ||-- +— dx=2ln|x|—ln(x2+2)+—- 1( 2)+c
X X2+2 2 ( x\? 2 =
ﬁ +1 V2

wolframalpha.com: integrate (x+4)/(x(x"2+2))
https://www.wolframalpha.com/input?i=integrate+%28x%2B4%29%2F%28x%28x%5E2%2B2%29%?2
9

X3 x> —15x
3.b) dx ) j dx
x*-16 x*-16

Példatar: 5.3 fejezet, 9. feladat
https://math.bme.hu/~tasnadi/merninf_anal_1/anall_gyak.pdf

Helyettesitéses integralas

1.a)I=szsinx3dx=?

1 2
Helyettesités: t=x® = x=x(t)= Jt =t3 = x*=t3

dx 1 > 1 2
X'(t)=—=-t: = dx=-t:dt
dt 3 3
2. .3 : 1 2 1 1 1 3
lzfx sm(x)dx:[tssmt—t adt:[—smtdt:—— cost+Cc=-—Ccosx’+cC
3 3 3 3

1.b)/= jsin“xcos dx=7?

. F(x)
1. megoldas. Jf' (x)F%(x)dx = +c (ax-1)
a+1
Here: f(x)=sinx, f'(x)=cosx, a=4 =
sin’ x

l=jsin4xcosxdx= +C

5
2. megoldas
Helyettesités: t =sinx = x = x(t) = arcsint

dx
x'(t)=— = = dx =

dt y1-¢ \1-¢2

cosx= ycos?x = Y1-sin?x = {1-¢2
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sin® x

5

tS
l=Jsin4xcosxdx= jt“ 1-t%- dt=[t4dt=—+c= +C
5

V1-2

l.c)/= fsinxecosxdx =?

Helyettesités: t =cosx = x = x(t) = arccost

dx 1
x'(t)=— =- = dx=-

1
dt {1-7 \1-1

sinx= ysinx = Y1-cos?x = y1-t2

dt

1
I=Jsinxecosxdx= j\jl—tz et-[— ]dt:J—etdt=—et+C=—ec°SX+c

Vl-ﬁ

1
2.a)I=j dx=7?
\/;+l

Helyettesités: t = \/; = x=x(t)=t?
dx
X'(t)=d— =2t = dx=2tdt
t

1 2t 2(t+1)-1 1
= dx = —dt:j— dt:Jz-(l——)dtz
Vx +1 t+1 t+1 t+1

=2t-2In|1+t]|+c=2 «/;—Zln(l+ \/;)+c

9x
2.b)/= ]—dx:?

Példatar: 5. fejezet, 25. feladat
https://math.bme.hu/~tasnadi/merninf_anal_1/anall_gyak.pdf

2.c)l=[x 5x+3dx=7?

t?-3
Helyettesités:t = Y5x+3 = x=x(t) =

dx 2 2
X'(t)y=—=-t = dx=-tdt
dt 5 5

t2-3 2 2 5 2 (t° s
/=J} 5x+3dx=J¥——-r—tdt=I—4ﬁ—3t)dt=——-——t +C=
5 5 25

25\5
\(5x+3)°
_i(—( );+ ) —\/(5x+3)3]+c

T 25

2X 6 X

e
3.a)/=f dx="? b)l:J dx=?
e’ +1 eX+1

3.a), b): Példatar: 5.7 fejezet, 24. feladat
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https://math.bme.hu/~tasnadi/merninf_anal_1/anall_gyak.pdf

e? +5¢e¥
3.C)/=J— dx=7?
e*+4e¥+3

Helyettesités: ¥ =t = x=x(t)=Int

dx 1 1
x'()=— =—- = dx=-dt
dt t t

e?X +5¢eX t?+5et 1 t+5 2 1
/:[ dx:J ~—dt:[— dt:...:j(———)dt:
e? +4e+3 t2+4t+3 t (t+1)(t+3) t+1 t+3

=2ln|t+1|-In|t+3|+c=2In(e*+1)-In(e*+3)+cC

X

e -1
3.d)/=j dx=?
eX+1

Helyettesités:e*=t = x=x(t)=Int

dx 1 1
xX'(t)=—=- = dx=-dt
dt ¢ t

eX-1 t-1 1 t-1 2 1
/=j dx = —~—dt=j dt=...=J(———)dt=
e¥+1 t+1 ¢t t(t+1) t+1 t

=2ln|t+1|-In|t]|+c=2In(e*+1)-In(e")+c=2In(e*+1)-x+cC

2X
4.a)I=] dx=7?
v1-x*

Helyettesités: t = x2 = x=x(t)= \t =t2

= 2X fz«ﬁ ! dt = [ dt = arcsint+ ¢ = arcsin(x?) + ¢
le-x JVl-R 24t J 1-£

Helyettesités: t= Yx*-1 = ?=x’-1= t?+1=x°
1
x=x(t)= V2 +1 =(+1):

dx 1 1
X'(t)=— == (+1)2-2t= = dx=
dt 2 V2 +1 t2+1

= j;dx= [- : ! dt:j : dt
c -1 JNEeit Ee1 Pl
=arctgt+c=arctg(\jx2—1)+c

4.c)I=J 4-x%dx="?

X
Helyettesités: x = x(t) =2sint = t= arcsin(—)
2
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dx
x'(t):d— =2cost = dx=2costdt
t

I=J’«j4—x2 dx=IV4—4sin2t-2costdt=J2 Vl—sinzt-2costdtzj4 ycos?t -cos tdt

l+cos2t

= [4cos’ tdt= J4~

) X X X\2
=2t+S|n2t+c=2-arcsin(—)+2-— l—(—) +C
2 2 2

sin2t
dt=f2‘(1+c052t)dt=2(t+ 5 )+c=

Azonossagok:

) 5 , l#cos2x . 1-cos2x
cos“x+sin“x=1 = COS" X=—, SIN“ X =
2 2

cos? x—sin? x=cos2 x

2
sin2t=2sintcost=2sint Ycos’t =2sint y1-sin’t =2~§-1f1—(§)

P
4.d)/= j dx=7?
V9-x2

X
Helyettesités: x =3sint = t= arcsin(—)
3

dx
x'(t):d— =3cost = dx=3costdt
t

f x? f (3sint)? 9sin?t
/= dx = -3costdt= [—— -3costdt=
9

9 - x? J\/9—(3$int)2 V9 (L-sint)

9sin’t 9sin’t - 1-cos2t
= costdt:j costdt=f9sm tdt=J9'—dt=
2

cos’t cost
9 sin2t 9 9 9 X\ 9 X X\2
- (t— )+c=—t——S|n2t+c=—arcsin(—)——-Z-— 1—(—) +C=
2 2 2 4 2 3/ 4 3 3
Azonossagok:

) 1-cos2x
sin x_—

sin2t=2sintcost= 25|nt\jcos —25|nt\jl sin’t =2 wf

Tovabbi gyakorlo feladatok

1.a)l=j !
x=\x

Helyettesités: t = Yx = x=x(t) = t2

dx=7?

dx
x'(t):d— =2t = dx=2tdt
t
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_ [t

L 2
= JX_\/;dx=J’tz_t-2tdt=J':dt=2-ln|t—l|+c=2|n| ‘/;—l|+c

1.b)/= j\/; dx=7?
1+x

Helyettesités: t = Yx = x=x(t) = 2

dx
x'(t):d— =2t = dx=2tdt
t

t 2¢2 282+2)-2 2
o [ dx=j ~ztdt=j dt:f; dt:J(z- )dt:
1+x 1+t2 1+t 2 1+¢t2

1+t
=2t-2arctgt+c=2 «/;—Zarctg«/;+c

1 xX+1
l.¢)/= |[— 3— dx=?
X2 X

X+1

Helyettesités: t= 3|— = x+1=t3x
X
1
X—X(t)—T
dx 3t? 3t?
x'(t)=— =- = dx=- dt
dt  (£-1) (£ -1y
1 [x+1 -3¢ 3 3 /x+1\;
I= |= 3|— dx= [£-1) -t dt=[—3t3dt=——t4+c=——( )3+c
X\ x (£ - 1) 4 4\ x

2.a)/= Jsin(«/?)dx:?

Helyettesités: t = \/; = x=x(t)=t?

dx
x'(t):d— =2t = dx=2tdt
t

I=fsin(«/?)dx:Jztsintdt:2t-(—cost)—f2-(—cost)dt=—2tcost+25int+c=
=-2 xcos(\/;)+25in(\/;)+c (parcidlis integralassal)

2.b)/=J’e‘/;dx=?

Helyettesités: t = Yx = x=x(t) = 2
dx
X'(t):d— =2t = dx=2tdt
t

I=fe‘&dx=thetdt=2t~et—f2-etdt=2t-et—2et+c=

=2 \/; eV _2eVx 4 (parcialis integralassal)

3.¢)/= J'(eX)2 sin(e’) dx =2

Helyettesités: ¥ =t = x=x(t)=Int

dx 1 1

=—- = dx=-dt

x'(t)=—
® dt ¢ t
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1
I=J(ex)zsin(ex)dx:jtz'sint~—dt=[t-sintdt:t-(—cost)—Jl-(—cost)dt:

t
=-tcost+sint+c=-e"cos(e*)+sin(eX)+c (parcidlisintegralassal)

2 X

e
3.a)/=j dx=7?
e*+1

Helyettesités: t=e* = x=x(t)=Int

dx 1 1
x'()=—=- = dx=-dt
dt t t
e?X 2 1 t (t+1)-1 1
/:[ dx= [— = dt= —dt:f—dt:f(l-—)dt:
e +1 t+1 ¢ t+1 t+1
=t-In|t+1|+c=e"-In(e*+1)+c

4
3.b)/=f dx=?
e*X -4

Helyettesités: t=e* = x=x(t)=Int
dx 1 1
X'(t)=—=- = dx=-dt
dt t t

j * f4 Lt Lt
= X= - —_ =l
e?X -4 t2-4 t t(t-2)(t+2)

Parcidlis tortekre bontas:

4 A B ¢
- h.Z .=
tt-2)(t+2) t t+2 t-2

= 4=A(t+2)(t-2)+Bt(t-2)+Ct(t+2)
t=0: 4=-4A+0+0 = A=-1
1
t=-2: 4=0+8B+0 = B=-
2
1
t=2: 4=0+0+8C = C=-
2

1 1 1 1 1 1
=>I=J(——+——+——)dt=—ln|t|+—ln +C=
2

1
t+2 | +-In | t-2
t 2t+2 2t-2 2

1 1
=-lne*+-1InEe* +2)+-1In | e* -2 | +C
2 2

e 1 1 1 1 x-2
Parcialis tortekre bontva: = = -
X+l (x+1)(x¥*-x+1) 3 x+1 3 x’-x+1

=

) o1 1 1 2x-1
Azintegral:/=-In | x+1 | -—1In | xX-x+1 | +— arctg
3 6

N



