Fliggvényvizsgalat

Feladatok

Végezziik el az alabbi fliggvények teljes fliggvényvizsgalatat:

L) =x*-4x>  2.f(x)=-x*+18x* 3.f(X)=x+5x*  4.f(x)= -
l+x
1
5.f(x) = 6. f(x) = 7.f(x)= 8.f(x)=
1-x? 1+x? 1-x (1-2x)?
x? X3
9. f(x) = 10. f(x) = 11.f(x)=xe™ 12.f(x) = (x + 2)% ™
X+1 x2 -3
13.f(x)=e™’ 14.f(x)=xe™ 15.f(x)=x*Inx  16.f(x) = arctan(x?)
Emlékezteto

A fiiggvényvizsgalat lépései:

1. Dy; zérushelyek (ha megallapithatd); paritas; periodicitas; hatarértékek +oo-ben, —co-ben (ha van
értelme), szakadasi pontokban, hatarpontokban

2.f'vizsgalata = monotonitas, lokalis szélséértékek

3.f" vizsgalata = konvexitas, konkavitas, inflexids pontok

4. linearis aszimptotak

5. f abrazolasa, Ry meghatarozasa

Tétel: Ha az f fliggvény derivalhaté az értelmezési tartomanyanak egy x, belsé pontjiban,
akkor az xo-beli lokalis szélséérték |étezésének
1. szlikséges feltétele: f'(xp)=0
2. elégséges feltétele: a)f'(xo)=0ésf' eldjelet valt xy-ban
b) Ha f kétszer derivalhatd xqo-ban: f' (xo) =0 és ' (xo) 0
(Ff" (x0) >0: lok. min., f" (xg) <0: lok. max.)

Tétel: Ha az f fliggvény kétszer derivalhaté az értelmezési tartomanyanak egy x, belsé pontjaban,
akkor az xq-beli inflexiés pont |étezésének
1. szlikséges feltétele: ' (xp)=0
2. elégséges feltétele: a)f" (xo) =0ésf" elbjelet valt xo-ban
b) Ha f haromszor derivalhatd xp-ban: £ (xo) =0 és """ (xp) 0

Aszimptotak:
1) Az x = a egyenes az f fliggvény fiiggéleges aszimptotaja, ha lim f(x) = £ vagy lim f(x) = tco.
2) Azy = b egyenes az f fliggvény vizszintes aszimptotaja, ha limf(x) = b vagy lim f(x)=b.

3) Ag(x) =Ax + B egyenes ferde aszimptotaja az f fliggvénynek co-ben vagy —o-ben, ha

lim(f(x) - g(x)) =0 vagy lir_n (f(x) = g(x)) = 0. Ekkor A= lim @ és B=lim (f(x) -Ax).

X—too  x X—too

Minden olyan racionalis tortfliggvénynek van ferde aszimptotaja, ahol a szamlalé fokszama eggyel
nagyobb, mint a nevezéé (ld. 9. és 10. példa).
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Megoldasok

1. fx)=x*-4x3

Df=R; zérushely: f(x)=0 < x =0 vagy x = 4

f'(x)=4x>-12x*=4x*(x-3)=0 < x=0vagy x=3
f'(x)=12x*-24x=12x(x-2)=0 & x=0 vagy x=2

lim f(x) = lim f(x) = +o
Pa—— X0
Re=[-27, )
X | x<@ [ x=0 | 0<x<3 X=3 X>3 X | X< X=0 O<x<2 x=2 X>2
frl - | o 0 5 oo+ 0 - 0 5
f N min:-27 [ ~ f J | infl:0 N infl:-16 | (J
8of
60;

20f

-2

-20f

2. f(x) = -x*+18 x>

Df =R; zérushely: f(x)=0 = x = 0 vagy x =+3 \/E; f paros;

f'(x)=-4x>+36x=4x(-x*+9)=0 < x=0vagy x=+3
f'(x)=-12x2+36=0 <> x=+4/3
lim f(x) = lim f(x) = -

X——c0 X—>+00
Rf = (-e0, 81]
X | X<-3| X=-3 | -3<X<@ | Xx=0 | 0<x<3 X=3 x>3
f' + 0 - 0 + 0 =
f A max:81 N min:©@ A max:81 [
X x<—\/§ x:—x/g - 3<x<\/§ x:x/g x>\/§
f'' - + 0 -
f N infl:45 U infl:45 N

=50

-100 |

-150
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3. f(x)=x>+5x*

Df =R; zérushely: f(x)=0 < x = 0 vagy x =-5
frix)=5x"+20x°=5x3(x+4)=0 & x=-4 vagy x=0
f'(x)=20x>+60x*=20x*(x+3)=0 & x=-3 vagy x=0

lim f(x) = —oo0, lim f(x) =+

Pa—

Rr=R
X [ x<-4| x=-4 -4<x<0@ | x=0 | x>0 X | x<-3 X=-3 -3<x<0@ | x=0 | x>0
f' + 0 - (%] + £ - 0 + 0 +
f b max:256 N min:Q | ~ f N infl:162 U U

600 -

400

/-\200 r
6 4 2 2
-200 +

1
4. f(x) =
1+x°
Df =R; f(x)#0; fparos lim f(x)=0, limf(x)=0
X>—-c0 X+
ZX ’ . .
f'x)=- =0 & x=0 vizszintes aszimptota: y=0
(1+x2)
2-(-1+3x%) 1
f'Y)=————— =0 &= x=t— Rf=(0, 1]
(1+x2)° \3
- B (SR T I SN -1 1
X | X<@ | x=0 |[x>0 X x<7«/§ X= W ﬁ<x<ﬁ x_\/§ X>ﬁ
frl o+ 0 - fr + 0 - 0 -

Fl o~ [max:1| f U infl:i N im°1:§1 U
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lim f(X) =Foo

1
5. f(x) =
1-x?
Df =R\ {-1, 1}; f(x)*0; f paros lim f(x)=0, lim f(x)=zoo,
X—%oo X- =110 Xx-1+0
2X ’ . .
f'(x)= =0 &< x=0 vizszintes aszimptota: y=0
(1-2)
2 (1+3x%) o . ,
f'"(x)=—— %0 flggbleges aszimptotak: x =1, x=-1
(1-2)’
Rf = (_°°, O) U [la +°°)
X | x<-1 : -1<x<@ | x=0 | 0<x<1 : 1<x X | x<-1 : -1<x<1 : x>1
f' — ! = 0 + | & f'! - | + -
| | | |
£l v 1N min:l1| ~ | 2 f n, U N
T 4
X
6. f(x) =
1+x°
Df=R; f(x)=0 < x=0; f paratlan lim f(x)=0, limf(x)=0
1 _X2 ’ . .
f'x) = =0 & x=%1 vizszintes aszimptota: y=0
(1 +)(2)2
2x(-3+x% 11
f"(x)=¥=0=>x=0vagyx=i\/§ sz[——,—]
(1 +x2)3 22
0.4
X | x<-1 x=-1 -1<x<1 x=1 x>1 0.2
£ _ %) + (] -
f N min:—% 2 max:% N
X x<—\/§ x:—\/§ -4/3<x<0 X=0 0<x<\/§ x:x/g x>\/§
£ = ) + ) - ) +
£ N |infl:-2 U infl:e| 0 |infl: 2|y

10
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X
7. f(x) =
1-x2
Df=R\{-1, 1} lim f(x)=0, lim f(x)=TFoo, lim f(X)=TFoo
X—*too X--1£0 Xx- 10
f(x)=0 < x=0; f paratlan vizszintes aszimptota: y =0
1+x° — . ‘
f'(x)= 0 figgbleges aszimptotak: x=1, x=-1
(1-2)°
2x(3+ x?)
f'X)=—— =0 <= x=0 Rr=R
(1-x)
| 3t |
o
X | x<-1 : -1<x<1 : x>1 i 1F i
f' + + |+ TR L 1 .
I I -4 -2 | | 2
f A A A Ve
o2E
LN
X | x<-11 -1<x<0 X=0 O<x<1 1 1<x
f'' + : = 0 + : -
£l U, N |infl:e|l U |, N
X
8. f(x) =
(1-2x)?
1
D,r:[R\{—} lim fx)=0, lim f(x)=+oo
2 X—%oo x—>—-110
fx)=0 = x=0 vizszintes aszimptota: y =0
1+2x 1 o . 1
flX)=———=0 & x=—— fliggbleges aszimptota: x = —
(1-2x)3 2 2
8- (1 +x) 1
"' (x)= =0 &= x=-1 Rf:[——,+oo)
(1-2x)*
. 0.6
1 1 1 1 1
X X<_E X:—E _E<X<E IX>E
' 04H
A ) oo
: 0.2
f N min:-= Ve N
— 2 2 .
x | x<-1 x=-1 “lax<t x>t
2 1 2
o e | . -
£l n [infl:-2 |y N
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2

X
9. f(x) =
X+1
Df =R\ {-1}; lim f(x) =to0, lim f(x)=%co
X—too X--1£0
f(x)=0 = x=0 fliggbleges aszimptota: x=-1
X(2 + x) . .
f'(x)= =0 & x=-2vagy x=0 linearis aszimptota: y =x - 1
(1+x)?
f''(x)= 0 Rf=R
(1+x)>
‘ 10
. | st
X | X<-2 | X=- -2<x<-11 -1<x<0 | x=0 | x>0 | /
2 P e e I B B I o vee i B
f 2 | max:-4 N : N min:@ | ~ r
X x<—1:x>—1
A I
|
flNn.u
3
X
10. f(x) =
x*-3
D,r:[R\{—\/E, «/E}; lim f(X)=%e0, lim f(x)=%oco, lim F(x)=zoo
X—*oo X=>—4/3+0 Xx-> 30
f(x)=0 < x=0; fparatlan fliggdleges aszimptotak : x=—\/§, X= \E
X2 (x*-9) s .
f'lX)=——— =0 < x=0vagy x=%3 linearis aszimptota: y = x
(x*-3)’
6x(9 +x%)
f'X)=———— =0 &= x=0 Rf=R
(x*-3)’
X [ x<-3| x=-3 —3<x<—\/§:— 3<x<0 | x=0 e<x<ﬁ:ﬁ<x<3 x=3 | x>3
£l o+ 0 - | - 0 - - 0 +
] ]
f 2 max: -2 N ! N N ! N min: 2 2
2 | | 2
20
' ' l 10} l
X X<—\/§:— 3 <x<0 X=0 0<X<\/§:X>\/§ | | _
: : Aa--r ) 4
f N U infl:0 n . U = | |
L . | -10 |
| ool |




11. f(x)=xe™
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X |y 1
Di=R; f(x)=0 &= x=0 lim f(x)= lim — =" lim — =0
X—>+00 X—>+o0 @X X->+00 X
flX)=e”*(1-x)=0 <= x=1 lim f(x) = —o0
1
f'"X)=e”(x-2)=0 < x=2 Rf:(—oo,—]
e
X | x<1 x=1 x>1 X | X<2 X=2 X>2
'l o+ 0 - f'' - % #
f A max:§:0.37 N f N infl:§:0.27 U
04r
02
- 12 s 4 s
02+
041+
12. f(x) = (x+2)? e
X+2)% 2(x+2) 2
Df=R; f(x)=0 <> x=-2 lim f(x) = fim 2 e 20 D 2
X—>+00 X—>+00 eX X—>+00 eX X400 @X
f'X)=—e*x(2+x)=0 & x=0vagy x=-2 lim f(x) = +o0
X——o00
f"(x)=e‘X(x2—2)=04=>x=i\/E R¢ =0, +oo)
of
X | X<-2| X=-2 | -2<X<0 | x=0 [ x>0 65
f' - 0 + (] - '
f N min:@ A max:4 | ~
-2
X x<—\/5 x:—\/z - 2<x<\/5 x:\/z x>\/5
f'' + 0 = 0 +
f U infl:=1.41 N infl:~2.83 U
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13. f(x)= ™

1
Df=R; f(x)*0; fpéros f"(x)=2e"‘2(—1+2x2)=0 = x=t—
2
f'(x)=e™(-2x)=0 < x=0 lim f(x)=0; Ry=(0, 1]
X | X<@ | x=0 |[x>0 X x<—% x:—% —%<x<% x:%
f' + 0 - £ + 0 - 0
£ 2 max:1]| ~ f U infl:%:@.el N infl::ieze.sl
04f
, i
f(x)=xe™ [
(x)
N ERE I
“op}
\ 04f
s I
14. f(x)=xe
, X 1'H 1
Df=R; f(x)=0 < x=0; f paratlan lim f(x) = lim — = lim — =0
X—too X—>too e)( X—>too e)( ’2X
1 1 1
fri)=—e* (-1+2x%)=0 e x=t— Rf=[_ ) ]
\E \j2e \j2e

2 3
f')=2e"x(-3+2x*)=0 & x=0 vagyx:i\/j
2

1 __ 1 __1 1 __1 1
X X<_ﬁ X= 7z «/E<X<«/E xfﬁ X>«/i
f' - (%] + (4] -
9o e .1

f N min: =" 0.43 2 max: ﬁ~0.43 N

X X<— g x:—\F —\/j<x<0 X=0 0<x<\/j x_\/j x>\/§
f'' - (%] + 0 - 0 +
f N infl:~-0.27 U infl:@ N infl:=0.27 U
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15. f(x)=x*Inx

1 2

Inx oy X LX
Df=R*; f(x)=0 = x=1 lim f(x)= lim — = lim — = lim — =0
x=040 x-0+0 1 x=5040 _ 2 x50+0 2
x? x3
l .
f'X)=x(1+2Inx)=0 & x=—— =061 lim f(x) = +oo
\/Z X400
1 1
f'"X)=3+2lnx=0 & x=—=0.22 Rf:[——,+oo
e3/2 2e
2 T 2 1 -1 0
X 0<x<\/g = s x>\/g X | B<x<Z5 X=75 x>
f' = 0 + f! = 0 +
f P min:-+~-0.18| f N infl:- > ~-0.07 | U
2e 2e
02f
01f
0t2 0f4 0t6 OfS .0 1?2
-0}
02
16. f(x) = arctan(x?)
, 2:(1-3x% 1
Di=R; f(x)=0 & x=0; f paros f'"X)=————— =0 = x=t—
4\2 4
(1+x%) \/E
. 7T T
f'(x)= =0 & x=0 lim f(x)=—; Re=[0, Z)
1+x° X—zoo 2 2
150
X | X<0 0 x>0
101
f' - (%] +
. 05
f N | min:@ | ~
a 2 2 4
X | x<m—= [ x= | - ax< Xx=—2 | x>—
V3 \3 \3 YE \3 V3
£ - 0 + 0




