2. eldadas

Halmazok. Szamtani és mértani sorozatok.

Halmazok
Definicio
Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlonek, ha elemeik ugyanazok.
Példaul: {1,2}={2, 1}=11, 1,2} =11, 2,2, 1, 2, 1}
A halmazt, amelynek nincs eleme, iires halmaznak nevezziik. Jele: @.

Az “x dolog eleme az A halmaznak” jelolése: x € A.
Az “x dolog nem eleme az A halmaznak” jelolése: x ¢ A.

Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik (A ¢ B), ha azA minden eleme B-nek is
eleme. Az A halmaz valodi része a B-nek (A c B),haAc B,de A%B.

Halmazokrdl mindig csak mint egy adott alaphalmaz részhalmazairdl beszéliink, még ha ezt az
alaphalmazt nem is nevezzik meg.

Halmazok megadasa: { x e alaphalmaz | feltételek x-re}

Példa: Az 1-nél kisebb pozitiv valés szamok halmaza: {xeR | 0 <x < 1},
azaz azon x valds szamok halmaza, melyekre 0 < x < 1.

MUiveletek halmazokkal

Unio6 vagy egyesités: Az A és B halmaz unidja azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek
a két halmaz koziil legalabb az egyikben benne vannak.
AUB={x| xeA v xeB}

Metszet vagy kozos rész: Az A és B halmaz metszete azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek
mindkét halmazban benne vannak.
ANB={x| xeA A xeB}

Kiilonbség: Az A és B halmaz A\ B kiilonbsége az A 6sszes olyan elemének a halmaza, amelyek
nincsenek benne B-ben.

A\B ={x | xeA A xe¢B}
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Komplementer: Az A halmaz H-ra vonatkozd komplementere a H \ A halmaz, jele: Ay.
Ha az alaphalmaz nincs megnevezve, a komplementert A jeléli.
Ap={xeH | xe¢A}, illetve A={x|x¢A}

Azt mondjuk, hogy az A és B halmaz diszjunkt,haAn B =@.

Unié Metszet Kiilénbség Komplementer

A B A B A B H

Jelolések

Valds szamok halmaza: R

Pozitiv valés szamok halmaza: R*

Nemnegativ valés szdmok halmaza: R}

Természetes szamok halmaza:N={0, 1, 2, 3, 4, ...

Megjegyzés: van, aholazN ={1, 2, 3, 4, ...} definicid szerepel, ez csak megallapodas kérdése.

Egész szamok halmaza: Z={..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ..}

Pozitiv egészek halmaza: N* vagy Z*.

k
Racionalis szamok halmaza: Q = {XE R|3keZésnez\{0}, melyrex=— },
n

azaz azon valoés szamok halmaza, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként.
Nem racionalis (irraciondlis) szam pl. 42 = 1.41421 ..., 71=3.14159..., e~2.71828....

Intervallumok

la, b]={xeR | asx<b} (zart intervallum)

[a, b[=[a, b)={xeR | asx<b} (balrdl zart, jobbrol nyilt intervallum)
la, b]=(a, b]={xeR | a<x<b} (balrdl nyilt, jobbrol zart intervallum)
la, b[=(a, b)={xeR | a<x<b} (nyilt intervallum)

1a, +oo[ = (a, +o0) ={x €R | a <x}

]-o0; b] = (-0, b]={xeR | x< b}

R= (—oo, +oo), R* = (0, +oo), [Ra = [0, +oo), R = (—oo, 0)
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Példa
LegyenA=[1,5]ésB=(2,7) = AUB=[1,7) A\B=]1, 2]
AN B=(2,5] B\A=(5,7)
AnB
o————o
A\B B\A
° . AUB 5 —o ,O—0
O ) O O ) O
@ @ @ @
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Descartes-szorzat

Az (a, b) rendezett par 1. eleme q, 2. eleme b. A sorrend szamit: (a, b) * (b, a).
Megjegyzeés: (a, b) = {{a}, {a, b}
Descartes-szorzat: A x B = {(a, b) | aeAésbeB}

Példak: e R x R=R?:a sik pontjainak halmaza vagy a valds szdmparok halmaza

e R" x R*,illetve R} x R} : az 1. siknegyed pontjai (a tengelyek nem tartoznak bele,
illetve a tengelyek is beletartoznak)

Ay
2. siknegyed 1. siknegyed
R xR* R*xR*

Y

3. siknegyed 4. siknegyed
R xR~ R*xR~

Azonossagok

Asszociativitas: ANB)NC=ANnBNC), (AUB)UC=AU(BUC)
Kommutativitdas: ANB=BnA, AUB=BUA

Disztributivitds: An(BUC)=(ANB)UANC), AUBNC)=(AUB)N(AUC)

De Morgan-azonossagok: ANB=AUB, AUB=ANB

Logikai szita formula

Jeldlje | M | az M halmaz elemeinek szdmat. Ekkor fennalnak a kdvetkez6 azonossagok
(A, B, C véges halmazok):

1.|AUB|=|A|+|B|-|ANB]
2. |AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-|BnC|-|ANC|+|AnBNC|
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Feladat

Hany olyan 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely
a) oszthatd 2-vel vagy 3-mal;

b) oszthat6 2-vel, 3-mal vagy 5-tel;

b) nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel?

Megoldas:
a) Legyen A ={2-vel oszthatd szamok} (piros szin(i)
B ={3-mal oszthat6 szamok} (keretezett)
Ekkor AN B={2-vel és 3-mal oszthatd szamok} (piros szinl és keretezett)
AU B ={2-vel vagy 3-mal oszthat6 szamok} (piros szinl vagy keretezett)

= |A|=50, | B|=33, |[AnB| =16
= Aszitaformula alapjan a 2-vel vagy 3-mal oszthat6 szamok szama:
|AUB|=|A|+|B|-|ANB|=50+33-16=6T.

2 5 |E| 7 8 |E| 10 11 H 13 14 H 16 17 H 19 20
H 22 23 . 25 26 H 28 29 E 31 32 H 34 35 E 37 38 E 40
41 . 43 44 H 46 47 . 49 50 E 52 53 . 55 56 H 58 59 .
61 62 64 65 67 68 70 71 73 74 76 77 79 80
82 83 85 86 88 89 91 92 94 95 97 98 100

b) Legyen A ={2-vel oszthat6 szamok} (piros szin()
B ={3-mal oszthat6 szamok} (keretezett)
C = {5-tel oszthatd szamok} (kék hatteru)

Ekkor An B={2-vel és 3-mal oszthatd szamok} (piros szind és keretezett)
AN C={2-vel és 5-tel oszthatd szamok} (piros szinli és kék hatter(i)
BN C ={3-mal és 5-tel oszthatd szamok} (keretezett és kék hatter()
AN BN C={2-vel,3-mal és 5-rel oszthatd szamok}
(piros szinl és keretezett és kék hatter()

= |A| =50, | B| =33, |C|=20,
|ANB| =16, |ANC| =10, | BNC|=6, | ANBNC|=3.

= Aszitaformula alapjan a 2-vel, 3-mal vagy 5-tel oszthatd szamok szama:
|AUBUC|=|A|+|B|+|C|-]AnB|-|ANC|-|BnC|+|AnBNC|=
=50+33+20-16-10-6+3=74

c) 100 — 74 = 26 olyan szam van, ami nem oszthatd sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel.
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Szamtani és mértani sorozatok

Szamtani sorozatok

75

95
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16 17 19 20
37 38 40
56 58 59 | 60
76 77 79 80
97 98 100

Definicid: Az (a,) sorozat szamtani sorozat, ha minden n pozitiv egészre a,,, - a,=d

vagy dn.1 = d, +d, ahol d a differencia.

Allitas: Az (a,) szamtani sorozat n-edik tagja: a, = a; + (n - 1) d.

Bizonyitas: Teljes indukcidval.
1) lépés: a,=a;+d

az=a,+d=(a;+d)+d=a;+2d

a4=a3+d=(al+2d)+d=al+3d

= n=1, 2, 3, 4esetén igaz az allitas.

2) lépés: Tegyiik fel, hogy a,_1 = a; + (n - 2) d. Ekkor a definici6 alapjan

ap=0p1+d=(a+(n-2)d)+d=a;+(n-1)d

Ez éppen a bizonyitandd egyenldség, tehat az allitas minder n-re igaz.

Szamtanikozép-tulajdonsag

Ha (a,) szamtani sorozat, akkor {

Igy minden n =2 egész esetén: a, =

Hasonldan, minden n > k esetén a,, =

Az els6 n tag Osszege

pa1 =0, +d

ap,.1=0a,-d

Op-1+dpy1

2
On-k + Ansk

2

Allitas: Az (a,) szdmtani sorozat elsé n tagjanak 6sszege:

n:

2

a; +a, 2a;+(n-1)d
-n: -n

= 0Op.1+0n1=(a,-d)+(a,+d)=2a,
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Bizonyitas:
Az elsé n tag 6sszegét kétféleképpen felirva, majd az egyenleteket 6sszeadva:

Sp=0a1+0,+03+...+0, 2+ 0,1+ 0y
S$,=0,+0p 1 +0py+ ...+ 03+ 0y +0;

2Sp=(a1+0ap) + (a2 +Apo1) + (A3 + Apa) + ... (Anz + 03) + (Apy + 02) + (an + 01)
Az 6sszeg minden tagja a; + a,-nel egyenld, ugyanis

a,+0ap1=(a;+d)+(a,-d)=a; +a,

03+0,,=(a;+2d)+(a,-2d)=a; +a,sth.

. a;+a a;+a;+(n-1)d 2a;+(n-1)d
Igy 2S,=(a1+a,)'n = S,= Lt — 1 ( n=_2 :
2 2 2
Mértani sorozatok
On+
Definicid: Az (a,) sorozat mértani sorozat, ha minden n pozitiv egészre = gvagy ap,1=0p°q,
Qn

ahol a,*0 és g akvdciens vagy hanyados.

Allitas: Az (a,,) mértani sorozat n-edik tagja: a, = a; g"*.

Mértanikozép-tulajdonsag

Qn

, . ap1 = an
Ha (a,) mértani sorozat, akkor g = Gn1'0p1=—-0,4=0> = |a,|= \/an_l-aml
any1=0apq q

Hasonldan, minden n> k esetén | a, | = 4 dpk* Gn.k

Az els6 n tag Osszege

Allitas: Az (a,,) mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege:
1.Hag=1, akkorS,=n-a;.

q"-1
2.Hag=*1,akkorS,=a;" .
g-1

Bitonyitas:
l.Hag=1,akkorS,=a;+a;+a;+...+a;+a;=n-ay.

2.Ha g # 1, akkor az elsé n tag 6sszegét g-val szorozva, majd a masodik egyenletbél az elsét kivonva:
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Sh=01+01G+01G*+..+a:9" % +a, g™
Sp'g=019+0,¢*°+a1 ¢ +...+a:9" +a,q

Sh'g-Sp=a1q*-a;

Sn(@-1)=ai(q"-1) =S,=01"

Feladatok

1. Egy szamtani sorozat elsé tagja 120, a nyolcadik tagja a sorozat differencidjaval egyenlé.
Mennyi a sorozat masodik tagja?

2. Egy konyvszekrény alsé polcan 18 konyv van, és folotte minden polcon harommal tobb, mint az
alatta lévén. Osszesen hany polc van a kényvszekrényben, ha tudjuk, hogy a legfelsé polcon
50-nél tobb, de 54-nél kevesebb konyv van?

3. Hatarozza meg az els6 100 harommal oszthaté pozitiv egész szam Gsszegét!

4., Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak 6sszege 12, a harmadik, negyedik, és 6todik tag
Osszege 30. Mennyi az elsé 10 tag 6sszege?

5. Egy moziterem nézG6terének utolsd, huszadik sordban 34 férohely van. Az elsé sortél kezdve
minden kovetkez6 sorban eggyel tobb szék van, mint az el6tte lévén. Hanyan lehetnek a
moziban szombat este egy telthazas el6adas alatt?

6. Egy derékszogli haromszog oldalhosszai szamtani sorozatot alkotnak. A kdréirt kor sugara 5cm.
Mennyi a haromszog keriilete?

7. Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. A haromszog keriilete
36 cm, legrovidebb és leghosszabb oldalanak szorzata 128 cm. Hany centiméter hosszu a
haromszog leghosszabb oldala?

8. Harom szam mértani sorozatot alkot. Szorzatuk -8, 6sszeglik 3. Hatarozzuk meg a sorozat elsé
harom tagjat.

9. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak 0sszege -7, az els6 és a harmadik tag szorzata 9.
Hatarozzuk meg a sorozat elsé harom tagjat.

10. Egy mértani sorozat elsé 5 tagjanak szorzata 1, az els6 harom tag 6sszege 3. Hatarozzuk meg
a sorozat elsé tagjat és hanyadosat.

Eredmények

1.100 2.12 3.15150 4.145 5.490 6.24cm 7.16cm 8.1,-2,4vagy4,-2,1

1
9.-1,3,-9vagy-9,3,-1 10.a;=1,qg=1vagya;=4,q=--—
2
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