4. eloadas

A logaritmus fogalma. Arany- és szazalékszamitas.

2. Alogaritmus fogalma
Definicio

A b szam a alapt logaritmusa az a kitevs, amelyre a-t emelve b-t kapunk:
log,b=c < a°=b (a,beR’, a*1, ceR)

A logaritmus alapja a, argumentuma b.

Kovetkezmény
o log,(a)=c,  d°"=b
1
e log,1=0, log,a=1, loga(—) = loga(a-l) =-1
a
Azonossagok

(a, b, x,yeR",ax1l,b*1,ceR)

1. Szorzat logaritmusa: log,(xy) =log, x +log,y
X
2. Hanyados logaritmusa: loga(—) =log, x - log,y
y
3. Hatvany logaritmusa: log,(x°) =c-log, x
(et te ok . log, x
4. Attéres mas alapu logaritmusra:  log, x =
log, b
Néhany kdvetkezmény
log, b 1 b
L.log, b= B2 _ 2.log: b= o =-log, b
log,a log,a o IOga(jl,)
1 1 loga(é) -log, b
3. loga(—) =log,(b!)=-log,b 4. Iog_l(—) = = =log, b
b o o)

Jelolés

Természetes alapu logaritmus: Inx = log, x, ahol e = 2.7182818 ... az Euler-féle szdm.

10-es alapti logaritmus: lgx = log,, x.
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Feladatok

1. Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét.

1 1 1 1
a) log,2, log,4, log,8, log, 16, logz(—), logz(—), logz(—), logz(—)
4 8 16

b) log: 2, log: 4, log: 8, log:2, | lllll
0g:1 2, l0g:1 4, 10810, lOZ1 2, lOZ1|— 0g1|— 0g1|— |, IOg1|—
T T P

c)log,1, log:1, log,0, log,(-1)

Megoldas. irjuk fel az argumentumot az alap hatvanyaként. Ekkor a logaritmus értéke
az argumentum kitevdje lesz.

1
a) elog,2=log,2'=1 e log, 3 =log,27'=-1
1
e log,4=1log,2°=2 e log, . =log2( ) log,(27%) =
1
e log,8=log,2°=3 e log, . =log2( ) log, 273 =~
1
e log, 16=log,2*=4 e log, E)-l‘)gz( ) log,2™*=-4
b) elogi2=log: (] loga [ =tog: [[2) ] =1
® 021 2=1081|]|— =-1 e |lOgi1|—|=l0g:1||— =
g'z g'z 2 gi 2) g'z 2)
log: 4=log: (2] )= -2 og: (%)= t0g: [[2) )2
® |0g€14=108:1 (|- =- ® 081 |—|=10g81||—| |=
g'z g'z 2 g'z 4) g'z 2)
1\-3 1 1\3
elog:8=log:||-| [=-3 o log: —):log_l —) =3
2 2\\2 2\8 2\\2
o 1610 [ oo g [] v []]
® |0g1 =10g: - = - o |01 |— |=10€1 — =
o L
c) elog,1=log,2°=0 e log, 0: nincs értelmezve
1\0
e log: 1=log: [(—] ) =0 e log,(-1) : nincs értelmezve
2 2\\2

2. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét.
a) log, 2, logg2, log,2

1 1 1
b) log4(5), logg (E)’ log,¢ (E)

Megoldas.
1

a) elog,2=log, \/Z =log,4> =

1

1
2
1
e log, 2 =log, % =log, 83 =3

11
* log,; 2 =log,, % =log, 164 = :I
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b) Hasznalhatjuk példaul a kovetkez6 azonossagokat:

Hanyados logaritmusa: loga(i) =log,x-log,y
Hatvany logaritmusa: log,(x)=c-log, x
1 1 1 1 ., 1
. log4(; ) =log,1-log,2=0- S5 . log4(;) =log,(27*)=-log, 2= -
1 11 1 . 1
. Iogs( 5 ) =logg1-logz2=0- Pl . logg(a) =logg(27") =-logg 2= >
1 11 1 . 1
. Iogls(; ) =log,;1-log,;2=0- P . logm(;) =log,5(27*)=-log,; 2= -

3. Szamitsuk ki a kovetkez kifejezések értékét.
a) log, 4 b) log, 8

1. megoldas
a)logg4=? Irjuk fel a 4-et a 8 hatvanyaként.

3 1 02 1, 2
23=8, 22=4 = 2=38=8 = 4:22=(83) —852=83
2 2
= log84=log883=g
b)log,8=? irjukfel a 8-ata4 hatvanyaként.
1 3 14 3
2B3=8, 22=4 = 2=4=4: = 8:23=(42) —433=45

3 3
= log,8=log, 4: =E

log x
2. megoldas: A feladat egyszeriibben is megoldhatd, haa log, x = : . . azonossag alapjan
og,
attérlink 2-es alapu logaritmusra:
log,4 log,2* 2 log,8 log,2® 3
a) lOg8 = = == b)log4 = =——=-
log,8 log,2*® 3 log,4 log,2* 2
, , log, b 1
Eszrevetel: log, b= = (a,b>0, a*1, b*1)
log,a log,a
4. Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét.
lg25 g8
a) A=log,2.4+log,3-1log,0.9 b) B=4log,2+2log,3-log, 4 c) C= +—

2 3
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Megoldas. Hasznaljuk fel a kdvetkezé azonossagokat:
1. log,(xy)=log,x+log,y 2. loga()—() =log,x-log,y  3.log,(x)=c-log,x
y

a) Az 1. azonosséag alapjan: A=log, 2.4 + log, 3 -log, 0.9 =log,(2.4 - 3) - log, 0.9 =

7.2 72

A2.azonossag alapjan: =log,(7.2) - log, 0.9 = logz( ) logz( ) log, 8 =log,2%=3

b) A 3. azonossag alapjan: B=4log,2+2log,3 - log, 4 =log,2* + log, 3* - log, 4 =
*.32 16-9
Az 1. és2. azonossag alapjan: =log, ? = log ? =log,(4-9) = log, 36 = log, 6° =2
lg25 g8 1 1 1

c) A3.azonossag alapjan:  C= g2 + g? =-lg25 +— lg8 lg(253)+ lg(SE) = lg(«/g)+ lg(%) =

Az 1. azonossag alapjan: _lg5+lg2_lg(5 2) _lg 10=1

Feladatok

A logaritmus fogalma
Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét:

1
1.a)lg0.001 b)lg10000 c)lgy10 d)lne e)lnl f)lne® g) ln—2
e

2. a) log,(81) b) logz(%] ) log_l(\lg) d) log:(27) e) IOgs(—

) f) log:(25)
2 125 >

1
3.a) log ;(8) b) logg(() c) logy(27) d)log,,(9) e)log,,(8) f) loglﬁ( )
4.a)e"? b)10'8° c)107'8>  d) 49O

Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét:

5.a) olog, 9 b) e In2 <) 91+|083'i d) ’6log6 25
log, 81 log,4
L T R -] I (e
\2 V27
7.a) 251 +log, 2 b) 510855 36+1 <) 3p1-logs 2 d) \/E (8log645 + 31+log, 5)

1
8. a) ,‘3' 103+lg27 b) 1' 1002—lg5 C) 811—[0g2 \/7 d) 3 7|Og‘/7 2—|Og49 2

1
9. a) 3log84 b) logﬁ(—) C) 8ll°g279 d) 2—log125 25
27
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Arany- és szazalékszamitas

1. Andras és Béla egylitt 70 évesek. Andras ma kétszer annyi idés, mint Béla volt akkor, amikor
Andras annyi idGs volt, mint Béla most. Hany éves Béla?

2. A bergengdc tuddsok szerint egy jégesd a réti csigak 60%-at pusztitja el. A héten mar harmad-
szor volt jégesd. Lelkes gimnazistak megszamoltak, hogy a jégeséket kovetGen Gsszesen 16
csiga maradt életben a réten. Atlagosan hany csiga élhetett a réten kezdetben, a bergengdc
csigaszam-becslési modell szerint?

3. Festéktiisszentd Hapci Bend testtomegének 90%-a viz. Festéktiisszentés céljabol permetezd
végl orraval felszippant 2 liter festékes vizet, igy 6sszesen 47 kg viz lesz a szervezetében. Hany
kilds volt eredetileg Bend, ha a festékes viz szarazanyag-tartalmatoél eltekintiink, és 1 [ viz 1 kg?

4, A Cutlt vallalat munkagépével 24 nap alatt lehet kivagni egy hektar 6serd6t, a CutThemaAll
cég munkagépével 16 nap alatt lehet ugyanezt a hektar 6sfat kivagni. Ha ezekbdl egy-egy ilyen
gép egyltt dolgozik, hany nap alatt vagja ki az egy hektar 6sfat?

5. Két csapon keresztiil 4 6ra alatt telik meg a benzintartaly. Ha csak az egyik van nyitva, a
tartaly 7 6ra alatt lesz tele. Hany 6ra alatt telik meg a masik csapon keresztiil a tartaly?

6. Két kmlives egylittes munkaval 6 nap alatt épit fel egy falat. Hany nap alatt épitenék fel a
falat kiilon-kiilon, ha az egyiknek az egész munka 5 nappal tovabb tartana, mint a masiknak?

7. Andras egyediil 6 nap alatt assa fel a kertet, Andras és Béla egyiitt 2 nap alatt, Andras, Béla és
Cecil egyiitt 1 nap alatt. Hany nap alatt assa fel a kertet Béla, illetve Cecil kiilon-kiilon, ha csak
egyedil dolgoznak?
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Eredmények

A logaritmus fogalma
11
1.a)g0.001=log,, 103 =-3 b)lg10000=1g10*=4 c)lg 10 =Ig10: ==

1
d)lne=log,e’'=1 €e)lnl=Ine’=0 f)lne’*=3 g)ln—2:lne'2:—2
e

2.a) log,(81) =log,(3*)=4 b) logz(%) = logz(z“i) c) log_;( \/g) = log_;(zg) = log_;((é )_E) = -E,

s 5)_tuf?) 3

Ing(%) ) log,(27) -1

3 1\-3
vagy: log, (8= -~ d) log_;(27)=log_;(33)=log_;((g) )=_3

1 3 3 log.(25) log. (52 2

e) logS[—] = logs(S_E) = - f) lOg_1 (25) = gS( ) ) = gS( _1) =—==2
V125 2 E log5(g) log,(57) -1

log,(8) ) log,(2°) B

0g,(V2) 10g,(2)

3.a) log,5(8)= logﬁ(( \/3)6) =6, vagy:log ;(8)=

b) logs(\ﬁ) = logs(\/?\/g) = logB(%)z log8(8';) = é, vagy: Iogs(\/f) = = - =é =é

log.(27) log,(3%) 3 log.(9) log.(3%) 2
¢) log,(27) = clall &%) == d)log,,(9)= B _ &%) ==
l0g3(9) log3(32) 2 log3(27) log3(33) 3
log,(8) log,(2%) 3 1 3
e) log,.(8) = = =— f)log (—) =log,(87!) = -log,.(8) = —-
16 l0g(16)  log,(2") 4 16 g 16(87) 16 p
1 1
4. Hasznaljuk fel: a'°&2 =p — a)e"2=2 b)10%°=5 ¢)107'85=108")=51=-_,
5
vagy: 10785 = = E d) 4'98,03) — (22)l0g2(3) = 92log,(3) _ 2l°gz(32) =2log,® — g
1085 5 ’
vagy: 4108,3) _ (22)10g2(3) = o(log,3)2 _ (2log2(3))2 - (3)2 -9
1 9 1 1
5.a)3 b) - c)- d)5 6.a)2 b)le c)- d) - e)2
2 4 3 8
7.a) 100 b)30 )9 d)20 8.a)30 b)20 )3 d)2
3 N 1
9.20V9  b)-12 (¥3) d)T
4

Arany- és szazalékszamitas

1. Legyen Andras és Béla jelenlegi életkora A és B, a régebbi életkoruk A - x, B - x.
EkkorazA=2(B-x), A-x=B, A+B=70 egyenletrendszerbdl x = 10, A=40, B =30,
tehat Béla ma 30 éves.

28
2.250 3.50kg 4.9,6nap 5.? 6.10és15 7.Béla:3nap, Cecil:2nap



