8. el6adas
Flggvények tulajdonsagai, abrazolasuk

A fliggvény fogalma

Definicid: e Legyen A és B két nemiires halmaz. Az f : A— B fliggvény olyan egyértelm(i

hozzarendelés, amely minden x € A elemhez hozzarendel pontosan egy y € B elemet
(v =f(x)).
Az f fuggvény

e értelmezési tartomanya (domain): Ds = A

o értértékkészlete azon B-beli elemek halmaza, amelyek valamely A-beli elemhez

hozza vannak rendelve (range): Rr={y e B | AxeA: y=f(x)} ={f(x) | x €A}
e képhalmaza: B (R; c B)

Példak fuggvénygrafikonokra: minden x € Ds-hez pontosan egy y = f(x) tartozik

1)f:[-1,1]>R, f(x)= V1-x2  2)f:[-1,00>R, f(x)=-\1-x2 3)f:[0, 0)—>R, f(x)= YVx
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Az alabbi gorbék nem fliggvények grafikonjai, mivel van olyan x, amelyhez egynél tobb y érték
tartozik (grafikusan: van olyan fiiggéleges egyenes, amely egynél tobb pontban metszi a gorbét).

X +y’=1= y=t\1-x* 5)x=y?= y=tx
A

TN

Abszolutérték-fliggvény, hatvanyfliggvények

Képletgy(lijtemény, 4. oldal: https://math.bme.hu/bevmat/kepletek.pdf
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Fliiggvények néhany tulajdonsaga
Injektivitas

Definicio: Az f fliggvény injektiv vagy kélcsondsen egyértelmii, ha minden x, y € Dy,
x *y esetén f(x) f(y), azaz kiilonb6z6 értékekhez kiilonbozd értékeket rendel.
(Vagy: minden x, y € Ds esetén x =y < f(x) =f(y).)

Példa: 1) f(x) = x* nem injektivR-en, igy pl. x> =4 < | x| =2 < x=%2
Grafikusan: van olyan vizszintes egyenes, ami egynél tobb pontban metszi a grafikont.

2) f(x) = x* injektiv R-en (és Ry = R), igy minden vizszintes egyenes pontosan egy pontban metszi a

grafikont = minden a e R esetén az x* = g egyenletnek pontosan egy megoldasa van (X = %)

1) f(x) =x2 2) f(x) =x3

\ )
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Korlatossag
Definicio: e Az f fliggvén { it el .ot havan olyan K e R, mel re{ f <K, haxeD
b ) €I, € b
sEveny alulrél korlatos, Y v f(x)2-K, f
2.1 Rf € (—o0, K].
vagy masképp { Re C[K, o).

e Az f fliggvény korlatos, ha alulrdl és feliilrél is korlatos, azaz van olyan K € R, melyre
| f(x) | <K, haxeDs,vagy masképp Ry c[-K, K].

Példak:
1
1) f:R—R, f(x)=x? 2)f:R{0} >R, f(x)=— 3)f:R—R, f(x)=2-x?
X
alulrél korlatos, felulrél nem alulrél korlatos, felulrél nem feltilrdl korlatos, alulrél nem
A A A
2,
1 L
1 L
-2 -1 1 -3 —‘2 —‘1 1 2 g
1t
-1+t
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4) f:R\{0}—>R, f(x) =)—l( 2)f:(0, 11—>R, f(x) =)—l( 3)f:[1, ©)—>R, f(x) =)—l(
nem korlatos alulrdl korlatos, felilrél nem korlatos (alulrdl és feliilrdl is)
A A A
2 4t 4
1 3r 3r
> 2t 2

-1 -1
Monotonitas
600 L ton ng, f)<f
Definlcio:oAszuggveny{ i n‘lono onno hax<y = { () =1) (x, y € Dy).
szigortian monoton no, fx)<f(y)
_ , monoton csokken, f(x)2f(y)
Az f figgvén ha , ¥ €Dy).
o Azliugey y{szigorl]an monoton csokken, X<y= {f(x)>f(y) (v €Dy)

Eszrevétel: Ha f szigordan monoton, akkor injektiv.

Példakhoz abrak: Képletgyljtemény, 4. oldal: https://math.bme.hu/bevmat/kepletek.pdf

. , " 3 3
1) Szigoruan monoton no pl.xn—>x3, X \/;,XI—) X, XP X2

1 1
2) Szigordian monoton csokken pl. x - x™2 = —

X
3) f(x) = x? szig. mon. csdkken, ha x < 0 és szig. mon. né, ha x = 0, de nem monoton, hax eR.
1
4) f(x) = — szig. mon. csokken a (-0, 0) és (0, o) intervallumokon, de nem monoton, ha x e R\{0}.
X
5) Monoton né és monoton csokken: f(x) = ¢ konstans fliggvény.

Paritas

Definicio: e Az f fliggvény paros, ha minden x € Dy esetén —x e Dy és f(x) = f(-x),
azaz f grafikonja tiirkds az y tengelyre.
e Az f figgvény paratlan, ha minden x e Dy esetén —x € Dy és f(-x) = —f(x),

azaz f grafikonja tiirkos az origéra.

Példakhoz abrak: Képletgyljtemény, 4. oldal: https://math.bme.hu/bevmat/kepletek.pdf

1 1

e Paros fiiggvények pl:xm | x |, x> X2, x s x  xx 2= — xpxt=—
X2 x*

. .. . 3 3 -1 1 2 1

e Paratlan fuggvenyek pl..x X, x> x°, x \/;,xr—)x = XX =
X X

e Nem paros és nem paratlan pl.: x » \/;
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Paros fuggvények pl.

1) f(x) =x* - 2 x? 2) f(x) = 3)f(X)=|lx|-1]

Paratlan fliggvények pl.

4)f(x)=x>-2x>

Periodikussag

Definicio: Az f fliggvény periodikus p > 0 peridédussal, ha minden x € Dy esetén x + p € Dy és
f(x + p) = f(x).

Megjegyzés: A definicié geometriailag azt jelenti, hogy ha a fliggvénygrafikont a (0, p) vektorral
eltoljuk, akkor 6nmagaba megy at.

Példak: Trigonometrikus fliggvények (szinusz, koszinusz, tangens, kotanges), ld. késébb.

A f(x)=sinx A f(x)=sinx+sin4x

N AWAWA
SEVIEVAVA VIS
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Osszetett fliggvény

Definicid. Az f kiils és g belsé fliggvénybdl készitett 6sszetett fliggvénynek nevezziik az

(fog) (x) =f(g(x))

fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya Dy, 4 = {x € Dy | g(x) € Dy},
azaz azon x-ek a g értelmezési tartomanyabdl, amelyekre g(x) benne van az

f értelmezési tartomanyaban.
Megjegyzés: Az fog ("f kor g") fliggvénykompozicié vagy dsszetett fliggvény pontosan akkor
|étezik, hogy Ry N Df * @.
Példak
1.Legyen f:[0, 0)—R, f(x)= Yx és g:R—R, g(x)=x+2.

Ekkor (fog) (x)=f(g(x)) = f(x +2) = Yx +2
Df.g={xeR | g(x) [0, oo)}:{XEIR | x+220}=[-2, oo)

(921 () =g( () =g(Vx) = Vx +2
Dgor={xe[0, ) | f()eR}={x20| Yx eR}=[0, )

1
2.Legyen f:R\{0} >R, f(x)=- és g:(0, ©x)—R, g(x)=Igx.
X

1
Ekkor (fog) (x)=f(g(x))=f(lgx) = lg_x

Dfog=1{x€(0, ) | g(x) eR\{0}}={x>0 | [gx*0}={x>0 | x*1}=(0, 1)U (1, =)

(gof) () =g(F(x) = 9(?1() ) lg(i)

1
Dy =RV} | ()€ (0, )= {x*0| = >0} =(0,

Az értelmezési tartomany meghatarozasa

Ha egy fliggvény csak formulaval van megadva, akkor az értelmezési tartomanyan azt a leghévebb
halmazt értjiik, ahol az adott kifejezés értelmezhetd.

Kikotések az értelmezési tartomany meghatarozasahoz:

1
1) — eseténa*0

a
2) paros gyokvonasnal: a, %, % stb. esetén a2 0

(paratlan gyokvonasnal: %, % sth. a e R tetszéleges, nincs kikotés)
3) log,(b) eseténa>0, a*1, b>0
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Ha tobb kikotést is tesziink, akkor ezeknek a feltételeknek egyszerre kell teljesiilniiik, tehat az
értelmezési tartomany a megfelel6 halmazok metszete lesz.

Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat.

Lf(X)= V-x2+x+6

Kikotés: A négyzetgyokjel alatti kifejezés nemnegativ:
X2 +X+620 & x> -x-6<0 & (x+2)(x-3)<0

Az x b (x + 2) (x - 3) masodfoku fliggvény gyokei x; = -2, x, = 3. Mivel a féegylitthato pozitiv, ezért
a grafikonja felfelé nyil6 parabola, amely a két gy6k kozott negativ.

igy az f fliggvény értelmezési tartomdnya: -2 <x < 3.

(Masképp: az x - —x% + x + 6 = —(x + 2) (x - 3) fliggvény féegyiitthatdja negativ, ezért a grafikonja
lefelé nyil6 parabola, amely a két gyok kozott pozitiv = Df =[-2, 3].)

log (x + 1)
2. f(X) = 3—2
16 - 2¥
Kikotések: 1) A logaritmus argumentuma pozitiv: x + 1 >0 < x>-1
2) Atért nevezdje nemnulla: 16 -2 #0 e 2¥ 16=2% < x2 24 < x*=+2

= az f fuggvény értelmezési tartomanya: -1 <x <2 vagy x > 2.

3.f(x) = yll—lg(x+2)

Kikotések: 1) A logaritmus argumentuma pozitiv: x +2>0 < x2-2
2) A négyzetgyokjel alatti kifejezés nemnegativ:
1-lgx+2)20 = lg(x+2)<1=1gl0 = x+2<10 < x<8

= az f fuggvény értelmezési tartomanya: -2 <x <8.

Inverz fliggvény

Definicié: Azt mondjuk, hogy az f fliggvény invertalhaté, ha kolcsondsen egyértelm(i, azaz
minden x, y € D¢, x *y esetén f(x) + f(y).

Ekkor az f fliggvény inverzének nevezziik és f~1-gyel jel6ljiik azt a fliggvényt, amely
minden y € Ry szdmhoz azt az x e Dy szamot rendeli (f~(y) = x), amelyre f(x) = y.
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Megjegyzés: A definicidbdl adddik, hogy
o Dy =Ry ésRpr =Dy,
e minden x € D esetén (f~1(f(x)) = x,
e minden y € Ry esetén f(f(y)) = y.

Az f~1 és f grafikonjai egymdasnak az y = x egyenesre vonatkozé tiikdrképei.

Tétel: Ha az f fliggvény szigorian monoton, akkor invertalhatd, és az inverze is ugyanolyan
értelemben szigordan monoton (azaz f és f~! egyszerre szig. mon. névé vagy szig. mon.
csokkend).

Példak
1. Legyena >0, a# 1. Ekkor az a alapu exponencialis és logaritmusfliggvény egymas inverzei.

Ha f:R— (0, ), f(x)=0a" és g:(0, o) —R, g(x) = log, x, akkor
e minden x € (0, o) esetén f(g(x)) = a'°&* = x, és

e minden x e R esetén g(f(x)) = log,,(a”) = x.
y =X y =X

In x M
(3)
/ /> >
1 WX
2

2.Azf:R—R, f(x)=x?fiiggvény nem invertalhaté R-en.

Lattuk, hogy az f(x) = x* fiiggvény (y = x*) nem injektiv, azaz nem invertalhaté R-en, mivel kiilonb6z4

értékekhez is ugyanazt az értéket rendeli, pl. x* = 4 esetén x = 2 vagy x = -2.

Ezért a forditott hozzarendelést megadé gérbe (x = y2) nem fiiggvény grafikonja.

2

y=x x=y? = y=tx

3,

A fliggvényt lesziikithetjiik valamely alkalmas intervallumra Ggy, hogy invertalhaté legyen.
Példaul f szigorian monoton a (-0, 0] vagy [0, ) vagy [2, 5] stb. intervallumokon, igy a
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leszlikitésének ezeken az intervallumokon létezik inverze.

g : (=00, 0]—[0, ), g(x) =x> h:[0, 00)— [0, o), h(x) = x>
g7 1[0, 00)—> (=00, 0], g7H(0) =~ Yx ™[0, e0)— [0, o), ™ (x) = Yx
A
3,
X2
2,
"
-1 1 2 3

Az inverz meghatarozasa

1. Adjuk meg az f(x) = «/x +2, x=-2flggvény inverzét.

f értelmezési tartomanya és értékkészlete: Dy = [-2, =), Rf =[O0, o). A fliggvény szigortan monoton
novo a [-2, o) intervallumon, igy létezik inverze. Az inverz meghatarozasdhozazy = yx +2
képletben cseréljiik az x-et az y-nal, és fejezziik ki az y-t:

X=4ly+2 = x*=y+2 = y=x*-2, igy azinverz figgvény: f1(x) =x* - 2, x€[0, o)

2. Adjuk meg a g(x) = 2= + 1 fiiggvény inverzét.

Dy =R, Ry =(1, ). Afliggvény szigorian monoton n6vd, igy létezik inverze. Az inverz
meghatarozdsa:y=2"2+1 = x=22+1 = x-1=2"3 = y-3=log,(x- 1) =

y=log,(x - 1) +3, igy azinverz fiiggvény: g7'(x) = log,(x - 1) + 3, xe& (1, )

— g(x)=2"3+1

— g ' (x)=log,(x - 1) +3

-4 - 2 4 6 8 10
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Feladatok

Ertelmezési tartomany
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat:
1.a) f(x) = v/ (x? + 3x - 10) b) f(x) = lg(x) / (\/ (x* - 10x + 21)) ¢) F(x) = v ((x - 4) (x + 1)) /)
d)f(x)=y(x(x-4)(x+1)) e)f(x)=y/(5-[x+2]) f)f(x)=1/(y@B-]x-1]))

2.a) f(x) =lg(x) + v/ (-x) b) f(x) = /(2 + log,(x)) c) f(x)=In(x - 4/x)

d) f(x) = g(2 + x - x?) e) f(x) = lg((x - 3)/(x +2)) f) f(x) = lg(x - 3) - lg(x +2)
3.2)f(x)=1/3-+(2-x)) b) f(x)=1/(lg(x) - 2) o fx)=1g-11-x])

d) f(x) = (v (10 - x)) /log, (x - 3) e) f(x) = g2 - 4)+/(9-x%) f)f(x)=1/log,((x*+1)/2)

Fliggvény inverze

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények inverzét:

3
1.f(x)=6- , X>=2 2.f(x)=3"2-8
X+2
3.f(x)=5lg(x-2)+3 4.f(x)=Vx-6, x=2-6
Eredmények

Ertelmezési tartoméany

l.a)x<-5 vagy x=2 b)0<x<3 vagy x>7 c)-1<x<0 vagy x24
d)-1<x<0 vagy x=24 e)-7<x<3 f)-2<x<4

1
2.a)3 b)x=2- ¢)-2<x<0vagy x>2 d)-l<x<2 e)x<-2 vagy x>3 f)x>3
9

3.a)x<-7 vagy -T<xs<2 b) 0 <x <100 vagy x> 100 C)-4<x<6
d)3<x<4 vagy 4<x<10 e)2<x<3 f)x<-1vagy -1<x<1 vagy x>1



