Kalkulus tizenhetedik feladatsor - megoldasok

Hatarozatlan integral, Alap integrélasi szabalyok

1. Szamitsa ki az alabbi integralokat!
a) f1+x+x2+4x3+3x4dx

b) [x2 1dX
f%%ﬂx

Megoldas:
A kovetkezd integralasi szabalyt hasznaljuk:

ZL'OH_l
/:cadxz +C
a+1

(C € R tetszdleges), emellett [(f+g) = [f+ [gés [(cf)=c[ ],
(c € R).

a) Az integralt tagjaira bontjuk, a konstansszorzokat kiemeljiik, a ta-
gokat egyenként hatvanyalakra hozzuk, majd kiilon-kiilon hasznal-
juk az els6 integralési szabalyt.

[14 2+ 2%+ 423 + 32t dx =
[1ldx+ [zdx+ [2?dx+4 [23dx+3 [2tdx =
2 3 4 5
o gyl g3
T+ T 48t 345 1 0,CeR
b) Az el6z8 feladat sémajat kovetjik.
Ja2 + Yo+ o= +:c+1fdx—

fa:2+x3+:v 5+x +x~ de:
2.3 3.4 5 1 1 e+l 1 -1
§$2+1$3+Tl‘5+m$ +@1’ ™ +070€R

c) Itt Osszeg helyett szorzat szerepel, ezek Osszevonhatoak egyetlen
hatvannya.

2. Szamitsa ki az aldbbi integralokat!
J(1+z)°dx

b f e2904»1 dx

fmdx

a)
)
)
d) [ cos( 3x+2) dx
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g) [ g dx

h) [ de

i) [e*®3 + cos(2x) dx
) e dx
Megoldas:

A kovetkezd integralasi szabalyt hasznaljuk:
/fm"+b F(mH—b)—l—CCGR ahol/f()dx:F(x)
b) Kihasznaljuk hogy [e*dx = e*
f€21+1d1. — l 21+1 +C.
at1

¢) Kihasznaljuk, hogy [z®dx = £

T
[ Bz +1 da:—f(or+1)3d:n—%%(7’+1)% 2 (5 +1):
e) Kihasznaljuk, hogy [ COSQ(I = tan(x).

f mdx = tan(dl/ =+ 6) —+ C

S

+C.

f) Hatvanyalakra hozunk, és hasznaljuk az erre tanult szabalyt.

Lfaajpmu—j(4x+1yﬂdx::ip&)@wﬁ-nflzlm%4+c7

h) Kihasznéaljuk, hogy [ 177 = arctan(z).
A nevezdt atalakitjuk:
422+ 4243 = A(z+3)°42 = 2(2(x+1)2+1) = 2((V2e+L2)%+1) =
2((V2z + J5)* +1).
Igy [ mm{ =1 @dx = %% arctan (v2z + %)—F
C.

. Szamitsa ki az alabbi integralokat!

a) 5x1_~_1 dx

b) [ i dx

o) [ mdx

d) J S d

) 1?52

Megoldas:

A kovetkezd integralasi szabalyt hasznéljuk:

P e = (@) +C,C € R

a) Bovitiink 5-tel, hogy a szamlaloban a nevezd derivaltja szerepeljen.
1 1 5 1
Jmmde =5 [ mrdx=ghpr+1[+C
b) Mivel a szamlaloban a nevezd derivaltja szerepel semmilyen atala-
kitasra nincs sziikség, kozvetleniil alkalmazhaté a szabaly.

i i’ﬁlw dx = In|42? + 2| + C
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d) A nevezére az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazva
megkapjuk, hogy béviteniink kell 3-mal, hogy a szamlaléban a ne-
vez$ derivaltja szerepeljen: (ch (3z +3)) = 3sh (3z +3). Majd
alkalmazhatjuk a szabalyt.

h(32+3) 3sh(32+3)
J ihE3§+3 =3/ Cshl(3$l+3 = §lnjch (3z +3)| + C

4. Szamitsa ki az alabbi integralokat!

a) [(e™® 4 4x)19(12 — 3e77) dx
b) f (QIQij;xIO

¢) [sin(z)cos®(z) dx

d) [(z+ )\/l‘2+6l‘+ 5dx

) f 33:2-1—5

f) fxln?’(a:) dx

Megoldas:

A kovetkezd integralasi szabalyt hasznéljuk:

a+1
/M@ +CCer

JECIROE

c) Vegyiik észre, hogy (—1)-et kiemelve a szabély kozvetleniil alkal-
mazhato, ugyanis (cos(z)) = sin(z).
[ sin(z) cos®(z) dx = — [ — sin(z) cos®(z)dx = —§cos®(z) + C.

e) Hatvanyalakra alakitas utan latszik hogy 1 3 kiemelésével a szabaly-
nak megfelel6 formaba hozhat6 az integral, ugyanis (3z2 4 5)' =
6 .

_1 _1
f\/ﬁdxzfo(3m2+5) 2dx = %f6x(3x2—|—5) 2dx =
19 (322 +5) 2 +C.

f) Hatvanyalakra alakitas utan a szabaly kozvetleniil alakalmazhato,

ugyanis (In(z)) = 1.

J wlng(x) dr= [LIn?(z)de = —$In"*(z) + C.

5. Szamitsa ki az alabbi integralokat!

f 242z dx
cos? (z3+3x2+2)

Megoldas:

A kovetkez6 integralasi szabalyt hasznaljuk:

/f(gi)(x))gb/(a:)dx = F(¢(x)) + C,C € R, ahol /f(w) dx = F(x)



a) [z e+ dx
Ebben a példaban egy polinom van exponencialis fiiggvénnyel meg-
szorozva. A kitevs derivaltja:

(2% 4+ 1) = 2.

Eszrevehetjiik, hogy a polinom ennek %—szerese. Egyszerd atalaki-
tassal az integral:

1 z241 1 2 r x4l 1 1 o(x)

3 (2x)-e dx:§ (x“4+1) e dx:§ (p(x)) - e dx.

Tehat a bels§ fiiggvény

a kiilsé fliggvény pedig

melynek primitiv fiiggvénye
F(¢) =e® +C.

Igy a hatarozatlan integral:

Jaerttiax =3 [(o@) - @@)ix = Po(a)) = 5o+ C.

242z
b) fcos2(z3+3x2+2) dx

Ennél a példanal is olyan alaki az integrandus, hogy egy polinom-
mal van szorozva egy fliggvény, melynek argumentumaban szintén
polinom szerepel. Az argumentumban szereplS polinom derivaltja:

(23 4 322 +2)" = 32% 4 6.
Ennek megfelelen tudjuk atirni az integralt:

1

1 1
= [ (32°+62)- dx = - [ (2°+32%42)"
3/($+x)cos2(:v3+3x2+2) * 3/(m+x+)

1
cos?(z3 + 322 4 2)

X?
és innen lathatjuk, hogy a belsé fiiggvény
o(x) = 23 + 322 + 2,

a kiilsé fliggvény pedig

melynek primitiv fiiggvénye
F(¢) = tan(¢) + C.

Igy a hatarozatlan integral:

2%+ 2z 1
dx = - tan(z® + 32® 4+ 2) + C.
/cosQ(az3+3x2+2) T3 an(z” 4327 +2) +
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4x
e) f (1+ee4r)4 dx

Ezt az integralt szorzatként az alabbi modon irhatjuk:

1
4 _ 4 4x\—4
/e '(1+64z)4dx—/e (14 ™) dx.

Ebben a kifejezésben az exponencialis fiiggvény szerepel tigy is mint
egy Osszetett fliggvény bels§ fiiggvénye, és kiilon szorzétényezdként
is. Ez alapjan a bels6 fiiggvény

p(x) =1+ ",
derivaltja pedig (1 + e**)" = 4e?*. Igy az integrandus

1 1
1 /46433 (14 €M) "tdx = 1 /(1 +e17) . (1 4 €1%)"dx.

A kiils6 fiiggvény lathatdan

f@)=0o7",
melynek primitiv fiiggvénye F(¢) = % + C, ez alapjan az integral
1 1 (14 et)—3 1
-F =4+ C=——77F——7=+C.
pFe@)=——sg—+ 12(1 1 edo)s



