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A differencialt fogalma

Tegyiik fel, hogy egy kil6tt rakéta tavolsagat S(x)-et tudom mérni az x id6
fliggvényében. Szeretném tudni mennyi a sebessége. Ezt példaul egy szels
segitségével kdzelithetem.
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Bevezetés, Definicié

A differencialt fogalma

Tegyiik fel, hogy egy kil6tt rakéta tavolsagat S(x)-et tudom mérni az x id6
fliggvényében. Szeretném tudni mennyi a sebessége. Ezt példaul egy szels
segitségével kdzelithetem.

Ha jobban akarjuk kdzeliteni vehetiink kdzelebbi pontot.

6
— 5(x)

— Szelo

1 2 3 4
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Bevezetés, Definicié

A differencialt fogalma

Tegyiik fel, hogy egy kil6tt rakéta tavolsagat S(x)-et tudom mérni az x id6
fliggvényében. Szeretném tudni mennyi a sebessége. Ezt példaul egy szels
segitségével kdzelithetem.

Ha jobban akarjuk kdzeliteni vehetiink kdzelebbi pontot.
A szel6k hatarértéke az érint6. A sebesség az érinté meredeksége.

10

6
— 5(x)

— Erinto
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Bevezetés, Definicié

A formalis definicié

Definicié

Legyen az f fiiggvény értelmezve az xy pont egy kérnyezetében (azaz
létezzen r > 0, melyre K.(xo) C Dr). Ha létezik a

lim f(XO -+ h) = f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fliggvény xo
pontbeli differencialtjianak vagy differencialhanyadosanak. Jele: f'(xp).
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Bevezetés, Definicié

A formalis definicié

Definicié

Legyen az f fiiggvény értelmezve az xy pont egy kérnyezetében (azaz
létezzen r > 0, melyre K.(xo) C Dr). Ha létezik a

lim f(XO -+ h) = f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fliggvény xo
pontbeli differencialtjianak vagy differencialhanyadosanak. Jele: f'(xp).

Itt a limesz belsejében lévs kifejezés nem mas, mint a harok meredeksége.
Ha h-t egyre kisebbre veszem, akkor jellemzeni tudom, hogy viselkedik a
fliggvény xo kozelében.



Bevezetés, Definicié

A formalis definicié

Definicié

Legyen az f fiiggvény értelmezve az xy pont egy kérnyezetében (azaz
létezzen r > 0, melyre K.(xo) C Dr). Ha létezik a

lim f(XO -+ h) = f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fliggvény xo
pontbeli differencialtjianak vagy differencialhanyadosanak. Jele: f'(xp).

Itt a limesz belsejében lévs kifejezés nem mas, mint a harok meredeksége.
Ha h-t egyre kisebbre veszem, akkor jellemzeni tudom, hogy viselkedik a
fliggvény xo kozelében.

Ha létezik a harok meredekségének hatarértéke az lesz az érintGegyenes
meredeksége.



Bevezetés, Definicié

A formalis definicié

Definicié

Legyen az f fiiggvény értelmezve az xq pont egy kérnyezetében. Ha létezik a

lim f(Xo + h) = f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fiiggvény xo pontbeli
differencialtjanak vagy differencialhdanyadosanak. Jele: f'(xo).
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Bevezetés, Definicié

A formalis definicié

Definicié

Legyen az f fiiggvény értelmezve az xq pont egy kérnyezetében. Ha létezik a

lim f(Xo + h) = f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fiiggvény xo pontbeli
differencialtjanak vagy differencialhdanyadosanak. Jele: f'(xo).

Ekvivalens definicié:
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A formalis definicié
Definicio
Legyen az f fiiggvény értelmezve az xq pont egy kérnyezetében. Ha létezik a

lim f(Xo + h) — f(Xo)
h—0 h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fiiggvény xo pontbeli
differencialtjanak vagy differencialhdanyadosanak. Jele: f'(xo).

.

Ekvivalens definicio:
Definicio
Legyen az f fiiggvény értelmezve az xq pont egy kérnyezetében. Ha létezik a

i F0) = f(x)

X—rXo X — Xo

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fiiggvény xo pontbeli
differencialtjanak vagy differencialhdnyadosanak. Jele: f'(xo).

-
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Példa

Mennyi az f(x) = x? fiiggvény differencialtja az xo = 3 pontban?
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Példa

Mennyi az f(x) = x? fiiggvény differencialtja az xo = 3 pontban?

_ 2 Q2
lim f(Xg + h) f(Xo) — lim (3 + h) 3 _
h—0 h h—0
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Példa

Mennyi az f(x) = x? fiiggvény differencialtja az xo = 3 pontban?

_ 2 a2
lim f(Xg + h) f(Xo) — lim (3 + h) 3 _
h—0 h h—0
h+ h% — h + h?
T L T R T S
h—0 h h—0 h h—0
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Példa

Mennyi az f(x) = x? fiiggvény differencialtja az xo = 3 pontban?

_ 2 a2
lim f(Xg + h) f(Xo) — lim (3 + h) 3 _
h—0 h h—0
h+ h% — h + h?
T L T R T S
h—0 h h—0 h h—0

Tehat az x? fiiggvény differencialtja (érintjének meredeksége) a 3 pontban
6. Az xp = 4 pontban:
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Példa

Mennyi az f(x) = x? fiiggvény differencialtja az xo = 3 pontban?

_ 2 a2
lim f(Xg + h) f(Xo) — lim (3 + h) 3 _
h—0 h h—0
h+ h% — h + h?
T L T R T S
h—0 h h—0 h h—0

Tehat az x? fiiggvény differencialtja (érintjének meredeksége) a 3 pontban
6. Az xp = 4 pontban:

. (4+h)2—-42  8h+ A
|ImT:hm =

8
h—0 h—0 h
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Bevezetés, Definicié

ErintGegyenes

Ha ismerjiik az érint6 egyenes meredekségét és tudunk egy pontot ami

rajta fekszik (jelen esetben (xo,f(xp))), akkor fel tudjuk irni az érintd
egyenes egyenletét.
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Bevezetés, Definicié

ErintGegyenes

Ha ismerjiik az érint6 egyenes meredekségét és tudunk egy pontot ami
rajta fekszik (jelen esetben (xo,f(xp))), akkor fel tudjuk irni az érintd
egyenes egyenletét.
Induljunk ki abbdl, hogy az m meredekségii, (xo, yo) ponton athaladé
egyenes egyenlete

y = yo = m(x — xo).

Az érint6 egyenesnél m = f'(xg) és yo = f(xp) tehat az (xp,f(xp)) pontbeli
érints egyenes egyenlete:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)-



Példa

Ezek alapjan a x? fiiggvényhez az xg = 3 pont felett huzott érinté egyenes:
Yerints = 6(x —3) +9 = 6x — 9.
Ugyanakkor az xg = 4 pont felett:
Yerints = 8(x — 4) + 16 = 8x — 16.

J6 lenne olyan fiiggvény ami minden pontban megadja a
differencialhanyadost!
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A derivaltfuggvény

Ha egy f(x) filiggvény egy I intervallum minden pontjaban differencialhaté
akkor azt mondjuk hogy f(x) differencialhaté /-n.
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A derivaltfuggvény

Ha egy f(x) filiggvény egy I intervallum minden pontjaban differencialhaté
akkor azt mondjuk hogy f(x) differencialhaté /-n.

Az f'(x) derivaltfiiggvény az a fiiggvény ami minden x ponthoz megadja az
f(x) fuggvény x-beli differencialhanyadosat:

im f(x+ h) —f(x)

f'(x) =
(*) h—0 h
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A derivaltfuggvény

Ha egy f(x) filiggvény egy I intervallum minden pontjaban differencialhaté
akkor azt mondjuk hogy f(x) differencialhaté /-n.

Az f'(x) derivaltfiiggvény az a fiiggvény ami minden x ponthoz megadja az
f(x) fuggvény x-beli differencialhanyadosat:

i f(x+ h) — f(x)
hT;]O h

f'(x) =

Mivel a nevezé tart a 0-hoz, lathatd, hogy a hatarérték csak akkor létezik
és véges, ha szamlalo is tart 0-hoz, vagyis a fiiggvény folytonos.



A derivaltfuggvény

Ha egy f(x) filiggvény egy I intervallum minden pontjaban differencialhaté
akkor azt mondjuk hogy f(x) differencialhaté /-n.

Az f'(x) derivaltfiiggvény az a fiiggvény ami minden x ponthoz megadja az
f(x) fuggvény x-beli differencialhanyadosat:

i f(x+ h) — f(x)
hT;]O h

f'(x) =
Mivel a nevezé tart a 0-hoz, lathatd, hogy a hatarérték csak akkor létezik

és véges, ha szamlalo is tart 0-hoz, vagyis a fiiggvény folytonos.

Igy a folytonossag a derivalhatésag sziikséges feltétele.



A derivaltfuggvény

Ha egy f(x) filiggvény egy I intervallum minden pontjaban differencialhaté
akkor azt mondjuk hogy f(x) differencialhaté /-n.

Az f'(x) derivaltfiiggvény az a fiiggvény ami minden x ponthoz megadja az
f(x) fuggvény x-beli differencialhanyadosat:

i f(x+ h) — f(x)
hT;]O h

f'(x) =

Mivel a nevezé tart a 0-hoz, lathatd, hogy a hatarérték csak akkor létezik
és véges, ha szamlalo is tart 0-hoz, vagyis a fiiggvény folytonos.

Igy a folytonossag a derivalhatésag sziikséges feltétele.

Azon fliggvények terét, amiknek derivaltja folytonos a H-halmazon
CY(H)-val jeloljiik.



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Szinusz fiiggvény

Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Szinusz fiiggvény

Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis

sin(x 4+ h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)

ILTO B /lino h -
i (0 = ™) <



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Szinusz fiiggvény

Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis

sin(x 4+ h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)

ILTO /l—>0 h -
i (0 = ™) <
mivel h)—1 h)—1 h)+1
i cos(h) —1 _ i cos(h) —Lcos(h) +1 _
h—0 h h—0 h cos(h) +1
—sin?(h) . sin(h)  —sin(h)

lim

h—0 h(cos(h) + 1) T h cos(h) + 1 =0
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Szinusz fiiggvény

Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis

sin(x 4+ h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)

ILTO /l—>0 h -
i (300 ) s,
mivel h)—1 h)—1 h)+1
i cos(h) —1 _ i cos(h) —Lcos(h) +1 _
h—0 h h—0 h cos(h) + 1
—sin?(h) . sin(h)  —sin(h)

lim

h—0 h(cos(h) + 1) T h cos(h) + 1 =0
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Szinusz fiiggvény

Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis

sin(x 4+ h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)

ILTO /l—>0 h -
i (300 ) s,
mivel h)—1 h)—1 h)+1
i cos(h) —1 _ i cos(h) —Lcos(h) +1 _
h—0 h h—0 h cos(h) + 1
—sin?(h) ! sin(h)  —sin(h)

lim

h—0 h(cos(h) + 1) T h cos(h) + 1 =0

Allitas: cos’(x) = — sin(x), hasonlé szamolassal.
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Logaritmus fiiggvény

Allitas: log/(x) = % = Xlnl(a), spec. In’(x) = L ugyanis
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Logaritmus fiiggvény

Allitas: logly(x) = 8ale) — Xlnl(a), spec. In’(x) = L ugyanis
. log (x+h)—log,(x) . 1 X+ h
= — | _— =
f|1|m0 P /|7|m0 , log,



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Logaritmus fiiggvény

Allitas: logly(x) = 8ale) — Xlnl(a), spec. In’(x) = L ugyanis
. log (x+h)—log,(x) . 1 X+ h
a = — | _— =
f|1|m0 P l|7|m0 , log,

1

ooty

= |lim lo
h—0 8a

(*) a folytonossag miatt,
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Logaritmus fiiggvény

Allitas: logly(x) = 8ale) — Xlnl(a), spec. In’(x) = L ugyanis

lim 108,(x + h) — log,(x) = lim 1 log <X+h> =
h—0 h h—0h -? X
_ B\ 1\ h
= iITanIoga <1 + x> = (x) = log, [Ilm <1 + hx) ] = (%)

1\"
= log, [nhj;o (1 + ;)

(*) a folytonossag miatt, (**) ismert, hogy a hatarérték létezik és az
atviteli elv miatt minden sorozatnak ugyanoda kell tartania, igy vegyiik a
h, = % — 0 sorozatot.
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Logaritmus fiiggvény

Allitas: log),(x) = '°8a(e) — Xlnl(a), spec. In’(x) = L ugyanis

X

jim 108X+ ) —log, () _ ;) 1|0g <X+h> B
h—0 h h—0h -? X
. 1\
= iITinOIoga < > = (x) = log, [Ilm <1 + hx) ] = (%)

1
= log, [nILrgO (1 + X)

(*) a folytonossag miatt, (**) ismert, hogy a hatarérték létezik és az
atviteli elv miatt minden sorozatnak ugyanoda kell tartania, igy vegyiik a
h, = % — 0 sorozatot.

Ezért szeretjiik a természetes alapu logaritmust.
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x”

n—1

Allitas: Legyen n € N tetszéleges, ekkor (x") = nx"~!, ugyanis



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x”

n—1

Allitas: Legyen n € N tetszéleges, ekkor (x") = nx"~!, ugyanis

(£ () -

R — xn £
fim AT Ao -

h—0 h h—0 h




Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x”

n—1

Allitas: Legyen n € N tetszéleges, ekkor (x") = nx"~!, ugyanis

(£ () -

R — xn £
fim AT Ao -

h—0 h h—0 h

m (thO + an_1h+ (g)xn—2h2 4o —|—X0hn) — XN _ anfl
h—0 h
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x”

n—1

Allitas: Legyen n € N tetszéleges, ekkor (x") = nx"~!, ugyanis

(£ () -

R — xn £
fim AT Ao -

h—0 h h—0 h

m (thO + an_1h+ (g)xn—2h2 4o —|—X0hn) — XN _ anfl
h—0 h

Tehat Pl: x' =1, (x?)" = 2x, (x3) = 3x2.
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x”

Allitas: Legyen n € N tetszéleges, ekkor (x") = nx"~!, ugyanis

n Xn—ihi —xn
e (Z )
||m i — ||m =
h—0 h h—0 h

n K0 n—1 n\, n—2p2 0pn) _ n
:ilimo(xh + nx h+(2)xh he + —|—xh) X -
N

Tehat Pl: x' =1, (x?)" = 2x, (x3) = 3x2.
n . .
Felhasznaltuk a Binomialis tételt: (x 4+ h)" = > (7)x"~"h'.
i=0
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x "

n—

Allitas: Legyen n € N tetszleges, ekkor (x ") = —nx~"~1, ugyanis



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x "

n—

Allitas: Legyen n € N tetszleges, ekkor (x ") = —nx~"~1, ugyanis




Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x "

n—

Allitas: Legyen n € N tetszleges, ekkor (x ") = —nx~"~1, ugyanis

1 1
(x+h)™"=x"  (x+h)" x"
li =i =
h—0 h h—0 h
n__ -‘rh n
X(x—i—(Z)”x27 . (X + h)n —x" 1
= lim = |lim — =
h—0 h h—0 h (x + h)"x"
= —nx"! 1 _ —nx~ "1
xnxn
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - x "

Allitas: Legyen n € N tetszleges, ekkor (x ") = —nx~"~1, ugyanis
1 1
R)~N _ x—n n n
lim (x+h) X fim (x+ h) X =
h—0 h h—0 h
n_(x+h)"
S k) exn 1
= lim = lim — =
h—0 h h—0 h (x + h)"x"
= —nx"! 1 = —nx "1
xnxn
1N/
Tehat Pl: (=) = (x ) = —x2, (x®)' = —5x~°
X
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Derivalasi szabalyok: linearis kombinacié

Ezeknél a szabalyoknal feltessziik hogy f(x), g(x) a szébanforgé x pontban
differencialhaté.

o Osszegfiiggveny: (f(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x), ugyanis



Derivalasi szabalyok: linearis kombinacié

Ezeknél a szabalyoknal feltessziik hogy f(x), g(x) a szébanforgé x pontban
differencialhaté.

o Osszegfiiggveny: (f(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x), ugyanis

i (L) g B) = (F() + ()

h—0 h
i f(x+h)—f(x)+g(x+h)—g(x)
h—0 h B
" f(x+ h) —f(x) . g(x+ h)—g(x)
h—0 h h—0 h
Differenciélszamitas
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Derivalasi szabalyok: linearis kombinacié

Ezeknél a szabalyoknal feltessziik hogy f(x), g(x) a szébanforgé x pontban
differencialhaté.

o Osszegfiiggveny: (f(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x), ugyanis

i (L) g B) = (F() + ()

h—0 h -
i TXHN) = () +g(x + h) — g(x)
h—0 h
jim FXER ZFC) Ly, g h) = g(x)
h—0 h h—0 h

o Ha c € R tetszéleges, akkor (cf(x)) = cf’(x), ugyanis
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Derivalasi szabalyok: linearis kombinacié

Ezeknél a szabalyoknal feltessziik hogy f(x), g(x) a szébanforgé x pontban
differencialhaté.

o Osszegfiiggveny: (f(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x), ugyanis

i (L) g B) = (F() + ()

h—0 h -
i TXHN) = () +g(x + h) — g(x)
h—0 h
jim FXER ZFC) Ly, g h) = g(x)
h—0 h h—0 h

o Ha c € R tetszéleges, akkor (cf(x)) = cf’(x), ugyanis

lim cf(x + h) — cf(x) —clm f(x+h)— f(x)'

h—0 h h—0 h
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Derivalasi szabalyok: linearis kombinacié

Ezeknél a szabalyoknal feltessziik hogy f(x), g(x) a szébanforgé x pontban
differencialhaté.

o Osszegfiiggveny: (f(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x), ugyanis

i (L) g B) = (F() + ()

h—0 h
i f(x+ h)—f(x)+g(x+h)—g(x) _
h—0 h
jim (XN ZF0) | gxEh) = g()
h—0 h h—0 h

o Ha c € R tetszéleges, akkor (cf(x)) = cf’(x), ugyanis
jim SFOCEN) = cfC) ) FOEh) = FO)
h—0 h h—0 h

o Emiatt (f(x) — g(x)) = f'(x) — g'(x).
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Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: szorzatfiiggvény

o Szorzatfiiggvény: (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), ugyanis

i Fx+Melx+h) = f(x)g(x) _
h—0 h
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Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: szorzatfiiggvény

o Szorzatfiiggvény: (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), ugyanis

i Fx+Melx+h) = f(x)g(x) _
h—0 h

im f(x+ h)g(x+ h)—f(x)g(x+ h)+ f(x)g(x + h) — f(x)g(x) _
h—0 h




Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: szorzatfiiggvény

o Szorzatfiiggvény: (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), ugyanis

i Fx+Melx+h) = f(x)g(x) _
h—0 h

f(x+ h)g(x+ h)—f(x)g(x+ h)+ f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h

L)~ gt ) | F(glx+ )~ g(x)

h—0 h h—0 h




Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: szorzatfiiggvény

o Szorzatfiiggvény: (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), ugyanis

i Fx+Melx+h) = f(x)g(x) _
h—0 h

im f(x+ h)g(x+ h)—f(x)g(x+ h)+ f(x)g(x + h) — f(x)g(x) _
h—0 h

L)~ gt ) | F(glx+ )~ g(x)

h—0 h h—0 h

fmete-+ ) i Sy ) £

Fi(x)g(x) + f(x)g'(x)

Nagy Noémi Differencialszamitas 14 /26



Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: reciprok fiiggvény

/ o
o Reciprok fiiggvény: < ! )> -1 E(X) ha g(x) # 0.



Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: reciprok fiiggvény

/ o
o Reciprok fiiggvény: < ! )> -1 E(X) , ha g(x) # 0.

g(x g%(x)
Hiszen:
1 1
— g(x)—g(x+th)
im EXThH)  g(x) L sGrheld
h—0 h h—0 h



Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: reciprok fiiggvény

/ o
o Reciprok fiiggvény: < ! )> -1 E(X) , ha g(x) # 0.

g(x g%(x)
Hiszen:
1 1
- g(x)—g(x-+h)
im EXThH)  g(x) L sGrheld
h—0 h h—0 h
o 8x+h)—g(x) 1 o 1
= b et het) - Y



Derivalasi szabalyok: hanyados és kompozicié
fliggvény

o Hanyados fiiggvény: < (
8(



Derivalasi szabalyok: hanyados és kompozicié
fliggvény

f(X))' _ (g (x) — f(x)g'(x)
g(x) g '

o Hanyados fiiggvény:

(
CX)) @ g(1x> 0 g0~ 0052 =

Hiszen:
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Derivalasi szabalyok: hanyados és kompozicié
fliggvény

o Hanyados fiiggvény:

(
CX)) @ g(1x> 0 g0~ 0052 =
F(0)g(0x) — F(x)e'(x)
g2(x) '

o Osszetett fiiggvény: (f(g(x)) = '(g(x))g’(x), feltéve, hogy g
differencialhaté x-ben és f differencialhaté g(x)-ben.

f X)>/ _ (x)g(x) = f(x)g'(x)
x) '

Hiszen:




Derivalasi szabalyok

Derivalasi szabalyok: inverz figgvény

Legyen f differencialhaté a-ban és f’(a) # 0, tegyiik fel hogy létezik f~1 és
differencialhaté x = f(a)-ben, ekkor

o az inverz fiiggvény derivaltja: (f1(x)) = W ugyanis
f(f1(x)) = x miatt

17/26
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Derivalasi szabalyok: inverz figgvény

Legyen f differencialhaté a-ban és f’(a) # 0, tegyiik fel hogy létezik f~1 és
differencialhaté x = f(a)-ben, ekkor

o az inverz fiiggvény derivaltja: (f~1(x)) = W ugyanis
f(f1(x)) = x miatt

(F(FH) =X =1,



Derivalasi szabalyok: inverz figgvény

Legyen f differencialhaté a-ban és f’(a) # 0, tegyiik fel hogy létezik f~1 és
differencialhaté x = f(a)-ben, ekkor

o az inverz fiiggvény derivaltja: (f 1(x)) = W ugyanis
f(f1(x)) = x miatt

(F(FH) =X =1,

Ugyanakkor az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya miatt:
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Derivalasi szabalyok: inverz figgvény

Legyen f differencialhaté a-ban és f’(a) # 0, tegyiik fel hogy létezik f~1 és
differencialhaté x = f(a)-ben, ekkor

o az inverz fiiggvény derivaltja: (f 1(x)) = W ugyanis
f(f1(x)) = x miatt

(F(FH) =X =1,

Ugyanakkor az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya miatt:
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Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Hatvanyfiiggvény

o Igy: . .
C =0mT =

o Az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyabdl:

11 1
k(X%)k—l k2 k '

1
y:xk

k 1 111 1
() = ()Y = Kby Dt = B

o Hatarértéket véve, minden o € R:

(Xn,)/ _ OZX”'_l.



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Exponencialis figgvény

o Legyen a € R Ekkor: (2¥) = a*In(a)



Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Exponencialis figgvény

o Legyen a € R Ekkor: (2¥) = a*In(a)

Felhasznalva, hogy a* a log,(x) inverze:

1 1 1
(a7 = _ — = In(a)
(|0ga(}/))/|y:ax (y|nl(a))|y=ax axﬁ(a)




Derivalasi szabalyok

Nevezetes derivaltak - Exponencialis figgvény

o Legyen a € R Ekkor: (2¥) = a*In(a)
Felhasznalva, hogy a* a log,(x) inverze:
1 1

(a7 = _ — = In(a)
(|0ga(}/))/|y:ax (y|nl(a))|y=ax a<In(a)

[ay

[y

o Fontos specialis eset: (e*) = e*.



Példak

o Példa: Szamitsuk ki tan(x) derivaltjat!



Példak

o Példa: Szamitsuk ki tan(x) derivaltjat!

tan’(x) = (S‘i"(X) )l _ cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x))

cos(x) ) cos?(x)
1

— = 1+tan®
cos?(x) +tan"(x)
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki tan(x) derivaltjat!

tan’(x) = (S‘i"(X) )l _ cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x))

cos(x) ) cos?(x)
1

— = 1+tan®
cos?(x) +tan"(x)

o Példa: Szamitsuk ki ctg(x) derivaltjat!
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki tan(x) derivaltjat!

sin(x) )l _ cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x))

cos(x)) cos?(x)

tan’(x) = (

1

——— =1+tan?
cos?(x) +tan"(x)

o Példa: Szamitsuk ki ctg(x) derivaltjat!

cos(x) >/ _ - sin(x) sin(x) — cos(x) cos(x)

sin(x) sin(x)

ctg'(x) = <

= -1 —ctg’(x)
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki sinh(x) derivaltjat!



Példak

o Példa: Szamitsuk ki sinh(x) derivaltjat!
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki sinh(x) derivaltjat!

)= (£57) = £

eX + e—X
2
o Példa: Szamitsuk ki cosh(x) derivaltjat!

= cosh(x)
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki sinh(x) derivaltjat!

sinh/(x) = (ex - ex)/ _ (e

2 2
eX + e—X
2
o Példa: Szamitsuk ki cosh(x) derivaltjat!

= cosh(x)

/
, B eX+e—X B eX+(_e—X)
cosh’(x) = < 5 > = 5

e —e X

5 = sinh(x)
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki tanh(x) derivaltjat!



Példak

o Példa: Szamitsuk ki tanh(x) derivaltjat!

sinh(x) >’ _ cosh(x) cosh(x) — sinh(x) sinh(x)

cosh?(x)

tanh’(x) = (

cosh(x)
1

—— =1—tanh?
cosh?(x) anh®(x)

Nagy Noémi Differencialszamitas 22/26



Példak

o Példa: Szamitsuk ki tanh(x) derivaltjat!

sinh(x) >’ _ cosh(x) cosh(x) — sinh(x) sinh(x)

cosh?(x)

tanh’(x) = (

cosh(x)
ol
cosh?(x)

o Példa: Szamitsuk ki coth(x) derivaltjat!

=1 — tanh?(x)
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Példak

o Példa: Szamitsuk ki tanh(x) derivaltjat!

sinh(x) >’ _ cosh(x) cosh(x) — sinh(x) sinh(x)

cosh?(x)

tanh’(x) = (

cosh(x)
ol
cosh?(x)

o Példa: Szamitsuk ki coth(x) derivaltjat!

=1 — tanh?(x)

s v (cosh(x)\" _ sinh(x)sinh(x) — cosh(x) cosh(x)
()= () 0700 -
sin;21(x) =1 — coth?(x)
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra

Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!



Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!

1 1
arctan’(x) = = —
( ) (tan(y))/|y:arctan(x) (1 + tanz(y))|y:arctan(x)

1 1
~ 14tan?(arctan(x)) 1+ x2
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!

1 1
arctan’(x) = = —
( ) (tan(y))/|y:arctan(x) (1 + tanz(y))|y:arctan(x)
_ 1 1
~ 14tan?(arctan(x)) 1+ x2

Példa: Szamitsuk ki arcsin(x) derivaltjat!
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!

1 1
arctan’(x) = = _
)= O, e~ (L 020y —arerant)
- 1 !
~ 14tan?(arctan(x)) 1+ x2

Példa: Szamitsuk ki arcsin(x) derivaltjat!

arcsin’(x) = — /1 = 1_ -
(sm(y)) ‘yzarcsin(x) cos(arcsm(x))

_ 1 _ 1
\/1 — sin?(arcsin(x)) V1-x3
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!

1 1
arctan’(x) = = _
)= O, e~ (L 020y —arerant)
- 1 !
~ 14tan?(arctan(x)) 1+ x2

Példa: Szamitsuk ki arcsin(x) derivaltjat!

arcsin’(x) = — /1 = 1_ -
(sm(y)) ‘yzarcsin(x) cos(arcsm(x))

1 _ 1
\/1 — sin?(arcsin(x)) V1-x3

Hasonloképpen:

1 -1
/
arccos'(x) = =
' () == sin(arccos(x)) /1 —x2
Differencialszamités 23/26




Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra

Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!



Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra

Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!

artanh’(x) 1 1
rtan = =
1 — tanh?(artanh(x)) 1 —x2



Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!
1 1
artanh’(x) =

1 — tanh®(artanh(x)) T1-x2
Példa: Szamitsuk ki arsinh(x) derivaltjat!




Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra

Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!

artanh’(x) = ! _
~ 1—tanh®(artanh(x)) 1—x?

Példa: Szamitsuk ki arsinh(x) derivaltjat!
1 1

arsinh’(x) = =

cosh(arsinh(x)) /1 + x2
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra

Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!

artanh’(x) = ! _
~ 1—tanh®(artanh(x)) 1—x?

Példa: Szamitsuk ki arsinh(x) derivaltjat!

arsinh’(x) = ! = L
~ cosh(arsinh(x)) 1+ x2
Hasonléképpen:
1 1
arcosh’(x) = =

~ sinh(arcosh(x)) x2 -1
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példak az inverz szabalyra
Példa: Szamitsuk ki artanh(x) derivaltjat!
1 1
artanh’(x) =

1 — tanh®(artanh(x)) T1-x2
Példa: Szamitsuk ki arsinh(x) derivaltjat!

arsinh’(x) = 1 - 1
- cosh(arsinh(x)) V14 x2
Hasonléképpen:
1 1
h'(x) = B
arcosh’(x) sinh(arcosh(x)) X2 -1

Itt azért érdemes elgondolkodni a derivalt értelmezési tartomanyan. Mi
torténik, ha |x| = 17
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Nevezetes fiiggvények derivaltjai

Példa a derivalasi szabalyok egyiittes

alkalmazasara
£ 2023
Hatarozzuk meg a 5”16)5\/3752) fliggvény derivaltjat!
sin2(3x3)>, B
Vex—2)
25in(3x3) cos(3x3)9x?/6x — 2 — sin2(3x3)1¥6
2/6x —2
6x — 2
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Erdekes példa

Szamitsuk ki f(x) = x* derivaltjat!



Erdekes példa

Szamitsuk ki f(x) = x* derivaltjat!

x* = en() = eXI"x miatt alkalmazhatjuk az Ssszetett fiiggvény derivalasi

szabalyat
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Erdekes példa

Szamitsuk ki f(x) = x* derivaltjat!

x* = en() = eXI"x miatt alkalmazhatjuk az Ssszetett fiiggvény derivalasi

szabalyat

(XX)/ _ (exlnx)/ — XInx, (xlnx)/ = xX. (xInX)/ =

1
=x"-(x-=+Inx)=x"-(1+Inx)
X
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