1. (15p) Szédmitsa ki az aldbbi sorozat hatarértékét!
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Megoldas: Rendorelvvel kell dolgoznunk, igy:

n>4
\/> 2 o . [3n%2 —4n W13n2 —4n +3 n/3n? + 3n?
< < —_ < - -
- n2+7n2 - n2+ 72 — n2+7 - n?

Mivel lim g/p — 1 minden p > 0 konstansra, ezért az alsé és felsé
n—o0

becslés is 1-hez tart, igy a keresett hatarérték is 1

. (15p) Oldja meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halmazan!
Z4+3z2+2i=5

Megoldas: At kell {rnunk az egyenletet algebrai alakba, igy ha z =
a + b, akkor

2
a—ib+3(\/a2+b2> +2 = 5
a—ib+3(a*+v*)+2i = 5
a+3(a*+b*) +i(-b) = 5—2i

Innen a valés részre vonatkozé egyenlet: a +3(a? 4+ b?) = 5, a képzetes
részre vonatkozo : —b = —2. Azaz b = 2, ezt visszairva a valds részre
vonatkozé egyenletbe: a + 3a% + 12 = 5, azaz 3a®> +a+ 7 = 0. Ez
utébbi mésodfoki egyenlet diszkriminansa —83, azaz nincs megoldas
a valos szamok korében. Mivel a egy komplex szam valds része, igy
mindenképpen valésnak kell lennie, igy azt kaptunk, hogy az eredeti
egyenletnek nincsen megoldasa a komplex szamok korében.

. (15p) Szamitsa ki az f(z) = (z + 2)e” ! fiiggvény minimumét és
maximumat a [0, 1] intervallumon, amennyiben létezik!

Megoldas: Biztosan létezik maximuma és minimuma, mert f(z) foly-
tonos fiiggvények szorzata, tehat folytonos, és Weierstrass-tétele sze-
rint folytonos fiiggvény korlatos és zart intervallumon felveszi a maxi-
mumat és minimumaét.

A vizsgédlando pontok az intervallum két széle és a lokalis szélséértékhelyek,

ez utébbihoz a derivalt gyokeit kell kiszamolnunk.

fl(z) = S +(z + 2)2z el = (222 + 4z + 1) S

i



Mivel €Y > 0 minden y € R-re, igy a derivalt eldjele csak a 222 44z + 1
kifejezés elgjelén mulik. Ez egy felfele nyilo parabola, a gyokeit a
masodfoku egyenlet megoldoképletébol kaphatjuk:

—4+VI6-8 | V2
. — 14 ¥

T1,2 =
’ 2

2
Mivel > < 1, igy mindkét gyok negativ, tehat nincsen lokalis szélso-
érték [0, 1]-en, tovdbbd f’(x) > 0 ezen intervallumon a fiiggvény tehét

szigori monoton nd. Innen a vizsgaland6é pontok: 0, és 1, itt a
fliggvényértékek:

2
f(0) = 271 = - f() = 3e’ = 3. Innen a minimum 0-ban van,
e

2
értéke —, a maximum pedig 1-ben, értéke 3. Onnan tudjuk, hogy 0-
e
ban felvett érték kisebb mint az 1-ben felvett érték, hogy a fliggvény
szigori monoton né ezen az intervallumon (vagy onnan, hogy e > 2,

2
igyg<1<3)

. (20p) Hatdrozza meg az aldbbi hatérértékeket!

o2 1 . arsinh(2x)
im — im —————
z—0 sin(3x) 2—0 arctan(3x)
Megoldas:
2 —1

im ———

z—0 sin(3z)
Mivel sin(0) = 0 és e = 1 ezért ez a O-ban egy % alaki hatarérték, igy
alkalmazhat6 a L’Hospital-szabdly, innen:

212 222
—1 /
i & L g, Are
z—0 sin(3x) z—0 3 cos(3x)
4.-0-1
mivel e = 1 és cos(0) = 1, gy a keresett hatarérték: 3.1 = 0.

arsinh(2x)
im —=
2—0 arctan(3x)
Mivel arsinh(0) = 0 és arctan(0) = 0 ezért ez a 0-ban egy I alaki
hatarérték, igy alkalmazhaté a L’Hospital-szabdly, innen:

2
inh(2 / 1+ (27)2 2
o, Arsin (2z) _UH +(22)> 2
2—0 arctan(3x) 20 3 3

1+ (32)?



5. (15p) Hatdrozza meg a g(x) = 7 — arccos(3 — 2z) fiiggvény értelmezési
tartomanyat és értekkészletét!
Megoldas: Tudjuk, hogy arccos értelmezési tartoménya a [—1, 1] zart

intervallum, innen
—-1<3-2zx<1

adédik g(z)-re. Megoldva:

2>x>1,
azaz g(x) értelmezési tartoménya [1,2].
Ertékkészletének meghatarozasidhoz g(z) monotonitdsat kell megvizsgélnunk:
-1 -2

I =0 G )T G

Mivel a teljes értelmezési tartomanyon |3 — 2z| < 1, igy a derivalt
az értelmezési tartomany két végpontja kivételével értelmezett (ott
|3—22| = 1) és mindeniitt negativ, ugyanis ,/y mindenhol nemnegativ.
Innen azt kapjuk, hogy a fiiggvény a teljes értelmezési tartomanyan
szigori monoton csokken, azaz az értékkészlet:

[9(2),9(1)] = [r—arccos(3—4), m—arccos(3—2)] = [r—m, 7—0] = [0, 7].

6. (20p) Szamitsa ki az alabbi integralokat! A mdasodik kiszamitdsdnal
alkalmazza az t = e* helyettesitést!

0 e3z
/x?’ In(4z)dz =? / 5 dz =7
_1€ T + 1

Megoldas: [ 23 In(4z)dx kiszdmitasdhoz parcidlisan kell integralunk,

4
1
% innen f = % illetve g = In(4x) innen ¢’ = —.
x

ehhez legyen ' = x

Azaz:

8
}“}“w

4 4

dz = x—ln(4x) 2y C,

() — & n(4 i
/ZL‘ n(x)x—4n(x)—/4 1 16

ahol C' egy tetszoleges valés konstans.

K|

A masodik integral kiszamitasahoz alkalmazzuk a t = e* helyettesitést!
1
Ekkor x = In(t) = g¢(t), innen ;= g'(t). Midsrészt a hatdrok is

megvaltoznak. x : —1 ~» 0, akkor ¢ : e~! ~» e¥. Azaz az integral:
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1
—1 1 1
/ 14+ ———dt = [t — arctan(t)]} = 1—arctan(1)— - +arctan () =
1 = e
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7. (+15p) (Ezen feladat megolddsa nem szikséges a mazimum pontszdm
eléréséhez!) Hatdrozza meg az h(x) = sinh(x) fiiggvény 0 koriili ne-
gyedrendii Taylor-polinomjat!

Megoldas: Definicid szerint a 0 koriili 4-edrendii Taylor polinom:

Tu(a) = £0) + £/ + T2 ¢ 20 0, S0
Azaz h(z) derivéltjait kell kiszamitani 0-ban negyedrendig.
h(xz) = sinh(z), innen h(0) = sinh(0) = 0.

B/ (x) = cosh(x), innen h'(0) = cosh(0) = 1.

h"(z) = sinh(x), innen h”(0) = sinh(0) = 0.

R (z) = cosh(z), innen h"'(0) = cosh(0) = 1.

h() () = sinh(z), innen A (0) = sinh(0) = 0.

Azaz a keresett Taylor-polinom:

Tu(x) =x+‘%

Az alabbi feladatot csak a 40% eléréséhez javitjuk ki!
(15 p) Hatdrozza meg az alabbi matrix determindnsat!

01 2 3
1 2 3 4
A= 00 -1 2
00 0 1
Megoldas: Els6 oszlop szerint kifejtve ki a determindnst:
01 2 3 1 2 3
12 3 4|_ 1o 1 9
00 -1 2] 0 1
00 0 1

A 3x3-as determinans egy felsbharomszog, igy értéke a féatloban 1évo elemek
szorzata, azaz det(A) = (—1)1(—1)(1) = 1.



