Matematika A2a - Vektorfiiggvények

Az 1. ZH témakorei (csak Gazdalkodasi és menedzsment alapszakos
hallgatéknak) — Feladatok

A zarthelyi dolgozatban 4 feladat lesz az alabbi tipusokbol! Teszt alakban fogalmazzuk
meg a ZH-t, azaz a megoldassal kapcsolatos kérdésekre Kkell valaszolniuk. Rossz valaszért
nem jar pontlevonas. (A ZH 45 perces lesz és max. 20 pontot lehet elérni.)

1. Feladat: Szamitsa ki az

improprius integralt!

Megoldas: Az improprius integral 1. tipust, hiszen az x* — 3x + 2 = 0 megoldasai 1 és 2
nincsenek a 3, o) intervallumban. Ennek alapjan
e TIx—-4 @ IX—4

— —  dx=lim[— dx.
J 3 axs2 im ) T a2
Parcialis tortekre bontdssal kiszamitjuk a hatdrozatlan integralt:
7x—4 7x—4 __A | B _ A(x—-2)+B(x-1) _ (A+B)x—2A-B
x2-3x+2  (x-1D(x-2) x-1 x-2  (x-Dx-2)  (x-1)(x-2) '
ahonnan A+ B =7és —2A— B = —4,azazA = —3 és B = 10.
Tehat
74 -3 10 10 3
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[Z— dx=[— dx— [ dx=10In(x—2)—3In(x— 1) +c=In

x2-3x+2
A Newton-Leibniz formulat hasznalva irhatjuk, hogy az improprius integral
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azaz az improprius integral divergens.
Megjegyzés: A zh-ban ennél a tipusfeladatnal lehet olyan 1. tipusti improprius integral is,

amely konvergens. Lehet olyan feladat is, melyben az integrandus fiiggvény parcidlis
integraldssal szamitando ki, és lehet olyan is, melyben a t = e* helyettesitést kell haszndlni!

2. FEeladat: Vizsgalja hanyadosteszttel az



f"o 10x +1 d
—— dx
1 x5 +1
improprius integral konvergenciajat!
Megoldas: Felirhatjuk, hogy
10x+1 x _ i
x5+1 x5 x%
10x+1 5 1
4 x5(104=
mert limxle:lim(loxs;l)x: Ml 1’“)=10>0
X—w  —z X—00 x°+1 x>0 x5(1+_5)
X X
véges szam.

Az | 1°O xip dx improprius integral konvergens, ha p > 1 és divergens, hap < 1.

fgy az [ 100 x% dx improprius integrdl konvergens (mivel p = 4 > 1), és a hdnyadostesztet
10x+1
x5+1

hasznélva kapjuk, hogy az |. 100 dx improprius integral is konvergens.

Megjegyzés: A zh-ban ennél a tipusfeladatnal lehet olyan 1. tipusi improprius integral is,
amely divergens. Vegyiik észre, hogy ehhez a feladathoz tudni kellett, hogy az | 100 xiv dx
improprius integral konvergens, ha p > 1 és divergens, hap < 1.

3. Eeladat: Mutassa meg, hogy az x + y — 4z = 4 és a 2x + 2y — 8z = 16 sikok
parhuzamosak ¢€s hatarozza meg a tavolsagukat!

Megoldas: Jelolje S;azx+y — 4z =4, S, pediga 2x + 2y — 8z = 16 sikot. Az S; sik egy
normalvektora n, = (1,1,—4), az S, sik egy normalvektora n, = (2,2,—8) =2 -n4, igy a
két sik parhuzamos egymassal.

Legyen n = n; = (1,1, —4) a két sik k6z6s normalvektora. A két sik tavolsagat kiszamithatjuk
példaul ugy, hogy vesziink az S; sikon egy P; pontot, valamint az S, sikon egy P, pontot és
meghatarozzuk a P;P, n vektorra vett merdleges vetiiletvektoranak a hosszat, ami nem mas,
mint |<P1P2,m>|, azaza PP, ésaz -
Legyen példaul P;(0,0,—1) € S; és P,(0,0,—2) € S,. (Erdemes minél tobb 0-val szamolni.)
Ekkor P,P, = (0,0,—1). Az n vektor hossza |n| = /1% 4+ 1% + (—4)%2 =18 (=3v2),

1 1 4

egyseégvektora pedig In?I = (\/T_s’\/T_s’ - \/T_s)' A két sik tavolsaga pedig

(7l = 0o -0 (G - ) = 7

n n

egységvektor skalaris szorzatdnak az abszolut értéke.

4. Feladat: Oldja meg a z®+ (16 + 16i)z2 = 0 egyenletet a komplex szamok
halmazan! A megolddsokat barmilyen alakban elfogadjuk!

Megoldas: Mivel az egyenlet z?[z* + (16 + 16i)] = 0 alakba irhato, z,, = 0, azaz a 0
kétszeres gyoke az egyenletnek.

A t6bbi négy megoldast a z* + (16 + 16i) = 0 egyenletet megoldva kapjuk meg. Mivel z* =
—(16 + 16i) = —16 — 16i, kiszamitjuk a —16 — 16i komplex negyedik gyokeit.



Atirjuk trigonometrikus alakba a —16 — 16i komplex szamot:
~16 — 16 = 16(—1 — ) = 16V2 (cos = + isin ).
A négy komplex negyedik gyok a kdvetkezo:

5T

2ok s 2k
7 = V16v2 (cos : +4 "t isin® +4 "), ahol k €{0,1,2,3}.

Tehat az eredeti egyenlet 6 megoldasa (az indexeket kicsit megvaltoztattuk, az z;, = 0
megoldasokat a végére tettiik be):

5t 5 13w 13w

8 . . 8 . .

ZO—2V2(005§+Lsm1—82, 21—2\/2<c051—89+lsm1—89> ,
8 L 4 __ 8 L T[

Zy = ZVZ(COSE-F isin 16 ), Z3 = 2\/2<c05—16 + lsm—16 ),

Z, =0, z53 = 0.

5. Feladat: Oldja meg a z3 — z% 4+ 8z = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan! A
megoldasokat algebrai alakban kérjiik! Irjuk fel a p(z) = z3 — z% + 8z polinom C-
beli gyoktényezds alakjat!

Megoldas: Mivel az egyenlet z(z2 — z + 8) = 0, ezért z; = 0 megoldésa az egyenletnek.
A masik két megoldas a z? — z + 8 = 0 egyenlet két komplex gyoke lesz:
_ 1+(=12-418 _ 14+V1-32 _ 1+V=31 _ 14iV31 _ %i‘ i\/%_l, merty=31 = +iV31.

23— 2 2 2 2
A Kkért gyoktényez0s alak pedig p(z) = z (z - % - lg) (Z - % + im).
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6. Feladat: lgazoljuk, hogy az

o=l o[l o[}

2
vektorok bazist alkotnak az R3-ben, és adjuk meg az x = [ 1 ] vektornak erre a bazisra
-1
vonatkoz6 koordinatait!

Megoldds: Az a4, a,, as vektorok R® -ben pontosan akkor alkotnak bazist, ha linearisan

fliggetlenek.
1 1 1 0
/11a1 + Azaz + /130,3 = Al o+ /12 11+ /13 2 1=10|«
2 0 -1 0

11+AZ+A3=O
<:>{ Az+2/13:()
211_13=0,

ahonnan 1, = =215 és A; = 73 az utolsd két egyenletbdl. Ezeket behelyettesitve az elsé

egyenletbe kapjuk, hogy % — 213 + A3 = 0, ahonnan kovetkezik, hogy A3 = 0,igy 4, = 4, =

A3 = 0, tehat az a4, a,, a3 vektorok linedrisan fliggetlenek R3-ben, igy bazist alkotnak.
2
1 ] vektornak erre a B bazisra vonatkozo6 koordinatai

-1

Legyen B = {aq,a;,a3}. Az x =

3



a
[x]g = [,3 a kovetkez6 tulajdonsaggal: x = aaq + fa, + yas.
Y

2 1 1 1 a+pf+y=2
1]=a0+ﬁ1+ 2],azaz{ﬁ+2y=1
-1 |2 0 -1 2 —y = -1,
ahonnan az utolsé két egyenletbdl f =1 — 2y és a = —%-&-g.

Behelyettesitve az els6é egyenletbe:

-2
—%+g+1—2y+y =2,ahonnan y =-3, =7, a=-2,azaz [x]g = [ 7 ]
-3
7. FEeladat: Hatarozzuk meg az

0 1

a, = [ ] a, = [ ], az = [ 1 ] ésay = [1] vektorok altal alkotott vektorrendszer
-1 0

rangjat!

Megoldds: Az {aq, a,, az, a,} vektorrendszer rangja egyenlé az

2 -1 0 1
A=|1 2 1 1| matrix rangjaval.
-5 1 -1 0

Elemi sor- és oszlopmiiveletek segitségével megallapitjuk az A matrix rangjat. ElGszor
felcseréljiik a matrix elsd és masodik sorat, mert konnyebben szamitjuk ki a rangot, ha az els6é
sor 1-gyel kezdddik. Majd a kovetkezd Iépésben az els oszlopban az 1 ala nullakat gyartunk
le Ggy, hogy a masodik sorbol kivonjuk az elsd sor kétszeresét, valamint a harmadik sorhoz
hozzaadjuk az elsd sor 6tszordsét. Ezeket roviden a kovetkezOképpen jelolhetjiik:
S; < S5, majd a kovetkezo 1épésben S, — 25;, valamint S; + 55;. Kapjuk, hogy

1 2 1 1 1 2 1 1
2 -1 0 1|~|0 -5 -2 -—-1|~

-5 1 -1 0 0 11 4 5

A=|1 2 1 1

2 -1 0 1]
-5 1 -1 0

A 164tlo6 ald csupa nullat akarunk legyartani, igy Sz + % S, és ugyanitt a masodik sort (-1)-gyel
beszorozzuk, majd a kovetkezo 1épésben 5 - S; elvégzése utan kapjuk, hogy

1 2
0 5 [ ]
~ 214 ~
0 0 —214

Most az elsé sorban szeretnénk nulldkat latni a f6atlo felett, igy a masodik oszlopbdl kivonva
az els6 oszlop kétszeresét, valamint a harmadik és negyedik oszlopb6l kivonva az elsé oszlopot,
azaz 0, — 20,, 053 — 0,4, 0, — 04 kapjuk, hogy

1 2 1 1 10 0 O
~l0 5 2 1|~f0 5 2 1|~
0 0 -2 14 0 0 -2 14
0,:5, 03:2 utan egy kovetkez6 Iépésben 0; — 0,, 0, — O, oszlopmiiveletekkel
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1 0 0 O 1 0 0 O
~0 1. 1 1|~(0 1 0 O}~
0 0 -1 14 0 0 -1 14
05 - (—1), 0,:14, majd egy kovetkezd 1épésben 0, — 05 és az igy kapott matrixunk mar olyan

lesz, melyre igaz, hogy minden sordban €s oszlopaban legfeljebb egy 1-es lesz, és melyben az
1-esek szama mar nem csokkenthetd:

1 0 0 O 1 0 0 O
~10 1. 0 0]~(0 1 0 Of
0 01 1 0 01 0

¢s ebben a matrixban az 1-esek szama 3, ami nem mas, mint az A matrix, és egyben az
{a4, ay, a3, a,} vektorrendszer rangja, tehat rang{aq, a,, a3, ay} = 3.

8. Feladat: Szamitsuk ki az

1 2 3
A=|0 1 2] matrix inverzét az adjungalt matrix segitségével!
10 0 1
1 2 3
Megoldis:  detA=|0 1 2|=1-|1 3 -2-|1 2 =1-30-2-(0-20)=
10 0 1 10 1 10 0

11 # 0, tehat A invertalhato matrix.

Kiszamitjuk az adjungalt matrixot:

|1 2 _|0 2| |0 1| ’
0 1 10 1 10 0 1 20 —1017
adja=|-2 3 |53 L 2| =2 —29 20| =
0 1 10 1 10 0 1 5 1
|2 3 _|1 3| |1 2 h
1 2 0 2 0 1
1 -2 1
20 =29 -2}
—-10 20 1
Ekkor
X 2z 1
11 11 11
A—1= 1 -ade= 2 _2 _i_
det A 11 11 11
_o 20 1
11 11 11
9. FEeladat: Szamitsuk ki az
1 2 3
A=|[0 1 2| matrix inverzét elemi sormiiveletek segitségével!
10 0 1




Megoldis: Felirjuk az [A, E3] matrixot, és latjuk, hogy az elsé oszlopban a f64tlo alatt csak egy
nem zérus elem all: a harmadik sorban. Emiatt elvégezziik az S5 — 10S; sormiiveletet. Most a
masodik oszlopban szeretnénk a f6atlo ala nullakat legyartani. A kdvetkezd matrixot mar az
Sz + 208, sormiivelettel kapjuk:

1 2 3/1 0 O 1 2 3 1 0 0
[A4,E3]=]0 1 2/0 1 Of~|0 1 2 0 1 0
10 0 110 0 1 0 —-20 -291-10 0 1
A E3
1 2 3] 1 0 O
~(0 1 210 1 0|~
0 0 111-10 20 1
%, majd a kovetkezokben S; — 353, illetve S, — 2S5
1 2 3 1 0 O
1 2 0 1 0
“‘8 b3 1020 1~
11 11 11
a4 80 _ 3
[1 2 0] 1t 11 11]
20 29 2
o 1 0 o 10 _HIN
[0 0 11 _120 20 LJ
11 11 11
S; — 25,
r 2z 1
1 0 ol 12 11 11
20 29 2
~101 0l 7 -7 Tl
0 0 1f 10 20 1
E3 11 11 11
A-1
r 2z 1
11 1 11
‘ -1_ |2 _2 _2
igyazA™" = 11 11 11|
_o 22 1
1 11 11
10. Feladat: Hatarozza meg azt az X matrixot, amelyre
1 1 21 0
a-b"-X-B=6-X,ahol a=|2(, b=|2|, B=|0 1 -1
3 0 1 1 1

1 1 2 0
Megoldds: Mivel a - bT = H [1 2 0]= [2 4 0] egy 3x3-as matrix és B is egy 3x3-as
3 3 6 0



matrix, ezért X is egy 3x3-as matrix, amennyiben létezik.
Az eredeti matrixegyenlet ekvivalens a kovetkezdvel:

jel
(a-bT—6E3)-X=B<:>D-X=B,aho|l)’i a-b" — 6E;, azaz

1 2 0 6 0 O -5 2 0
2 4 0 0 6 0|=12 -2 0

3 6 0 0 0 6 3 6 -6

Amennyiben létezik a D~ matrix, a D - X = B matrixegyenletet balrél szorozva a D!
matrixszal, pontosan a keresett Xmegoldast kapjuk meg. Ehhez ki kell szdmitanunk a D~1
matrixot. A D matrix determinansat legkonnyebben a harmadik oszlopa szerinti kifejtéssel

kaphatjuk meg:
detd = (-6)|7> 2 |=(-6)10-4) = -36 % 0.

Kiszamitjuk az adj D adjungalt matrixot:

[| 62 —6| _|3 —6| |3 _2|
1% o s o |121218 12 12 0
adj D = |- _6| PSR I 12 30 36| =|12 30 0|
) 6 18 36 6
|2 0 _lz 0| |2 —2|
Ekkor
12 12 1 1
3% "3 -3 73 0
D_1=m adj D = —g —2 0 vagy —% —g 0
_18 3% _6 1oy 1
36 36 36 2 6
A matrixegyenletiink Xmegoldasa pedig
12 12
"3 36
12 30 2 1.0
-1
X=D1.B=|-22 -2 o |]o 1 -1
36 36 111
18 36 6
36 36 36
24 24 12 2 1
36 36 36 3 3
_|za a2 30| 7 5
36 36 36 97 6 6
42 60 30 7 55
36 36 36 3 6




