Matematika A2a - Vektorfiiggvények, D00 kurzus
A 2. zh témakorei
Gazdalkodasi és menedzsment alapszakos hallgatok szamara

A zarthelyi dolgozatban 4 feladat lesz az alabbi tipusokbol!
Teszt alakban fogalmazzuk meg a ZH-t, azaz a megoldassal kapcso-

latos kérdésekre kell valaszolniuk. Rossz valaszért nem jar pontlevonas.

(A ZH 45 perces lesz és max. 20 pontot lehet elérni.)

1. Feladat (Gauss-Jordan méddszer):

Oldjuk meg Gauss-Jordan modszerrel az alabbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznéalatat a redukalt lépcesés alakig!)

r+y+2z= -1
20 —y+22= —4
dr+y+4z = 2.

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Tulajdonképpen az egyenletrendszer harom egyenlete az R3 térben 3 sik. Mi
lehet a metszetiik (azaz az egyenletrendszer megoldésa)?

e (), amennyiben a harom siknak nincs kozos pontja, mert pl. ketts
koziiliik parhuzamos;

e 1 megoldés, ha a harom sik egy pontban metszi egymaést;

e oo megoldés, abbdl is két lehetGség: vagy egy egyenesben metszik
egymast és akkor 1 a szabadségfok, vagy egy sikban, mikor egybeesik
a harom sik, akkor meg 2 a szabadséagfok.

A linearis egyenletrendszeriink matrixos alakja

A-x=b
1 1 2 -1
ahol A= |2 —1 2| ésb = |—4]|. Elkezdjiik elemi sortranszformaciokkal
4 1 4 -2

atalakitani a kibévitett matrixot. Eloszor a f6atlo ala gyartunk le O-kat
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balrol jobbra haladva, tehat el6szor az els§ oszlopban, a kévetkezé 1épésben
a masodikban, stb.: Sy, —257; S5 — 457, majd a kovetkezé matrixhoz S3 — Ss
és Sg . (—1)

1 1 2| -1 11 2 | -1 11 2 | -1
Ab]l= |2 -1 2 | =4~ [0 =3 =2 | =2~ (03 2 | 2|~
4 1 4 | =2 0 —3 —4 | 2 00 —2 | 4

Ha csak Gauss-modszert kértiink volna, akkor vége lenne, mert tiszta nulla
sor nem allithato el. Ekkor visszahelyettesitésekkel megkapnank a megoldé-
sokat. Most viszont Gauss-Jordan modszert kért a feladat szdvege, igy foly-
tatjuk azzal, hogy a féelemek oszlopaban minden maéas elemet kinulldzunk
és a vezéregyeseket is legyartjuk. El6tte viszont még Sz : (—2), utdna meg
S1— 2853, Sy — 253, majd Sy : 3. A legvégén S; — So:

112 ] -1 1101 3 110 3 100 | 1
~103 2| 2(~|030]| 6[~[010]| 2|~(010] 2
001 | =2 001 | =2 001 | =2 001 | =2
ahonnan kiolvashat6 a megoldas:
Tr =
y= 2
z= =2,
1
méasképp felirva x = | 2 |, azaz pontosan egy megoldasunk van (mert
-2
rang A = rang[A|b] = 3 = n, azaz a rang az ismeretlenek szamaval

egyenld).

Megjegyzés az 1. Feladathoz: természetesen, azt nem garantalom, hogy
olyan egyenletrendszer lehet csak a zh-ban, melynek pontosan egy megoldésa
van. A megoldas elején részleteztem, hogy milyen esetek lehetségesek. Kérem,
hogy az Gsszes Gauss-Jordan modszeres feladatot nézzék at, melyet gyakor-
laton vagy elGadéson vettiink.

2. Feladat (Gauss-Jordan moédszer vagy Gauss-Jordan eliminacio; a
hozzarendelt homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza;
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annak egy bazisa):

Oldjuk meg Gauss-Jordan moédszerrel az aldbbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznélatat a redukalt 1épcsss alakig!)
Mennyi az egyiitthatématrix rangja és az egyenletrendszer szabadsagfoka?
Irjuk fel a hozzarendelt homogén lineéris egyenletrendszer altalanos megoldasét
és a megoldashalmaz egy bézisat!

31’1
9%‘1
T

X1

+x9
+Z2
— o
+x9

—x3 —XTy
—2$3 —XTy
—Ty

—XI3 —3ZE4

—2.T5
—|—2335
+4[E5

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
A linearis egyenletrendszer matrixos alakja

3 1 -1
9 1 =2
ahol A = 1 -1 o0
1 1 -1

-1
-1
-1
-3

A-x=b

0 =
—9 x2
9 [ X = |¥3
4 T
Ts

és b =

N — Ot N

. Elkezdjiik elemi

sortranszformaciokkal atalakitani a kibdévitett matrixot. Eloszor S7 <+ Sy,
majd a f6atlo ala gyartunk le O-kat balrél jobbra haladva, tehat elszor az
els6 oszlopban, a kovetkezd 1épésben a méasodikban, stb.: Sy — 9S57; S35 — Sy,

54—351:
3 1 -1
9 1 =2
A =1, | |
1 1 -1
1
0
0
0

-1
-1
-1
-3

0 | 2
2| 5
2 | 1|~
4 | 2
-1 -3 4
72 -38
1 2 =2
2 8 —12

W = O =

1 -1

1 =2

-1 0
1 -1

-3

—1
—1
—1



Utana 54 . (—2), SQ <~ 54, maJd 83+252, S4+85’2, maJd Sg . (—1) és 54—53
elvégzése utan kapjuk, hogy:

1 1 -1 =3 4 | 2 11 -1 =3 4 | 2
0 1 -1 —4 6 | 2 01 -1 —4 6 | 2
“lo—2 1 2 —=2 | —1|7]l0o0 -1 -6 10| 3]~
0 -8 7 26 —38 | —13 00 -1 —6 10 | 3
11 -1 =3 4 | 2
01 -1 -4 6 | 2
“loo 1 6 -10 | -3

00 0 0 0 | 0

Ennyi kéne, ha csak Gauss-modszert kértiink volna, mert a fenti matrixbol
latszik mar, hogy csupan ez az egy tiszta nulla sor volt legyarthato és készen
van a lépcss alak (az nem kotelezd 1épesés alak esetén, hogy minden vezérelem
vezéregyes is legyen egyben, de lathatjuk, itt most ez is igaz). Mar harom
vezéregyesiink van, késziil a redukalt 1épcsds alak: elhagyjuk az utolso tiszta
nulla sort, majd a vezérelemek {6lé is nullakat gyartunk le jobbrol balra (tehat
visszafelé) haladva: Sy + Sz, Se + S3, majd S; — Ss:

1103 —6 | —1 1001 -2 | 0
~10102 -4 | =1|~f0102 -4 | -1
0016 —10 | —3 0016 —10 | —3

Megkaptuk a redukalt 1épcsés alakot. Harom vezéregyesiink van, igy
rang A = rang[A|b] = 3, ami kisebb, mint az ismeretlenek szdma, ami
n = 5. A linearis egyenletrendszerek alaptételébdl kovetkezik, hogy végtelen
sok megoldasunk van, linearis egyenletrendszertink szabadsagfoka 5 — 3 = 2,
azaz az ismeretlenek szama minusz a rang. Szabad ismeretlenek x4 és x5
lesznek, mert a negyedik és 6t6dik oszlopban nincs vezéregyes, igy x4 = u és
rs = v, ahol u,v € R a szabad ismeretlenek, a tobbi kotott ismeretlen:

;

T = —u +2v o 0 1 9
ro= —1—2u +4v T -1 -9 4
r3= —3—6u +10vex=|z3| =|-3|+u|—6| +v|[10],
Ty = U Ty 0 1 0

_ Ts 0 0 1
Ty = v
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ahol u,v € R.
A hozzarendelt homogén linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa:

-1 2

-2 4
Xhom = U | —6[ +v |10] ,

1 0

0 1

ahol u,v € R, azaz R® egy 2 dimenzi6s altere. Ennek egy bazisa példaul

17 [2
2| |4
B={|-6|;]|10
1 0
0 1

3. Feladat (Paraméteres linearis egyenletrendszerek):

A p,q € R paraméterek értékétsl fiiggden targyaljuk és oldjuk meg Gauss-
eliminacioval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert:

r +y +z= 2q
20 =3y +2z= 4q
3r =2y +pz= q.

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Az egyenletrendszer méatrixos alakja

A-x=b
1 1 1 T 2q

ahol A= |2 -3 2|,x= |y| ésb= |4q]|, ahol p,q € R.
3 =2 p z q

Amint a 12. el6adés elején is emlitettiik, és a 13. elGadas elején konkrét
példaban lattuk is, paraméteres linearis egyenletrendszerek targyalasakor ele-
gendd Gauss-modszerrel dolgozni: elkezdjiik elemi sortranszforméciokkal ata-
lakitani a kibgvitett matrixot. Eloszor a f6atlo ala gyartunk le 0-kat balrol



jobbra haladva, tehéat elGszor az els6 oszlopban, a kovetkezs lépésben a ma-

sodikban, stb.: Sy —2S57; S5 — 35, majd S3 — Sy és Sy : (—5):

1 1 1| 2 1 1 1 | 2
Abl =12 =3 2 | 4¢|~f0 =5 0 | 0 |~
3 20p | ¢ 0 =5 p—3 | —5¢q
11 1 | 2
~l01 0 | 0|~
00 p—3 | —5q

p—3= 0

e A megoldashalmaz iires < 2 = rang A < 3 = rang [A|b] { 504 0 &
—ogq

p= 3
q# 0.
Ekkor azt is mondjuk, hogy a linearis egyenletrendszeriink inkonzisztens,

vagy inkompatibilis, vagy oOsszeférhetetlen.

e Pontosan egy megoldas van < rang A =rang|[A|lb] =3 < p—3#0,
azaz p # 3 és Vq € R esetén. Ekkor a megoldas nem més, mint az

Tty +z= 2q
y = 0
(p—3)z= —5¢

linearis egyenletrendszer megoldasa (ez mar a lépcsss alak), melyet

alulrol folfelé torténd helyettesitéssel oldunk meg, azaz y = 0, z = ;Tg’g
és
5 2pq — 2p —1
pogy D9 _1—a_ap—1)
p=3 p-=3 p—3
e 00 sok megoldasa van a linearis egyenletrendszernek < rang A =
p—3= 0
rang [Alb] =2 <3 & o 2725 P = 3 és ¢ = 0 esetben.
q =
Ekkor
(1)13}8 {111|0} {101|0}
0000 01010 01010



amennyiben S71—95,. A szabadsigfok 3—2 = 1 és egyediil a z oszlopaban
nincs vezéregyes, igy csak ¢ lehet a szabad ismeretlen, amit jeloljiink
t-vel.

) ) r+t =0
Kapjuk, hogy z = t, ahol t € R szabad ismeretlen és {y 0

ahonnan a megoldashamaz paraméteres alakja

r= -1
y= 0,
z = t
ahol t € R. Masképp felirva:
T 0 —1
x= |yl =1({0]+t| 0],
z 0 1

ahol t € R, azaz a 3 dimenzios térben egy origobn atmend, (—1,0,1)
iranyvektori egyenes 0sszes pontja a megoldas.

4. Feladat (Szimmetrikus harmadrendd matrix sajatértékei, sajatvek-
torai; diagonalizalé matrix megadasa):

Diagonalizalhato-e az

00 3
A=10 30
300
matrix? Ha igen, akkor adjon meg egy diagonalizal6 matrixot!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
A karakterisztikus polinom

—A 0 3
p(A) :=det(A—XE3)=|0 3—-X 0].
3 0 —A

A determinanst els§ sora szerint kifejtve kapjuk, hogy egyenls (—\)(3 —
A)(=A)+3-(A=3)-3 = (A—3)(9—)?)-tel. A sajatértékek a (A—3)(9—X?) =0



karakterisztikus egyenlet megoldésai, azaz Ay = —3 és g3 = 3.

V11

A A\ = —3-hoz tartozé vi = [wv9 | sajatvektorokat behelyettesitve a
V31

- 0 3 V11 0

0 3—A 0 Vo1 | = 0

3 0 —A U31_ 0

matrixegyenletbe, kapjuk, hogy

3 0 3| (v 0
0 6 0 V21| = 0
3 0 3 V31 _O
Ebb6l v1; = —w3; és vy = 0, azaz a Ay = —3 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok
[t
vy = | 0 | alakaak, ahol ¢t € R\{0}, ilyenkor példaul egy reprezentans
—t
1
Vi1 = 0
-1

Most megmutatjuk, hogy a A2,3 = 3 kétszeres sajatértékhez két linearisan
fliggetlen sajatvektor is tartozik, mert egy tetszdleges, 3-hoz tartozo
V12
Vo = |veo | sajatvektort behelyettesitve a
U32

- 0 3 V12 0
0 3—A 0 Vo2 | = 0
3 0 —A V32 0

matrixegyenletbe, kapjuk, hogy

-3 0 3 V12 0
0 0 0 Vo2 | = 0
3 0 -3 V32 0
Innen a vy, = w3y egyenletet kapjuk csak. El6z6 szamitasunknal volt

2 kiilonbo6z6 egyenletiink, ez most csak egy egyenlet! Szimmetrikus az A
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matrix, igy a Ay = 3 dupla sajatértékhez két linearisan fiiggetlen sajatvektor

1 0
is tartozik, ilyenek pl. a vo = [0| és a vy = |1]| vektorok.
1 0

A harmadrendd A matrixnak van tehat harom lineéarisan fiiggetlen sajatvek-
tora, ezért diagonalizalhato.
Ebben az esetben egy diagonalizalé méatrix:

1 1
0 0
-1 1

S = O

Ennek az oszlopvektorai az A matrix sajatvektorai.

(Megjegyezziik, hogy a feladat nem kérte, hogy ortonormalt diagonalizalo
maéatrixot adjunk. Ha kérte volna, akkor a fenti sajatvektorok egységvektorai
lennének az ortonormaélt diagonalizalé matrix oszlopvektorai.)

5. Feladat (Parcialis derivaltak, gradiens, masodrendii parcialis
derivaltak, Hesse-matrix):

Tekintsiik az
x? — 2y2

) = Y € 07

f(z,y) Iy z,y € (0, 00)

fliggvényt.
(a) Szamitsuk ki a fiiggvény x és y valtozok szerinti parcialis derivaltjait!
(b) Adjuk meg a grad f(1,2) értékeét!

(c¢) Szamitsuk ki a masodrendd parcialis derivaltakat az (xg,y0) = (1,2)
pontban!

(d) Irjuk fel a fiiggvény Hesse-matrixat!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

af 1 (2?2 =22\ 1 2z-2— (22 —2%)-1
/ —_ — — . - - —_ — g
@ fie) = GHa = 5 () .

2 -2t 42y 24290

B 2y oy



Vagy akar kiszamithattuk volna a kovetkezSképpen is:

of r 2y\ 1 1 1 2y 2?42y
— =({-—-=) ==--1-2y-| —— -4+ == —".
Ox (z.9) (y x ) Y x y * x2 22y
Az y-szerinti parcialis derivalt pedig:

/ _ 2_ 9
f;($>y)=g—£($,y):<£—2—y> :x.(_i>_z_ z 23/‘

y x/,

(b) A gradiens vektor altalaban:

Vi(z,y) = gradf(z,y) = <%(fv,y)> g—‘;(%y)> ,

2 92
g P22 _1+8 0

, 12-2.22 —1-8 9
7o~ 2 oA =— - -

igy a gradiens vektor az (1,2) pontban:

2 4
(c) A masodrendii parcialis derivaltak a kévetkezsk (most tobb egyenértéki
jelolést hasznéalunk, de maskor elég csak egyiket ideirni):

vr.2) = grads1.2) = (GHa. Fa) - (3.-3).

1" - an o 0 8f 72 + 2y2 ! 1 2y /

fea(@,9) 2 (z,9) o (8x> N (Ty>x (; xQ)x
— - _ -2 4y

=042y - 2y — (). 3 9. B

0+2y-(z77),=0+2y-(-2)-27° =2y (a: )— 5

82f 0 af —r? — 2y2 ! T 2 /
// h— e — = _—

f(9) dy? (=:9) Yy (39) < wy? )y ( y? x)y

_ _ _ 2z
= —x-(y %), =—x-(=2)y~° = 2y 32?’
Young tétele miatt a vegyes masodrendi parcialis derivaltak egyenldk,
igy mindegy, melyiket szamitjuk ki:
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" . 82f . 0 af . $2+2y2 /_ 1 2y ,_
i S ()~ (222)- (3] -

Y

1 2_2y2—x2

y2 T2

Igy ezekbe behelyettesitve az © = 1 és y = 2 értékeket, kapjuk, hogy

$2y2

4-2 241 1

frn(1,2) = B =8 [, (1,2) = o T

mig a vegyes masodrendi parcialis derivaltak

2.22-12 8-1

7

(d)  Tetszoleges kétvaltozos f fiiggvény Hesse-matrixa:

" 1"

£(x) = { v (2, y) xy(x,y)} .

v ) Sy (2, y)

Ugyanezt szoktuk még a kovetkez6képpen is jelolni (ezt a jelolést is ismerniink
kell!):
£(x) = [anf(xay) auf(xuy)} '
O f(x,y) Ownf(z,y)

Az f fiiggvény Hesse métrixa:

6. Feladat (Iranymenti derivalt kiszamitésa):

Szamitsuk ki az
f:R? 5 R, flz,y) = ze™ — xy

fiiggvény v = (3,4) irdny mentén vett iranymenti derivaltjat az (1,0) pont-
ban!
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Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Az f(z,y) fiiggvény v irdny mentén vett irdnymenti derivdltja
, v
6Vf(xay) = fv(xay) = Ladf STl

V]

Ehhez sziikségiink van az f fliggvény parciélis derivaltjaira:

folw,y) = (xe™ —ay), = ™ + xe™ -y —y =e™(1+zy) —y, 6
/ _ x I T _ 2.
fo(x,y) = (ve™ —ay), = ve™ -0 — 2 = r°e™ —,
igy az (1,0) pont koordinatait behelyettesitve, kapjuk, hogy
fr(1,0) =e’(14+0)—0=16s f,(1,0)=1-¢"—1=0.

A v = (3,4) vektor egységvektora % = (

v

3 4
575
gradf(1,0) = (1,0), mig az iranymenti derivalt

). A gradiens a kért pontban

3 4 3
'(1,0)=(1,0)- (2,2) = 2.
=0 (22) -2
7. Feladat (Erintésik):
Mutassuk meg, hogy a Py(1,1,3) pont rajta van a

z=(y+aH)y—2*)+3, (z,y) € R?

egyenletd feliileten! Irjuk fel ebben a pontban a feliilet érintdsikjanak az
egyenletét! Adjuk meg az érintésik egy normaéalvektorat!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Legyen

2= flz,y) = (y+2*)(y—2°) +3, (2,y) €R”.
A Py(1,1,3) pont rajta van a felilleten < f(1,1) =3 &
(14+1%)(1-1%)+3 =3« 3 =3, ami igaz.
A z = f(x,y) felilet (xq,yo, f(xo,yo)) pontjaban az érintésik egyenlete (ha
létezik):

z— f(xzo,40) = fr(xo,yo)(x — x0) + f, (w0, y0) (Y — o)-
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Ehhez a kovetkezsket kell kiszamitanunk:

folwyy) = [(y+2°)(y—2°) + 3], = (y+2*);(y — %)+ (y +2°)(y — %), +0 =
= 2z(y—2°®) + (y+2%)(=32%) = 20y — 20" — 3%y — 32* = 52t — 322y + 22y,
és

_ 2 3 _ 2 3 2 3 _
fylzoy) = [(y+2°)(y —2") + 3], = (y+27), (y —2”) + (y +2°) (y — 27), + 0 =

=1-(y—a2)+(y+2*) 1=—2°+27+2.

lgy

fi,)=-5-1"-3-1"-14+2-1-1=-5-3+2= —6,

_ 3 2 _
A1) = -1 +1242.1=2,

ésaz (1,1, f(1,1)) = (1,1,3) pontban tekintett érintésik egyenlete:

z—3=—-6(x—1)4+2(y—1), azaz — 6z +2y—2+7=0,

ezért ennek az érintésiknak egy normalvektora n = (—6,2, —1).
8. Feladat (Vektor-vektor fiiggvény Jacobi-matrixa):

Szamitsuk ki az

f(z,y,2) = (1—2?4+y* =22, * —y? In(a® +22+1), 1+2°+9°+522), (2,y,2) € R
haromvaltozos vektor-vektor fiiggvény f’'(a) Jacobi-matrixat az a = (1,2,0)
pontban!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

Vektor-vektor fiiggvények Jacobi-méatrixa (derivalt matrixa) a kovetkezd:
Legyen f € R" — R™, azaz Vx = (x1, 2, ...,2,) € Dy,

f(X> = f(xlvx% s 756”) = (f1<X),f2(X), - '7fm<x))>

ahol f; € R" — R az i-edik koordinatafiiggvény. Ha f € D{a} (azaz f derival-
hat6 az a-ban), akkor Vi € {1,2,...,n} ésVj € {1,2,...,m} létezik f;-nek
x; szerinti parcialis derivaltja a-ban, és ezeket matrixba rendezve kapjuk az
f fiigguény a-ban vett derivdlt mdtrixdt, vagy Jacobi-mdtrizdt, azaz
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P o B
ag’;(a) 8—£z(a) %(a)

£'(a) = O(fi, fa,- - fm) _ gﬁ (a) g—ﬁ(a) %(a) J—
8(1’1,1’2,...,1’”) 5 . 8... 8... '
a%f(a) Ge(a) ... gm(a)

Megjegyezziik, hogy a ( ) helyett szoktuk a 0, f; jelélést is hasznalni,
ezt is ismerni kell.

A mi esetiinkben fi(z,y,2) = 1—22+y*—22, fo(z,y,2) = ** —y? In(2? +
22+ 1) és f3(z,y,2) =1+ 2% +y? + bz,
A fenti altalanos képlet miatt a kért Jacobi-métrix:

91(1,2,0) %1(1,2,0) 91(1,2,0)

0 0
f’(1,2,0):%(1,2,0): 92(1,2,0) %—;{2(1,2,0) 22(1,2,0)| € R¥3
T 82(1,2,0) %2(1,2,0) S2(1,2,0)

Ehhez sziikségiink van az osszes f;, (i = 1,2,3) Osszes valtozo szerinti par-
cialis derivaltra:

%(%yﬂ:) =(1—-2+y*— 2% = -2, azaz a—Q(LQ,()) = 2
of _ 2 2 2 ofi .
ay (Z’,y, Z) - (1 Tty z ) 2y, azaz O (]_ 2 0) 4’

oh (z,y,2) = (1 - 4y — 2’2); = —2z, azaz %(1,2,0) =0;

0z ox

0 fs 1

=2 2] 1), =2% —y? ———— .
By Y 2) = (€ —y?In(a® + 2° + 1)), = 2™ —y ORI
azaz 22(1,2,0) = 2¢? — 4;

dfs .
8—y(a¢,y, z) = (* =y’ In(a®+27+1)), = — In(2®+2°+1)-2y = —2yIn(2’+2°+1),

azaz %—1;2(1, 2,0) = —41In2;

0fs

T (092) = (€ =@ + 2 1)L = =y
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azaz %(1, 2,0)=0;

0 0
8_1;3(93’% 2) = (1+ 2% +9* + 522), = 22 + 5z, azaz a—‘f(l, 2,0)=2;
0 0
a—{j(z, y,2) = (1+2%+9° + 51z), = 2y, azaz 8_J;(1’ 2,0) = 4;
0 0
a—f(w,y, z) = (1 + 2%+ y* + bzz), = bz, azaz 8_J§<1’ 2,0) =5.
Igy a kért Jacobi-matrix (vagy derivalt matrix)
-2 4 0
0
£(1,2,0) = M(m,o) — 22 —4 —4In2 0
Nz, y, z) 92 4 5

9. Feladat (Lokalis szélsGértékszamitas):
Hatarozzuk meg az

f(o.y) = 2" — 322+ 2ay + 47, (z,y) €R?
fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit!
Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

Mivel f kétszer derivalhat6 fiiggvény R%-en (s6t, akiarhanyszor derivalhato
R%-en), lokalis szélsGértékhelyei az

egyenletrendszer megoldasai lehetnek (a lokalis szélsGértékekre vonatkozo el-
s6rend sziikséges feltétel miatt).

of

%(x,y) = 32° — 61 + 2y = 0;

folz,y) =

0
[ y) = a—*g(x,y) o2y —0.
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Megoldjuk a
327 —6x+ 2y = 0
20 +2y= 0

egyenletrendszert. A masodik egyenlethdl y = —x, ezt visszahelyettesitve az
els6 egyenletbe, kapjuk, hogy

377 —6r — 22 =0 32° — 82 =0 & 2(32z — 8) = 0,

T = T2 =

ahonnan az egyenletrendszer megoldasai { 0 és
Y1 =

, azaz a
Yo = —

W] cow|

lehetséges lokdlis szélsdértékhelyek (0,0) és (5, —3%).
Alkalmazzul ezekre a mésodrendi elégséges feltételt. ElStte kiszamitjuk a
fiiggvény Hesse-matrixat:
" azf 2 /
fo(x,y) = @(x,y) = (32 — 6z + 2y),, = 6x — 6;

1" azf /
fyy(xay) - 3_3/2(x’y) - (2$ + 2y)y = 27
és Young tétele miatt = f; (z,y) = f,.(z,y), igy elegendd csak f; (v,y)-t
kiszdmitani:
' (z,y) = (32% — 62 + 2y)’y = 2.

Ty

A Hesse-matrix tehat:
6rx —6 2
Elgszor azt vizsgaljuk meg, hogy lokalis szélsGértékhely-e a (0,0):
—6 2
moo =3 2

Ennek determinansa —16 < 0, igy a H(0,0) matrix indefinit, azaz (0,0) nem
lokalis szélsgértékhely. (A (0,0, f(0,0)) = (0,0,0) nyeregpont.)

8 8 6-8—-6 2 10 2
_— —— f— 3 pr—
a(35)="5 " =0 )
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Ennek a determinansa 10 -2 — 2 -2 = 16 > 0, és els6 soraban, els6
oszlopaban 1év6 eleme 10 > 0, igy a H (%, —%) matrix pozitiv definit, és a
lokalis szélsGértékekre vonatkozo méasodrendt elégséges feltétel miatt (%, —%)
egy lokalis minimumbely, az f((%, %)) = (%)3—3~(§)2+2~§~(—§)+(—§ =
(%)2 (8-3-2+1)= (%)2 (8 —4) = —Z5 pedig a lokélis minimum (érték).

17



