Matematika Ala - Analizis, Kozgazdasz hallgatoknak

Készitette: Fiilop Ottilia

1. Gyakorlat feladatai: Bevezeté feladatok (Egyenletek, egyen-
l6tlenségek megolddsa. Filiggvénytranszformdcick. Halmazok)

Hasonlo feladatokat talalnak a Neptunban, az Informaciok menii legorditésével,
a Neptun elektronikus tananyagok, azon beliil pedig az Egyvaltozés valds
fliggvények interaktiv e-tananyag kivalasztasaval. (Ennek a tananyagnak a
szerz6i Dr. Fiilop Ottilia, Sztcs Zsolt, lektorai Dr. Néagel Arpad, Dr. Nagy
Katalin)

1. Feladat (Egyenletek megoldasa):

Oldjuk meg R-en a kovetkezs egyenleteket és szemléltessiik megoldashal-
mazukat a szamegyenesen:

a) r+2=+4x+13;
b) |32] = 3.

r—1

2. Feladat (Abszolatértékes egyenlGtlenség megoldasa):

Oldjuk meg R-en a kovetkezs egyenlGtlenséget és szemléltessiik a megoldéashal-
mazt a szamegyenesen:

i
z 2‘<3.
’2+ <

3. Feladat (Fiiggvénytranszformaciok):

Abrazoljuk fiiggvénytranszformaciokkal a kovetkezd fiiggvényt:

flx)=2>-62+8, ze€R

4. Feladat (Egyenls6tlenségrendszer felirasa):




[rjunk fel olyan egyenl6tlenségrendszert, melynek megoldashalmaza az A(0,0),
B(0,5) és C(1,3) cstcsponti haromszog belseje!

5. Feladat (Halmazmiiveletek):

Bizonyitsuk be, hogy az
A={1,2,10}

B={zxeR|z>1}
C={reR|z*>1}
halmazok esetétn ACC, A#4C, BCC,B#C, A¢ Bés B¢ Al

6. Feladat (Indirekt bizonyitas):

Bizonyitsuk be indirekt, hogy v/5 ¢ Q!

2. Gyakorlat feladatai: Polinomok

1. Feladat (Egyszeri gyoktényezGs alakra hozas):

Alakitsa szorzatta az alabbi polinomokat:
a) p(z) = 2? + Tz + 10;
b) q(x) = —22% + Tz — 3.

2. Feladat (Maradékos polinomosztas):

Végezziik el a p(z) : q(z) polinomosztast, ha p(z) = 2zt — 2* — 52 + 6 és
q(r) = 2% — 3z. Ellenérizziik az osztas helyességét is!

3. Feladat (Polinom egész gytkeinek megkeresése):

3

Keressiik meg a p(z) = 2% — 22 — 25z + 25 polinom egész gyokeit!

4. Feladat (Polinom valés gytkeinek megkeresése és a gyoktényezds alak felirasa, 1.):




Keressiik meg a p(r) = 2* — 62° + 1022 — 22 — 3 polinom valos gyokeit! Irjuk
fel a polinom gyoktényezss alakjat!

5. Feladat (Polinom gytkeinek megkeresése és a gyoktényezds alak felirasa, II.):

A ¢ valoés paraméter mely értékére lesz 2, = 1 gydke a p(z) = 4ot + cad —
32% — 4z — 1 polinomnak? Irjuk fel a kapott ¢ érték esetében a p(x) polinom
Osszes valos gyokét és a p(z) polinom R-beli gyoktényezds alakjat!

6. Feladat (Egy paraméteres feladat):

A b valos paraméter mely értékére lesz x1 = —1 legaldbb kétszeres gyoke a
p(x) = ° — bx* — br + 1 polinomnak?

3. Gyakorlat feladatai: Fiiggvénykompozicio. Inverz fiiggvény

1. Feladat (Egyvaltozos valos-valds fiiggvény értelmezési tartomanya):

Adjuk meg az R lehetd legbGvebb részhalmazét, amelyen értelmezhets az

20 — 1

flo) = 3r+ 2

log1 |22 — 1.

2. Feladat (Fiiggvénykompozicio, 1.):

[rjuk fel az fog és go f Osszetett fiiggvényeket (ha léteznek) az alabbi eset-
ben: f(z) =23 z€Rés g(x)= Yz, x€]0,00).
Mit vesziink észre?

3. Feladat (Fiiggvénykompozicio, II.):

[rjuk fel az f o g és g o f Osszetett fiiggvényeket (ha léteznek) az alabbi
esetekben:

a) flx)=1—2% =xzeRe g(x)=x, x>0
b) f(z)=2% wxeRésg(x)=2% xR
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4. Feladat (Invertalhatosag vizsgalata):

Bizonyitsuk be, hogy az
flx)=1]2> —Tr+12|, z€R

fiiggvény nem invertalhato!

5. Feladat (Inverz fiiggvény felirasa, 1.):

Bizonyitsuk be, hogy az

o) = % v ER\ {_;}

fliggvény invertalhato és allitsuk el§ az inverz fliggvényt is!
6. Feladat (Inverz fiiggvény felirasa, II.):

Bizonyitsuk be, hogy az

fla) =11, weR\{2)

fiiggvény invertalhato és allitsuk el§ az inverz fliggvényt is!

7. Feladat (Egy érdekes fiiggvény inverze):

Bizonyitsuk be, hogy az
flz)=vV27T—a3, z€R
fliggvény invertalhato és allitsuk el6 az inverz fiiggvényt is! Mit vesziink

észre?

4. Gyakorlat feladatai: Numerikus sorozatok hatdrértéke.
Figgvényhatarértékek. Folytonossdg. Szakaddsi helyek tipusai

A numerikus sorozatok hatarértékével kapcsolatos 6sszefoglalo
(eléadason volt)



Hatarértékszamitaskor (legyen az numerikus sorozat hatéarértéke vagy
fiiggvényhatarérték) mindig azzal kezdink, hogy behelyettesitink. Soroza-
tok hatarértékszamitasa esetén n helyére oo-t helyettesitiink. Lehet, hogy
behelyettesités utan azonnal eredményhez jutunk, példaul a koévetkezs es-
etekben:

k
00+ 00 =00; —00—00=—00; 00-(—00)=—00; 520;
Vk>0esetétn k-0=0; k-oco=o00; (—k):-00=—00.
Az is lehet, hogy behelyettesités utan kritikus esetink lesz, példaul:
+oo 0
Too O
alakok barmelyikét kapjuk, ekkor a hatarérték kiszamitésa tovabbi ,ligyességet”
igényel.

0-(£00); o0—o0; 0% (£o0)% 17

El6adason tanultuk, hogyan kell sorozatok hatarértékét kiszamitani, most
ismételjiik at a legfontosabbakat:

e Polinom alak hatdrértéke co vagy —oo, fdegyiitthatotdl fiiggden. Példaul
a
lim (3n® — 3n + 1)

n—oo
esetén behelyettesités utan (oo —oo) esetiink van, de azonnal lathatjuk,
hogy oo lesz az eredmény, mert a magasabb foku tag egyiitthatoja po-
zitiv. Ugyanis kiemelve az el6fordul6 legmagasabb kitevdjii n hatvanyt:

n—00 n—00 n2 n3

lim (3n® — 3n + 1) = lim n® (B—E—i-i) = 00,
mert Gjabb behelyettesités méar eredményt ad, % és n—13 nulldhoz tar-
tanak, a zarojel emiatt 3-hoz tart, és igy 0o® - 3 = co. A fentiek miatt
azt is észrevessziik, hogy tetsz6leges pozitiv féegyiitthatdji polinom
alak hatarértéke oo, mig tetszéleges negativ fGegyiitthatoji polinom
alak hatarértéke —oo.

e Raciondlis tort alak hatdrértéke oo vagy —oo, ha a szamldlo foka nagy-

obb (ez fiigg a féegyiitthatok eldjelétdl); 0, ha a nevezd foka nagyobb,
fdegyiitthatok hdnyadosa, ha eqyenldk a fokszamok. Példaul a

o On+1
lim
n—oo 9 — 1
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hatarértéknél behelyettesités utan 22 esetiink van. Kiemeliink mind a

szamlaloban, mind pedig a nevezében n-et (azaz n el6forduld legma-
gasabb hatvanyat), és ajabb helyettesités mar eredményt ad, hiszen %

0-hoz tart: .
1 9+ =
1im9n+ L n(+n):g:1'

Valoban itt a fGegyiitthatok hdnyadosat kaptuk, ugyanis a szamlaloban
és a nevezében ugyanolyan foki polinomjaink voltak, igy a kiemelt
tényezbkkel egyszertsithettiink.

* .V 7 alaku hatdrérték esetén bovitink a konjugdlttal és az (a +
b)(a — b) = a* — b? képletet haszndljuk.

e Az 1 kritikus esetben pedig e-vel kapcsolatos az eredményiink, legfel-
jebb nem latjuk benne az e szamot, ugyanis a (—oo), oo vagy 0 hatvanyon
van az e. Ilyenkor a kévetkezs képletet hasznéaljuk: Ha (¢, )nen egy nul-
ladhoz tartd, szigortian monoton szamsorozat, akkor

lim (1+ cn)é =e.

n—oo
Hasznaljuk még az el6adéson elhangzo kovetkezd eredményeket:

e c € R esetén lim,,_,,, c = ¢;

[ ]
_ 1
71151;0%_0 Vi e {1,2,3,...};
[ ]
0, ha|g| <1
. 1, hag=1
lim ¢" =
n—+00 00, ha ¢ € (1,+00)

divergens, ha g € (—o0, —1];

lim Vk=1 Vk>0;

n—00

lim ¥/n = 1.

n—oo



VEk € R és Va € (—oo, —1) U (1, 00) esetén

oon
lim — = 0;
n—oo q"
e Va € R esetén
.ooa”
lim — = 0;
n—oo n!
o Vk € R esetén
nk
lim — = 0;
n—oo n!
¢ |
ooonl
lim — = 0;
n—oo N

o Vk >0 és a > 1 esetén esetén

log, n

lim =0.
n—oo nk

Nevezetes sorozatok nagysdgrendje:
log,n < n* < a" < n! < n",

ahol a >1és k > 0.

Fiiggvényhatarértékekkel kapcsolatos 6sszefoglalé (el6adason volt)
Nevezetes fiiggvényhatarértékek 1.:

1.

1 1
lim —=0; és lim — =0;
r—00 I T——00 I
2.
1 1
lim — =o00; és lim — = —o0;
z—0t T =0~ T
3.
, 0, hal<a<l1
lim o =
z—00 oo, haa>1

Nevezetes fiiggvényhatarértékek 2.:
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lim ST 1, és lim— =1;
z—=0 I z—0smx
2. .
Im 2% 1. &g lim—— — 1.
=0 T z—0 tgx
3. N
lim (1 + —) =e¢; ¢ lim(1+ x)% =¢;
T—00 x x—0
4.

log,(1+z) 1

lim —=— = haac(0,00)\ {1},
In(1
specialis esetben  lim M =1.
z—0 x

Nevezetes fiiggvényhatarértékek 3.:

1.
r—1
lim & =Ina, haae€(0,00)\ {1},
x—0 €T
. et —1
specialis esetben  lim =1;
x—0 x
2. . o q
lim % =cq«, aholaeRR.
z—0 xT

Egy korlatos és egy nullahoz tarté fliggvény szorzata:
Egy korlatos és egy nulldhoz tarto fiiggvény szorzata nulldhoz tart.

Jegyezziik meg: Raciondlis tortfiigguény limesze esetén

e hax — 0 és g kritikus esetiink van, akkor z eléforduld legalacsonyabb
hatvanyat emeljiik ki;

e ha xr — oo vagy x — —00 és a % kritikus esetek valamelyike all fenn,
akkor z el6forduld legmagasabb hatvanyat emeljiik kil

Racionalis tortfiiggvény limesze:
Racionalis tortfliggvény limesze esetén, ha x — oo vagy © — —oo, az ered-
mény



e konstans, éspedig a fGegyiitthatok hanyadosa, ha a szdmlalé foka =
nevez§ fokaval,

e 00 vagy —oo, ha a szamlalo foka nagyobb;
e (0, ha a nevezs foka nagyobb.

Megjegyzés:

Racionalis tortfliggvény hatarértéke esetén, ha r — x, ahol xy egy nemnulla

szam, ¢és % esetiink van, akkor szamlaloban is és nevezében is gyoktényezds

alakra hozunk, majd egyszertsitiink.

Definici6é [Szakadasi hely]:
Legyen f értelmezett az xy valamely kdrnyezetében. Az xg-beli folytonossaghoz
a kovetkezdknek kell teljesiilniiik:

o lim, .., f(x)= f(xo).
Ha a fentiekbdl valamelyik nem teljesiil, akkor zy szakaddsi hely.
Definici6 [Szakadasi helyek tipusail:

Tegyiik fel, hogy f értelmezett az xy valamely kornyezetében és x, szakadasi
hely.

e Ha Jlim, ., f(z) és véges, de lim, ., f(z) # f(zo), akkor z = z
megsziintethetd szakaddsi helye f-nek.

e Ha Jlim, S f(z) és 3lim, S f(x), mindketten végesek, de egyméstol
kiillonb6z6 szamok, akkor x = xy ugrdshelye f-nek.

e Minden el6z6ktdl kiilonbozs esetben az x = xy szakaddsi hely mdsod-
fagi.

A megsziintethet§ szakadasi helyeket és az ugrashelyeket kozosen elsdfaji
szakaddsi helyeknek nevezziik.

1. Feladat (Numerikus sorozatok hatarértéke):
Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatéarértékét




1—3n\"
n — ; N7
¢ (4n—|—12) ne

b)
n®+3n—1
n — 5 EN7
e T ¥+
c)
3n® —3n+1
I — € N;
“ 5n3 +n2—1 "
d)
1—n3
n — "o 1~ €N7
“ n? 4+ 10 "

a, =Vn?2+3n—10—-3n, neN;

a, = V3" +2", néeN;

g) ,
On+1\"
n — y € N.
¢ (971—1) "
h)
1000
an:n2n , neN;
i)
1 !
n:—og3n+n’ n € N.
nn

2. Feladat (Fiiggvényhatarérték szamitasok, 1.):

Szamitsuk ki a kovetkezs fiiggvényhatarértékeket:

. Vitr—v1—x2
a) lim, o T irz—1

22432241,
z2—10x+1"

b) lim, , o
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7 —2x5 422

c) lim, o 2941351252

3. Feladat (Fiiggvényhatarérték szamitasok, I1.):

sin x

A lim, o #2* = 1 Osszefiiggés felhasznédlasdval szamitsuk ki a kovetkezd fiig-
gvényhatarértékeket:

sin 7Tx .
sin 3z’

a) lim, .o

: l—cosz.
b_) hmz—>0 T2
l—cosz

C) hmx_>0 32

4. Feladat (Egyoldali hatarértékek kiszamitasa):

Szamitsuk ki az alabbi fliggvény esetén a jobb- és bal oldali hatarértéket az
ro = 1 pontban:
> +r—1
r)=——H7——.
fla) =

5. Feladat (Szakadasi helyek vizsgalata, I.):

Vizsgaljuk az

? — 5+ 6

——— . h R\ {2;
fR=>R, f(z)=<¢ 22— Tz +10’ ax € R\ {25}

0, ha z € {2;5}

fiiggvény szakadasi helyeit és adjuk meg azok tipusat is!

6. Feladat (Szakadasi hely vizsgalata, II.):

Vizsgéljuk az

sin

1, hax=0

fiiggvény szakadasi helyét és adjuk meg ennek tipusat is!

11



7. Feladat (Szakadasi hely vizsgalata, III.):

Vizsgéljuk az

e, haz e R\ {0}

f:R—=R, f(x):{l ha o — 0

fiiggvény szakadasi helyét és adjuk meg ennek tipusat is!

8. Feladat (Fiiggvényhatarérték szamitas, I1I1.):

Szamitsuk ki a

lim (Va2 +1—1x)

T—00

fiiggvényhatarértéket!

9. Feladat (Fiiggvényhatarérték szamitas, IV.):

. (x+1>*
lim
z—oo \ . — 1

Szamitsuk ki a

fliggvényhatarértéket!

5. Gyakorlat feladatai: Derivdldas. Adott pontbeli érintdegyenes

felirdsa

Az 1. zéarthelyit a 6. héten irjak, igy az 5. gyakorlaton meg kell tanulni de-
rivalni, derivaltfiiggvényt felirni és megadni adott abszcisszdju grafikonbeli

pontban az érintGegyenes egyenletét!

1. Feladat (Derivaltfiiggvény elGallitasa definicié alapjan. ErintGe-

gyenes egyenlete, I.):

Szamitsuk ki a definicié alapjan a kovetkezd fiiggvény derivéltfiiggvényét
és irjuk fel a grafikon xy = 3 abszcisszaji pontjahoz tartozoé érintSegyenes

egyenletét:
flz)=Va2 -1, z€]l,00).
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2. Feladat (f'(z) kiszamitasa, II.):

Hatéarozza meg f'(z)-et és hozzuk egyszertibb alakba, ha
2) fo)=a®+ % — L, zeR\ {0k
b) f(z) =3a" —cosz; x€R, (a>0);
¢) f(z)=(1+2%e", z€R.

3. Feladat (f'(r) kiszamitasa. ErintSegyenes helyzetének vizsgalata, II1.):

Legyen
flo) =1 weR\{-1)
x) = x —1}.
1+
a) Hatarozza meg f'(x)-et és hozzuk egyszeriibb alakbal
b) Mennyi a grafikon xy = 1 abszcisszaju pontjaban az érintSegyenes
iranytangense?

c) Irjuk fel az 2y = 1 abszcisszaju pontban az érintGegyenes egyenletét!

d) Van-e olyan pontja a grafikonnak, melyben az érintGegyenes vizszintes?

4. Feladat (f'(x) kiszamitasa lancszaballyal, IV.):

Hatéarozza meg f'(x)-et lancszaballyal:
a) flx)= (32> +4x+1)° =xeR;
b) f(z) =Va®+1, zeR;

) flz) =1+ V2, zeR
d) flz)=¢", zeR;
e) f(z) =cos(e***3), =z eR.

5. Feladat (Derivaltfiiggvény kiszamitasa, V.):

Hatarozza meg f derivaltfiiggvényét, ha f hozzarendelési szabalya

3
fla) = 213

22—z -2
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értelmezési tartoméanya pedig a lehetd legh&vebb!
6. Feladat (Derivaltfiiggvény kiszamitasa. ErintSegyenes egyenlete, VI.):

Hatarozza meg f derivaltfiiggvényét, ha f hozzarendelési szabélya
F(@) = (2 + 1)e,

értelmezési tartomanya pedig a lehets legbGvebb! Irjuk fel az zo = 0 absz-
cisszaju pontban a grafikonhoz hizott érintGegyenes egyenletét!

7. Feladat (Derivalt kiszamitasa, érintGegyenes egyenletének felirasa,
VIL.):

Derivaljuk a kovetkezs fiiggvényt és irjuk fel a fiiggvény grafikonjanak o = 0
abszcisszaju pontjaban a grafikonhoz hizott érintSegyenes egyenletét!

cosva?+1
=" - > —2.
fla) = VT

6. Gyakorlat feladatai: Tovdbbi derivdldsok, érintéegyenesek felirdsa
(folytatds). Az 1. zh eredményeinek megbeszélése

1. Feladat (f'(z) kiszamitasa lancszaballyal, IV.):

Hatéarozza meg f'(x)-et lancszaballyal:

a) f(z) =tg[(«® +2)°, x€(0,107%);

b) f(z) =1/ +z+Vz, x€][0,00);

¢) f() = V1+avz+3, x€]0,00). (Ez utéobbi eredményét hozzuk

egyszeriibb alakbal)

2. Feladat (Implicit fiiggvény derivalasa, érintGegyenes egyenlete, VIIL.):

Szamitsuk ki 3/(0) értékét az
¥ + 2y +y° =512
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implicit fiiggvény esetén! Irjuk fel az 2y = 0 abszcisszaji pontban a grafikon-
hoz huzott érintGegyenes egyenletét!

3. Feladat (Derivalt kiszamitasa, érintGegyenes egyenletének felirasa, IX.):
Derivaljuk a kovetkezo fiiggvényt és frjuk fel a fliggvény grafikonjanak xg = 0
abszcisszaju pontjaban a grafikonhoz huzott érintGegyenes egyenletét!

B Inv1+x

f(x)*m,

> —1.

7-8. Gyakorlatok feladatai: Monotonitdst intervallumok meghatdrozdsa.
Lokdlis szélséértékek és eqyéb szépségek

1. Feladat (Masodrendii derivalt kiszamitasa):

Szamitsuk ki az f fliggvény masodrendd derivaltjat, ha

fl@) = colssc’ ve <_g’ g) '

2. Feladat (Derivalt kiszamitasa. Bolzano-féle kozbiilsGpont tétel
alkalmazasa):

Hatarozza meg f derivaltfliggvényét és mutassuk meg, hogy az f(z) = 0
egyenletnek pontosan egy gyoke van a (0, %) intervallumban!
m 3w T
flz) = (az — E) cosa:—l—xtg?, x € <_§’ §> )
3. Feladat (Monotonitasi intervallumok meghatarozasa.
Lok. szélsGértékek kiszamitasa, I.):

Hatarozza meg az aldbbi fiiggvény monotonitéasi intervallumait, lokalis szél-
sGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit:
3
x

r)=——

f() 32 + 17

4. Feladat (Monotonitasi intervallumok meghatarozasa.
Lok. szélsGértékek kiszamitasa, I1.):

z € R.
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Hatarozza meg az aldbbi fiiggvény monotonitési intervallumait, lokalis szél-
s6értékhelyeit és lokalis szélsGértékeit:

f(x) =2z —In(14+=x), ze€(—1,00).

5. Feladat (Fiiggvény differencialhatosaganak vizsgalata. Derivaltfiiggvény felirasa):

Vizsgaljuk az

1
§x—|—1, haz <0

fR=>R, f(x)= Vi+zxz, haO<az <3
2, had <z

fiiggvény folytonossagat és differencialhatosagat az x1 = 0 és x9 = 3 helyeken!
Irjuk fel a derivaltfiiggvényt (ahol létezik)!

6. Feladat (Korlatos és zart intervallumon értelmezett fliiggvény absz. szélsGértékei):

A korlatos és zart intervallumon folytonos fiiggvényekre vonatkozd Weier-
strass tételt hasznalva hatarozzuk meg az alabbi korlatos és zart intervallu-
mon értelmezett f fiiggvény abszolit maximumat és abszoltt minimumaét,
ha ezek 1éteznek! Hol veszi fel f ezeket az értékeket?

f(z) =22 +32* — 122+ 1, =z €[-10,12]

7. Feladat (Nem korlatos intervallumon értelmezett fliggvény absz. szélsGértékei):

Hatarozzuk meg az alabbi nem korlatos intervallumon értelmezett f fiiggvény
abszolut maximumét és abszolut minimumét, ha ezek 1éteznek! Hol veszi fel
f ezeket az értékeket?

200

f(x) :2$~|—?, z € (0,00)

8. Feladat (Szoveges széls6érték-feladatok):

Hatérozzuk meg az R sugart korbe irhaté maximalis teriilet téglalap tertiletét!

9. Feladat (Logaritmikus derivalt):
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Hatarozzuk meg az f’(x)-et, ha

9. Guyakorlat feladatai: Konvex, konkdv ivek, inflexios pontok.
Aszimptotdak. L’Hospital szabdly

1. Feladat (Konvex, konkav ivek, inflexiés pontok kiszamitasa, I.):

Adjuk meg, mely intervallumokon konvex és melyeken konkav az alabbi fiig-
gvény! Adjuk meg tovabba az inflexids pontokat is!

f(z) =22 — 212° 4+ 36z, =z € R.

2. Feladat (Konvex, konkav ivek, inflexios pontok kiszamitasa, II.):

Adjuk meg, mely intervallumokon konvex és melyeken konkéav az alabbi fiig-
gvény! Adjuk meg tovabbé az inflexiés pontokat is!

3

- R.
3241’ re

()

3. Feladat (Aszimptotikus vizsgalat, I.):

Vizsgaljuk meg, van-e a kovetkezd fliggvénynek oco-ben és (—oo)-ben aszimp-
totaja? Ha igen, kérjiik az aszimptota/aszimptotak egyenletét!

o) = $2;9, r € R\ {0).

4. Feladat (Aszimptotikus vizsgalat, II.):

Vizsgéljuk meg, van-e a kovetkezo fliggvénynek co-ben és (—oo)-ben aszimp-
totaja? Ha igen, kérjiik az aszimptota/aszimptotak egyenletét!
_ sinx

flx) = —t r e R\ {0}.
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5. Feladat (Aszimptotikus vizsgalat, III.):

Vizsgaljuk meg, van-e a kovetkezd fliggvénynek oco-ben és (—oo)-ben aszimp-
totaja? Ha igen, kérjiik az aszimptota/aszimptotak egyenletét!

f(x) =2 —2* 22, xR

6. Feladat (L’Hospital szabaly alkalmazasa):

L’Hospital szaballyal szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket! Allapitsuk meg,
milyen kritikus eseteink vannak?

) timo (1 p);

tgr—x |
r—sinz’

c_) lim,_,o+ (ln%)x.
10. Gyakorlat feladatai: Teljes fiiggvényvizsgdlat

1. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, I.):

Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot és vazolja a grafikont, ha

o= (a8)" e ()

2. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, II.):

Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot és vazolja a grafikont, ha
flx) =2 —arctgzx, z€R.

3. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, I11.):

Végezzen teljes fiiggvényvizsgéilatot és vazolja a grafikont, ha

flz)=2" x€(0,00).
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4. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, IV.):

Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot és vazolja a grafikont, ha

T

= R.

5. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, V.):

Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot és vazolja a grafikont, ha
f(r) =32* —42® — 122 +2, z€R.

6. Feladat (Teljes fiiggvényvizsgalat, VI.):

Végezzen teljes fiiggvényvizsgéilatot és vazolja a grafikont, ha

x?—3

f@)=5—, weR\{2.

11. Gyakorlat feladatai: Hatdrozatlan integrdl.
Hatdrozott integrdl. Sikidom teriilete (1.)

1. Feladat (f'(x)-bél f(z) felirasa):

Adjuk meg az f(z)-et az alabbi esetek mindegyikében! f(x) értelmezési
tartomanya az a legb&vebb halmaz legyen, melyen f differencialhato!

2 F#) = o€ (0,00)
b) f"(z) =3e"+b5sinz, z€R;
¢) fO(x) =sinz, xR

2. Feladat (Hatarozatlan integralok kiszamitasa, I.):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat:

a) [(vx+ ¥/x)dz, ahol x > 0;
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b) [1\/x\/zy/xdx, ahol z > 0;
c) f Hl dz, ahol z > 0.

3. Feladat (Hatarozatlan integralok kiszam. elsG helyettesitési modszerrel, I1.):

Széamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat:
a) [ -2 = dx, ahol z € R;
b) [a3(4a* + 6)*'¢ dz, ahol z € R;

¢) [ ————dz, ahol z € (%,2).

cos? x4/ (tgz)3

4. Feladat (Hatarozatlan integralok kiszam. parcialis integralassal, II1.):

Szamitsuk ki az aldbbi hatarozatlan integralokat:
a) [a?cos(5z)dx, ahol x € R;
b) [e " sin(27) dz, ahol z € R;
¢) [ e *cos(3z)dx, ahol z € R;
d) [arctg(3z)dz, ahol z € R;
e) [#*Inzdz, ahol z € (0,00);

Q [ e **sinz dz, ahol z € R.

(Ebben a feladatban az utolsé integral opcionélis, a tobbi kitelezGen megoldando!)

5. Feladat (Hatarozott integralok kiszamitasa, I.):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integrélt:

/ 22 1nxdz.
1

6. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, I.):
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Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az f(z) = 2?lnz, z €
(0, 00) fiiggvény grafikonja, az x-tengely, valamint az x = 1 és z = e egyene-
sek hatéarolnak!

7. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, II.):

Szamitsuk ki annak a stkidomnak a teriiletét, melyet az f(z) = 22, x € R
és a g(r) =2z, z€]0,00) fiiggvények grafikonja zar be!

12-14. Guyakorlatok feladatai: Hatdrozott integrdlok. Raciondlis

tortfiiggvények integrdlja. Sikidom teriilete (I1.)
Az integrdlszamitds egyéb alkalmazdsai

1. Feladat (Hatarozott integralok kiszamitasa, II.):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat:

a) fol\/de;

b_) f’ﬁmdx;
) [, e sin(2z)d;
d) f14ln(5x—2)da:.

Racionalis tortfiiggvények hatarozatlan integralasaval kapcso-
latos feladatok:

2. Feladat (Ha az integrandus fiiggvény nevezgje els6fokii polinom,
vagy annak hatvanya):

Széamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integrélokat, ha x > 3:

a) [ -9z
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3. Feladat (Ha az integrandus fiiggvény szamlaléja magasabb foku,
mint a nevezdje — polinomosztassal):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralt, ha z € R:

/ - —x—7
dx.
2?2 +2x+3
4. Feladat (Ha a nevezd masodfoku, negativ diszkriminansu,
a szamlalo pedig els6foku):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralt, ha z € R:

/ 2z 4+ 3

——du=.

2?24 2x+ 3

5. Feladat (Ha a nevezé masodfoki, 0 diszkriminansu,

a szamlalo pedig els6foki — parcialis tortekre bontassal):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralt, ha x € (=1, c0):

/ 204+ 3

————du.

2+ 2r+1

6. Feladat (Ha a nevezd masodfoku, pozitiv diszkriminansu,
a szamlalo pedig els6foki — parcialis tortekre bontassal):

Szamitsuk ki az alabbi hatérozatlan integralt, ha x € (1, 00):

/ 11 —z d
—dz.
6x? + 1z —2

7. Feladat (Racionalis tortfiiggvény hatarozott integralja, I.):

Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralt:

2
11—z

——duz.

/1 622 +a—2 "

8. Feladat (Racionalis tortfiiggvény hatarozott integralja, I1.):
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Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralt:

/1 27 + 3
—— > dz.
0 T*+2x+3

9. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, III.):

Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az
y=—-2>+8r -9, z€Résazy= %2—4x+9, x € R egyenletd gorbék
zarnak be!

10. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, IV.):

Széamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = z — 1 egyenes és
az y? = 2z + 6 egyenletti parabola zar be!

11. Feladat (z-tengely koriili forgastest térfogatanak kiszam., I.):

Szamitsuk ki az f: [0,7], f(x)=sinzx fiiggvény grafikonjanak
z-tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgastest térfogatat!

12. Feladat (z-tengely koriili forgastest térfogatanak kiszam., II.):

Szamitsuk ki az f: [0,7], f(x)=e "v/sinz fliggvény grafikonjanak
z-tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgastest térfogatat!

13. Feladat (Ivhossz kiszamitasa):
Szamitsuk ki az f:[0,4], f(z)= x2 fiiggvény grafikonjanak fvhosszat!

14. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, V.):

Hatarozzuk meg annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = 2%, z € R
és az y = 322 — 2, x € R egyenletd gorbék zarnak be!

15. Feladat (Sikidom teriiletének kiszamitasa, VI.):
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Hatarozzuk meg annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = —2x — 2,
rERésazy=a®>+2x+1, xR egyenletd gorbék zarnak be!
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