Matematika A2a - Vektorfliggvények
A 2. zh témakorei

A zarthelyi dolgozatban 4 feladat lesz az alabbi tipusokbol!

1. Feladat (Gauss-Jordan maddszer):

Oldjuk meg Gauss-Jordan moédszerrel az aldbbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznélatat a redukalt lépcsés alakig!)

r+y+2z= -1
20 —y+2z2= —4
doe+y+4z = 2.

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Tulajdonképpen az egyenletrendszer harom egyenlete az R? térben 3 sik. Mi
lehet a metszetiik (azaz az egyenletrendszer megoldésa)?

e (), amennyiben a harom siknak nincs kozos pontja, mert pl. ketts
koziiliik parhuzamos;

e 1 megoldés, ha a harom sik egy pontban metszi egymast;

e oo megoldés, abbdl is két lehetGség: vagy egy egyenesben metszik
egymast és akkor 1 a szabadsagfok, vagy egy sikban, mikor egybeesik
a harom sik, akkor meg 2 a szabadséagfok.

A linearis egyenletrendszeriink matrixos alakja

A-x=b
1 1 2 -1
ahol A= |2 —1 2| ésb = |—4]|. Elkezdjiik elemi sortranszformaciokkal
4 1 4 -2

atalakitani a kib&vitett méatrixot. Eloszor a féatlo ald gyartunk le 0-kat
balrél jobbra haladva, tehat el6szor az elsé oszlopban, a kovetkezé 1épésben
a méasodikban, sth.: S, —257; S3 — 457, majd a kovetkezd méatrixhoz Sz — So
és SQ : (-1)

11 2] -1 11 2 | -1 11 2 | -1
Ab]=12 -1 2 | —4|~|0 =3 =2 | 2| ~|0 3 2 | 2
41 4] =2 0 -3 —4 | 2 00 —2 ] 4



Ha csak Gauss-modszert kértiink volna, akkor vége lenne, mert tiszta nulla
sor nem allithato els. Ekkor visszahelyettesitésekkel megkapnank a megolda-
sokat. Most viszont Gauss-Jordan modszert kért a feladat szdvege, igy foly-
tatjuk azzal, hogy a f&elemek oszlopaban minden més elemet kinullazunk
és a vezéregyeseket is legyartjuk. El6tte viszont még Sz : (—2), utdna meg
S1 — 2853, Sy — 253, majd Ss : 3. A legvégén Sy — So:

112 ] -1 1101 3 1101 3 100
~10 32| 2|~030] 6(~]010] 2|~1(010
001 | -2 001 | -2 001 | =2 00 1
ahonnan kiolvashat6 a megoldas:
€Tr =
Y = 2
z= =2,
1
masképp felirva x = | 2 |, azaz pontosan egy megoldasunk van (mert
-2
rang A = rang[A|b] = 3 = n, azaz a rang az ismeretlenek szamaval

egyenld).

Megjegyzés az 1. Feladathoz: természetesen, azt nem garantalom, hogy
olyan egyenletrendszer lehet csak a zh-ban, melynek pontosan egy megoldésa
van. A megoldas elején részleteztem, hogy milyen esetek lehetségesek. Kérem,
hogy az Gsszes Gauss-Jordan modszeres feladatot nézzék at, melyet gyakor-
laton vagy elsadason vettiink. Erdemes azokat is 4tnézni, melyeket a

6. gyakorlat irott anyaganak a legvégén, a Neptun-tananyagbol ajanlottam
atnézésre.

2. Feladat (Gauss-Jordan moédszer vagy Gauss-Jordan eliminacio; a
hozzarendelt homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza;
annak egy bazisa):

Oldjuk meg Gauss-Jordan moédszerrel az aldbbi linearis egyenletrendszert!
(Azaz kérjiik az elemi sormiiveletek hasznélatat a redukalt 1épcsss alakig!)
Mennyi az egyiitthatéméatrix rangja és az egyenletrendszer szabadségfoka?



Irjuk fel a hozzarendelt homogén lineéris egyenletrendszer altalanos megoldasét
és a megoldashalmaz egy bazisat!

31’1 “+29 —x3 —XTy = 2
9%’1 +29 —2.733 —T4 —2I5 = 5
T1 —X9 —x4 x5 = 1

r1 +2o —x3 —3ZE4 +4[E5: 2.

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
A linearis egyenletrendszer matrixos alakja

A-x=b
3 1 -1 -1 0 1 p
9 1 -2 -1 -2 2 5 .
ahol A = 1 -1 0 -1 2 |'X= 1% és b = 1 . Elkezdjiik elemi
1 1 -1 -3 4 i 2
L5

sortranszforméciokkal atalakitani a kib&vitett méatrixot. Eloszor S; < Sy,
majd a f6atlo ala gyartunk le O-kat balrél jobbra haladva, tehat elGszor az
els6 oszlopban, a kovetkezd 1épésben a masodikban, stb.: Sy — 9S57; S35 — Sy,

54 — 351:

31 -1 -1 0 | 2 1 1 -1 =3 4 | 2
91 =2 -1 =2 | 5 9 1 -2 -1 -2 | 5
[A‘b]_1—10—12|1’v1—10—12|1N

1 1 -1 =3 4 | 2 31 -1 -1 0 | 2

1 1 -1 =3 4 | 2

0 -8 7 26 —38 | —13

0 —2 1 2 -2 | -1

0 —2 2 8 —12 | —4

Utana 54 : (—2), 52 — 54, maJd S3+252, S4+852, Hlajd 53 . (—1) és 54— 53
elvégzése utdn kapjuk, hogy:

1 1 -1 -3 4 | 2 11 -1 =3 4 | 2

0 1 -1 —4 6 | 2 01 -1 —4 6 | 2
Tlo—2 1 2 —2 | —1|7l00 -1 —6 10| 3"

0 -8 7 26 —38 | —13 00 -1 —6 10 | 3
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11 -1 =3 4 | 2
01 -1 -4 6 | 2
“loo 1 6 —10 | -3
00 0 0 0 | 0

Ennyi kéne, ha csak Gauss-moddszert kértiink volna, mert a fenti matrixbol
latszik mar, hogy csupan ez az egy tiszta nulla sor volt legyarthato és készen
van a lépcsds alak (az nem kotelezd 1épesds alak esetén, hogy minden vezérelem
vezéregyes is legyen egyben, de lathatjuk, itt most ez is igaz). Mar harom
vezéregyesiink van, késziil a redukalt 1épcsds alak: elhagyjuk az utolso tiszta
nulla sort, majd a vezérelemek f61¢ is nullakat gyartunk le jobbrol balra (tehat
visszafelé) haladva: S; + Sz, Sy + S3, majd S; — So:

1103 —6 | —1 1001 -2 | 0
~10102 -4 | =1|~f0102 —4 | -1
0016 —10 | —3 0016 —10 | —3

Megkaptuk a redukalt 1épcsés alakot. Harom vezéregyesiink van, igy
rang A = rang [A|b] = 3, ami kisebb, mint az ismeretlenek szdma, ami
n = 5. A linearis egyenletrendszerek alaptételébdl kovetkezik, hogy végtelen
sok megoldasunk van, linearis egyenletrendszeriink szabadséagfoka 5 — 3 = 2,
azaz az ismeretlenek szdma minusz a rang. Szabad ismeretlenek x4 és x5
lesznek, mert a negyedik és 6todik oszlopban nincs vezéregyes, igy x4 = u és
x5 = v, ahol u,v € R a szabad ismeretlenek, a tobbi kétott ismeretlen:

4

T = —u  +20 - 0 1 9
ro= —1—-2u +4v Ty —1 -9 4
3= —3—6u +10v&x= |23 =|-3| +u|—-6| +v |10],
Ty = u Ty 0 1 0
_ Ty 0 0 1
Iy = v
ahol u,v € R.

A hozzarendelt homogén linearis egyenletrendszer altalanos megoldésa:

-1 2

—2 4
Xhom = U | —6[ +v |10] ,

1 0

0 1



ahol u,v € R, azaz R’ egy 2 dimenzios altere. Ennek egy bézisa példaul

—17 [2
2| |4
B={|-6]|;]|10
1 0
0 1

3. Feladat (Paraméteres linearis egyenletrendszerek):

A p,q € R paraméterek értékétsl fiiggden targyaljuk és oldjuk meg Gauss-
eliminacioval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert:

r 4y Fz= 2q
2v =3y +2z= 4q
3r =2y +pz= q.

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Az egyenletrendszer matrixos alakja

A-x=b
1 1 1 T 2q

ahol A= |2 —3 2|,x= |y| ésb = |4q|, ahol p,q € R.
3 =2 p z q

Amint a 12. el6adés elején is emlitettiik, és a 13. elGadas elején konkrét
példaban lattuk is, paraméteres linearis egyenletrendszerek targyalasakor ele-
gend6 Gauss-modszerrel dolgozni: elkezdjiik elemi sortranszformaciokkal dta-
lakitani a kibGvitett matrixot. Eloszor a féatlo ala gyartunk le 0-kat balrol
jobbra haladva, tehat el6szor az elsé oszlopban, a kévetkezs 1épésben a méa-
sodikban, sth.: Sy — 2S57; S3 — 357, majd S5 — Sy és Sy : (—5):

1 1 1| 2 1 1 1 | 2
Ab]=1[2 =3 2 | 4¢| ~|0 =5 0 | 0 |~
3 20p | ¢ 0 -5 p—-3 | —5¢q
11 1 | 2
~l01 0 | 0|~
00 p—3 | —5q



p—3= 0

e A megoldashalmaz iires < 2 = rang A < 3 = rang [A|b] & { 504 0 &
—oq

p= 3

q# 0.
Ekkor azt is mondjuk, hogy a linearis egyenletrendszeriink inkonzisztens,
vagy inkompatibilis, vagy dsszeférhetetlen.

e Pontosan egy megoldas van < rang A = rang[A|b] =3 < p—3 #0,
azaz p # 3 és Vq € R esetén. Ekkor a megoldas nem més, mint az

Tty +z= 2q
Yy = 0
(p—3)z= —5¢

linearis egyenletrendszer megoldasa (ez mar a lépcsss alak), melyet

alulrol folfelé torténd helyettesitéssel oldunk meg, azaz y = 0, z = ;%g
és
5 2pq — 2p—1
poogy 2 _a—a_aZ-1)
p—3 p—3 p—3
e 00 sok megoldasa van a linearis egyenletrendszernek < rang A =
p—3= 0
rang [Alb] =2 <3 & o 2225 P = 3 és ¢ = 0 esetben.
q =
Ekkor
(1)1(1){8 {111|0} [101|0}
00010 01010 01010

amennyiben S;—95,. A szabadsagfok 3—2 = 1 és egyediil a z oszlopaban
nincs vezéregyes, igy csak 6 lehet a szabad ismeretlen, amit jeloljiink
t-vel.

] ] r+t =0
Kapjuk, hogy z = t, ahol ¢ € R szabad ismeretlen és {y _0

ahonnan a megolddshamaz paraméteres alakja



ahol t € R. Masképp felirva:
T 0 -1
x=|y| =10 +¢t] 0|,
z 0 1
ahol ¢t € R, azaz a 3 dimenzi6s térben egy origon atmend, (—1,0,1)
iranyvektori egyenes Osszes pontja a megoldas.
4. Feladat (Szimmetrikus harmadrendi matrix sajatértékei, sajatvek-

torai; diagonalizalé matrix megadasa):

Diagonalizalhato-e az

00 3
A=10 30
300
méatrix? Ha igen, akkor adjon meg egy diagonalizilé matrixot!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
A karakterisztikus polinom

—A 0 3
p(A) :=det(A—XE3)=|0 3—-X 0].
3 0 —-A

A determinanst els§ sora szerint kifejtve kapjuk, hogy egyenls (—\)(3 —
A (=A)+3-(A=3)-3 = (A=3)(9—)?)-tel. A sajatértékek a (A—3)(9—)?) =0

karakterisztikus egyenlet megoldasai, azaz A\; = —3 és Ay 3 = 3.
V11
A A\ = —3-hoz tartozd vy = [wv9; | sajatvektorokat behelyettesitve a
V31
- 0 3 U11- 0
0 3—A 0 Vo1 = 0
3 0 —A U31_ 0

matrixegyenletbe, kapjuk, hogy

3 0 3 V11 0
0 6 0 V21| = 0
3 0 3 V31 0



Ebb6l v1; = —wv3; és ve; = 0, azaz a Ay = —3 sajatértékhez tartozo
sajatvektorok

t
vy = | 0 | alakuaak, ahol ¢t € R\{0}, ilyenkor példaul egy reprezentans
—t
1
V1 = 0
-1

Most megmutatjuk, hogy a Ay 3 = 3 kétszeres sajatértékhez két linearisan
fiiggetlen sajatvektor is tartozik, mert egy tetszéleges, 3-hoz tartozo

V12
Vo = |veo | sajatvektort behelyettesitve a

V32

- 0 3 V12 0
0 3—A 0 Voo | = 0
0

matrixegyenletbe, kapjuk, hogy

-3 0 3 V12 0
0 0 O voo | = |0
3 0 -3 V32 0

Innen a vy = w3y egyenletet kapjuk csak. El6z6 szamitasunknal volt
2 kiilonbo6zd egyenletiink, ez most csak egy egyenlet! Szimmetrikus az A
matrix, igy a Ay = 3 dupla sajatértékhez két linearisan fiiggetlen sajatvektor

1 0
is tartozik, ilyenek pl. a vo = [0| ésa vy = |1| vektorok.
1 0

A harmadrend A maéatrixnak van tehat harom linearisan fiiggetlen sajatvek-
tora, ezért diagonalizalhato.
Ebben az esetben egy diagonalizaldé matrix:

1 1
0 0
-1 1

O = O

Ennek az oszlopvektorai az A matrix sajatvektorai.
(Megjegyezziik, hogy a feladat nem kérte, hogy ortonormalt diagonalizald
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maéatrixot adjunk. Ha kérte volna, akkor a fenti sajatvektorok egységvektorai
lennének az ortonormalt diagonalizalé matrix oszlopvektorai.)

5. Feladat (Parcialis derivaltak, gradiens, masodrendii parcialis
derivaltak, Hesse-matrix):

Tekintsiik az

x? — 2y2

) = T Y € 07

fz,y) xy z,y € (0,00)

fliggvényt.
(a) Szamitsuk ki a fiiggvény x és y valtozok szerinti parcialis derivaltjait!
(b) Adjuk meg a grad f(1,2) értékét!

(c¢) Szamitsuk ki a masodrendd parcialis derivaltakat az (xg,y0) = (1,2)
pontban!

(d) Irjuk fel a fiiggvény Hesse-matrixat!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

af 1 (2?2 =22\ 1 2z-2— (22 —2%)-1
! — — . _ — — . g
(CL) fx(x7y) - ax('x7y) y ( T . y LE’2

22—t 42y 24297

x2y x2y
Vagy akar kiszamithattuk volna a kovetkezSképpen is:
%) z 2y 1 1 12y 2%+ 2y?
Wy = (E-2) 2Ly, (2L Ly Ty
ox y Y y T 2y
Az y-szerinti parciélis derivalt pedig:
of z  2y\ 1 2 —a?— 22
/ —_ — e —_— — — . _—— _—_—= —
fy(x7y)_ ay(mﬁy) (y $>y z

(b) A gradiens vektor altalaban:

V(z,y) = gradf(z,y) = <%(rr,y)7 g—i(w,y)> :
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124+2-22 148 9 —
"(1.2) = = = — ¢ "(1.2) = =
f:l?( ? ) 12'2 2 2 €s fy( ? ) 1.22 4 47

igy a gradiens vektor az (1,2) pontban:

vr1.2) = gradf1.2) = (G2, 5 02) = (3.-7).

(¢) A masodrendi parcialis derivaltak a kovetkezsk (most tobb egyenértékii
jelolést hasznalunk, de maskor elég csak egyiket ideirni):

82 0 0 2 22 !
fraey) = 2 wy) = o (8_9 _ (x;_yy) )

T

(
:0+2y%x3;=0+2y%—%~x322%(}_):_5?
(

gy = Py = O (O (2 (e 2)
yy\= ayz ) 0y 8y xyZ Y yg . ,
—2\/ -3 -3 2./E
= w7y = e (2T =20y = 0

Young tétele miatt a vegyes méasodrendi parcidlis derivaltak egyenldk,
igy mindegy, melyiket szamitjuk ki:

1" _ an . 8 af . :1:2+2y2 /_ 1 2y /_
i - o= () - (S5 - () -

12 2y —a?

y2 T2 172?/2

Igy ezekbe behelyettesitve az © = 1 és y = 2 értékeket, kapjuk, hogy
2-1 1
f;,x(172) = = =8; fgjly<17 2) = 923 = Zv

mig a vegyes masodrendd parcialis derivaltak

2.22-12 8—-1 7
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(d)  Tetszoleges kétvaltozos f fliggvény Hesse-méatrixa:
v (L) Sy (2,
f”<x) = [ " ( y) //y( y)} .
yx(xvy) yy(x7y)

Ugyanezt szoktuk még a kovetkezGképpen is jelolni (ezt a jelolést is ismerniink
kell!):
£ (x) = {anf(it,y) alzf(l’ay)} ‘
o1 f(w,y) Ooaf(w,y)

Az f fiiggvény Hesse métrixa:

6. Feladat (Iranymenti derivalt kiszamitasa):

Szamitsuk ki az
fR* =R, f(r,y)=2xe"—ay

fiiggvény v = (3,4) irdny mentén vett iranymenti derivaltjat az (1,0) pont-
ban!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Az f(x,y) fiiggvény v irany mentén vett irdnymenti derivaltja
v
Ovf(x,y) = fo(z,y) = gradf - N

Ehhez sziikségiink van az f fliggvény parciélis derivaltjaira:

folw,y) = (we® —xy), =™ +xe™ -y —y =e(l+zy) —y, &
/ _ x I T _ 2.
fo(x,y) = (xe™ — xy), = 2™ -0 — 1 = v°e™ — 1,
igy az (1,0) pont koordinatait behelyettesitve, kapjuk, hogy
fr(1,0) =e’(14+0)—0=16s f,(1,0)=1-¢"—1=0.

A v = (3,4) vektor egységvektora % = (8,4

gradf(1,0) = (1,0), mig az irdnymenti derivalt

). A gradiens a kért pontban

£1(1,0) = (1,0) (g g) 3
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7. Feladat (Erint&sik):
Mutassuk meg, hogy a Py(1,1,3) pont rajta van a
= (y+a®)(y—2°)+3, (v,y) €R?

egyenletd feliileten! Irjuk fel ebben a pontban a feliilet érintésikjanak az
egyenletét! Adjuk meg az érintésik egy normalvektorat!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
Legyen
2= flz,y) = (y+a)(y—2°) +3, (2.y) €R

A Py(1,1,3) pont rajta van a felilleten < f(1,1) =3 &
(1+1%)(1—-13)+3=3« 3 =3, ami igaz.

A z = f(z,y) felilet (xq,yo, f(x0,y0)) pontjaban az érintésik egyenlete (ha
létezik):

z — f(w0,90) = f2(20,%0)(x — o) + £, (0, 0) (Y — ¥o)-
Ehhez a kovetkezdket kell kiszamitanunk:
falz.y) = [(y+a2*)(y—2%) +3], = (y+2°),(y —2®) + (y +2°) (y —2°), +0 =
= 2x(y—2®) + (y+2%)(—32%) = 20y — 220" — 32%y — 32* = 52t — 322y + 22y,
és
fy@,y) = [(y+2*)(y—2*) + 3], = (y +2),(y —2°) + (y +2°) (y —2°), +0 =
=1-(y—a2+(y+2*) 1=—2°+2%+ 2.

Igy

fi(1,1)=-5-1"-3-1*-1+2-1-1=-5-3+2= —6,

L) =-1+1"+2-1=2,

ésaz (1,1, f(1,1)) = (1,1,3) pontban tekintett érintésik egyenlete:

z2—3=—6(x—1)+2(y—1), azaz — 6z +2y—2+7=0,

ezért ennek az érintGsiknak egy normalvektora n = (—6,2, —1).
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8. Feladat (Vektor-vektor fiiggvény Jacobi-matrixa):

Széamitsuk ki az
f(z,y,2) = (1=2’+y*—2% e —y’ In(2’+2°+1), 1+ +y°+522),  (2,y,2) €R’

haromvaltozos vektor-vektor fiiggvény f’(a) Jacobi-matrixat az a = (1,2,0)
pontban!

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

Vektor-vektor fiiggvények Jacobi-matrixa (derivalt métrixa) a kévetkezo:
Legyen f € R" — R™, azaz Vx = (x1, 2, ...,2,) € Dy,

f(x) = f(21, 72, .., 20) = (f1(%), f2(X), - - -, fn(X)),

ahol f; € R" — R az i-edik koordinatafiiggvény. Ha f € D{a} (azaz f derival-
hato az a-ban), akkor Vi € {1,2,...,n} és Vj € {1,2,...,m} létezik f;-nek
x; szerinti parcialis derivaltja a-ban, és ezeket matrixba rendezve kapjuk az
f fiigguény a-ban vett derivdlt mdtrixdt, vagy Jacobi-mdtrizdt, azaz

g—ﬁ(a) g—g(a) e %(a)

f’(a):a(fl’f2"“’fm): L@) L) ... $(a) —
O(z1, 9, ..., Ty)
8n(a) S2(a) ... Y=(a)

Megjegyezziik, hogy a %(a) helyett szoktuk a 0; f; jelolést is hasznalni,
ezt is ismerni kell.

A mi esetiinkben f(z,y,2) = 1—2?+y? =22, fo(x,y,2) = ¥ —y? In(2*+
224+1) és f3(z,y,2) =1+ 22 + y* + Sxz.
A fenti altalanos képlet miatt a kért Jacobi-matrix:

of of of
f’(1,2,0):m(1,2,0): 92(1,2,0) 92(1,2,0) 92(1,2,0)| € R
x4 9(1,2,0) %3(1,2,0) %2(1,2,0)
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Ehhez sziikséglink van az 6sszes f;, (i = 1,2,3) sszes valtozd szerinti par-
cidlis derivaltra:

%(;p’%z) =(1 -2 4+y* -2 = -2z, azaz %(1,2,0) = —2;
%—J;(x7y, 2)=(1—2*+9°— 22); = 2y, azaz 8_J;1<1’ 2,0) = 4;
%(Z‘,y,z) =(1 -2 +9* - 2%, = -2z, azaz %(1,2,0) =0;
%(m,y, 2) = (e* — 2 In(z? + 2% + 1)), = 2e** —¢* - m - 2%,
azaz 22(1,2,0) = 2¢? — 4;
Of2

8—(I7y, z) = (¥ —y? In(2*+2%+1)), = —In(2®+2°+1)-2y = —2y In(a®+2°+1),
Y

0
azaz %;(1,2,0) = —4In2;

df2 2 2 2, .2 2 1
2, 092 = (@ =y 4 S )=y gy 2
azaz %(1, 2,0) =0;
0 0
a—f(z,y,z) = (1+ 2 +9* + 5x2), = 2v + 5z, azaz a—J;g(l, 2,0) =2;
0 0
6—J;(x,y,z) = (14 2° +y* + baz), = 2y, azaz 8_{;3(1’2’0) = 4;
0 0
a—f’(m,y, z) = (1+2°+9* +5xz2), = b, azaz 8—];3(1, 2,0) = 5.
Igy a kért Jacobi-matrix (vagy derivalt métrix)
—2 4 0
(12,00 = Wl 08) g o 00 a2 4o o
G(x,y,z) 2 4 5

9. Feladat (Lancszabaly elsé specialis esete):
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A lancszabaly alkalmazaséaval szamitsuk ki a

fiiggvény Z/(t) derivaltjat, ahol
F(x,y) := (arctgz) +y, x:=e* ésy:=cos(2t).
Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

Mivel F, f(t) = e* ¢és g(t) = cos(2t) derivilhato fiiggvények, alkalmazzuk a
lancszabaly els6 specialis esetét:

(1) = dz  OF dz n OF dy
TR T o A oy A
Ehhez kiszamitjuk a kovetkezdket:

1 OF 1 1
Fllz,y) = 2 (a,y) = ——; 2= — = :
z(x7y) ax (.fll',y) 1+ZIZ’27 ax (l.(t)7y(t)) 1+ (th)2 1+e4t’

OF OF
dz dy
iy 9T gt ey Y
2 (t) = T 2e°%; ' (t) % 2sin(2t).
dz 1 902t
ry 92 on2t o _ o
2(t) = i T 2¢” 4+ 1 - [—2sin(2t)] o 2sin(2t).

10. Feladat (Lancszabaly masodik specialis esete):

A lancszabaly mésodik specidlis esetével szamitsuk ki a

z(t,s) = F(f(t,s),9(t,5)) = F(z,y)
fliggvény % és % parcialis derivaltjait, ha

x
F(x7y) = y, valamint z ;= etJrs és y = et-s.

r+y

Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):
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Mivel F, f(t,s) = '™ és g(t, s) = e'* derivalhato fiiggvények, alkalmazzuk a
lancszabaly masodik specialis esetét:

0= _oF or OF oy
ot oxr ot oy Ot
0: _OF 01 OF 0y
ds Or O0s Oy Os

Ezekhez kiszamitjuk a kovetkezs parcialis derivaltakat:

oF r—y\ 1-(z4y) —(r—y) -1 2y
Fx/(xay):_(:E?y): = ( ) (2 ) = 5
Ox rt+y)., (x+y) (z+y)
oF 2ets
E(l‘(t,S),y(t,S)) = ma
OF r—y\ —-(z+y) —(r—y)-1 2x
d r+y), (z+y) (z +y)
OF 2e!ts
a_y<x<t7s)7y(ta 8)) = _m;
0 0
zy(t,s) = 6_f(t’ s) = e yi(t, s) = O_?t/(t’s) = se';
0 0
zl(t,s) = 8_§(t78) = yl(t,s) = a—‘z(t, s) = te’.
lgy
a 2 ts 2 t+s 2 ts+t+s
Plts)m o et T s (1)
Ot (et+s+ets)2 (et+s+ets)2 (et+s+ets)2
és
a 2 ts 2 t+s 2 ts+t+s
A W AN R Y
Os (et+s_|_ets)2 (et+s+et5)2 (et+s+ets>2

11. Feladat (Lokalis szélsGértékszamitas):

Hatarozzuk meg az

f(r,y) =2 = 32° + 22y +¢*, (z,y) € R?
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fliggvény lokalis szélsGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit!
Megoldas (nagyon részletes magyarazattal):

Mivel f kétszer derivalhaté fiiggvény R%-en (s6t, akiarhanyszor derivalhato
R2-en), lokalis szélsGértékhelyei az

egyenletrendszer megoldasai lehetnek (a lokalis szélsgértékekre vonatkozo el-
s6rend sziikséges feltétel miatt).

) = Oy 302 .
’ of
fy($>y):a—y($,y)=2$+2y20.

Megoldjuk a

327 —6x+2y = 0
20 +2y= 0

egyenletrendszert. A masodik egyenlethdl y = —x, ezt visszahelyettesitve az
els6 egyenletbe, kapjuk, hogy

377 —6r — 22 =0 32> — 82 =0 & 2(3z — 8) =0,

T = T2 =

Y1 =

0
ahonnan az egyenletrendszer megoldasai { 0 és , azaz a

w| oo w|

Y2 = —
lehetséges lokdlis szélsdértékhelyek (0,0) és (%, —%).
Alkalmazzul ezekre a mésodrendi elégséges feltételt. ElStte kiszamitjuk a

fliggvény Hesse-matrixat:

" _ 82f o 2 I .
" 9” /
Fi ) = (e y) = Qo+ 2y, = 2,

~ oy
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_ iz

és Young tétele miatt = f (z,y) = f,.(z,y), igy elegendd csak f} (v,y)-t
kiszamitani:
71 () = (32 — 60+ 2), = 2.

zy

A Hesse-matrix tehat:
6r —6 2
Elgszor azt vizsgaljuk meg, hogy lokalis szélsGértékhely-e a (0,0):
—6 2
moa=[3

Ennek determinansa —16 < 0, igy a H (0, 0) méatrix indefinit, azaz (0,0) nem
lokalis szélsgértékhely. (A (0,0, £(0,0)) = (0,0,0) nyeregpont.)

8 8 6-8-6 2 10 2
— ) = 3 —
i(pg)="5 " =0 )

Ennek a determinansa 10 -2 — 2 -2 = 16 > 0, és els6 sordaban, els6
oszlopaban 1év6 eleme 10 > 0, igy a H(%, —%) matrix pozitiv definit, és a

lokalis szélsGértékekre vonatkozd masodrendi elégséges feltétel miatt (% , — %)
egy lokalis minimumbhely, az f( (%, —%)) = (%)3—3- (%)2—1—2- %- (—g) + (—%)2 =

(%)2 (3-3-2+41)= (%)2 (3 —4) = —28 pedig a lokalis minimum (érték).
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