Matematika Ala - Analizis, D kurzusok, 2025/26-0s tanév, 1. félév
(Gazdalkodasi és menedzsment alapszakos hallgatoknak)

A 2. zh témakorei — Feladattipusok

A feladatok mindegyike feleletvalasztos teszt forméaban lesz megfogalmazva. A ZH-t nem
Moodle platformon, hanem teremben irjadk majd. A ZH feladatai teszt formajuak lesznek, de
nem igaz-hamis feleletvalasztos, hanem mondatkiegészit6 tipusu kérdésekkel, azaz a kért
részmegoldasokat mondatkiegészitéssel kell befejezni. gy rossz valaszért nem lesz
pontlevonas.

A 2. ZH-n harom feladatot kell megoldani: a teljes fliggvényvizsgalattal kapcsolatos feladat
10 pontos lesz, a maradék kettd pedig 5-5 pontos.

A 2. ZH feladattipusai a kovetkezok (természetesen a fiiggvények és a
szamadatok teljesen masok lehetnek):

1. Feladat (teljes fiiggvényvizsgalat): Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot ¢&s
abrazoljuk az alabbi fliggvényt:

10
f(x):S—x2 fl, X € (—o0,+0) .

Megoldas: Az f fiiggvény kétszer is derivalhatd az értelmezési tartomany minden pontjaban

(mivel — racionalis tortfiiggvény) és
x +1
10(x* +1)—10x(2x) —10x% +10 ¥ 1
f'(x):_ ( 2) 2 ITRRY =10 S, N\
(x +1) (x +1) (x +1)

Az f'(x) =0 egyenlet megoldasai:
x*—1=0, X, =*1. Elkészitjiik az elsérendii derivalt elgjelét €s a monotonitasi iveket

tartalmazo tablazatot, vagy kiilon vizsgaljuk 7' eldjelét €s kapjuk a kdvetkezot:

Monotonitas és lokdlis szélsoértékek:

Ha x € (—o0,—1), akkor f'(x) >0, ezért f szigorlan monoton ndvekvo a (—oo,—1)
intervallumon.

Ha xe(-L1), akkor f"'(x)<0,ezért f szigorGan monoton csdkkend a (—1,1)
intervallumon.

Ha x e(1,0), akkor f"'(x)>0,ezért f szigortan monoton névekvd az (1,00) intervallumon.
Az x; =1 lokalis maximumhely, f(—1)=10 lokalis maximum érték, x, =1 lokalis
minimumhely, f(1)=0 lokalis minimum érték.

Megjegyzés: ha tablazatos alakban oldotta meg, nem sziikséges kiilon dsszefoglalni, de akkor
a tablazat utols6 sordba jelolésekkel be kell irni mindent, amit elébb felsoroltunk.

Konvexitas, inflexios pontok:



2x(x*+1) =2(x* ~1)(x*+1)2x | 20x(3-x?)
(x2 +1)4 (x2 +1)3

Az f"(x)=0 egyenlet megoldasai:

x; =0 vagy x, 5 = +3 .
Ha x e (—0,—/3), akkor f"(x)>0,ezért f konvex a (—o0,—/3) intervallumon.
Ha x e (—\/g ,0), akkor f"(x)<0,ezért f konkav a (—\/g ,0) intervallumon.
Ha x e (0,~/3), akkor f"(x)>0,ezért f konvex a (0, J3) intervallumon.
Ha x e (\/5 ,©), akkor f"(x)<O0,ezért f konkav a (\/g ,) intervallumon.
Inflexids pontok: x; =0, x, =—+/3 ¢és x, = 3.

£(x)=10

Megjegyzés: ha tdblazatos alakban oldotta meg, nem sziikséges kiilon 6sszefoglalni, de akkor
a tablazat utolso soraba jeldlésekkel be kell irni mindent, amit el6bb felsoroltunk.

(Teljes pontszam csak indoklasért jar, ami vagy tablazat, vagy pedig a fliggvény méasodrendii
derivaltjanak az eldjelére valo utalas.)

Hatarértékek és aszimptotak:

lim (5— 10x j:s.
X—>too x°+1

Tehat too-ben az y =5 vizszintes aszimptota.
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2. Feladat (Nehezebb derivalas (explicit fiiggvény esetében), érinto egyenes
felirassal): — Ezt a feladattipust azért kérjiik, mert nagyon meg kell tanulni a
derivalast!

x—1

Legyen f(x):= EEJ In(3x? +e*), xe R\{~1}.

frjuk fel az Xo =0 pontban az érintd egyenes egyenletét.

Megoldas:
A fiiggvény derivalhato értelmezési tartomanyan €s a derivaltat a szorzatfiiggvény derivalasi
szabalyaval, valamint a lancszabaly alkalmazasdval szamitjuk ki:

37 3 ,
f'(x)= [(x_n ] In(3x? +ezx)+[i—:j [ln(Sx2 +ezx)J =

X+

2 322 2xy
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:3(x 1) x+1-(x 1)1n(3x2+62x)+(x 1) 6x+2e™
x+1 (x+1) x+1) 352 1e2*

(x—1)°

=6
(x+1)4

x—lf 6x+ 262"
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3x2 +¢?
Az érint6 egyenes egyenlete: y— f(xg) = f '(x9)(x —x;)

A kért érint6 egyenes egyenlete: y—0=-2(x—-0), azaz y =—2x.
MEGJEGYZES: Az is lehetséges, hogy a derivalas bonyolultnak igérkezik, de a
derivaland¢ fiiggvény egyszeriibb alakra hozasaval mar konnyi dolgunk lesz.
Példaul, ha

3
flx) = ln(%) , XER,
akkor derivalas eldtt érdemes atirni a fliggvény hozzarendelési szabalyat:

f(x) =3In(x? +1) —3In(x*+ 1),
amit mar egyszerl derivalni:

) = 6x 12x3
f1x = x2+1 x*+1’
ahonnan pl. az x, = 1 pontban az érint6 egyenes egyenle: y — 0 = —=3(x — 1)

vagyy = —3x + 3.



A ZH harmadik feladataban lesz még a 3., vagy a 4. feladatban 1évo integraltipusokbol
két integral:

3. Feladat: Szamitsa ki az aldbbi hatarozatlan integralokat:

. In(4
a) (Alapintegralokra vezetd tipus:) jde , x> % ;
X

b) (Parcialis integralas barmelyik tipusbol:) sz cos(4x)dx (xe€R)

Megoldas:
v 4 1
Mivel (In(4x)) =—(4x)'=—=—,1
a) Mivel (In(4x)) 4x( x) i
In(4x) \
[—dx =[[In(4x)] " In(4x)dx =
X
2 2
_[In(4x)] P LG I
2 2

b) Két egymas utdni parcialis integralassal kapjuk, hogy
[x* cos(4x)dx = [x* (&44)()} dx = x* &:‘x)—%jxsin(%c)dx =

:xzw_l —M-FLSIH(‘LX) +c=
4 2 4 16

=x? sin(4x) éxcos(4x) - é sin(4x) +¢,

4
ahol az elsé parcialis integraldsnal f(x)=x> és g'(x)=cos(4x), f'(x)=2x és
sin(4x)

X)=——.
g)=—,
A masodik parciélis integrdlasnal f(x)=x és g'(x) =sin(4x), ['(x)=1 és

cos(4x

gl =— =0,

4. Feladat: Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat:
a) (Alapintegralokra vezetd nehezebb tipus:)

j 5 dx [_ Ej-
[cos”(2x) [Jfrg @) +1 8'8)

b) (Konnyebb parcialis integralas:) [In 20x)dx (x> 0).

Megoldas:



2
a) Mivel [tg(2x)+1]'=m

2-vel és irhatjuk, hogy
5

I [cos2 (2x)} Jtg (2x)+1

= %[tg (2x)+1)]§ +c.

, integraljelen kiviil osztunk, beliil pedig szorzunk

dx= %j(tg (2x)+1)'[tg (2x) + l)]_%dxz

b) Parcialis integralassal oldjuk meg. Szereposztas:

S(x)=In(20x), g'(x) =1.

iy f'(x>=§, g(x)=x.

[In (20x)dx = [ x'In (20x)dx = xIn(20x) —x+c.



