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Szintaxis

Kijelentés olyan mondat, ami egyértelmiien igaz vagy egyértelmiien hamis. Ezeket
kijelentésvaltozdkkal jeldljiik.

Példaul

A: A nap 6:14-kor kel.

B: 2025. szeptember 10-én a nap 5:30 és 6:30 kozott kel Budapesten.

Atomi kejlentés, ami nem bonthaté. Ezekbdl készitiink Osszetett kijelentéseket. Ehhez
Osszekotojeleket, azaz unér vagy binér logikai operatorokat és zardjeleket hasznalunk.
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Szintaxis

Kijelentés olyan mondat, ami egyértelmiien igaz vagy egyértelmiien hamis. Ezeket
kijelentésvaltozdkkal jeldljiik.

Példaul

A: A nap 6:14-kor kel. Nem kijelentés, mert nem elég egyértelm.

B: 2025. szeptember 10-én a nap 5:30 és 6:30 kozott kel Budapesten.

Atomi kejlentés, ami nem bonthaté. Ezekbdl készitiink Osszetett kijelentéseket. Ehhez
Osszekotojeleket, azaz unér vagy binér logikai operatorokat és zardjeleket hasznalunk.
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Szintaxis

Kijelentés olyan mondat, ami egyértelmiien igaz vagy egyértelmiien hamis. Ezeket
kijelentésvaltozdkkal jeldljiik.

Példaul

A: A nap 6:14-kor kel. Nem kijelentés, mert nem elég egyértelm.

B: 2025. szeptember 10-én a nap 5:30 és 6:30 kozott kel Budapesten. Ez kijelentés.
Atomi kejlentés, ami nem bonthaté. Ezekbdl készitiink Osszetett kijelentéseket. Ehhez
Osszekotojeleket, azaz unér vagy binér logikai operatorokat és zardjeleket hasznalunk.
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Logikai jelek

> Kijelentés nem lehet egyszerre igaz és hamis (ellentmodasmentesség).

> Kijelentés nem lehet egyszerre se igaz se hamis (harmadik kizarasa).

> Az Osszetett kijelentés igazsagértéke csak a benne szereplé atomok igazsagértékétdl fiigg.

Hogy mi az igazsagértéke egy kijelentésnek a benne szereploktdl fliggden azt az igazsagtabla
alapjan hatarozzuk meg.

- A % ) — = A %

negacié és vagy | kizar6 vagy | implikacié | ekvivalencia | nand | nor

Al B -A AANB | AVB A® B A= B| A<= B | AAB| AVB
i h [ i h i [ h h
i | h h h i i h h i h
h | i i h i i i h i h
h | h i h h h i i i i

Definicié

Egy unér és binér operatorokbdl allé rendszert teljesnek neveziink, ha miden unér és binér
operator kifejezhetd vele.

Logika (2.-8.)-Alapok (2.-5.)

CSAK VAZLAT (PG)



Az interpretacié azt jelenti, hogy kivalasztunk egy sort, vagyis megmondjuk az egyes valtozdk
igazsagértékét.

Ha a P kijelentés ugyanazokban az interpretacidokban igaz mint a Q, ezt igy jeldljik: P = Q.
Ha @ minden olyan interpretacidéban igaz, amelyekben igaz P, azt igy jeldljik: P FE Q.

Ha P minden interpretacidéban igaz, akkor tautolégidnak nevezziik. Jeldlés F P vagy T E P,
ahol T mindig igaz, vagyis tautoldgia.

Ha P minden interpretaciéban hamis, akkor kontradikcidonak nevezziik. Jelolés F =P vagy

P E 1, ahol L mindig hamis, vagyis kontradikcid.

Példaul F (A <= B) ugyanazt jelenti mint A= B. AV —A tautoldgia, és AN -A
kontradikcid.

Feladat
Vizsgaljuk az A = (BV C) az (AANB) & C és a =(AV B) = —B kijelentéseket.

CSAK VAZLAT (PG)
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Ugyanazt jelentik a kovetkezd parok:

A— B (mA)V B
A= B (-B) = (—A)
AV B BV A
AAB BAA
A® B B A
A< B B <— A
A AV A
A ANA
A —(—A)
(AVB)VC AV(BV ()
(ANB)AC A/\(B/\C)
(A B)® C ® (B® C)
(A <= B) — (B < ()
AV (BACQC) (AvB)A(AvC)
AAN(BV Q) (AANB)V (ANC)
A® B -(A <= B)
~(AV B) (-A) A (=B)
~(ANB) (-A) Vv (=B)

kontrapozicié

V kommutativ

A kommutativ

® kommutativ

<= kommutativ (szimmetrikus)
V idempotens

A idempotens

= involutiv
\ asszociativ

A asszociativ

® asszociativ

<> asszociativ

V disztributiv A-ra

A disztributiv V-ra
®kildnbozoek; <= egyformak
de Morgan

de Morgan

Logika (2.-8.)-Alapok (2.-5.)
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Nulladrendii logika, kijelentéslogika, vagy itéletlogika
> Atom oszthatatlan allitds példa: D: A kerék defektes, L: a kerék leereszt
> Kotoszo példa: — nem, A és, V vagy, = ha ..., akkor ...
» Osszetett kijelentések, mondatok: példa: D — L, L A—D
> Zardjelek: szerkezet tisztazasara, miveleti sorrend

Elsérendii logika, predikatumlogika

» Term: Lehetnek tipusok, ekkor minden term valamelyik tipushoz tartozik. (Nincs logikai
értékek tipusa.)

» konstansok konkrét dolgok példa: k egy konkrét bicikli els6 kereke
» valtozok: altaldanos "helykitolték" példa: x, y tetszéleges biciklikerekek
> fiiggvényértékek
P> Fiiggvény: Termekhez termet rendel.
» Predikatum: tulajdonsagok, kapcsolatok példa: d(x) az x kerék defektes, \(x) az x
kerék leereszt. Olyan mint a fiiggvény, csak értéke logikai érték.
> Kvantorok (csak valtozdkra): V, 3 példa: Vx : d(x) = A(x)
> Formulak: Atomok, amik predikatumok, és beldliik, logikai jelekbdl és kvantorokbél
felépitett osszetett formuldk. pl: ¢ A a(x), Vxa(x)
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Kvantorok

univerzalis, egzisztencidlis: V, 3

Ha a ¢ logikai formuldnak van egy szabad véltozéja, akkor Vx : ¢ vagy Vx : p(x) azt jelenti,

hogy barmely x valtozd esetén igaz az ¢ formula. Ugyanigy 3x : ¢ vagy 3x : ¢(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozé ami esetén igaz .

CSAK VAZLAT (PG)
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Kvantorok

univerzalis, egzisztencidlis: V, 3

Ha a ¢ logikai formuldnak van egy szabad véltozéja, akkor Vx : ¢ vagy Vx : p(x) azt jelenti,
hogy barmely x valtozd esetén igaz az ¢ formula. Ugyanigy 3x : ¢ vagy 3x : ¢(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozé ami esetén igaz .

Hasznéljuk még a 3! jelet. 3lx : p(x) azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan x ami esetén
igaz .
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Kvantorok

univerzalis, egzisztencidlis: V, 3
Ha a ¢ logikai formuldnak van egy szabad véltozéja, akkor Vx : ¢ vagy Vx : p(x) azt jelenti,
hogy barmely x valtozd esetén igaz az ¢ formula. Ugyanigy 3x : ¢ vagy 3x : ¢(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozé ami esetén igaz .
Hasznéljuk még a 3! jelet. 3lx : p(x) azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan x ami esetén
igaz .
Ugyanazt jelentik a kovetkezd parok:
19. | =Vx : p(x) | Ix : —p(x)
20. | =3x :(x) | Vx @ —p(x)

CSAK VAZLAT (PG)
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Masodrendii logika
> Lehet fiiggvény vagy predikatum paramétere predikatum (mintha a tipusok kozott
szerepeltetnénk a logikai értékek tipusat), fiiggvények (és igy predikatumok) is
kvantifikalhatok. V, 3 példa: Vo : 3x @ —a(x),
Va: (a(0) AVn: (a(n) = a(n+1)) = Vn:a(n)
Magasabbrendii logika
Hilbert £ operator: ha ¢(x) egy formula x valtozéval, akkor exp(x) kifejezés egy olyan x-et
jelent, amire ¢(x) teljesill, ha van ilyen x. Ha nincs ilyen x, akkor egy tetszdleges x-et, amire
értelemszeriien nem teljesiil p(x).
21. | 3x:o(x) | plexp(x))
22. ‘ Vx 1 p(x) | ~p(ex—p(x))
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Halmaz axiomak ZFC

{1,2} ={1,1,2} ={2,1} ={1,2,2,1,2}
Ha x barmi (pl egy halmaz) és A egy halmaz, akkor x € A vagy x ¢ A.
Ha A és B halmaz, akkor
> ACB haVxeA:xe B,vagyisxc A — x e B.
» A=B,haACBABCA

CSAK VAZLAT (PG)
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Miuveletek halmazokkal

AU B = {x|x € Avagy x € B} (unié vagy egyesités)
ANB={x|x € Aés x € B} (metszet vagy kozos rész)
A\ B={x|x € Aés x ¢ B} (kildnbség)

Abrazoljuk egy szamegyenesen a valds szamok P részhalmazat pirossal,

és egy masikon a Z részhalmazt zolddel!

Ha egymasra helyezziik Oket, akkor sarga lesz a , piros marad a P\ Z, z6ld marad a
Z \ P, és az 6sszes szines rész lesza P U Z.
P\ Z Z\ P
PuUZ

Azt mondjuk, hogy A és B halmaz diszjunkt, ha AN B = 0.

CSAK VAZLAT (PG)
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Venn-diagram

PUZ

Halmazok (9.-18.)—Alapok (9.-12.)

CSAK VAZLAT (PG)
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AN B = BnNA; (metszet kommutativ)

AU B = BUA,; (unié kommutativ)

(ANB)NC = AN (BN C); (metszet asszociativ)

(AUB)UC = AU (BU C); (unié asszociativ)
AN(BUC)=(ANB)U(AN C); (metszet disztributiv az unidra)
AU(BNC)=(AUB)N (AU C); (unié disztributiv a metszetre)
A=ANA=AUA; (metszet és unié idempotens)

8. (AnB)UB=(AUB)NB=B;

Ha adott az X alaphalmaz, és csak ennek részhalmazaival dolgozunk, akkor beszélhetiink egy
A halmaz komplementerérol.

No o b=

A=X\A
Legyen X alaphalmaz és A, B, C C X. Ekkor
8. (ACB) <= (BCA) +—= (AUB=X) < (ANB) =10;
9. A= j; (komplementerképzés involutiv)
10. AUB=ANBé AN B =AU B; (de Morgan)

CSAK VAZLAT (PG)
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Néhany tisztdzandd kérdés
P Lehet-e egy halmaz eleme egy masik halmaznak?
P> Lehet-e egy halmaz eleme 6nmaganak?
» Lehet-e egy halmaznak eleme minden halmaz?

» Hogy konstrualhatunk halmazokat?

Tétel (Russel-féle antindémia)

Nem létezik univerzalis halmaz.

CSAK VAZLAT (PG)
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Halmaz axiomak ZFC

Valtozék: halmazok, predikatum: €

Axiéma (Létezés axiémaja)

Létezik ires halmaz. (helyette elég, hogy létezik halmaz, sét ez az axidéma elhagyhatd)
JAVX: X ¢ A (jelolés: ) = A)

Axiéma (Paraxiéma)

Ha X és Y halmaz, akkor van olyan halmaz, melynek pontosan X és Y az elemei.

VX, Y 33X, Y}

Axiéma (Meghatarozottsagi axiéma (extenzionalitds axiéméja))

Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz egyenld.

VXVY VZ:(ZeX < Z€Y) = X=Y (egyébként X # Y)

CSAK VAZLAT (PG)
Halmazok (9.-18.)-ZFC (13.-15.) 13



Halmaz axiémak ZFC
Valtozék: halmazok, predikatum: €

Axiéma (Regularitasi axiéma)
Egy nem-iires halmaznak mindig van olyan eleme, amellyel diszjunkt.

VX#£0:AY eX:YNX=0 (= VA:A¢A)

Axiéma (Részhalmazaxiéma (SEMA, elhagyhat6))

Ha ¢ egy formula és A egy halmaz, akkor létezik az A halmaz ¢ tulajdonsagi elemeibdl allé
halmaz.

{x € Alp(x)}
Axiéma (Unidaxiéma)

Ha A halmazok halmaza, akkor létezik X halmaz aminek eleme az A minden elemének eleme.

VA:IX: VAe A:Vxe A:xe X

CSAK VAZLAT (PG)
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Halmaz axiomak ZFC

Valtozok: halmazok, predikatum: €
Axiéma (Hatvanyhalmaz axiéma)

Ha X egy halmaz, akkor van olyan H halmaz, aminek eleme X minden részhalmaza.

VX:3dJH :VAC X:AecH.

A legsziikebb ilyen halmaz, aminek nincsenek mas elemei az A hatvanyhalmaza. Jele
P(X), vagy 2%, vagy Exp(X).

Axiéma (Végtelenségi axiéma)

Van induktiv halmaz.

JA:DeAN(XEA = (XU{X}) € A)

Axiéma (Helyettesitési axiéma (SEMA))

Ha egy halmaz elemeit kicseréljiik, akkor halmazt kapunk.

CSAK VAZLAT (PG)
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Halmaz axiémak ZFC

Axiéma (Kivalasztasi-axiéma)

Ha A elemei nem (res halmazok, akkor létezik f : A — UA agy, hogy VA e A: f(A) € A.
Megjegyzés (Kalkulus 1. 240)

Tétel (Atviteli elv)

Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € Dom¢ pontban, ha minden x, Dom¢-beli,
a-hoz konvergald sorozatra f(x,) — f(a).

Bizonyitas.

Forditva, ha f nem folytonos a-ban, akkor valamilyen £ > 0-hoz akarhogy valasztjuk a § > 0-t,
mindig lesz x € Dom¢, melyre

|x —a| <0, és [f(x) — f(a)|] > e.

Minden n € N esetén legyen x, egy 6 = 1/n > 0-hoz tartozé ilyen érték. Ekkor x, — a, de
f(xn) — f(a)| = &, fgy f(xn) # f(a). 0

CSAK VAZLAT (PG)
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Megjegyzés
ZF-ben a kivalasztasi axioma fliggetlen, nem igazolhaté és nem is cafolhaté.

Lemma (Zorn-lemma)

Legyen X parcidlisan rendezett halmaz. Ha minden rendezett részhalmaza feliilrél korlatos,
akkor létezik maximalis eleme.

(Maximalis elem olyan, aminél nincs nagyobb. (Mégsem feltétleniil maximum, mert lehet olyan
elem, ami nem &sszehasonlithaté vele.))

Tétel (Jolrendezési-tétel)
Minden halmazon megadhaté jolrendezés.

ZF-ben Kivalasztasi-axiéma <= Jélrendezési-tétel <= Zorn-lemma.

"The axiom of choice is obviously true, the well-ordering principle obviously false,

and who can tell about Zorn's lemma?"
(Jerry Bona)

CSAK VAZLAT (PG)
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Megjegyzés
ZFC-ben a kontinuum hipotézis fliggetlen, nem igazolhatd és nem is cafolhaté.

Axiéma (Kontinuum hipotézis CH,GCH)

CH: Nincs olyan a szdamossag, melyre Ry < a < ¢.
GCH: Barmely végtelen N szdmossag esetén, nincs olyan o szdmossag, melyre R < o < 28,

CSAK VAZLAT (PG)
Halmazok (9.-18.)-ZFC (13.-15.)
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Miuveletek halmazokkal
Definicid
Az
(a,b) = {{a, b}, {a}}

halmazt az a bal oldali és b jobb oldali elembdl all6 rendezett parnak nevezziik.

Megjegyzés
Rendezett parnal szamit a sorrend  (1,2) # (2,1),
illetve a = b esetén (a,a) = {{a}}

A valés szamokat szamegyenesen szemléltet;jiik.

(1,2)

v L 1)

4 T

(N
4

Valés szamokbol all6 rendezett parokat pedig a koordinatasikon.

CSAK VAZLAT (PG)
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Descartes-szorzat

Ax B={(a,b)lac Aés be B} (Descartes-szorzat)
Megjegyzés
Ez biztosan halmaz, mert (a, b) € P(P(AU B)).

A korabbi P C R és Z C R halmazok Descartes-szorzatat a koordinatasikon szemléltet;jiik.

A x A helyett hasznalhatjuk az A? jeldlést is.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tobb tényezos szorzat

Definicid
Ha / indexhalmaz, A; halmaz minden i € [ esetén, akkor szorzatuk
[TA ={f:1—=JAilviel:f(i) € A}
icl i€l
Ha A = A; minden j € | esetén, akkor hasznaljuk a
A=TTA =]]A
icl icl
jelolést.

Megjegyzés

Ehhez nem kell Gj axiéma, mert ezek a fliggvények a korabbiak szerint halmazok.
A1 X Ay egy eleme (a1,a2) = {{a1},{a1, a2}}, ahol a1 € A; és ap € As.
[licf1,2) Ai egy eleme olyan a: {1,2} — A; U Ay, melyre a(1) € A; és a(2) € Ap. Vagyis

a={(L,a(1)),(2,a(2))} = {{{1}, {1, a(1)}}, {{2}, {2, a(2)} } }

CSAK VAZLAT (PG)
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Relacio
Definicié
Ha R C X x Y, akkor azt mondjuk, hogy R egy relacié X és Y kozott.
» Ha x € X, akkor R &ltali képének nevezzik az  R(x) ={y € Y|(x,y) € R}  halmazt.
» Ha A C X, akkor R altali képének nevezziik az R[A] = U R(x) halmazt.
XEA
» Az R relaci6 értelmezési tartomanyanak nevezzik a Dom R = {x € X|R(x) # ()} halmazt.
» Az R relacié értékkészletének nevezzik a RanR={y € Y|3x € X :y € R(x)} halmazt.

» Az R relacié A halmazra vett megszoritasanak nevezzilk az R|4 = RN (A x Y) halmazt.

Tétel

Dom R[4 = ANnDomR és Ran R|a = R[A], ha A C X.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha R C X X Y egy relacié X és Y kozott, akkor az inverzének nevezziik az
R1={(y,x) e Y xX|(x,y) e R} C Y x X

Y és X kozotti relaciot.

Tétel (Az inverzképzés involutiv és monoton.)

Ha RC S C X x Y reliciék X és Y kbzétt, akkor

(R—l)*1 R & Rlcs?

CSAK VAZLAT (PG)
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Megjegyzés
Az R C X x Y relaciét meghatarozzak X elemeinek képei.

R=J ({x} x R(x))

xeX
Definicié

AzS C X x Y é RCY x Z relaciok kompoziciéjanak nevezzitk azt az RoS C X x Z
relaciét, melyre minden x € X esetén

(RoS)(x) = R[S(x)].

Tétel
HaTcWxX,SCXxYéRCY xZ, akkor

(RoS)'=S"1oR! é Ro(SoT)=(RoS)oT.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha R C X2, akkor azt mondjuk, hogy R egy relacié X-en.

A Ax = {(x,x) € X?|x € X} relaciét identikus relaciénak nevezziik.
Az X? relaciét univerzalis relaciénak nevezziik.

Megjegyzés
Ilyenkor
R?=RoRC X2
Tovabb4,
R c X2

Bevezethetjiik az

R'=RcCX?
és az

R = Ax C X?

jelolést, mivel Ax o R = R.

CSAK VAZLAT (PG)
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Ekvivalencia

Definicié

Azt mondjuk, hogy R C X? relacié ekvivalenciarelacié, ha
> reflexiv, vagyis R® = A, C R, azaz Vx € X : (x,x) € R,
» szimmetrikus, vagyis R~ C R, azaz ¥(x,y) € R: (y,x) € R, és
> tranzitiv, vagyis R? C R, azaz ¥(x,y),(y,z) € R: (x,z) € R.

Tétel

Ha R C X2 relicié az X-en, akkor
1. R reflexiv=—= R C R>.
2. R szimmetrikus <= R~ szimmetrikus <= R = R~1.
3. R ekvivalencia <= R~! ekvivalencia=— R = R®.

Megjegyzés
Azt mondjuk, hogy az R C X x Y relacié totalis, ha Dom R = X, azaz
VxeX:dyeY:(xy) €R.

CSAK VAZLAT (PG)
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Osztalyozas

Definicié
Az A C P(X) halmazrendszert az X osztalyozasanak nevezziik, ha A elemei paronként
diszjunktak, § ¢ A és |JA = X.

Megjegyzés
A elemei paronként diszjunktak, azt jelenti, hogy

VABEA:A£B = ANB=0.

Tétel

Ha R ekvivalenciarelacié X-en, akkor A = {R(x)|x € X} egy osztdlyozasa X-nek.
Ha A egy osztilyozdsa X-nek, akkor Vx € X : 1A, € A: x € Ax. Legyen az R relacié olyan,
hogy minden x € X esetén R(x) = Ax. Ekkor R egy ekvivalenciareldcié X-en.
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Parcialis rendezés

Definicié
Azt mondjuk, hogy R C X? relacié parcialis rendezés, ha
> reflexiv,
» antiszimmetrikus, vagyis R"!N R C Ax, azaz Y(x,y),(y,x) ER:x =y, és
> tranzitiv.
Ha < egy parcidlis rendezés az X halmazon, akkor az (X, <) péart parcialisan rendezett

halmaznak nevezziik.

Ha egyértelmi, mi a parcialis rendezés, akkor az X halmazt is szoktuk parcialisan rendezett
halmaznak nevezni. Rovid elnevezés poset.

CSAK VAZLAT (PG)

Relacidk (19.-33.)—-Rendezés (25.-28.) 25



Definicié
Legyen (X, <) parcialisan rendezett halmaz, és A C X. Azt mondjuk, hogy
> k € X fels6 korlatja A-nak, haVae A:a < k.
> k € X alsé korlatja A-nak, haVae A:a > k.
» k € A maximuma A-nak, haVae A: a <k.
» k € A minimuma A-nak, haVae A:a > k.

A-t felulrdl (alulrél) korlatosnak nevezziik, ha létezik felsé (alsé) korlatja.

A-t korlatosnak nevezziik, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

Az A felsé (alsd) korlatjainak minimumat (maximumat) az A halmaz pontos felsé (also)
korlatjanak nevezziik, ha létezik.

Az A halmaz maximumara és minimumara illetve pontos fels6 és alsé korlatjara a kdvetkezd
jeloléseket vezetjik be.

max A, min A, sup A, inf A

Tétel

A maximum, minimum, pontos felsé és alsé korlat egyértelmii, ha létezik.
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Rendezés (linearis rendezés)

Definicié
Azt mondjuk, hogy R C X2 relacié6 linearis rendezés (réviden rendezés), ha
» reflexiv,
» antiszimmetrikus,
P tranzitiv és
» dichotém, vagyis X?> C RUR™!, azaz Vx,y € X : (x,y) € RV (y,x) € R.

Ha < egy rendezés az X halmazon, akkor az (X, <) part rendezett halmaznak nevezziik.

Tétel
Ha R C X2 relicié az X-en, akkor

R (parc.) rendezés <= R~ (parc.) rendezés — R? (parc.) rendezés.
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Jolrendezés

Definicié
Azt mondjuk, hogy R C X? parcialis rendezés jélrendezés, ha X minden nem iires A

részhalmazanak van minimuma. Ha < egy jolrendezés az X halmazon, akkor az (X, <) péart
jolrendezett halmaznak nevezziik.

Tétel

Ha < jélrendezés X-en, akkor linedris rendezés is.
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Fluggvény

Definicié
Az f C X X Y X és Y kozotti relaciét fliggvénynek nevezziik, ha
(x,¥),(x,z) e f = y=1=z.

Ha még Dom¢ = X, akkor az X-et Y-ba képezé fliggvény elnevezést hasznaljuk f-re, és ezt
igy jeloljik
f: X—=Y.

(x,y) € f, y € f(x) vagy {y} = f(x) helyett szokdsosan az y = f(x) jelolést hasznaljuk.
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Definicié

Legyen X egy tetszéleges halmaz és (Y, <) egy parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk,
hogy az f : X — Y fliggvény alulrdl korlatos, feliilrdl korlatos, illetve korlatos, ha értékkészlete
rendre alulrdl korlatos, feliilrél korlatos, illetve korlatos. (26)

Az f szuprémumanak illetve infimumanak és ha létezik maximumanak illetve minimumanak
hivjuk rendre az értékkészlet szuprémumat illetve infimumat és maximumat illetve minimumat.

CSAK VAZLAT (PG)
Relaciék (19.-33.)-Fiiggvények (29.-33.) 30



Definicié

Legyen (X, <x) és (Y, <y) parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y
fuggvény monoton novod, illetve monoton csokkend ha x <x y esetén f(x) <y f(y) illetve
f(y) <y f(x).

A fenti f fiiggvényt monotonnak nevezziitk, ha monoton névo vagy monoton csokkend.
Legyen tovabbad <x=<x \Ax és <y=<y \Ax. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y fluggvény
szigorGian monoton névd, illetve szigortian monoton csokkend ha x <x y esetén f(x) <y f(y)
illetve f(y) <y f(x).

A fenti f fiiggvényt szigorilan monotonnak nevezziik, ha szigortian monoton névé vagy
szigortian monoton csokkend.
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Definicié

Azt mondjuk, hogy az f : X — Y flggvény
> injektiv vagy invertalhatd, ha inverze is fiiggvény.
» sziirjektiv, ha Ranf = Y.

P bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.

Megjegyzés

f: X — Y injektiv / sziirjektiv / bijektiv ha minden y € Y esetén létezik legfeljebb egy /
legalabb egy / pontosan egy x € X, amire y = f(x).

Ha f : X — Y bijekcié, akkor inverze f~1: Y — X is bijekcié.

Tétel

Hag: X — Y ésf:Y — Z figgvények, akkor f o g : X — Z is fiiggvény. (f kiilsé és g bels6é
fiiggvényekbdl allé ésszetett fliggvénynek nevezziik.)
Ha f és g injekcié / sziirjekcié / bijekcid, akkor f o g is injekcié / sziirjekcié /' bijekcid.
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Tétel

Haf CXxY ésgcCVY xX, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek:
1. f: X — Y bijektiv fiiggvény, g : Y — X bijektiv fiiggvény gy, hogy f = g 1;
2. fog=Ay ésgof = Ax.
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Axiéma (Peano-axiémak)

Legyen Ny egy halmaz, 0 € Ny és s : Ng — Ny melyekre
> s injektiv,
> 0 ¢ s[No],
» VP CNo:(s[PlJu{0}CP) = No=P.

Az utolsé axidma miatt hasznalhatjuk a rekurziv definicidt és a teljes-indukcids bizonyitast.
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Definicié (Osszeadas, szorzés, rendezés)

Tetszoleges a, b € Ny esetén a+ 0 = a és ha mar definidltuk az a + b Gsszeget, akkor
a+s(b) =s(a+ b).

TetszlOleges a, b € Ny esetén a-0 = 0 és ha mar definidltuk az a - b szozatot, akkor
a-s(b)y=a-b+a.

Tetszlleges a, b € Ny esetén a < b jelentse azt, hogy létezik n € Ng: a+ n = b.

Tétel

Az bsszeadds és szorzas asszociativ, kommutativ, neutralis elem létezik, de inverze csak a
neutralis elemnek van. Cancelativak, kivéve a nullaval valo szorzas. Nullosztémentes, a szorzas
disztributiv az ésszeadasra.

< jélrendezés, +, - monoton, s6t szigortian monoton, kivéve a nullaval valé szorzas.
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Tétel

A Peano-axiémaknak csak egy modelljiik lehet, abban az értelemben, hogy barmely két modell
izomorf.

Definicié6 (Neumann-modell)

Jeldlje 0 az iires halmazt, és ha mar definidltuk n-et, akkor legyen s(n) = nU {n}.
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Definici6 (Egész szamok)

A N3 halmazon értelmezziink egy ekvivalencia relaciét:

(a,b) ~ (c,d) ha a+ d = b+ c. Nevezziik egész szamoknak az indukalt osztilyokat. Jele Z.
A miveleteket és a rendezést reprezentans elemeken végezziik.

Az (a, b), (c, d) elemeket tartalmazé osztalyok Ssszege legyen az, melynek eleme

(a+n, ¢, b +n, d).

Az (a, b), (c, d) elemeket tartalmazd osztilyok szorzata legyen az, melynek eleme

(a'-ngc+ by, dyan, d+ by, €).

Az (a, b) elemet tartalmazé osztaly legyen < mint a (c, d) elemet tartalmazé osztaly, ha
a4+, d <n, b+n, C.

Megjegyzés
A definicié korrekt, azaz ~ valéban ekvivalencia reldcié és a miiveletek illetve a rendezés nem

fligg a reprezentans elemek valasztasatol.

Tétel

(Z,+, -, <) rendezett integritastartomany.
(No, +, -, <) izomorf a (Z,+, -, <) egy részhalmazéval.
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Definicié (Racionélis szamok)

A 7 x 77T halmazon értelmezziink egy ekvivalencia relaciét:

(a, b) ~ (c,d) ha ad = bc. Nevezziik racionalis szamoknak az indukalt osztalyokat. Jele Q.

A miveleteket és a rendezést reprezentans elemeken végezziik.

(a, b) és (c,d) elemeket tartalmazé osztalyok Gsszege legyen az, melynek eleme
(a-Zd-i-Zb'ZC,b-Zd).

(a, b) és (c, d) elemeket tartalmazé osztalyok szorzata legyen az, melynek eleme (a-z ¢, bz d).
Az (a, b) elemet tartalmazé osztaly legyen < mint a (c, d) elemet tartalmazé osztaly, ha
a-zd<yzb-zc.

Megjegyzés
A definicié korrekt, azaz ~ valdéban ekvivalencia relacié és a miiveletek illetve a rendezés nem
fligg a reprezentans elemek valasztasatol.
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Tétel
(Q, +, -, <) Archimédeszien rendezett test.

(Z,+,-, <) izomorf a (Q,+, -, <) egy részhalmazéval.
Kévetkezmény (Hatvanyra vonatkozé Archimédeszi-tulajdonség)

Ha p,q € Q dgy, hogy p >q lg, akkor 3n € Z : p" >y q.
(No, +, -, <) izomorf a (Q, +, -, <) egy részhalmazaval.
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Definicié

Legyen (X, <) parciélisan rendezett halmaz.

X kezddszeletének nevezziik az A C X részhalmazt, ha V(x,a) € (X x A)N <: x € A.
Szokésos még a leszallé részhalmaz elnevezés is.

X végzbszeletének nevezziitk az A C X részhalmazt, ha V(a,x) € (A x X)N <: x € A.
Szokésos még a felszallé részhalmaz elnevezés is.

Ha egy kezd6szeletnek van maximuma, akkor maximumos kezddszeletnek nevezziik, ha nincs,
akkor maximum nélkili kezddszeletnek.

Ha egy végzOszeletnek van minimuma, akkor minimumos végzoszeletnek nevezziik, ha nincs,
akkor minimum nélkili végzdszeletnek.

Sziikségiink lesz tetszdleges A kezddszelet lefejezésére, ami alatt a

J(A) ={aec Al3b e A\ {a}: a < b} halmazt értjik.

Hasonldéan értelmezhetnénk az A végziszelet lefejezéseét:

0(A)={ac AlFbe A\ {a}: b < a}.
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Tétel

Ha az X-en adott < parcialis rendezés inverze >, akkor A C X pontosan akkor
(maximumos/maximum nélkiili) kezd8szelet (X, >)-ben, ha (minimumos/minimum nélkdili)
végzbszelet (X, <)-ben.

Kezdbszelet komplementere végzbszelet. VVégzBszelet komplementere kezddszelet.

Megjegyzés

X =Qesetén p>q < —p < —q, igy ha A kezdbszelet, akkor —A is az.

Ha A-nak van maximuma, akkor —A-nak nincs, viszont attél hogy A-nak nincs maximuma,
még nem biztos, hogy —A-nak van. De mivel lehet, ezért sziikségiink lesz arra is, hogy ha A
kezd8szelet, akkor & (TA) maximum nélkiili kezd8szelet.
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Definicié (Valds szamok)
Az A C Q maximum nélkili kezdészeletet Dedekind-szeletnek nevezzik, ha A ¢ {0, Q}.

Nevezzik valds szamoknak a most definialt Dedekind-szeleteket.
A miveleteket és a rendezést a valds szamok elemeire vezetjiik vissza, amik raciondlis szamok.

x+ry ={p+qql(p,q) € x x y}.
X<py < xCy.

Legyen Or = {q € Q|q <@ Og}-
Nevezziik pozitivnak az x € R szamot ha Og € x, azaz Or C x.
Végiil nevezziik negativnak az x € R szdmot ha nem pozitiv és nem is Og, azaz x C Og.

Megjegyzés
A definicié korrekt, azaz ha x,y € R, akkor x +r y € R, és a pozitiv, negativ, Og egy
osztalyozas.

Tétel

(R, +, <) rendezett kommutativ csoport.
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Definicioé
Ha x,y € R gy,

hogy egyik sem negativ, akkor x -r y = {p-g q|p € x\ Or,q € y \ Or} U Og.
Ha x, y € R mindketté negativ, akkor legyen x g y = d (—x) ‘r d (—y).

Ha pedig x,y € R gy, hogy x negativ, de y nem, akkor legyen x g y = § (—(5 (—x) ®r y))
Illetve, ha x,y € R Ggy, hogy y negativ, de x nem, akkor legyen x g y = 0 (—(x ‘R 5(—7y)))

Megjegyzés
A definicié korrekt, azaz ha x,y € R, akkor x ‘g y € R.

Tétel

(R, +, -, <) teljes rendezett test. S6t, izomorfia erejéig az egyetlen.
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Definici6 (Komplex szamok)

Legyen C = R?, elemeit nevezziik komplex szamoknak.
(a,b) +c (c,d) =(a+r c,b+r d).
(a,b) c(c,d)=(a-rc—rbrd,ard+r bR ).

Tétel

(C,+, ) algebrailag teljes test.
Metrikusan is teljes, abban az értelemben, hogy minden Cauchy-sorozat konvergens.
Nincs olyan relacié, mellyel rendezett test lenne.
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Szamossag

Definicid

Azt mondjuk, hogy A és B halmazok azonos szamossaguak, ha létezik f : A — B bijekcié. Ezt
igy jeloljuk: A ~ B vagy |A| = |B].

Tétel

Legyenek A, B és C halmazok. Ekkor
1. A~ A (mintha reflexiv lenne)

2. ha A~ B, akkor B ~ A (mintha szimmetrikus lenne)
3. ha A~ B és B~ C, akkor A ~ C (mintha tranzitiv lenne)

Megjegyzés

Ha X egy halmaz, akkor ~ egy relacid, és igy ekvivalenciarelacié P(X)-en
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Definicié

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossaga kisebb vagy egyenlé mint a B halmazé, ha létezik
f : A— B injekcié.

Ezt igy jeloljik: A < B vagy |A| < |B| vagy B - A vagy |B| > |A|.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossaga kisebb mint a B halmazé, ha A =X B teljesiil, de
A ~ B nem.

Ezt igy jeloljik: A < B vagy |A| < |B| vagy B = A vagy |B| > |A|.

Tétel
Ha A és B halmazok tgy, hogy A # (), akkor a kévetkezé 4llitasok ekvivalnsek:

1. AZXB;
2. dg : B — A sziirjekcio;
3.dCCcB:A~C.
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Megkonstrualhatéak a szdmossagok, de mi nem konstrudljuk meg ezeket.

Tétel (Cantor-tétel)

Ha A egy tetszéleges halmaz, akkor A < P(A).

Kovetkezmény

Nincs legnagyobb szamossag.
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Tétel

Nincs olyan halmaz, aminek minden szamossag eleme.
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Tétel (Tarski-féle fixponttétel)

Egy X halmaz esetén egy ¢ : P(X) — P(X) monoton fiiggvénynek van fixpontja.

(¢ : P(X) — P(X) monotonitdsa azt jelenti, hogy ha A C B C X, akkor ¢(A) C ¢(B).

Fixpont olyan A C X halmazt jelent, amire p(A) = A.)
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Tétel

Ha «, B,y szamossagok, akkor

1.

a < « (mintha reflexiv lenne);

2. a < és P < «aesetén o = [ (mintha antiszimmetrikus lenne);
3.
4. o < B vagy B < «; (mintha dichotém lenne).

a < és B <~ esetén o < vy (mintha tranzitiv lenne);
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Megjegyzés

Szadmossagok tetszOleges, nem (ires csalddjaban van legkisebb.

Kovetkezmény

Ha X egy halmaz, akkor < egy (linedris) rendezés, sét jolrendezés az A = {|A||A C X}
halmazon.
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Osszeadéas

Definicié
« és 8 szamossagok Osszege alatt olyan A és B diszjunkt halmazok unidjanak szdmossagat
értjiik, melyekre |A| = a és |B| = .

Megjegyzés
Tobb szamossag (akar halmaznyi szdmossag) 6sszegét hasonlban definidlhatjuk.

Tétel

A szdmossagok kozétti 6sszeadas mintha binér miivelet lenne, és rendelkezik a binér
miiveleteknél megszokott alabbi tulajdonsagokkal:

» (a+ B) +v=a+ (8+~) mintha asszociativ lenne;
» o+ [ = 5+ a mintha kommutativ lenne;
» |Q| = 0 mintha neutrélis elem (nullelem) lenne;

» additiv inverze csak a 0-nak van.

CSAK VAZLAT (PG)
Szamossag (45.-56.)—Aritmetika (52.-56.) 52



Osszeadéas

Tétel

Ha « és [ véges szamossag, akkor o + [ a szamoknal megszokott 6sszeadas.
Ha « és B szamossagok koziil az egyik végtelen, akkor o + 8 = max{a, }.

Megjegyzés

A természetes szamoknal latott kiterjesztés sem miikodne. a, vy, Rg < 3 esetén (o, 8) ~ (v, B)
nem jelentené azt, hogy o = 7.
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Szorzas

Definicié
« és 3 szamossagok szorzata alatt olyan A és B szorzatadnak szamossagat értjiik, melyekre
|Al = a és |B| = f.

Megjegyzés
Tobb szdmossag (akar halmaznyi szimossag) szorzatat hasonl6éan definidlhatjuk.

Tétel
A szamossagok kézotti szorzas mintha binér miivelet lenne, és rendelkezik a binér miiveleteknél
megszokott alabbi tulajdonsagokkal:

» (af)y = «a(By) mintha asszociativ lenne;
» af = fa mintha kommutativ lenne;
» {0} = 1 mintha neutrélis elem (egységelem) lenne;

» multiplikativ inverze csak az 1-nek van.
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Szorzas

Tétel

Ha « és B véges szamossag, akkor a8 a szamoknal megszokott szorzas.

Most is igaz, hogy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0. S6t tébbtényezbs
szorzatra is.

Ha « és 3 szamossagok koziil az egyik végtelen, és egyik sem 0, akkor a5 = max{a, B}.

Megjegyzés

Az egész szamoknal latott kiterjesztés sem miikédne. «,v,Rg < 3 esetén (a, §) ~ (7, 5) nem
jelentené azt, hogy a = ~.
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Hatvanyozas

Definicié

a és B szamossagok o hatvanya alatt f : B — A fiiggvények szamossagat értjiik, melyekre
|Al = a és |B| = 5.

Tétel

A szamossagok kozétti hatvanyozas mintha binér miivelet lenne, és teljesiilnek ra a
hatvanyozas azonossagai:

> ,yoc—‘rﬁ — ’VO"YB;
> (aﬁ)v = ab;
> a7B7 = (af).

Ha « és 3 véges szamossag, akkor o a szdmoknal megszokott hatvanyozas.
Most is igaz minden o szdmossagra, hogy a® = 1 = 1. Ha a > 0, akkor 0¢ = 0.
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Definicid

Ha D C R, akkor f, : D — R figgvények sorozatat fliggvénysorozatnak nevezziik. Ezt (f,)7;

moédon jeloljik, vagy roviden igy: f,.

Ha minden x € A esetén lim,_, fo(x) — F(x), akkor azt mondjuk, hogy az f,
fliggvénysorozat (pontonként) konvergél az F figgvényhez A-n.

Az f, fuggvénysorozat konvergenciahalmazanak nevezziik, a

KH = {x|létezik Jim fa(x) € R}

halmazt. Tovabba, a fliggvénysorozat hatarfliggvényének nevezziik azt az F : KH — R,
fliggvényt melyre minden x € KH esetén

F(x) = Jim_ fa(x)-

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha D C C, akkor f, : D — C fiuggvények sorozatat fliggvénysorozatnak nevezzik. Ezt (f,)7
maodon jeloljik, vagy roviden igy: f,.

Ha minden x € A esetén lim,_oo fn(x) — F(x), akkor azt mondjuk, hogy az f,
fuggvénysorozat (pontonként) konvergal az F fliggvényhez A-n.

Az f, figgvénysorozat konvergenciahalmazanak nevezziik, a

KH = {x|létezik lim fa(x) € C}

halmazt. Tovabba, a fliggvénysorozat hatarfiiggvényének nevezziik azt az F : KH — C,
figgvényt melyre minden x € KH esetén

F(x) = Jim_ fn(X).

CSAK VAZLAT (PG)

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Fiiggvénysorozat (57.-65.) 57



fa(x) = (14 x/n)"

A(x)=1+x

f(x) = (1+x/2)?
f(x) = (1+x/3)?
fio(x) = (1 + x/10)1°
F(x)=¢~

—

7

Vv

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Fiiggvénysorozat (57.-65.)
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fi(x) = x

f(x) = x2

f(x) = x3

flO X) :Xlo

F ):{(1), :aXE[O,l[
, ax=1

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Fiiggvénysorozat (57.-65.)
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nsin(nx), hax<Z
fo(x) = (n) n
0, ha T < x

Dom¢, = [0, 7]

f3(x) = 3sin 3x
fio(x) = 105sin 10x
F(x)=0 o

CSAK VAZLAT (PG)
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fn — F A-n (pontonként), azt jelenti, hogy
Vx€A:Ve>0:INER:N<neN" = |f,(x) - F(x)| <e.

Definicié

Azt mondjuk, hogy az f, fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az F(x) fiiggvényhez A-n, ha
Ve>0:INER:Vx€A: N<neN" = |f,(x) - F(x)| <e.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Hatérfliggvény folytonossaga)

Ha f, folytonos A-n minden n € N esetén, és f, — F egyenletesen A-n, akkor F folytonos
A-n.

Megjegyzés

A tétel feltételei mellett, tehat a két hatarérték felcserélhetd.

lim (fim_fo(x)) = lim_(lim f,(x))

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Hatarfliggvény integralja)

Ha f, Riemann-integralhatd [a, b]-n minden n € N esetén, és f, — F egyenletesen [a, b]-n,

akkor F Riemann-integralhat6 [a, b]-n, és

b

b
fm i 5
a a

Megjegyzés
A tétel feltételei mellett, tehat a hatarérték és az integral felcserélhetd.
b

[ (lim 9) dx = fim, / hix

a
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Tétel (Hatérfliggvény derivaltja)

Ha f, folytonosan derivalhaté [a, b]-n minden n € N esetén, és lim f, = G egyenletesen
[a, b]-n, és f,(a) konvergens, akkor f, egyenletesen konvergens [a, b]-n, F hatarfiiggvénye
derivalhatd, és

F' = G.

Megjegyzés
A tétel feltételei mellett, tehat a hatarérték és a derivalas felcserélhetd.

(1im £)" = lim £

n—o0 n—oo
Az f,(a) konvergencidja helyett elég feltenni, hogy f,(x) konvergens valamely rogzitett
x € [a, b] esetén.
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Tétel (Hatarflggvény primitiv figgvénye)

Ha f, folytonos [a, b]-n, és F, a f, a-ban eltiiné primitiv fiiggvénye minden n € N* esetén, és
fn egyenletesen konvergens [a, b]-n, akkor F, egyenletesen konvergens [a, b]-n, és lim F, a
lim f, a-ban eltiinGé primitiv fliggvénye.

Megjegyzés

A tétel feltételei mellett, tehat a hatarérték és az integral felcserélhet6. Vigyazni kell az additiv
konstansra.
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Definicid

Ha D C R, és f,: D — R fuggvények sorozata, akkor

k
Sk = Z fn
n=1 e}
fuggvénysorozatot az f, fliggvényekbdl all6 fiiggvénysornak nevezziik, és an, vagy roviden
> f, médon jeléljiik. n=1

Ha minden x € A esetén Z fa(x) = F(x), akkor azt mondjuk, hogy az f, fuggvénysor
(pontonként) konvergal az F fiiggvényhez A-n.
Az f, fliggvénysor konvergenciahalmazanak nevezziik, a

KH = {xliétezik Y~ fo(x) € R}

halmazt. Tovabba, a fliggvénysor Osszegfiiggvényének nevezziik azt az F : KH — R, fliggvényt
melyre minden x € KH esetén

F(x) = Z fo(x).
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Definicié

Ha D C C, és f, : D — C fliggvények sorozata, akkor

k
Sk = Z fn
n=1
fuggvénysorozatot az f, fliggvényekbdl all6 fliiggvénysornak nevezziik, és Zf,,, vagy roviden
> f, médon jeldljiik. n=1

Ha minden x € A esetén Z fa(x) = F(x), akkor azt mondjuk, hogy az f, fuggvénysor
(pontonként) konvergal az F fliggvényhez A-n.
Az f, fliggvénysor konvergenciahalmazanak nevezziik, a

(e 9]

KH = {xliétezik Y~ fo(x) € C|

halmazt. Tovabba, a fliggvénysor Gsszegfiiggvényének nevezziik azt az F : KH — C, fliggvényt
melyre minden x € KH esetén

F(x) = Z fa(x).
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3

fa(x) = x

si(x) = fA(x) = x

s2(x) = (x) + fa(x) =

s1(x) + h(x) = x + x2

s3(x) = fi(x) + fa(x) + f(x) =
so(x) + f3§X) =x+x*+x3
sa(x) =) filx) =

M
L

k=1
5
S(x) + () = 3 x
. k=
S(x) = ~

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié
Azt mondjuk, hogy a Z f, fuggvénysor egyenletesen konvergél az F(x) Gsszegfliiggvényhez

A-n, ha
k

> falx) = F(x)

n=1

Ve>0:INeR:Vxe A: N<keN" — <e.

A Z f, fliggvénysor abszolit konvergens A-n, ha a Z fa(x) numerikus sor abszoldt

konvergens, azaz Z |fa(x)| konvergens minden x € A esetén.

Megjegyzés
k

Z fn = F pontonként (egyenletesen) pontosan akkor, ha az s, = Z fa(x) flggvénysorozatra
n=1

sk — F pontonként (egyenletesen).

Az egyenletes konvergencidbdl kovetkezik a pontonkénti. (Forditva nem.)

Az abszolit konvergenciabdl kovetkezik a konvergencia. (Forditva nem.)
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Tétel (Cauchy-kritérium fiiggvénysorokra)

A Z f, fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens A-n, ha itt eleget tesz a
Cauchy-kritériumnak, azaz

Ve>0:3INeR:VxeA:n>k>N:|fip1(x)+ -+ fH(x)| <e.

CSAK VAZLAT (PG)
Fiiggvénysorok (57.-93.)-Fiiggvénysor (66.-75.)

69



Tétel (Weierstrass-kritérium)

Ha a Z b, numerikus sor konvergens, és |f,(x)| < b, minden n € NT és x € A esetén, akkor

Z f, abszolit és egyenletesen konvergens A-n.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Osszegfiiggvény folytonossaga)

Ha f,, folytonos A-n minden n € NT esetén, és Z fn» = F egyenletesen A-n, akkor F folytonos
A-n.

Megjegyzés

A tétel feltételei mellett, tehat a hatarérték és a szumma felcserélhetd.

iy (604) = 5 1, o)

X—ra

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Osszegfiiggvény integralja)

Ha f, Riemann-integrélhaté [a, b]-n minden n € N esetén, és Z f, = F egyenletesen [a, b]-n,
akkor F Riemann-integralhaté [a, b]-n, és

[r-2([5

Megjegyzés

A tétel feltételei mellett, tehat a szumma és az integral felcserélhetd.
b b
/ (Z fn(x)) dx = Z /f,,(x) dx
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Tétel (Osszegfiiggvény derivaltja)
Ha f, folytonosan derivalhaté [a, b]-n minden n € N esetén, és Z f, = G egyenletesen

[a, b]-n, és Z fn(a) konvergens, akkor Z fn is egyenletesen konvergens [a, b]-n, F
Osszegfiiggvénye derivalhatd [a, b]-n, és

F'=G.

Megjegyzés
A tétel feltételei mellett, tehat a szumma és a derivalas is felcserélhetd.

Y= fn)'

Az 3" f,(a) konvergencidja helyett elég feltenni, hogy > 7,(x) konvergens valamely rogzitett
x € [a, b] esetén.
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Tétel (Osszegfiiggvény primitiv fiiggvénye)

Ha f, folytonos [a, b]-n, és F, a f, a-ban eltiiné primitiv fliggvénye minden n € NT esetén, és
>~ f, egyenletesen konvergens [a, b]-n, akkor >~ F,, egyenletesen konvergens [a, b]-n, és > F, a
> f, a-ban eltiind primitiv fliggvénye.

Megjegyzés
A tétel feltételei mellett, tehat a szumma és az integral felcserélhets. Vigyazni kell az additiv
konstansra.
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Feladat

Vizsgaljuk az Z ) fuggvénysort!
n=0

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Fiiggvénysor (66.-75.)
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Definicid
A

o0

Z cn(x —a)"

n=0
fuggvénysort a kozéppontd hatvanysornak nevezziik, mig a ¢, sorozatot egyiitthatésorozatnak.
A hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik az
1

R=— —
lim sup {/|cn|

nem negativ bovitett valés szamot.

Megjegyzés
Mivel /]c,| > 0, ezért limsup v/[c,| € [0, 0], és a konvergenciasugér R = 0, ha
limsup /|ca| = 00, illetve R = o0, ha limsup {/|c,| = 0.

s . , P T Cn+1
Ha létezik lim {/|cn|, akkor ezzel is szamolhatunk, sét, ha létezik lim nt

, akkor ezzel is,

Cn

vagyis ekkor R = lim

Cn+1
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Tétel (Cauchy-Hadamard)

Legyen R a Z cn(x — a)" hatvanysor konvergencia sugara.
Ha egy rogzitett x esetén |x — a| < R, akkor Z cn(x — a)" abszolut konvergens, ha pedig
|x — a| > R, akkor Z cn(x — a)" divergens.

Kovetkezmény

Ha a Z cn(x — a)" hatvanysor konvergencia sugara R = 0, akkor minden x # a esetén

|x —a|l >0 =R, igy a sor divergens. x = a esetén pedig biztosan konvergens. Ekkor

KH = {a}.

Ha R = oo, akkor minden x € R esetén |x — a| < R, igy a sor abszolit konvergens. Ekkor

KH =R.

Ha 0 < R < o0, akkor |a— R,a+ R[C KH C [a— R,a+ R]. Az intervallum végpontjait kiilén
kell vizsgalnunk.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
Hatarozzuk meg a kovetkezd hatvanysorok konvergenciahalmazat!
1. Zx”;
2. Z n8x"
n

X

3. —_—

N o
™
=
X
L
Eon
3<3

1
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Tétel (Hatvanysor egyenletes konvergencidja)

Legyen a

o0

Z cn(x —a)"

n=0
hatvanysor konvergencia sugara R, és legyen r < R. Ekkor a hatvanysor egyenletesen
konvergens az [a — r, a + r] intervallumon.

Megjegyzés

A fenti hatvanysor az [a — r, a + r] intervallumon abszolit konvergens.
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Tétel (Hatvanysor 6sszegfiiggvényének folytonossaga)

Hatvanysor ésszegfiiggvénye folytonos.

Megjegyzés
A végpontokra vonatkozé rész Abel-tétele.
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Tétel (Hatvanysor tagonkénti Riemann-integralhatésaga)

Egy hatvanysor, a konvergenciahalmazanak tetszéleges kompakt részintervalluman tagonként
integralhatd.

Részletesen

Megjegyzés

Legyen a
Z cn(x —a)"
n=0

hatvanysor konvergenciahalmaza KH, 6sszegfiiggvénye f : KH — R, és legyen [«, 5] C KH.
Ekkor f Riemann-integralhaté [a, 8]-n, és

x — a n+1 B > (6 _ a)n-i—l (a _ a)n+1
/f dx—[ch n+1 LLZZC"< n+1 B n+1 )

n=0

Utmutatss.
Ha [«, 5] C int KH, akkor az egyenletes konvergencia adja az allitast. O
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Tétel (Hatvanysor tagonkénti hatédrozatlan integrélja)

Legyen a

o

Z cn(x —a)"

n=0
hatvanysor konvergenciahalmaza KH, 6sszegfiiggvénye f : KH — R. Ekkor f-nek létezik
primitiv fliggvénye KH-n, nevezetesen

/ dx—ch

x—a)”Jrl LC

Megjegyzés
_ a)n+1

X

A két hatvanysor c(x —a)"és > ¢ (

yoor (S enl o) s - a2
utébbi konvergenciahalmaza tartalmazza az el6bbiét, vagyis ha valamelyik végpontban

E C ( — a) kon ergens akkor E Cni(x ) : is a
n\ X \% | Z.
! n + |

) konvergencia sugara megegyezik, és az
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Tétel (Hatvanysor tagonkénti derivalasa)

Legyen a

o0

Z cn(x —a)"

n=0
hatvanysor konvergenciahalmaza KH, 6sszegfiiggvénye f : KH — R. Ekkor f derivalhaté KH
belsejében (int KH ), nevezetesen

f'(x) = Z con(x — a)™ L.
n=1

Megjegyzés

A két hatvanysor (Z cn(x —a)" és Z can(x — a)" 1) konvergencia sugara megegyezik, és az
elébbi konvergenciahalmaza tartalmazza az utébbiét, vagyis ha valamelyik végpontban

Z cn(x — a)" divergens, akkor Z con(x — a)"lis az.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

0
1. Zx” =
n=1
X

n=2

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Hatvanysor (76.-84.)
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Tétel

o0

Z cn(x —a)"

n=0
hatvanysor f Osszegfliggvénye tetszblegesen sokszor derivalhaté a konvergenciahalmaza
belsejében (int KH), nevezetesen

F(x) = i c,,(nf!k)l(x —a)"k,
n=k '

Kovetkezmény

Ha a
[e.9]
Z cn(x —a)"
n=0

hatvanysor konvergencia sugara pozitiv (esetleg 0o ), akkor f 6sszegfiiggvénye tetszélegesen
sokszor derivalhaté a-ban, és

F(M(a) = cyn!

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicid

Ha f tetszOlegesen sokszor derivalhaté a-ban, akkor a koriili Taylor-soranak nevezziik a

> £(n)
Z (a) (X _ a)n
- n!
hatvanysort.
Megjegyzés

Az els6 elemeket kiirva a fenti Taylor-sor
f £ fiv
éa)(x—a)2+6(a)(x—a)3+2ga)(x—a)4+...
a = 0 esetben a MaclLaurin-sor elnevezést is hasznéljuk. Ekkor a sor

=, £0(0) F(0) >, £(0) 5 F(0)

— X" = f(0) + f' — .
,,2::0”!)( (0)+(0)x+2x+6x+24x+

f(a)+ f'(a)(x — a) +

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
Irjuk fel a kovetkez6 fiiggvények MaclLaurin-sorat!

L f(x)=x+x+1; 4 F(x) = o1/ ha x # 0,
2. f(x) =shx; ' o, hax=0"
3. F(x) = |x+1];

Tétel

Ha f tetszdlegesen sokszor derivalhaté az la — R, a + R|[ intervallumon, és a derivaltak itt
egyenletesen korlatosak, azaz

JK e R:Vx €la—R,a+ R[: Vne Ny : [F((x)| < K,

£(n)
l(a) (x — a)" Taylor-sor konvergens az |la — R, a+ R| intervallumon, és

akkor a Z
=
>, f(n)(a)

Osszegfiiggvénye megegyezik az f fliggvénnyel, azaz f(x) = Z
n=0

o (x —a)", ha

|x —a] < R.
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) = Cos X

Fiiggvénysorok (57.-93.)-Taylor-sor (85.-89.)
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Feladat

Fejtsiik sorba az f fuggvényt a koril, és hatadrozzuk meg hol allitja elé a Taylor-sor a
fuggvényt!

1
1. f(x)=—— =3;
(x) T 2 3;
1 2
2. f(x) = =0;
0= (=) 2=0
1
. f _ =2, f¢(-2)=7
300 = s a=-2 (2=,
4. f(x) = rctgx a=_0;
5. f(x)=¢, a=0;
6. f(x)= X, a=1,
: 2k +1 5 . . Grs fom 2 .y
Adjuk meg a Z — hatvanysor konvergenciahalmazat és 6sszegfiiggvényét!
k=0 ’
o~ 2k+1
Z kKU

k=0

CSAK VAZLAT (PG)
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Binomialis-sor

Definicid

Ha a € R és k € Ny, akkor az alabbi médon értelmezziik az (altalanositott) binomialis
egyutthatét.

(a) :a(a—l)...(a—k—i—l)

k k! '
Megjegyzés
‘8‘ ~1
Ha a € Ny, és k < «, akkor i :k!(aaik)!'

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

oo

Ha a € R\ Ny tetszbleges, akkor a Z <(z> xK hatvanysor konvergencia sugara R =1, és
k=0

6sszegfiiggvénye (1 + x)*.

Megjegyzés
Ha o = n € Ny, akkor a binomiilis tételt kapjuk, azaz (1 + x)" = Zxk, hiszen k > a =n
k=0
-1)...(a—a)...(a —k+1
esetén Clj = afa—1)...(a kc'x) (o +1) = 0. Ekkor a konvergenciasugar R = oo,

igy a konvergenciahalmaz KH = R.

-1 —-1)-(=2)...(—k
Ha o = —1, akkor i) = ( k) = (=1 (=2)...(=k) = (—1)", igy ekkor a mértani sor

Osszegképletét kapjuk.

S0t = oy~ A0 =
k=0 k=1

Ekkor a konvergencia halmaz KH =] — 1, 1].

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel .
Ha o € R\ Ny tetszéleges, akkor a Z <(;> x¥ hatvénysor konvergencia halmaza
k=0
|-1,1, haa<-1
KH=4{]-1,1], ha —1<a<0
[-1,1], ha0<a«

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Fejtslik sorba az f fuggvényt a korul, és hatarozzuk meg a Taylor-sor konvergencia sugarat!

1. f(x)=v1+x, a=0;
1

2. f(X) = W, 0,

1
3. f(X): \‘yﬁ, a:O.

f(x)=vV8+x2, a=0;

5. f(x) = arcsinx, a=0;

1
6. f(x)= o a=1, fe(1) =7

1 0.1
7. f(x) = ————, a=0, fi(0)=?, f°(0)=2, /f 7,

3
V1+x3 J

CSAK VAZLAT (PG)
Fiiggvénysorok (57.-93.)-Binomialis-sor (90.-93.)



FOLYT. KOV.

Pataki Gergely
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