4.2. Egészek

Definici6 (37) Egész szamok A NZ halmazon értelmezziink egy ekvivalencia reldciot:
(a,b) ~ (¢,d) ha a +d = b+ c. Nevezzik egész szamoknak az indukélt osztalyokat. Jele Z.
A miveleteket és a rendezést reprezentans elemeken végezzik.
Az (a,b), (c,d) elemeket tartalmazé osztalyok Osszege legyen az, melynek eleme

(a4, ¢ b4, d).
Az (a,b), (c,d) elemeket tartalmazé osztalyok szorzata legyen az, melynek eleme
(@ nyc+ by, dya-n, d+b-y, ).
Az (a,b) elemet tartalmazé osztaly legyen < mint a (¢, d) elemet tartalmazé osztély, ha
a+n, d <y, b+, ¢

Megjegyzés (37) A definicié korrekt, azaz ~ valéban ekvivalencia relacié és a miiveletek illetve a
rendezés nem fligg a reprezentans elemek valasztasatol.

Bizonyitds. ~ reflexiv és szimmetrikus a definicié alapjan.
~ tranzitiv: (a,b) ~ (¢, d) ~ (e, f) esetén a +n, d = b+, ¢ és c+n, f = d+n, €. Az elsé egyenlet
mindkét oldaldhoz adjunk f-et, a masodikéihoz b-t, igy kapjuk, hogy

af+Nod+N0f:b+NOC+Nof:b+Nod+No €.

d-vel egyszertisitve a +, f = b+, €, azaz (a,b) ~ (e, f).
Legyen (a1, b1) ~ (ag,b2) és (c1,d1) ~ (c2,da).
(a1 +n, €1,b1 +r, di) ~ (a2 4, C2, b2 +n, d2), hiszen Osszeadva az
ay +n, b2 = by +n, a2 és a ¢; +n, do = dy +n, c2 egyenleteket kapjuk, hogy

(a1 +n, €1) +ng (b2 +w, d2) = (a1 +n, b2) +n, (1 +w, d2) =
= (b1 +N0 CLQ) +N0 (dl +N0 02) = (bl +N0 dl) +N0 (CLQ +N0 Cg).
(a1 Ny €1 F1g b1 N A1y a1 Ny i g D1 ng €1) ~ (@2 N, C2 g b2 Ny d2y a2 Ny o+, b2 N, C€2), hiszen
ay +n, b2 = by +n, a2 mindkét oldalat szorozva ci-el és dp-el kapunk két egyenletet:
a1 Ny €1 N b2 'y €1 = b1 N, €1 g Q2 Ny €1 €S a1 N, di g D2 vy di = b1 N di g G2 o, -

1L 1R 2L 2R
€1 +n, d2 = di +n, c2 mindkét oldalat szorozva ag-el és by-el kapunk két egyenletet:

as "Ny €1 N,y Q2 N, d2 = a2 N, d1 N, A2 *N, C2 €5 ba N, €1 1, b2 N, d2 = b2 N, d1 +, b2 N, C2

) 3L 3R AL 4R
Osszeadva 1L+3L+2R+4R=1R+3R+2L+4L:

a1 'N, €1+, b2 Ny €1 g G2 N, €1 N, Q2 N D2 N, b1 N d1 g @2 Ny di g D2 Ny di g D2 N, C2 =

= by 'Ng €1 N, 02 *Ny C1 TNy G2 Ny d1 i G2 Ny C2 Ny @1 Ny d1 g D2 Ny d1 N 02 Ny €1 g D2 N, d2

Egyszertisitve by -y, €1+, @2 *Ny €1 N, @2 'N, d1 +1, D2 N, d1-€l kapjuk a célt.
ai +n, di <y, b1+, €1 = a2+, da <n, b2+, C2

Ha n € Ny esetén ay +n, d1 +n, 7 = b1 +n, ¢1, akkor mindkét oldalhoz hozzaadva by 4, co-t
kapjuk, hogy a; +, b2 +n, d1 +n, €2 +n, 7 = b1 +1, b2+, €1+, Ca-

Felhasznalva a feltételt ebbdl adodik, hogy as +n, b1 +n, d2 +r, €1+, 7 = b1 1, b2+, €1 1, C2,
ahonnan by +y, ci-el egyszertsitve kapjuk,hogy as 4+, d2 +n, 7 = b2 +n, Ca- O

Tétel (37) (Z,+,-, <) rendezett integritdistartomdny.
(No, +, -, <) izomorf a (Z,4+,-, <) eqy részhalmazdval.



Bizonyitds. +y asszociativ:

[(a,b) + (C> d)] + (6, f) = (a +N0 Cab+N0 d) + (67 f) = ([a +No C] +No ¢, [b +N0 d] +No f) -

- (a+N0 [C+No 6] 7b+N0 [d+No f]) - (a’b) + (C+N0 €7d+N0 f) = (a,b) + [<C7d) + (6,f)]
+7 kommutativ: (a,b) + (¢,d) = (a +n, ¢, b+, d) = (¢ +n, a,d +n, ) = (¢,d) + (a,b)
Koénnyen ellenérizhetd, hogy (0, 0) osztalya az additiv neutralis elem, nullelem, (a, b) osztélydnak

additiv inverze (b, a) osztalya.
-7 asszociativ:

[(@,b) - (e, )] - (e, £) = (a 1iq € +1ig b g o @ 1ig d +g bong ©) - (er f) =
= ([a ‘Ng € +ng b Ny d} ‘Ng € +Ng [a ‘Ng @ +ng b Ny C] ‘N £ [a ‘Ng € +tng b Ny d] ‘No £ +ng [a ‘Ng @ +ng b Ny C] ‘Ng ©) =
= ([ang <] mo e g [B1g 4] g € g [amg 4] g S g [Bmg €] wo £ [a g €] mg £ g [bowg ] wg S g [amg 4] g € Hrg [bong €] wp € =
= (@ mp [c g €] +g bomg [dmg €] +rig @ g [ £] Hrig bowg [emg £] v wig [emg £] Hrg b [dwg £] g amg [d g €] Hrvg b omg [eomg €]) =
= (@ np [e g € +rig dong £ Hrig bng [d g € g € ng £] vamg [eomg £ g g €] Hrg b+ [dong £ g e g €]) =

= (a,b) - (¢ 'ng e +ng @ Ny frd Ny €+ €Ny f) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)]

-z kommutativ:

(a’ b) ) (C, d) = (a "No ¢ N b "No d,a "No d+N0 b "No C) = (C'NO @ +No d "No b,d "No @ +Np €*No b) = (Cv d) ) (bv a)
Koénnyen ellenérizhetd, hogy (1,0) osztalya a multiplikativ neutralis elem, egységelem.
Nullosztémentes: (a,b) - (¢,d) = (e,e) = a n, ¢ +ny b Ny d = @ Ny d 41, b ony, €
1. eset a < b, azaz In € Ny : a +n = b. Ekkor (a,b) ~ (0,n) és elég belatni, hogy

0~Noc+NonNOd:O-NOd—l—NOnNO C,

azaz n -y, d = n -y, ¢. Han =0, akkor a = b igy (a,b) ~ (0,0), mig ha n # 0, akkor ¢ = d és igy
(¢,d) ~ (0,0).

2. eset b < @ hasonldan.

-7 disztributiv +z-re:

[(a=b> + (C7d)] ) (e7f) = (a+N0 ¢, b+, d) ) (6,f) =
= ([a +No C] ‘Np €+ [b TNy d] ‘No f> [a +No C] ‘No f TNy [b TNy d] ‘No 6) =

= (a'N06+b'N0 fva'No f+Nob'No 6)+(C'N06+N0d'N0 f’C'No f+Nod'No 6) = (av b)' eaf)—"(ca d)'<€7f)'

<z reflexiv: (a,b) < (a,b) hiszen a +n, b <y, b +n, @

<z antiszimmetrikus: ha (a,b) < (¢,d) és (¢,d) < (a,b), akkor a +n, d <y, b +n, € és ¢ +n, b <n,
d +n, a, de ekkor a +y, d = b+, ¢ azaz (a,b) ~ (¢, d)

<y tranzitiv: ha (a,b) < (¢,d) és (¢, d) < (e, f), akkor a 4+, d <w, b+, ¢ és ¢ +n, f <n, d +n, €
Az elsé egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz adjunk f-et, a masodikéihoz b-t. Ekkor kapjuk, hogy
a+n, d+ng [ <ng b+n, ¢Hng f <y b+, d +n, €. d-vel egyszertsitve a +, f <y, b+, €, azaz
(a,0) < (e, ).

<z dichotém: Tegytik fel, hogy (a,b) £ (¢,d), azaz a+y, d €y, b+n, ¢. Ekkor ¢4y, b <, d+n, a,
azaz (¢,d) < (a,b).

+7 monoton, sét szigordan: (a,b) < (¢, d) esetén a +y, d <y, b +n, ¢. Ekkor

(a +No 6) +No (d ) f) <No (b Ny f) +No (C +No 6),

azaz (a,b) + (e, f) = (a4n, €,0 +n, ) < (¢ +n, €,d 4, [) = (¢,d) + (e, ). < helyett < is irhato.
-z pozitiv monoton, s6t szigorian: (a,b) < (c,d), azaz a +y, d <y, b +n, ¢ és (0,0) < (e, f), azaz
[ <wn,eesetén In € Ng:n#O0A f+n, n = e, azaz (e, f) ~ (n,0). Ekkor

a Ny M +N0 b ‘No 0 +N0 € "No 0 +N0 d ‘No W = (a +No d) No T SNo

<No (b +No C) ‘No ? = @ "Ny 0 +No b "No 0 TNy € "No T 1N d "No 0.



Kaptuk, hogy

(a,b)-(n,0) = (angn+b-n,0,an,04n,0n5,1) < (cngn+d N, 0, ¢np 041, d vy, ) = (¢,d) - (n,0)

< helyett < is irhaté.

f:No— Rany C Z, f(n) = {(a +n,a)|a € No} izomorfizmus a definiciok alapjan.

f(n)=f(k) = (n,0n,) € f(k), azaz Ja € Ny : (a +n, k,a) = (n,0y,), de ekkor a = O, és igy
n = k. Kaptuk, hogy f injektiv, és igy bijektiv.
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