2025 /20261 Analizis 1

1. rész

1. Logikai jelek

1. feladat (1. Logikai jelek)
Igazoljuk, hogy ugyanazt jelentik a kovetkezs parok:

(a) a <= b (@ ND)V (—a A -b)

(b) —(a < b) (aVb)A(—aV —b)

(c) (aNbANc) = d a = (b = (¢ = d))

(d) (aNbANc) = d -~d = (—aV bV —c)

(e) | 7(((aANb)Ve) = a) <= b | (aVbV—c)A(ambVc)A(—a A —b)

2. feladat (1. Logikai jelek)
Az alabbi szoveges feladatoknal formalizaljuk az allitasokat logikai mrtiveletek és kvantorok
segitségével, majd tagadjuk az allitasokat formalisan és szovegesen is!
(a) Minden medve szereti a mézet.
(b) Van olyan méz, amit nem minden medve szeret.
(¢) A hazban van ablak, ami nyitva van.
(d) A héazban van emelet, ahol minden ablak nyitva van.
)
)
)

(e) Minden emeleten minden ablak nyitva van.
(f) A villamos kar barmely szak minden évfolyaméan van lany hallgato.

(g) ,Minden asszony életében van egy pillanat,

Mikor olyat akar tenni, amit nem szabad.”
(h) Van olyan a, hogy minden b-hez egyetlen z tartozik, melyre a + = = b.

(i) Minden tengerész ismer olyan kikot6t, ahol van olyan kocsma, ahol még nem jart.

3. feladat (1. Logikai jelek)
Egy udvarban kecskék és bolhdk vannak. Azt, hogy egy bolha megcsipett egy kecskét, a
(B, K) formulaval jeldljiik. Irjuk le a kovetkezs allitasok tagadasat formuléval és szoveggel
is!

(a) VK : 3B : ¢(B, K) (b) 3K : VB : ?(B,K)
(¢c) 3dB:VK : (B, K) (d) VK : VB : 9(B,K)

(e) 3K : 3B : (B, K) (f) VB :dK : ¢(B, K).



4. feladat (1. Logikai jelek)
Alakitsuk konjunktiv és diszjunktiv normél formava!

(a) A = B; (b) ~(AV B);
(c) (AAB)VC; (d) (AAB)V (-C = D);
(e) (AAB) = (C'V D); (f) (A@® B)V (C A D);

(8) (POQ)A(RV (S <= T)); (h) (PAQ) <= (~RVS);

(i) (FAA(BVC)) V(A = (CAD));

5. feladat (1. Logikai jelek)
Van-e = vagy |= kapcsolat a kovetkezd allitasok kozott? Melyik tautologia? Melyik kontradik-
cio?

(a) C'V (AAB); (b) (A®B) = (AV(O);
(¢c) (AN-B)V(mAAN-C)V(BANC)V (A (C);

(d) (CVA)A(CV B); (e) ANBAC; (f) AANBA-A;

6. feladat (1. Logikai jelek)
Irjuk fel egy a kovetkezd igazsag tablahoz tartozo formulat!

ABCID?  |AIBC\D|]? ABCID[?  |ABCID|?
h{h h|h{h] ilh/hfh|i hih/hihiji ilhihfh|ji
hihh|i [ ilhfh|ihl hihih|i|ji ilhh|i|li
hih|i|hlji i|h|i|h{Hhl hih|i|hlji ih|ilh|i

(a) |hlhli|i|h ih|i|i|h (b) |h/h[i]i[H ithli|i|i
h{i h|h{h] i|ilh/h|h h|i|hihji ililhfh|i
h|i|h|i [kl i|ilh|i|h| h|ifh|i|ji ililh|i|fi
hii|ilh|i i|i|i|h{h] hji|ilh|i ili|i|h|h]
h{i|i|i|h] ilifi|i|h hii|i|i|h iifi|i

7. feladat (1. Logikai jelek)

Teljes-e az operatorok kovetkezd rendszere?

() AV, (b) A= () V.=

(d) =, () =,V; (f) <.V,

(8) A; (h) V; (i) @

() v (k) A;
8. feladat (1. Logikai jelek)

Legyen (X,d) metrikus tér, x, sorozat X-ben, f C X? fiiggvény. Mi a neve a kovetkezs
predikatumoknak?

(a) a(r,)=Ve>0:Ja€e X :IN e Nt :n >N = d(v,,a) <e
(b) B(zp,) =Fa€e X :Ve>0:INeNT:n>N = d(z,,a)<e
(¢) v(f(z)) =Ve >0:Va € Domy : 30 > 0: 2 € Bs(a) NDomy = f(z) € B.(f(a));
(d) ¢(f(x)) =Ve>0:30>0:Va € Domy:x € Bs(a) NDom; = f(z) € B.(f(a));



2. Halmazmiiveletek

1. feladat (2. Halmazmiiveletek)

Igazoljuk a kovetkezSket, ha C', A; és B; halmaz minden ¢ € I és j € J esetén.

(a) (UAi) N UBj> =JUinB)

iel jeJ iel jeJ
(@(ﬂ&>u(j&>:ﬂfw&u@)
iel jeJ iel jeJ

© c*\(UAi A @ cx(m

iel iel iel
2. feladat (2. Halmazmiiveletek)
Legyen A,, halmaz minden n € NT esetén.

o0

~Jw@e\a)

(a) Mutassuk meg, hogy a U ﬂ Ay halmaz elemei pontosan azok, amik elemei minden

neNt k=n
A,-nek véges kivétellel.

(b) Mutassuk meg, hogy a ﬂ U Ay, halmaz elemei pontosan azok, amik elemei végtelen sok

neNT k=n

A, -nek.
3. feladat (2. Halmazmiiveletek)

Legyen X tetsz6leges halmaz, H = {0,1}, és p: X x X — H szimmetrikus fiiggvény. (Vagyis
minden a,b € X esetén p(a,b) = p(b,a).) Minden A C X részhalmaz esetén legyen A’

X|VaeA: p(x,a) =1},
(a)
(b) Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén A C A”.
(c) Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén A" = A"
(d) Mi torténik, ha H = R?

(e) Mi torténik, ha H = {1}?

4. feladat (2. Halmazmiiveletek)
Bizonyitsuk be az aldbbiakat.

a) Mutassuk meg, hogy minden A, B C X esetén, ha A C B, akkor B’ C A'.

(a) Ha A halmaz, akkor A =|JP(A). S6t ha még B halmazok halmaz, akkor

UBC A <= BCP(A) « BeP(PA).
(b) Ha A halmaz, és {z,y} € A, akkor z,y € |J A.
(c) Ha A halmaz, és (z,y) € A, akkor z,y € U A.
(d) Ha f fiiggvény, akkor Ran f,Dom f € P (JU f).
(e) Ha f: A — B fiiggvény, akkor f € P (P (P (A B))).



5. feladat (2. Halmazmiiveletek)
Legyen

a szingli axioma az, hogy ha A halmaz, akkor {A} is az,
a paraxioma az, hogy ha A és B halmaz, akkor {A, B} is az,
és a trio axioma pedig az, hogy ha A, B és C' halmaz, akkor {A, B,C} is az.

A fenti 3 axioma kozotti 9 implikacio koziil melyik igazsdgahoz mely axiomak kellenek a ZF
rendszerbdl?

3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum

1. feladat (3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Mutassuk meg, hogy a relaciok kompozicidja asszociativ mivelet. Vagyis legyenek A, B, C, D
tetsz6leges halmazok, valamint ' C A x B, G C B x C, H C C' x D. Mutassuk meg, hogy

Ho(GoF)=(HoG)oF.

2. feladat (3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Mutassuk meg, hogy ha R relacié az X-en, és A, B C X, akkor

RIA|CB < R'X\B]CX\A.

3. feladat (3. Szamok, relaciok, fliggvények, infimum és szuprémum)
Legyen A és B tetszoleges halmaz, és legyen H C F(A, B) olyan részhalmaza az A halmazbol
B halmazba képez6 fiiggvények halmazanak, melyre teljesiil, hogy minden hi, ho € H esetén
hl C h2 vagy hg C hl.

(a) Mutassuk meg, hogy f = UH fiiggvény.

(b) Mutassuk meg, hogy ha minden h € H fiiggvény injektiv, akkor az f = U H fliggvény is
injektiv.
4. feladat (3. Szamok, relacidk, fliiggvények, infimum és szuprémum)
Injektivek illetve sziirjektivek-e az aldbbi hozzarendelések? Fiiggvények-e egyaltalan?

a

(
(b
(

f hozzarendeli minden emberhez az édesanyjat.

g hozzérendeli minden édesanyéhoz a legidGsebb gyermekét.

(c

)

)

) h:R — R,z [z], ahol [z] jeldli = egészrészét.

d) ¢ minden mésodfokt polinomhoz hozzarendeli a legnagyobb valos gyokét.
)

(€) j: (L) =R, =~ .

5. feladat (3. Szamok, relacidk, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Legyen f: X — Y egy fiiggvény. Mutassuk meg, hogy minden A C X esetén A C f~L[f[A]],
valamint B C Y esetén f[f~![B]] C B.

6. feladat (3. Szamok, relacidk, fliggvények, infimum és szuprémum)
Mutassuk meg, hogy egy f : X — Y fiiggvény pontosan akkor sziirjektiv, ha minden B C Y
esetén f[f~'[B]] = B.

7. feladat (3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Mutassuk meg, hogy egy f : X — Y fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha minden A C X
esetén A = [T f[A]].



8.

10.

11.

12.

13.

feladat (3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum)

(a) A racionalis szamok kozott legyen < egy relacio a Cauchy-sorozatok kozott ugy, hogy
rn <y, ha z, — y, nullsorozat vagy x,, < y, minden n-re legfeljebb véges sok kivétellel.
Melyik igaz?

i. < reflexiv;
ii. < irreflexiv;
iii. < szimmetrikus;
iv. < antiszimmetrikus;
v. < tranzitiv;
vi. < dichotém;
vii. < ekvivalencia;

viii. < parciélis rendezés;
ix. < linearis rendezés;
(b) Mi valtozik, ha ugyanezt vizsgaljuk az egész szamok kozott?

(¢) Mi valtozik, ha ugyanezt vizsgaljuk a valos szamok kozott?

. feladat (3. Szamok, relaciok, fiiggvények, infimum és szuprémum)

Vezessiik le a testaxioméakbol, hogy ha x,y # 0, akkor xy # 0.

feladat (3. Szamok, relacidk, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Legyen A C R nem iires alulrél korlatos halmaz. Mutassuk meg, hogy

(a) —A feliilrél korlatos halmaz;

(b) létezik inf A;

(¢) inf A = —(sup(—A)) teljesiil.
feladat (3. Szamok, relaciok, fliggvények, infimum és szuprémum)

Legyen A, B C R nem iires feliilr6l korlatos halmaz. Igazoljuk, hogy A U B is feliilrél korlatos,
valamint sup(A U B) = max{sup A, sup B} teljesiil.

feladat (3. Szamok, relaciok, fliggvények, infimum és szuprémum)
Legyen A, B C R nem iires feliilr6l korlatos halmaz. Igazoljuk, hogy A + B is feliilrél korlatos,
valamint sup A 4 sup B = sup(A + B) teljesiil.

feladat (3. Szamok, relacidk, fiiggvények, infimum és szuprémum)
Legyen A, B C [0, co[ nem tires feliilrsl korlatos halmaz. Igazoljuk, hogy AB is feliilrsl korlatos,
valamint (sup A)(sup B) = sup(AB) teljesiil.

4. Halmazok szamossaga

1.

feladat (4. Halmazok szamossaga)

(a) Adjunk meg f : [0,1] —]0, 1] bijekciot! (b) Adjunk meg f :]0,1] —]0, 1] bijekciot!
(¢) Adjunk meg f :[0,1] —]0, 1] bijekciot!  (d) Adjunk meg f : [2,5] —]10,20[ bijekciot!

(e) Adjunk meg f: R\ Q — R bijekciot!



10.

11.

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

A végtelen sok pontot tartalmazé H halmaz elemei egyetlen sikon helyezkednek el tgy, hogy
barmely ketts tavolsaga legalabb 1. Mekkora H szamossiga?

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

A H halmaz elemeit az x és y bettikbdl allo véges és végtelen hosszisagu ,szavak” alkotjak.
Mekkora H szamossaga? Mekkora H szamossiga, ha elhagyjuk mindazon szavakat, amelyek
végtelen sok y-t tartalmaznak?

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

A H halmaz azokbdl az a; = 1, as, as, ... végtelen valds szamsorozatokbol all, amelyekben két
egymas utan kovetkezs elem hanyadosa 2 vagy 1/2. Mekkora H szamossaga?

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

Lefedhet6-e megszamlalhatoan sok egyenessel az 22 +y? = 1 kérvonalnak azon pontjai, melyekre
x>0ésy>07

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

Igazoljuk, hogy az alabbi halmazok kontinuum szamossaguak.

(a) {(z,y) € R?|z® +y* = 1};

(b) U A,, ahol minden z € R esetén A, kontinuum szamossagu.
zeR

feladat (4. Halmazok szamossaga)
Igazoljuk, hogy az alabbi halmazok megszamlalhatéan végtelen szamossaguiak.

(a) 2N (péros szamok halmaza); (b) 2N + 1 (péaratlan szamok halmaza);

(c) {2"| k e N}; (d) {p € N| p prim}.

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

[gazoljuk, hogy az egész egytitthatos polinomok gyokeinek a halmaza (algebrai egészek halmaza)
megszamlalhato. Azaz

= NJ.

k=0

{x€R| In € N Jag, ..,an_1 € Z : 3a, € Z\ {0} : Zakxk :0}

Hasznéljuk fel, hogy egy n-edfoku egyenletnek legfeljebb n kiilonbo6zé gyoke lehet.

. feladat (4. Halmazok szamossaga)

A H halmazt azok a [0, 1] intervallumbeli valos szamok alkotjak, amelyek végtelen tizedestort
alakjaban minden masodik tizedesjegy 0. Mekkora H szamossaga?’

feladat (4. Halmazok szamossaga)
Létezik-e minden t pozitiv valoés szamhoz olyan térbeli haromszog, melynek teriilete ¢, csticsai-
nak koordinatéi pedig racionélis szamok?

feladat (4. Halmazok szamossaga)
Adjuk meg az o szamossagtol fliggden a kovetkezd szamossigokat!

(a) No+ (b) ¢+ a; (c) Noa; (d) eos

Hol tudjuk konstrukcioval igazolni (konkrét fiiggvénnyel) az eredményt?



5. Fiiggvénysorozatok

1. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Mutassuk meg, hogy az f,(z) = a™ fiiggvénysorozat a [0, 1] intervallumon pontonként konver-
gens, de nem egyenletesen konvergens!

Milyen b € RT esetén lesz f, egyenletesen konvergens a [0,b] intervallumon?

2. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvénysorozatok konvergenciatartomanyat és hatarfiiggvényét!

(a) fulw) =log"z;  (b) fulz)=nsinZ; (¢) fu(2) = thmm; (4 fule) = w2
3. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvénysorozat hatarfiiggvényét, valamint dontsiik el, hogy egyen-
letesen konvergal-e a Dom f halmazon!

(0) fulw) = —; () fuls) = T (©) fale) = T
e™ —1 —nlo Ty, B 1 ‘

(@) ful#) = 7 () fulz) =nl g<1+ n) ) 1) = e
"1 . T , 2

(g) fulx) = o (h) fu(z) =mnsin e (i) folz) = - arctg na;

() falz) =" — 2", (k) fu(w) = sin ; (1) falw) = ze7m;

4. feladat (5. Filiggvénysorozatok)
Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvénysorozatok egyenletesen konvergensek-e az adott inter-
vallumon, ahol a € RT paraméter!

(a> fn(x) =e " L = [0,00[, I, = [CL,OO[; (b) fn<x) =re ", L = [0,00[, I, = [O,CL];

5. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Egyenletesen konvergensek-e az aldbbi fliggvénysorozatok a konvergenciatartomanyukon? Ad-
juk meg azt a legnagyobb tartomanyt, ahol egyenletesen konvergensek!

@) falo) = o ) ) = (©) fala) =
() fula) = ame (€) fulw) = nae (6) fule) = o 2> 0

(&) falz) =n(¥z—1), 2> 0;
6. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Mutassuk meg, hogy az f, : [0,1] — R,

n2x? ha()gxg%,
fa(@)=qn*(2—2) hal<az<?2
0 ha 2 <z <1

fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens!

7. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Bizonyitsuk be, hogy ha az f,, : I — R monoton névekedd fiiggvényekbdl allo sorozat ponton-
ként konvergensek I-n, akkor a hatarfiiggvény is monoton névekedd.



8. feladat (5. Filiggvénysorozatok)
Legyen ¢ : [0,1] — R folytonos fiiggvény, és

o [0,1] =2 R, fu(z) =g(x)z", (neNT).

Mutassuk meg, hogy az f, fiiggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha g(1) =
0.

9. feladat (5. Fiiggvénysorozatok)
Hatarozzuk meg a kévetkezd hatéarértéket!

1 5
(a) lim Y dx (b) lim [ nze ™ dx
0 2
27 1
t 5,.2 n
(c¢) lim /de; (d) lim L dz;
n—00 x + \/ﬁ n—00 ene
0 0

6. Fuggvénysorok

1. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvénysorok konvergenciatartomanyat.

2

r—1\" x Inx _
0 ¥ (5) ) 2 ) e )
@ Y e © YT n YU

1+ 220

2. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek-e a konvergenciatar-
tomanyon!

(a) D ate™™: b > () © 3 e

(d) 2 o (e) > arctg (ﬁ) (f) > sin (5 + mr);

3. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Dontstik el, hogy egyenletesen konvergensek-e az aldbbi fliggvénysorok a megadott T' tartomé-
nyon!

(a) Z%,T ~a,d] ) Y g

@ DGy =00 @ SR -




4. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvénysorok konvergenciatartomanyéat és osszegfiiggvényét!

> x > x? > (z—1\"
® Loy ) 2 ey @03 (:5)

=1 n=1
L (x4 1)t =\, = Inz
d N n
()nz:l (x —1)m (e);sm ! ; n)(z+mn+1)
oo T oo oo
(2) 2 o ; sinz)?" cos x ; = £L‘2
5. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges [a, b] intervallumon
o b b
Z / L qr= / I,
en et —x
n=1 a a
6. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Igazoljuk az alabbi azonossagokat!
= 1 - x? 2
: 2 —nx o : _
(a) JL%;(“ +2—n>—1 0 D e =
(c) im Y (1 —2)*2" =0
r—1 —

7. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Bizonyitsuk be, hogy az

o0

f) =3

=1

fiiggvény folytonos és akarhanyszor derivalhato (1, 00)-n.

8. feladat (6. Fiiggvénysorok)
Igazoljuk a fiiggvénysorok derivaltjara kapott kifejezéseket!

AV n’ I L.

Q) (Marcte ) =3 (b) (Zme ) =2y e

9. feladat (6. Fiiggvénysorok)
= arctg(nz)

Legyen f(z) = Z o1 és g(z) = ———"~! Hatarozzuk meg az f'(0) és a ¢'(1)

n=1 n=1

értékét!
7. Hatvanysorok

1. feladat (7. Hatvanysorok)
Mely valos x paraméterek esetén konvergensek az aldbbi sorok?

a) Zn:r:”; (b) Z n+ an; (c) Z?)"Hx”;

n+1

@ X g @ X EE D e 307

1
nr — (z — 2)*";




2. feladat (7. Hatvanysorok)
Hatarozzuk meg az alabbi hatvanysorok konvergenciasugaréat!

n!)3 n n? n+1)"
(a) Z%x", (b) Z%x”, (c) Z%x 3

3. feladat (7. Hatvanysorok)
Igazoljuk, hogy

1)
(a) a Z ux" hatvanysor egyenletesen konvergens a [—8,9] halmazon;

n9n

_1)
(b) a Z %x% hatvanysor egyenletesen konvergens a [—3, 3] halmazon.
n n

4. feladat (7. Hatvanysorok)

2n+1
Tekintsiik a Z(— 1

hatvénysort!

(a) Mutassuk meg, hogy a hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon.
o _m

(b) Igazoljuk, hogy Z ol 4

5. feladat (7. Hatvanysorok)
Adjuk meg az alabbi hatvanysorok konvergenciatartomanyat és Osszegfiiggvényét!

N = (n+1)z" (n+1)(n+2) ,
(a) Z om—1’ (b) Z PRSI Z Bnt2 L
n=1 n=0 n=0
- (ZL‘ — 3)n+1 - n
(@ > 7 (e) > (n+1)(n+2)x
n=0 n=0

6. feladat (7. Hatvanysorok)

Mutassuk meg, hogy a Z x" sor négyzete, azaz onmagaval vett Cauchy-szorzata és derivaltsora

n=0
azonos.

8. Taylor-sorok

1. feladat (8. Taylor-sorok)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények adott xq korili Taylor-sorat és konvergenciatartomanyat!
Elgallitja-e a fiiggvényt a Taylor-sor a konvergenciatartomanyon?

(a) f(z) =062 —222+3, zo=1, (b) f(z)=e 2T z4=3,

c z) =sin’x, x9=0, T) = * T ,
© f@) @ 16) = i =0
(@) flr) =" =0, ) @)= 2D g

(g) f(z) = S 20 =0 (h) f(z) =Incosz, zo=0



. feladat (8. Taylor-sorok)
Szamoljuk ki az alabbi integralokat 10~° pontossaggal!

1

1
In(1
(a) /cosx2dx; /n +2)
0

0

(©) / shz d /

T V1 + %4

0

. feladat (8. Taylor-sorok)
A binomialis sorfejtés segitségével irjuk fel az arctg, arcsin, arsh és a v/1 + x2 fiiggvény 0 koriili
9-ed rendtd Taylor-polinomjat.
. feladat (8. Taylor-sorok)
Hatarozzuk meg k = 100 illetve k = 101 esetén arsh®(0) és arctg® (0) értéket.

. feladat (8. Taylor-sorok)
Allitsuk el hatvanysor alakban a ] — 1, 1] intervallumon az arctg, arcsin, arsh és az In (1 + z)
fiiggvényt!

. feladat (8. Taylor-sorok)
A Taylor-sorfejtés segitségével igazoljuk, hogy minden = € R esetén konvergensek az alabbi
sorok.

@ (1) ) 3 (5 )

. feladat (8. Taylor-sorok)
Hatarozzuk meg numerukisan az e%2, v/17 és cos(0.5) kifejezés értékét harom tizedesjegy pon-
tossaggal!

. feladat (8. Taylor-sorok)
Az integrandust az 6todfoku Taylor-polinomjéaval kozelitve adjunk becslést az

0.5 0.2

/W & <b>0/ewx_

integrélokra, valamint becsiiljiik meg a hibat!



