Definicié (42) Valés szamok Az A C Q maximum nélkiili kezddszeletet Dedekind-szeletnek ne-
vezzik, ha A ¢ {0,Q}.

Nevezziik valos szamoknak a most definidlt Dedekind-szeleteket.

A miveleteket és a rendezést a valds szamok elemeire vezetjik vissza, amik racionalis szamok.

z+ry =1{p+adqllp,q) €z xy}.

T <py <= x Cuy.

Legyen Or = {q € Q|q <@ 0g}-

Nevezziik pozitivnak az x € R szamot ha Og € z, azaz Or C x.

Végiil nevezziik negativnak az x € R szamot ha nem pozitiv és nem is Og, azaz x C Og.

Megjegyzés (42) A definici6 korrekt, azaz ha x,y € R, akkor z +r y € R, és a pozitiv, negativ, Og
egy osztalyozas.

Bizonyitds. x 4+ry € R: Mivel 0 # z,y C Q, ezért Ip1,p2,q1, 2 € Q:prex,pa ¢ 2,1 €y, 2 & -

Tétel (42) (R, +, <) rendezett kommutativ csoport.

Bizonyitas. +g asszociativ és kommutativ: A +q tulajdonsagaibdl 6roklodik.
Additiv neutrélis elem, nullelem: Or. Két részletben latjuk be. Legyen x € R.

tehit g <g —r amaz p = q +o 1 <g Ug.

Or C & +r d(—x) Legyen p <qg Oq, illetve ¢ € x és r € T. Ekkor a Q Archimédeszi-tulajdonsiga

dn € Z" :n-q(—p/g2) >¢ r —gq. Tehdt van olyan n € Z*, amire ¢ —g n @ p/@2 € T. Legyen
most nyg € Z*1 a legkisebb ilyen, és legyen s = ¢ —g no -g p/o2 € T. Ekkor s +¢ p/g2 € z, tovdbba
S—op/o2 €T és s —qp/g2 >q S €T, ezért s —g p/g2 # minT, igy p/g2 —g s € 6 (—x). Kaptuk,
hogy p = s +q p/o2 +oP/e2 —q s € (z +r 0 (—1)).

<g parcialis rendezés hiszen valdéjaban halmazok kozotti C.

<g dichotéom: Tegytik fel, hogy x £Lg y, azaz Ip € x \ y. Ekkor Vg € y : ¢ <@ p, de ekkor y C z.

-++r monoton, sét szigortan: Legyen z,y, z € R gy, hogy x <g y. Akkor x C y, ezért xtxz C yxz,
ésigy x+gz Cy—+gz vagyis z +r 2 <p y +r 2.

< helyett < is irhat6, bar ennek a bizonyitasa nehezebb. O

Definicié (43) Ha z,y € R ugy,
hogy egyik sem negativ, akkor 2 g y ={p-g¢lp € v\ Or,q¢ € y \ Or} U Og.
Ha z,y € R mindkett6 negativ, akkor legyen x -x y = § (—x) g § (—y).

Ha pedig =,y € R ugy, hogy z negativ, de y nem, akkor legyen = -z y = § <—(5 (—x) r y))

[letve, ha x,y € R Ggy, hogy y negativ, de  nem, akkor legyen x g y = 9 (—(x ‘RO (Ty)))



Megjegyzés (43) A definici6 korrekt, azaz ha =,y € R, akkor = g y € R.

Bizonyitds. Elég csak nem negativ z és y esetén beldtni. x gy # 0.

masrészt V(p,q) € (x\ Or) X (y \ Or) esetén p-g q <g 7 @ S-
Harezxry, s € Q és s <gr, akkor Og <g s esetén 3(p,q) € (x \ Or) x (y \ Or) Ugy, hogy

és /g2 € Or. Ha 0g <g r, akkor 3(p1,q1) € (z \ Or) X (y \ Or) gy, hogy r = p; - q1, de ekkor
F(p2,q2) € (x\ Or) x (y \ Or) Ugy, hogy p1 <g p2 és 1 <g @2, ésigy r <g P20 2 € T R Y. O

Tétel (43) (R, +,-, <) teljes rendezett test. Sét, izomorfia erejéig az egyetlen.

Bizonyitds. -g asszociativ és kommutativ: Nem negativ szdmokra a -g tulajdonsagaibdl 6roklodik, a
tobbire definici6 szerint.

Multiplikativ neutralis elem, egységelem: 1p = {q € Q|q¢ <g lg}. = € R nem negativ esetén két
lépésben bizonyitunk.

r Cx-glg Legyen p € x\ Og. Mivel ez nem lehet maxz, ezért 3¢ € = : p <g ¢. Erre

T:p/Qq€1RéSp:(J'QT€$'R1R. -
Negativ z € R esetén z g Ig = 6 (—(5 (—x) » 1R)) =9 (—((5 (Tx))) = .

Multiplikativ inverz, reciprok: A Og-nak nincs.

Ha z € R pozitiv, akkor legyen ! = {1g/qp|p € 7,09 <g p} és x multiplikativ inverze o <F)
Ekkor 9 (F) € R nem negativ. Két 1épésben megmutatjuk, hogy = g ¢ (F) = 1g.

x-Ré(F) C 1g Legyen p € z\ Og équé(F)\OR. Ha ¢ = 0Oq, akkor p-g ¢ = 0gp € 1g. Ha

q >q Og, akkor 1g/qq ¢ x, de ekkor p <qg lg/0q, azaz p g q € 1g.
g Cxrd (F) Legyen p € 1g \ Og. Megmutatjuk, hogy p € = g § (F) Ha p = 0Oq, akkor

Og € z adja az allitast. Ha Og <@ p <@ lg, akkor legyen Og <q t = 1# <g lg, 7 €7, és ¢ € x gy,
hogy 0g <g ¢. A Q hatvanyra vonatkozé Archimédeszi-tulajdonsidga miatt In € Z* : (1g/qt)" >0
r/gq. Tehat van olyan n € Z*, amire 0 < r -g " € x. Legyen ny € Z* a legkisebb ilyen, és

0 <gs=r-t" € x Ekkor s/gt € T tovabba s/qt <q s/qp € T, ezért p/gs € ¢ (F) Kaptuk,
hogy p = s ¢ (p/gs) Ex g0 (F)
Ha x negativ, akkor a multiplikativ inverze legyen ¢ (—(—x)_l) negativ, ami adja az allitast.

g disztributiv +g-re: Legyen x,y, z € R nem negativ.
Két 1épésben megmutatjuk, hogy (z +ry) R 2 =2 R 2 +RY R 2.
(x+ry) R2CTrZFARrY RZ| SE(x+rY) r2\Oresetén Ip e x,qgcy,r€z:00<gp+oq,r

7<0q+ €y\Or, gy s <gp+ QT+ ¢+ Q7 € T rZ+rY & 2 mivel kezdbszelet, ezért s €.

T rZ2HRrRYRZC (T+RY)RZ S €E T g2z +rY g2 esetén Ip € x,q € y, 11,72 € 2z : 0 <g
D, q, 71,79 65 7377:77]57-@77‘7171@ E]i-E@ié“g. Ekkor ro = max{ry,ro} jeloléssel ri,m9 <@ ro € 2z \ Og, igy
s<gp-orot+oq-oro={P+qq) oo € (z+rY) ‘r 2. mivel kezdbszelet, ezért s €.

A tobbi esethez jelolje N(x) az x additiv inverzét!

Ha z <0, y,2z,x4+y > 0, akkor

(z+y)z = [N(N(x)2) + N(2)2] + (x + y)z = 2z + [N(2)z + (v + y)2] =
=zz+ [N@)+ (z+y)z=22+[(N(z) + )+ ylz = 22 + yz.

Ha y <0, z,z,x +y > 0, akkor hasonlban.



Haz,z+y <0, y,z >0, akkor

(z+y)z = N(N(z +y)z) = N([N(z) + N(y)]z) = N(N(z)z + N(y)z) =
= N(N(x)z)+ N(N(y)z) =zz+ N(N(yz)) = 2z + yz.

Ha y,x +y < 0, x, z > 0, akkor hasonlbéan.
Ha x,y <0, z > 0, akkor

= N(N(z)z+ N(y)z) = N(N(z)z) + N(N(y)z) = xz + yz.

Ha z < 0, akkor hasonléan.

‘g Pozitiv monoton, sot szigorian: Legyen z,y,z € R ugy, hogy = <g y és z pozitiv. Akkor
xCy,ezért t X 2 CyxXz,ésigyx-pz CyY r2Vvagyis g 2 <g Y r 2.

< helyett < is irhat6, bar ennek a bizonyitasa nehezebb.

(R, <) Dedekind-teljes. Megmutatjuk, hogy ha ) # A C R feliilrdl korldtos, akkor UA € R a
legkisebb felso korlat.

dreAd:z#0 = UA#D.

A feliilrél korlatos = dx € R:Va € A:a C x, de ekkor JA C x C Q.

p € UAmiatt 3z € A:p € x. Ha g€ Q agy, hogy ¢ <g 7])7,73:1;1;&7 qiéix, és igy ¢ € U A, vagyis
U A kezd6szelet. Ugyanakkor p nem lehet az x maximuma, igy |J A maximum nélkiili.

Unicitas: Legyen (T, +r, 7, <r) egy teljes rendezett test. Ekkor megkonstrudljuk Np C T-t
ugy, hogy Ny ~ Ny. Ebbol megkonstrualjuk Zp C T-t ugy, hogy Zr ~ Z. Ekkor megkonstrualjuk
Qr C T-t ugy, hogy Qr ~ Q. Legyen f : Qr — Q izomorfizmus, és t € T esetén

g(t) = sup{f(q)lq € Qr,q <t}

képlettel definidlunk egy ¢g : T'— R izomorfizmust. O
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