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Logikai jelek
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Logikai jelek

= A V X — <~
operatorok: negacio és vagy | kizaré vagy | implikacié | ekvivalencia
al|b —a anb|avb a®b a=—=b a<= b
i h i i h [ i
igazsagtabla ! h h h ! ! h h
h | i h [ i i h
h|h i h h h i i
Ugyanazt jelentik a kovetkez6 parok:
L. a=b (ma)Vvb
2. a=b (-b) = (—a) kontrapozicié
3. avb bV a V kommutativ
4. anb bAa A kommutativ
5. a®b b® a ® kommutativ
6. a<= b b < a <= kommutativ
7. a ava V idempotens
8. a alha A idempotens
9. a —(—a) — involutiv
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Logikai jelek

- A V X - <
operatorok: negacio és vagy | kizaré vagy | implikacié | ekvivalencia
al|b —a aANb|aVvb a®b a=—>b| a<+=0b
i h i i h i i
igazsagtabla I h h h I ! h h
h|i i h [ i i h
h|h [ h h h [ i
Ugyanazt jelentik a kovetkezo parok:
10. (avb)V aVv(bVc) V' asszociativ
11. (anb)Ac an(bAc) A asszociativ
12. (a®@b)®c a®(b®c) ® asszociativ
13. | (a <= b) <= ¢ <= (b < ) | <= asszociativ
14. V (bAc) avb)A(aVvc) |V disztributiv A-ra
15. A(bVc) aANb)V(aAc) | A disztributiv V-ra
16. a®b —(a < b) ®kiilonbozéek; <= egyformak
17. —(aV b) (ma) A (—b) de Morgan
18. —(a A b) (—a) v (—b) de Morgan

Bevezetés (2.-32.)-Logika (2.-3.)

CSAK VAZLAT (PG)




Logikai jelek

kvantorok: univerzalis, egzisztencialis: V, 3

Ha az a logikai formuladnak van egy szabad véltozdja, akkor Vx : a vagy Vx : a(x) azt jelenti,

hogy barmely x valtozd esetén igaz az a formula. Ugyanigy Ix : a vagy 3x : a(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozd ami esetén igaz a.
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Logikai jelek

kvantorok: univerzalis, egzisztencialis: V, 3

Ha az a logikai formuladnak van egy szabad véltozdja, akkor Vx : a vagy Vx : a(x) azt jelenti,
hogy barmely x valtozd esetén igaz az a formula. Ugyanigy Ix : a vagy 3x : a(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozd ami esetén igaz a.

Hasznéljuk még a 3! jelet. Jlx : a(x) azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan x ami esetén
igaz a.
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Logikai jelek

kvantorok: univerzalis, egzisztencialis: V, 3
Ha az a logikai formuladnak van egy szabad véltozdja, akkor Vx : a vagy Vx : a(x) azt jelenti,
hogy barmely x valtozd esetén igaz az a formula. Ugyanigy Ix : a vagy 3x : a(x) azt jelenti,
hogy létezik olyan x valtozd ami esetén igaz a.
Hasznéljuk még a 3! jelet. Jlx : a(x) azt jelenti, hogy létezik pontosan egy olyan x ami esetén
igaz a.
Ugyanazt jelentik a kovetkezd parok:
19. ‘ —Vx:a | dx:-a
20. ‘ —dx:a | Vx:-a
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Halmaz axiomak ZFC

{1,2} ={1,1,2} ={2,1} ={1,2,2,1,2}
Ha x barmi (pl egy halmaz) és A egy halmaz, akkor x € A vagy x ¢ A.
Ha A és B halmaz, akkor

> ACB, haVxeA:xe B, vagyisxc A —= x € B.
» A=B,haACBABCA

Néhany tisztdzandd kérdés
P> Lehet-e egy halmaz eleme egy masik halmaznak?
» Lehet-e egy halmaz eleme 6nmaganak?
» Lehet-e egy halmaznak eleme minden halmaz?
» Hogy konstrualhatunk halmazokat?
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Halmaz axiomak ZFC

{1,2} ={1,1,2} ={2,1} ={1,2,2,1,2}

Ha x barmi (pl egy halmaz) és A egy halmaz, akkor x € A vagy x ¢ A.
Ha A és B halmaz, akkor

> ACB, haVxeA:xe B, vagyisxc A —= x € B.

» A=B,haACBABCA

Néhany tisztdzandd kérdés

P> Lehet-e egy halmaz eleme egy masik halmaznak?

» Lehet-e egy halmaz eleme 6nmaganak?

» Lehet-e egy halmaznak eleme minden halmaz?

» Hogy konstrualhatunk halmazokat?

Részhalmazaxiéma
Ha a egy formula és A egy halmaz, akkor létezik az A halmaz a tulajdonsagi elemeibdl allé
halmaz.

{x € Ala(x)}
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Miuveletek halmazokkal

AU B = {x|x € Avagy x € B} (unié vagy egyesités)
ANB={x|x € Aés x € B} (metszet vagy kozos rész)
A\ B={x|x € Aés x ¢ B} (kildnbség)

Abrazoljuk egy szamegyenesen a valds szamok P részhalmazat pirossal,

és egy masikon a Z részhalmazt zolddel!

Ha egymasra helyezziik Oket, akkor sarga lesz a , piros marad a P\ Z, z6ld marad a
Z \ P, és az Osszes szines rész lesza PU Z.
P\ Z Z\ P
PuUZ

Azt mondjuk, hogy A és B halmaz diszjunkt, ha AN B = 0.
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Venn-diagram

PUZ
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AN B = BN A; (metszet kommutativ)

AU B = BUA; (unié kommutativ)

(ANB)NC =AN (BN C); (metszet asszociativ)

(AUB)UC =AU (BU C); (unié asszociativ)
AN(BUC)=(ANB)U(AN C); (metszet disztributiv az uniéra)
AU(BNC)=(AUB)N (AU C); (unié disztributiv a metszetre)
7. A= AN A= AUA; (metszet és uni6é idempotens)

Ha adott az X alaphalmaz, és csak ennek részhalmazaival dolgozunk, akkor beszélhetiink egy
A halmaz komplementerérdl.

AR

A=X\A
Legyen X alaphalmaz és A, B, C C X. Ekkor
8. (ACB) < (BCA) +—= (AUB=X) < (ANB) =10;
9. A= j; (komplementerképzés involutiv)
10. AUB=ANBés AN B = AU B; (de Morgan)
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Uni6 axiéma
Ha adott egy X alaphalmaz, egy / indexhalmaz Ggy, hogy Vi € I : A; C X, akkor
JA={xeX]Zicl:xeA}

icl
llletve, ha VA e A : A C X, akkor
JA={xeX|FAc A: x €A}

Az unié axiéma szerint ha egy halmaz elemei halmazok, akkor az 6sszes elem unidja is halmaz.
Ha A halmazok halmaza, akkor létezik olyan X halmaz, amire

VAe A:Vxe A: xe X.
Konnyi [atni, hogy

Jo=0,
0 =Xx

csak akkor értelmes, ha van X alaphalmaz.

viszont
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Hatvanyhalmaz axiéma

Ha X egy halmaz, akkor létezik olyan H halmaz, amire
VACX:AecH.

Igy biztosan minden halmaznak van hatvanyhalmaza, aminek elemei pontosan az eredeti
halmaz részhalmazai.
Jele

P(X), vagy 2%, vagy Exp(X).
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Miveletek halmazokkal
Rendezett parnal szamit a sorrend.

(L,2) #(2,1)
Megjegyzés

(a,0) = {{a, b}, {a}}

A valds szamokat szamegyenesen szemléltet;jiik.

0 1 2

~

Valés szamokbdl all6 rendezett parokat pedig a koordinatasikon.

(1,2)

(2,1)
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Descartes-szorzat

Ax B={(a,b)lac Aés be B} (Descartes-szorzat)
Megjegyzés
Ez biztosan halmaz, mert (a, b) € P(P(AU B)).

Az el6z6 P és 7 halmazok Descartes-szorzatat a koordinatasikon szemléltetjiik.

A x A helyett hasznalhatjuk az A? jeldlést is.

CSAK VAZLAT (PG)
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Relacio
Definicié
Ha R C X x Y, akkor azt mondjuk, hogy R egy relacié X és Y kozott.
» Ha x € X, akkor R altali képének nevezzik az  R(x) ={y € Y|(x,y) € R}  halmazt.
» Ha A C X, akkor R éltali képének nevezziik az R[A] = U R(x) halmazt.
XEA
> Az R relaci6 értelmezési tartomanyanak nevezzik a Dom R = {x € X|R(x) # ()} halmazt.
> Az R relaci6 értékkészletének nevezziik a RanR = {y € Y|R Y(y) # 0} halmazt.

» Az R relacié A halmazra vett megszoritasanak nevezzilk az R|4 = RN (A x Y) halmazt.

Tétel

Dom R[4 = ANDomR és Ran R|a = R[A], ha A C X.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha R C X X Y egy relacié X és Y kozott, akkor az inverzének nevezziik az
R1={(y,x) e Y xX|(x,y) e R} C Y x X

Y és X kozotti relaciot.

Tétel (Az inverzképzés involutiv és monoton.)

Ha RC S C X XY relicibk X és'Y kézott, akkor

(R—l)*l “R & Rlcs?

Megjegyzés
Azt mondjuk, hogy az R C X x Y relacié totélis, ha Dom R = X, azaz
VxeX:dyeY:(xy)€eR.

CSAK VAZLAT (PG)
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Megjegyzés
Az R C X x Y relaciét meghatarozzak X elemeinek képei.

R=J ({x} x R(x))

xeX
Definicié

AzS C X x Y é RCY x Z relaciok kompoziciéjanak nevezzitk azt az RoS C X x Z
relaciét, melyre minden x € X esetén

(RoS)(x) = R[S(x)].

Tétel
HaTcWxX,SCXxYéRCY xZ, akkor

(RoS)™'=S"1oR! é Ro(SoT)=(RoS)oT.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha R C X2, akkor azt mondjuk, hogy R egy relacié X-en.

A Ax = {(x,x) € X?|x € X} relaciét identikus relaciénak nevezziik.
Az X? relaciét univerzalis relaciénak nevezziik.

Megjegyzés
Ilyenkor
R?=RoRC X2
Tovabb4,
R c X2

Bevezethetjiik az

R'=RcC X?
és az

R = Ax Cc X?

jelolést, mivel Ax o R = R.

CSAK VAZLAT (PG)
Bevezetés (2.-32.)-Relacidk (11.-20.) 14



Ekvivalencia

Definicié

Azt mondjuk, hogy R C X? relacié ekvivalenciarelacié, ha
> reflexiv, vagyis R® = A, C R, azaz ¥x € X : (x,x) € R,
> szimmetrikus, vagyis R~ C R, azaz V(x,y) € R: (y,x) € R, és
> tranzitiv, vagyis R?> C R, azaz ¥(x,y),(y,z) € R: (x,z) € R.

Tétel
Ha R C X2 relicié az X-en, akkor

1. R reflexiv—=—> R C RZ2.
2. R szimmetrikus <= R~ szimmetrikus <= R = R~1.
3. R ekvivalencia <= R~ ekvivalencia—> R = RZ.

CSAK VAZLAT (PG)
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Osztalyozas

Definicié

Az A C P(X) halmazrendszert az X osztalyozasanak nevezziik, ha A elemei paronként
diszjunktak, § ¢ A és |JA = X.

Megjegyzés

A elemei périnként diszjunktak, azt jelenti, hogy

VABEA:A+£B = ANB=0.

Tétel

Ha R ekvivalenciarelacié X-en, akkor A = {R(x)|x € X} egy osztalyozdsa X-nek.
Ha A egy osztilyozasa X-nek, akkor Vx € X : 1A, € A: x € Ax. Legyen az R relacié olyan,
hogy minden x € X esetén R(x) = Ax. Ekkor R egy ekvivalenciarelacié X-en.

CSAK VAZLAT (PG)
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Parcialis rendezés

Definicié

Azt mondjuk, hogy R C X? relacié parcialis rendezés, ha
> reflexiv,
» antiszimmetrikus, vagyis R"1N R C Ax, azaz ¥(x,y),(y,x) ER:x =y, és
> tranzitiv.

Ha < egy parcidlis rendezés az X halmazon, akkor az (X, <) part parcilisan rendezett
halmaznak nevezziik.

Ha egyértelmi, mi a parcialis rendezés, akkor az X halmazt is szoktuk parciélisan rendezett
halmaznak nevezni. Rovid elnevezés poset.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié
Legyen (X, <) parcialisan rendezett halmaz, és A C X. Azt mondjuk, hogy
> k € X fels6 korlatja A-nak, haVae A: a < k.
> k € X alsé korlatja A-nak, haVae A:a > k.
» k € A maximuma A-nak, haVae A: a <k.
» k € A minimuma A-nak, haVae A:a > k.

A-t felilrdl (alulrél) korlatosnak nevezziik, ha létezik felsé (alsé) korlatja.

A-t korlatosnak nevezziik, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

Az A fels6 (alsd) korlatjainak minimumat (maximumat) az A halmaz pontos felsé (also)
korlatjanak nevezziik, ha létezik.

Az A halmaz maximumara és minimumara illetve pontos fels6 és alsé korlatjara a kovetkezd
jeloléseket vezetjik be.

max A, min A, sup A, inf A

Tétel

A maximum, minimum, pontos felsé és alsé korlat egyértelmii, ha létezik.

CSAK VAZLAT (PG)
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Rendezés (linearis rendezés)

Definicié
Azt mondjuk, hogy R C X2 relacié6 linearis rendezés (réviden rendezés), ha
» reflexiv,
» antiszimmetrikus,
P tranzitiv és
» dichotém, vagyis X?> C RUR™!, azaz Vx,y € X : (x,y) € RV (y,x) € R.

Ha < egy rendezés az X halmazon, akkor az (X, <) part rendezett halmaznak nevezziik.

Tétel
Ha R C X2 relicié az X-en, akkor

R (parc.) rendezés <= R~ (parc.) rendezés — R? (parc.) rendezés.

CSAK VAZLAT (PG)
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Jolrendezés

Definicié
Azt mondjuk, hogy R C X? parcialis rendezés jélrendezés, ha X minden nem iires A

részhalmazanak van minimuma. Ha < egy jélrendezés az X halmazon, akkor az (X, <) péart
jolrendezett halmaznak nevezziik.

Tétel
Ha < jélrendezés X-en, akkor linedris rendezés is.

CSAK VAZLAT (PG)
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Fluggvény

Definicié
Az f C X XY X és Y kozotti relaciét fliggvénynek nevezziik, ha
(x,¥),(x,z) e f = y=1=z.

Ha még Dom¢ = X, akkor az X-et Y-ba képezé fliggvény elnevezést hasznaljuk f-re, és ezt
igy jeloljik
f: X—=Y.

(x,y) € f és y € f(x) helyett szokédsosan az y = f(x) jel6lést hasznaljuk.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Legyen X egy tetszéleges halmaz és (Y, <) egy parciélisan rendezett halmaz. Azt mondjuk,
hogy az f : X — Y fliggvény alulrdl korlatos, feliilrdl korlatos, illetve korlatos, ha értékkészlete
rendre alulrdl korlatos, feliilrél korlatos, illetve korlatos. (18)

Az f szuprémumanak illetve infimumanak és ha létezik maximumanak illetve minimumanak
hivjuk rendre az értékkészlet szuprémumat illetve infimumat és maximumat illetve minimumat.

CSAK VAZLAT (PG)
Bevezetés (2.-32.)-Fiiggvények (21.-24.) 22



Definicié

Legyen (X, <x) és (Y, <y) parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y
fuggvény monoton novo, illetve monoton csokkend ha x <x y esetén f(x) <y f(y) illetve
f(y) <y f(x).

A fenti f fiiggvényt monotonnak nevezziitk, ha monoton névé vagy monoton csokkend.
Legyen tovabbad <x=<x \Ax és <y=<y \Ax. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y fuggvény
szigorGian monoton névd, illetve szigortian monoton csokkend ha x <x y esetén f(x) <y f(y)
illetve f(y) <y f(x).

A fenti f fiiggvényt szigorilan monotonnak nevezziik, ha szigortian monoton névé vagy
szigoriian monoton csokkend.
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Definicié

Azt mondjuk, hogy az f : X — Y fliggvény
» injektiv vagy invertalhatd, ha inverze is fliggvény.
» sziirjektiv, ha Ranf =Y.

P bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.

Megjegyzés

f: X — Y injektiv / sziirjektiv / bijektiv ha minden y € Y esetén létezik legfeljebb egy /
legaldbb egy / pontosan egy x € X, amire y = f(x).

Ha f : X — Y bijekci6, akkor inverze f~1: Y — X is bijekcié.

Tétel

Hag: X — Y ésf:Y — Z figgvények, akkor f o g : X — Z is fiiggvény. (f kiilsé és g bels6é
fiiggvényekbdl allé 6sszetett fiiggvénynek nevezziik.)
Ha f és g injekcié / sziirjekcié / bijekcid, akkor f o g is injekcié / sziirjekcié / bijekcid.

CSAK VAZLAT (PG)
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Szamossag

Definicid

Azt mondjuk, hogy A és B halmazok azonos szamossaguak, ha létezik f : A — B bijekcié. Ezt
igy jeloljuk: A ~ B vagy |A| = |B].

Tétel

Legyenek A, B és C halmazok. Ekkor
1. A~ A (mintha reflexiv lenne)

2. ha A~ B, akkor B ~ A (mintha szimmetrikus lenne)
3. ha A~ B és B~ C, akkor A ~ C (mintha tranzitiv lenne)

Megjegyzés

Ha X egy halmaz, akkor ~ egy relacid, és igy ekvivalenciarelacié P(X)-en

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossaga kisebb vagy egyenlé mint a B halmazé, ha létezik
f : A— B injekci6.

Ezt igy jeloljik: A = B vagy |A| < |B| vagy B = A vagy |B| > |A|.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szdmossaga kisebb mint a B halmazé, ha A =X B teljesiil, de
A ~ B nem.

Ezt igy jeloljik: A < B vagy |A| < |B| vagy B = A vagy |B| > |A|.

Tétel
Ha A és B halmazok tgy, hogy A # (), akkor a kévetkez8 &llitasok ekvivalnsek:
1. AZB;

2. dg : B — A sziirjekcio;
3.13CCc B:A~C.
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Megkonstrualhatéak a szamossagok, de mi nem konstrualjuk meg ezeket.
Tétel (Cantor-tétel)
Ha A egy tetszbleges halmaz, akkor A < P(A).

Kovetkezmény
Nincs legnagyobb szamossag.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel
Nincs olyan halmaz, aminek minden szamossag eleme.
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Tétel (Tarski-féle fixponttétel)

Egy X halmaz esetén egy ¢ : P(X) — P(X) monoton fiiggvénynek van fixpontja.

(¢ : P(X) — P(X) monoton azt jelenti, hogy AC B C X = ¢(A) C ¢(B).
Fixpont A C X halmazt jelent, amire o(A) = A.)

CSAK VAZLAT (PG)
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Axiéma (Kivalasztasi-axiéma)

Legyen [/ indexhalmaz, A; halmaz minden i € [ esetén, és X = UA;. Ekkor létezik f: | — X
iel

agy, hogy Vi € I: f(i) € A;. (kivalasztasi fliggvény)

Lemma (Zorn-lemma)

Legyen X parcialisan rendezett halmaz. Ha minden rendezett részhalmaza feliilrél korlatos,
akkor létezik maximalis eleme.

(Maximaélis elem olyan, aminél nincs nagyobb. (Mégsem feltétleniil maximum, mert lehet olyan
elem, ami nem dsszehasonlithatd vele.))
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Tétel

Ha o, B,y szamossagok, akkor

1.

a < « (mintha reflexiv lenne);

2. a < és P < «aesetén o = [ (mintha antiszimmetrikus lenne);
3.
4. o < B vagy B < «; (mintha dichotém lenne).

a < B és B <~ esetén o < 3 (mintha tranzitiv lenne);
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Megjegyzés
Szamossagok tetszbleges, nem (ires csaladjaban van legkisebb.

Kovetkezmény
Ha X egy halmaz, akkor < egy (linedris) rendezés, sét jélrendezés az A = {|A||A C X}
halmazon.
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(R, +, -, <) teljes rendezett test

Testaxiémak

(R, +,-) test, azaz
» nullelem: 30 eR:x+0=x (x €R);
» additiv inverz (y = —x): Vx €eR:3dy e R: x+y =0;
> + asszociativ: (x+y)+z=x+(y+2z) (x,y,z€R);
» + kommutativ: x+y=y+x (x,y €R);
> egységelem: 31 e R\ {0} : x1 =x (x € R);
» multiplikativ inverz (y = %) Vx e Ryx#0:JdyeR:xy =1,
» - asszociativ: (xy)z = x(yz) (x,y,z € R);
» . kommutativ: xy = yx (x,y € R);
>

- disztributiv +-ra: x(y +z) =xy +xz (x,y,z € R);

CSAK VAZLAT (PG)
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Testaxiomak

Néhany kovetkezmény

» Kivonds: x —y =x+(—y) (x,y € R);
1
> Osztis: = = x - = (x,y € R,y #0);
y y
Tetszoleges x, y,z € R esetén igazak a kovetkezok.

P x+z=y+z = x=y
> x0=0
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(R, +, -, <) rendezett test

< egy rendezés R-en Ggy, hogy a miiveletek és a rendezés kozott van kapcsolat:
» + monoton: x<y = x+z<y+z (x,y,z€R);
» . pozitiv monoton: x <y — xz<yz (x,y,z€R,0<2z),
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Rendezett test

Néhany kovetkezmény

Szigori monotonitas is adodik, nevezetesen
P x<y = x+z<y+z
> ha 0 <z, akkor x <y = xz < yz.
Tetszbleges x, y, z € R esetén igazak a kdvetkezok.
> z<0 = 0L -2
> z<0esetbn x <y = yz<xz
> 0<xx,0<1
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A rendezés teljessége

Dedekind-axiéma

Az R barmely nem lires, feliilrél korlatos részhalmazanak van pontos felsé korlatja.

Kovetkezmény

Az R barmely nem iires, alulrél korlatos részhalmazanak van pontos alsé korlatja.

Tétel (Dedekind-teljesség)
(R, +, -, <) az egyetlen teljes rendezett test (legalabbis izomorfia erejéig).
Vagyis, ha (S, +s, 's, <g) is teljes rendezett test, akkor létezik f : R — S bijekcié, ami miivelet
és rendezéstarté.
Ha x,y € R, akkor
> f(x+y)=f(x)+s f(y);
> f(x-y)=f(x)sf(y);
» ha x <y, akkor f(x) <s f(y).
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Az R egy bovitése.

Jol hasznalhaté lesz a kovetkezo.
Definicié
Az R U {00, —0o} halmazt bdvitett valés szdmok halmazanak hivjuk, és bevezetjiik ra a R
jelolést, azaz
R =RU {00, —0c0}.
A o0 és —oo szimbdélumok tehat nem szamokat jeldlnek. Erre a halmazra a miiveletek csak

részben terjeszthet6ek ki, ahogy ezt kés6bb alaposan fogjuk vizsgalni.
A < relaciét viszont egyszeriien kiterjeszthetjiik tigy, hogy ha x € R, akkor

—00 < x < 00.

Mi azonban csak korlatozottan fogjuk ezt hasznalni, vagyis ha példaul azt irjuk, hogy € > 0,
akkor € mindig csak (pozitiv) valés szamot jeldl.
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Tagabb értelemben vett szuprémum és infimum

Definicié

Ha A feliilrél nem korlatos, akkor azt mondjuk, hogy sup A = cc.

Ha A alulrél nem korlatos, akkor azt mondjuk, hogy inf A = —o0.

() korlatos, de nincs legkisebb felsé korlatja, se legnagyobb alsé korlatja, mivel minden valds
szam felsd korlat és alsé korlat is. Ezért azt mondjuk, hogy sup () = —oo és inf () = co.
Megjegyzés

Ertelmezésiink szerint tehat az R barmely részhalmazanak van szuprémuma és infimuma, csak
ezek nem mindig (valés) szdmok. Réviden, ha A C R, akkor Isup A,inf A € R. Példdul A C R
esetén sup A € R pontosan akkor, ha A # () és felilrdl korlatos. Bizonyos jegyzetek csak ekkor
értelmezik a szuprémumot, és mas esetekben tagabb értelemben vett szuprémumrél beszélnek.
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Intervallumok
Definicié

Ha a, b € R, akkor intervallumnak nevezziik a kovetkezé halmazokat, és bevezetjiik a
kovetkezo jeloléseket.

[a,b] = {x € Rla < x < b}

la, b = {x € Rla < x < b} mas jelolés: (a, b)
[a, b = {x € Rla< x < b} mas jelolés: [a, b)
la, b] = {x € Rla < x < b} mas jelolés: (a, b]

Ezek korlatos intervallumok. Az elsét zart, igy kompakt, a masodikat nyilt, a két utolsét pedig
félig nyilt intervallumnak nevezziik.

Tétel (Cantor-féle metszet-tulajdonsag)

Ha A C P(R) elemei nem iires, kompakt intervallumok gy, hogy C linedris rendezés A-n,
akkor

NA#0.
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Intervallumok

Definicid

Ha a € R, akkor intervallumnak nevezziik a kdvetkez6 halmazokat, és bevezetjiik a kovetkezo

jeloléseket.

Ja, 00 = {x € Rla < x}
[a,00] = {x € R]a < x}
| — o0, a] = {x € R|x < a}
| —o0,a] = {x € R|x < a}

] —o0,00[ =R

mas jeldlés:

mas jelolés

mas jelblés:
mas jelblés:

mas jelblés:

(a,00)
. [a,00)
(=00, a)
(=00, 4]

(—O0,00)

Ezek nem korlatos intervallumok. Az els6 és a harmadik nyilt, a masodik és negyedik zart, az

utolsé pedig egyszerre zart és nyilt is.

Szamok (33.-106.)—Nevezetes részhalmazok (40.-49.)
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Természetes szamok halmaza. Jele N.

Definicié

Az R legsziikebb olyan részhalmazat, amire
> 1cN;
» neN = n+1cN;

teljesiil természetes szamok halmazdnak nevezziik.

Az egyértelmiiség kedvéért az alabbi jeloléseket fogjuk hasznalni:

» Nem negativ egészek: Ng = {0,1,2,3,4,...};
» Pozitiv egészek: NT = {1,2,3,4,...};

Tétel

A definicié korrekt, azaz létezik legsziikebb ilyen halmaz.
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Tétel (Archimédeszi-tulajdonsag)

Minden a, b € R esetén, ha a > 0, akkor létezik n € NT amire
b < na.

Speciélisan a = 1 esetén kapjuk, hogy N feliilr6] nem korlatos.
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A definicié adja a rekurziv definicié lehetGségét.
Tétel (Rekurziv definicid)
Tegyiik fel, hogy szeretnénk definidlni egy f fiiggvényt, amire Doms = N.
» definialjuk f(1)-et;
» rekurzié: minden n € NT esetén definialt f(n) felhasznaldsaval definidljuk f(n+ 1)-et.
Ekkor az f(n) fiiggvény egyértelmiien definilt.
Definicié
Definialjuk a faktorilist tigy, hogy ! : Ng — NT és
> 0l=1
» (n+ 1) =n!-(n+1), ha neNy.
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Tétel (Teljes indukcid)
Tegylik fel, hogy egy n-tél fiiggd allitas
» igaz n =1 esetén;

» indukcios Iépés: ha igaz valamilyen n esetén, akkor n helyére n + l-et irva is igaz marad.

Ekkor az allitds minden n € NT esetén igaz.

Kovetkezmény

1. minNT = 1.
2. NT jélrendezett halmaz.
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Feladat
Mutassuk meg, hogy

142434 -+n=———, azaz

Zk—ﬂ
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Tétel (Bernoulli-egyenlétlenség)

Ha n € Nt és —1 < x akkor

1+ nx < (1+x)"

Egyenléség pontosan akkor, ha n =1, vagy x = 0.
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Tétel (Abel-féle szummaciés formula)

QoXo + Q1Xy + -+ QpXp =
= [(ao — al)Xo + (041 — Ozz)(Xo + X1) + (az — 043)(X0 + x1 + X2) + -+
+(an - an+1](X0 + 4+ X,,)] + anJrl(XO +
azaz

k n
Z (ouxi) = Z ((Oék — Qky1) ZXJ) + Qnt1 Z Xk

Jj=0 k=0

..._|_Xn)’
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Tétel (Mértani és szamtani kozép kozotti egyenlbtlenség)

Hane NT, és xq,...,x, € [0,00][, akkor

Egyenl6ség pontosan akkor, ha x1 = - - - = xp.
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Egész szamok halmaza. Jele Z

7Z={k € Rlk € N" vagy k =0vagy — k € N*},
azaz
Z={.,-3-2,-1,0123,...}.

Ez az R legsziikebb olyan additiv részcsoportja, ami tartalmazza az egységelemet, azaz a
legsziikebb olyan részhalmaz, aminek eleme 1, nem vezet ki belGle az 6sszeadas, és minden
elemnek van additiv inverze.

Ez utdbbi tulajdonsag kiilonbozteti meg N-t6l, és emiatt lehet korlatlanul elvégezni a kivonast.
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Raciondlis szamok halmaza. Jele Q

k
Q:{XER|3k€ZéSHGN+:X:;}.

Ez az R legsziikebb részteste, azaz a legsziikebb olyan részhalmaz, ami test.
Emiatt itt mar az osztast is majdnem korlatlanul el leget végezni. (0-val osztani semmit sem
lehet, barmi méassal, barmit eloszthatunk.)

Ez is rendezett test, igy R-et csak a rendezés teljessége kilonbozteti meg Q-tdl.

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)—Nevezetes részhalmazok (40.-49.)

48



Tétel

Q siirli R-ben a rendezés szerint, azaz barmely x,y € R, x < y esetén létezik z € Q dgy, hogy
x<z<y.
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Tétel

Q siirli R-ben a rendezés szerint, azaz barmely x,y € R, x < y esetén létezik z € Q dgy, hogy
x<z<y.
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Tétel
Ha n,m € Ny dgy, hogy n < m, akkor

{k e NT|k < n} < {k e NT|k < m}.

Definicié

Az X halmazt végesnek nevezziik, ha 3n € Ny : X ~ 7, ahol i = {k € NT|k < n}. Azt
mondjuk, hogy X szdmossaga n, azaz |X| = n. Ha X nem véges, akkor azt mondjuk, hogy
végtelen.

Ha X ~ N7, akkor azt mondjuk, hogy X megszamlalhatéan végtelen. llyenkor szdmossagara
az Ng jelolést haszndljuk. Tovabba, az X halmazt megszamlalhaténak nevezziik, ha véges vagy
megszamlalhatdan végtelen.

Ha X ~ P(NT), akkor azt mondjuk, hogy X szdmossaga kontinuum. Ezt igy jeléljik: |X| = ¢

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)-Szamhalmazok szdmossaga (50.-53.) 50



Tétel

e

X halmaz esetén a kévetkezé allitasok ekvivalensek.

. X véges;

. barmely Y valédi részhalmazara Y < X.

nincs végtelen részhalmaza;

1
2
3. nincs megszamlalhatéan végtelen részhalmaza;
4

Szamok (33.-106.)-Szamhalmazok szdmossaga (50.-53.)
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Tétel

Ro = |N*| = |Z| = |Q|

c=R=C

Ha | C R intervallum, akkor |I| € {0,1,c}.
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Véges halmaz maximuma és minimuma

Tétel

Ha () # A C R véges, akkor van maximuma és minimuma is.
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Hatvanyozas

Nem negativ egész kitevo

Definicié
Az alabbi rekurziéval értelmezziik egy tetszdleges x € R olyan hatvanyait, ahol a kitevé nem
negativ egész szam.

xozl7

és ha mar x"-t értelmeztik valamely n € Ny esetén, akkor
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Abrazolas

[y
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Abrazolas

[R
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Abrazolas
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Abrazolas
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Tétel
Ha n,m e Ny és x € R, akkor

Kovetkezmény

Ha n,m e Ny és x € R, akkor
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Tétel
Ha0 < x <y ésne N, akkor

0<x"<y",

Kovetkezmény

Ha0 < x,y, n€ NT és x" = y", akkor x = y.

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)-Hatvanyozas (54.-68.)

56



Tétel
Ha n € NT, és a, b € R, akkor

a"—b"=(a—b) (a”_l +a"2b+a"3h? - 4 ab" 2 + b”_l) .

Utmutatas.
Egyszerli szamolas. O

Kovetkezmény
Hane Nt, és0< b < a, akkor

(a— b)nb" 1 < a" — b" < (a— b)na""L.
Egyenléség pontosan akkor, ha n =1 vagy a = b.

Utmutatas.
b1 < akpn—1mk < 3771 adja az allitast. O
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Hatvanyozas

Egész kitevo

Definicié
Az aldbbi médon értelmezziik a negativ egész kitevojl hatvanyokat. Ha n € Z, n < 0 és
x # 0, akkor

Megjegyzés
A 0 negativ kitevojl hatvanyait nem értelmezziik.
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Abrazolas
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Abrazolas
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Tétel
Han,meZ és x € R\ {0}, akkor

Kovetkezmény
Ha n,m e Z és x € R\ {0}, akkor

Szamok (33.-106.)—Hatvanyozas (54.-68.)

CSAK VAZLAT (PG)

59



Tétel
Ha0 < x <y ésne N, akkor

O<y "<x

—n
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Gyokvonas

Tétel
Ha x > 0 és n € N*, akkor létezik pontosan egy olyan y > 0, amire

y'=x.

Definicié
Ha x >0, és n € N, akkor az egyetlen olyan y > 0 szamot, melyre y"” = x az x szdm n-edik
gyokének hivjuk, és alkalmazzuk az

v/x
jelolést.

Ha n paratlan, akkor negativ x-nek is értelmezziik n-edik gyokét, a kovetkezbképpen.

Jx ==
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Abrazolas
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Tétel
HaneNt, keZ és x>0, akkor

Kovetkezmény

Ha n,m € Nt és x > 0, akkor

Vxk = (v/x)".

05 = V.
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Tétel
Ha 0 < x <y ésn¢cNT, akkor

Ha n paratlan, akkor 0 < x elhagyhaté.
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Hatvanyozas

Racionalis

Definicié

Legyen x > 0 és g € Q! Ekkor azt mondjuk, hogy
x9 = W,

ahol k € Z és n € NT (gy, hogy q = %

llyen k és n létezik a Q definicidja miatt. Ugyan ezeket g nem hatarozza meg egyértelmiien,
de megmutathatd, hogy x9 nem fligg ezek valasztasatdl.

Tétel
kK 1 n m
Hax>0,k,/€Zésn,m€N+Ligy,hogyE:E,akkor\/X = VxI.
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Abrazolas

X2 X1
X1/2
] 1
1
e 1
1 X
|
[
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Konnyen ellendrizhet6 a kovetkezé.

Tétel ((297))

A nem negativ egész kitevdjii hatvanyozasnak ez az egyetlen olyan kiterjesztése racionalis
kitevékre, hogy minden x > 0 és q,r € Q esetén igaz maradjon az

X9t = x9x"
azonossag.

Kovetkezmény ((297))
Ha x >0 és q,r € Q, akkor

(x9)" = x9".
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Sziikségiink lesz a kovetkezdkre.
A hatvanyozads monotonitasa.

Tétel ((319))

HaO0 < x <yésqeQ, akkor
g >0 esetén 0 < x9 < y9,
g=0esetén 1=x9=y9,
g <0 esetén x9>y9>0.
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Definicio
Ha x > 1 és p € R, akkor

xP =sup{x?9€RlgeQ:q<p}.

e (2)

Most is igaz a hatvanyozas monotonitasa.

Tétel ((319))
HaO < x <y éspeR, akkor

Ha 0 < x <1éspeR, akkor

p>0esetén 0 < xP < yP,
p=0esetén 1= xP =yP,
p < 0 esetén xP > yP > 0.

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)—Hatvanyozas (54.-68.) 67



Rendezés teljesége

Tétel

Egy rendezett test pontosan akkor teljes (azaz pontosan akkor teljesiil a Dedekind-axiéma), ha
teljesiil a Cantor-féle metszet-tulajdonsag és az Archimédeszi-tulajdonsag.

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)—Hatvanyozas (54.-68.) 68



Definicié

Ha k,n € Ny Ggy, hogy k < n, akkor definialjuk a binomialis egylitthatot a kovetkezoképpen.

n n!
(k) " kI(n— k)!

k
" N4
0 1 X1
1 1 1 )2(
2 12 /71 X3

Pascal-hdromszég 3 1 3 3 1}4
4 1.4,/ 6 /4 1}6
5| 175 710 710/75 71 )6(
61 6 715,720,715 6 /1
\

Tétel
Ha k,n € Ny dgy, hogy k < n, akkor (}) + (kfrl) = (Zﬁ)
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Tétel (Binomialis tétel)
n
n
x,yGR,nGNO:(X+y)”:Z xkyn=k
k=0
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Abszollt érték
Definicid
Az x valds szam abszol(t értékén

X, ha x > 0,
—x, hax<0

nem negativ szdmot értjik.

Tétel

|x| = max{x, —x}
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Megjegyzés
Ha x € R, akkor x < |x| és —x < |x|, tovabba |xy| = |x| - |y|.
Tétel (Haromszog-egyenlétlenség)

Tetszéleges x és y valés szamok esetén

Ix +y| < |x]+ |y

Kovetkezmény
Ha n € NT, akkor
X1+ A Xn| < Pxa| A x|
Tovabba,
x| = Iyl < Ix—yl, sét [Ix| = Iyl < Ix—yl.
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Tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség)
Han &€ Nt x1,y1,...,Xn, ¥n € R, akkor

n 2 n n
(Z Xi}’i) <D FD v
i=1 i

Egyenléség pontosan akkor, ha 3t € R : (x1,...,x) = t(y1, ..

(Y1,---,¥n) = t(x1,. .., Xxn)

-+ Yn), vagy
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Tétel (Minkovszki-egyenl&tlenség)
Legyen n € N, x1,y1,...,Xn, yn € R. Ekkor
n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z(Xi + yi)2> < (Z X,-2> + (Z yi2>
i=1 j j

Egyenl6ség pontosan akkor, ha 3t € R : (x1,...,%n) = t(y1,...,¥n), vagy
V1, Yn) = t(X1y . .0y Xn)
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Tétel
Ha x € R és n € N*T dgy, hogy —x < n, akkor

n n+1
E5
n n+1

Kovetkezmény
Ha x € R és n, k € N* (gy, hogy —x < n < k, akkor

(1+2)"= (1+3)"
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Tétel
Legyen r,s € Q\ {0} dgy, hogy r < 's. Ha x > 0, akkor

x"—1 x5-1
< .

r S

Egyenlség pontosan akkor, ha x = 1.
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Tétel (Altalanositott Bernoulli-egyenlétlenség (392))
Haa € Q és x > —1, akkor
1. o> 1 esetén (1+ x)* > 1+ ax (egyenlbség pontosan akkor ha x = 0).

2. a=0vagy a=1esetén (1 +x)* =1+ ax.
3. 0<a<lesetén (14 x)* <1+ ax (egyenléség pontosan akkor ha x =0).
4

. a<0esetén (14 x)* > 14 ax (egyenlbség pontosan akkor ha x = 0).

Kovetkezmény (Klasszikus Bernoulli-egyenlétlenség)
Ha ne Nt és x > —1, akkor

(1+x)">1+ nx.
Egyenl6ség pontosan akkor, ha n =1, vagy x = 0.
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Definicié

Legyen n € NT, xq,...,x, > 0és p€ Q. Az xq,...,x, szdmok p-edik hatvanykozépértékének
nevezzik az

nXl.....Xn’ hap:O’

Max{Xx1,...,Xn}, ha p =0

Mp(x1, ..., xn) = min{xy,...,Xn}, hap=-c
1
(xf%-“-—i-xr?)p .
——— | , maskor
n

szamot.
Hasznaljuk a révidebb M, jel6lést.

Tétel
Hane Nt x,...,x,>0,p,q € Q dgy, hogy p < q, akkor
Mp(x1,. .., Xxn) < Mg(x1, ..., Xn).

Egyenléség pontosan akkor, ha x; = - - = Xxp.
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Definicié

Legyen n € NT, x1,...,x, >0, p€Qés wy,...,w, >0 dgy, hogy wi +---+w, = 1. Az

X1,...,Xn szamok p-edik stlyozott hatvanykozépértékének nevezziik az
X]‘-A/l...-.xr‘;‘/"7 hap:o7
max{xi, ..., Xn}, ha p= 0
Mp,wycooown (X153 Xn) =
min{xy,...,Xn}, ha p=—o0
l 7
(wax} + -+ wpxh )P,  maskor
szamot.

Tétel ((393))

Hanec Nt xq,...,x, >0,wy,...,w, >0,p,q € Q dgy, hogy wi,...,w, € Q,
wi—+ -4+ w,=16é p<q, akkor

Mp,wl,...,wn(xla cee aXn) < Mq,wl,...,wn(xla ce aXn)-

Egyenl6ség pontosan akkor, ha x3 = - -+ = x,.
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Tétel (Holder-egyenlStlenség (394))
Hane NV xi,y1,..., X0, yn > 0, €]0, 1[NQ, akkor

n n (&3 n 1
ina)/il_a < (Z Xi) (Z y;)
i=1 i=1 i=1

Egyenléség pontosan akkor, ha 3t € R : (x1,...,x5) = t(y1,...

(V1,---5¥n) = t(x1,. .., Xn)-

—Q

,¥n), vagy
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Masodfoku egyenlet

a#0 ax?+bx+c = 0 /:a
b
x2—|——x—|—E = 0
a a
b\?> b ¢ D
(xt5) 4ty = O [+ a2
D
2 _
oS am W
b D b —b++Vb?—4ac
X1 = _—— = —_— =
L= 75, 422 2a 2a
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Harmadfok( egyenlet

a#£0: a3+ bx>+ox+d =
Bl 4
a a a
(X+b>3+ c_ b (X+b>+d+2b3_bc _
3a a 3a2 3a a 27a% 332
——rv —_—— ————
y P y q

y3 + py + g = 0 egy megoldasa a Cardano képlet szerint

L q>2 (p)3 ) q (q)2 (p>3
X1‘|‘3a—}/1—$ 2+ (2 + 3 + > > + 3)
Feladat

x3—6x+4=0
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Komplex szamok halmaza. Jele C.

Definicié
Legyen C = R? és z; = (x1,y1) és z0 = (X2, y2) jelolésekkel legyen

+c : C? — C gy, hogy (z1,22) — z1 +¢ 22 = (x1 + X2, y1 + ¥2);

.¢ : C* — C gy, hogy (21,22) — 71 ¢ 22 = (12 — y1y2, X1y2 + Xoy1);
+c és -c helyett a révid + és - jeloléseket hasznaljuk.
Ekkor C halmazt a komplex szdmok halmazanak, a (C, +,-) hadrmast a komplex szdmok
testének nevezziik.
A C U {oo} halmazt bdvitett komplex szdmok halmazénak hivjuk, és bevezetjiik rd a C jelélést
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R-et azonositjuk R x {0}-val, igy R ~ R x {0} C C. (x € R esetén a megfeleltetés
x ~ (x,0) € C)
Ekkor (1,0) = 1 a valds egység, és + = (0,1) a képzetes egység. Vegyiik észre, hogy

?=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-141-0) = (-1,0) = —1.

L

b
-
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A z = (x,y) komplex szdm esetén:

>
>
>

valés rész: Rez = x € R;
képzetes rész: Imz =y € R;
abszolat érték: |z| = /x2 + y2 > 0;
arccos ((Re z)/|z]), ha 0 < Imz;
argumentum: argz =
—arccos ((Rez)/|z[), ha Imz <0;
konjugdlt: Z = (x, —y);
mz=y|----------------—- z
2 1
arg z 1
Rez = x
[ V4
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A z komplex szam algebrai alakja
z=1Rez+1lmz=Rez+1Imz.
Ha z = (x, y), akkor algebrai alakban
Z=X-+1y.

Ebben az alakban a miiveletek egyszerlibben megjegyezhetdek. Ha z; = x1 + 1y és
zy = xp + 1y, akkor

721+ 2= (x1+w1)+ (x2+w) = (1 +x)+1(y1+ y);

Z2}’1}/2
A~
7120 = (x1 4+ wy1) (X2 + 1y2) = x1x0 + X102 + 1y1X0 + Wy11ys =

= (x1x2 — y1y2) +u(x1y2 + y1x2);

Egyszerli szamolassal z = x 4 1y esetén

77 = (x +1y)(x —1y) = x> +ayx — xay —12y? = x> + y? = |z,
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Tétel
(C,+,-) test. (33)

Bizonyitas vazlat.
» nullelem: 0 = (0,0) = 0+ :0;
» z = x + 1y additiv inverze: —z = —x +1(—y);
> egységelem: 1 =(1,0) =1+0;
» z = x +1y # 0 multiplikativ inverze:

1z _ 2z x oy

Z_Z?ZW_xz—i—)ﬂ—i_ZxZ—i—yz;

Az 6sszeadas és szorzas asszociativitasa, kommutativitasa, és a szorzas 6sszeadasra vonatkozé
disztributivitdsa egyszerii szdmolas. O
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Feladat

Legyen 71=V34+1észp=1—1

>

V Vv VvVYvVYyVvYVYyYVYYy

Re21 =7
Imz, =7
V3z =7

71 ="?

71+ 27z =7
z1—2p =7
|z1| =
argzp =7
7120 =7

2L,

22
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Konnyen belathatéak a kovetkezok.
Tétel (alapmiiveletek kapcsolata a konjugalttal és az abszoldtértékkel)

Ha z1,z0 € C és osztasnal a nevezé nem nulla, akkor
>

nnTn=z21+2, (2120) = 21 - 2, z21/20 =71/ 2.

21| = |zl |z122| = |z1] - | z2] |21/ 22| = |21/ |2|.
» haromszég-egyenlbtlenség
|21 + 22| < |z1] + | 22|,
illetve ha n € NT, akkor
|z1 4+ + zp| < |za| + - + |znl-
Tovabba,

a| -z <z -2zl  s6t |z |zl <]z - 2|
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 7 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z11- z, s6t arg(e - z)
v- 2| = |z].

=argz + 90°, és

~
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z11- z, sét arg(s - z) = arg z + 90°, és
2] = |2].

+
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z11- z, sét arg(s - z) = arg z + 90°, és

o2 =

|2].

B

+

Szamok (33.-
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z11- z, sét arg(s - z) = arg z + 90°, és
2] = |2].

+
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 2 - z = x1 + y1? = —y + x1, azaz z11- z, sét arg(s - z) = arg z + 90°, és
2] = |2].

+
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Trigonometriai alak

Ha z = x 4+ y1, akkor 2 - z
12| = |2].

=x14+ y1® = —y +x1, azaz z 11 - z, s6t arg(s- z) = arg z + 90°, és

+
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Trigonometriai alak

Ha z = x + y1, akkor 1+ z = x1 + y12 = —y + x1, azaz z 11 z, s6t arg(z- z) = arg z + 90°, és
[0- 2] = |z].

~
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Legyenek w és z = x + y1 tetszbleges komplex szamok, és legyen ¢ = arg z!

A

z=1-z

i

w-z| = |w| - 2]

~

és arg(w - z) = argw + arg z.

Szamok (33.-106.)—Komplex szdmok (81.-99.)
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Legyenek w és z = x + y1 tetszbleges komplex szamok, és legyen ¢ = arg z!

w-z| = |w| - 2]

z=1-z
+ yi
2w 19
N ;
/
és arg(w - z) = argw + arg z.
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A z = x + y1 komplex szdm esetén legyen r = |z| és ¢ = arg z!

A

Imz=yl|------------------ 2
r |
¢ 1
— iX:i?ez:Re?
~d
Imz=—y[---------ccoc2 > ‘?

Leolvashaté a z komplex szam trigonometriai alakja.

z = r(cos ¢ + 1sin p) Z = r(cos —¢ + 1sin —p)
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Az el6zbek szerint

ri(cos p1 + 2sin 1) - r(cos w2 + 1sin ) =
= rin(cos(p1 + ¢2) +1sin(p1 + ¢2)).
Innen, ha r # 0( <= z # 0), akkor
r(cos ¢ + 2sin ) - %(cos —p+asin—p) =
= ;(COS(sO — @) +sin(p —¢)) =1,

azaz
1 1

r(cos ¢ + 2sin ) - ;(cos —p+asin=g),

és igy
ri(cospr +1sinp1) n

r2(COS ©2 + 2sin g02) = E(COS(SO]. - 902) + Zsln(QO]_ — @2))

CSAK VAZLAT (PG)
Szamok (33.-106.)—Komplex szdmok (81.-99.) 93



Trigonometriai alakban konnyen elvégezhet6 a hatvanyozas.

[r(cos ¢ + 2sin p)]" = r"(cos np + 1sin ny) (ne NT)

Valéjaban, ha r # 0, akkor ez n € Z esetén is igaz.

n € N7t esetén értelmezziik a komplex n-edik gydkvonast. Ha z # 0, akkor n kiilénbéz6 olyan
w € C van, amire w" = z. Ezeket hivjuk a z n-edik komplex gyokeinek.

k360° k360°
{/r(cosg@%—zsing&) =/r <cos<'0+n360 +2sin <p+n360>

(k=0,...,n—1)
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Osszefoglalva.

Tétel (alapmiveletek, hatvanyozas, gyokvonas és konjugalas kapcsolata az
argumentummal)

Ha z1,20,z € C és n € NT, akkor

>
arg(z1z2) = arg z; + arg zo,
és ha zp # 0, akkor
arg(z1/z) = arg z; — arg z».
>
argz" = nargz, arg V/z = M.
| 2

argz = —argz
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° k360°
V1 =z, =cos 3;30 + 2sin 3,?0 (k=0,...,n—1)

W
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°
+

n
V1 =z, = cos 1sin

n=1:
v/1 = cos0-360° + 2sin 0 - 360°
zp=1

20

W
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°
+

n
V1 =z, = cos 1sin

n=2:
V1 = cos k180° + 2 sin k180°
201 = %1

z1 2y

W
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°
+

V1 =z = cos vsin (k=0,...,n—1)
4
n=3:
V/1 = cos k120° + ¢ sin k120° 2
zo=1, >
1, V3
2172 = —§ + 7Z
22
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°
+

V1 =z = cos vsin (k=0,...,n—1)
7
n=4:
V1 = cos k90° + 2 sin k90° 2 20
20,2 = :E]., ’
Z13 = +1
z3
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k
V1 =z, = cos

n=>5:
v/1 = cos k72° + 1sin k72°
20 =1,

} _\/5—1jE 5+\£Z

1,4_ 4 8 1
1+V5 5—+5

22732— 2 + 8

. k360°
1sin

22

21

20

W

Z3

Zy
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Mint minden 0-tél kiilonb6zé komplex szdmnak, az 1-nek is n kiildnb6z6 n-edik gydke van.
Ezeket hivjuk n-edik komplex egységgyokoknek.

k360° . k360°
+

V1 =z = cos vsin (k=0,...,n—1)
7 7]
n==06:
/1 = cos k60° + 2 sin k60°
z3 20
7p3 = *1, >
1 V3
SR
Z1,2,4,5 5 5 ?
Z4 Z5
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Feladat

Legyen z =

74 =7

Ve + V2
— !

3 ¢

W
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Feladat
Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

N
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Feladat
Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

%

o)
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Feladat
Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

NN

2
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Feladat
Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

W

)
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Feladat
Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

S

o)

Szamok (33.-106.)—Komplex szdmok (81.-99.)

CSAK VAZLAT (PG)
98



Feladat

Legyen z = 4 — 49!

¥z =7

flan)
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Feladat
Legyen z; = 2/3(cos45° + 15in 45°) és
7 = /3(cos 75° + 15in 75°)!

z
Adjuk meg z12; és - algebrai alakjat!
z

Z1

W

Szamok (33.-106.)—Komplex szdmok (81.-99.)
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Feladat

Legyen z; = 2v/3(cos 45° + 15in 45°) és

7y = /3(cos 75° + 45in 75°)!

Adjuk meg z1z, és 2 algebrai alakjat!
2
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Feladat

Legyen z; = 2v/3(cos45° + 15in 45°) és

7y = /3(cos 75° + 15in 75°)!

Adjuk meg z1z, és 2 algebrai alakjat!
22

2122

71/ 2

Szdmok (33.-106.)-Komplex szamok (81.-99.)
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Polinom, azaz raciondlis egész fliggvény

Definicié
Ha k € NT, és ag, a1, ..., ax € C tgy, hogy ax # 0, akkor a
p(z):akzk+-~-+alz+ao

fuggvényt k-adfoki (komplex egyiitthatés) polinomnak nevezziik, mig ag, a1, ..., ax-t a
polinom egylitthatdinak, ax-t a féegyiitthatonak hivjuk.
A konstans fliggvényeket 0-adfoki polinomnak nevezziik.

Polinomnak vagy racionélis egész fiiggvénynek neveziink egy fliggvényt, ha k-adfokd polinom
valamely k € Ny esetén.

A p(z) polinom gyokének nevezziik a zérushelyeit, azaz azon z € C szdmokat, melyekre
p(z) = 0.
A p(z) k-adfokl polinom fokszaméat deg p(z)-vel jeldljik, azaz

degp(z) = k.

Ha az egyiitthaték valds szamok, akkor a polinomot valds egylitthatds polinomnak is nevezziik.
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Szamok (33.-106.)—Polinomok (100.-106.) 100



Tétel

Ha p(z) és o(z) tetszéleges polinomok tigy, hogy dego(z) > 1, akkor egyértelmiien létezik
olyan h(z) és m(z) polinom, melyekre

p(z) =o(z) - h(z)+ m(z) és degm(z) < dego(z).

Utmutatas.
Polinomosztassal megkonstrualjuk a h(z) és m(z) polinomokat. O

Feladat

> (42° +32% — 23 +z) : (223 —1) =7
> (42° +32% — 23+ 822 +62—-2): (223 +4) =7

Definicié

Ha m(z) = 0, akkor azt mondjuk, hogy p(z) oszthaté o(z)-vel, vagy o(z) osztéja p(z)-nek.
Ha még 1 < dego(z) < deg p(z), akkor azt is mondjuk, hogy o(z) valédi osztdja p(z)-nek.
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Definicid

Egy legaldbb els6fokil polinomot irreducibilis polinomnak neveziink, ha nincs valédi osztéja.

Tétel

Minden legalabb elséfokii polinom egyértelmiien felbomlik irreducibilis polinomok szorzatara.

Megjegyzés
Az egyértelmiiség konstans szorzdtdl és sorrendtdl eltekintve értendd. Példaul

422 —4=4(z-1)(z+1) = (22— 2)(2z +2) = (4z + 4)(z - 1).
A tétel barmely szamtest (R vagy C) felett igaz. Valds esetben példaul
X —1=(x>-1)(x*+1) = (x—1)(x+1)(x>+1),
de a komplex szamtest felett

A —1=(z-1)(z+1)(z—2)(z+2).
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Tétel (Algebra alaptétele)

Egy p(z) legalabb elséfokd, komplex egyiitthatés polinomnak mindig van komplex gydke.

Kovetkezmény

A komplex szamtest felett pontosan az els6fokii polinomok irreducibilisek.
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Definicié

Ha a p(z) polinomnak z; gyoke, akkor a (z — z1) polinomot gyoktényezének nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a z; gyok multiplicitisa az a k € Nt, melyre (z — z;)¥ osztéja a
polinomnak, de (z — z)¥*! mar nem az.

Kovetkezmény

Egy p(z) k-adfokd (nem azonosan nulla) polinomnak pontosan k darab komplex gydke van,
multiplicitassal szamolva, azaz létezik z1,zy, . ..,z € C dgy, hogy

p(z) =ak(z—z)(z—2z2)...(z — z),

ahol ay a polinom féegyiitthatdja.
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Feladat

Hatéarozzuk meg a p(z) polinom gyokeit, ahol

p(z) =2 — (2+4)z — 3+ 2.
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Kovetkezmény (Algebra alaptétele valds valtozat)

A valés szamtest felett pontosan az els6fokd és a negativ diszkrimnanst masodfoki polinomok
az irreducibilisek.
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Valds szamsorozatok

Definicié
Egy x : Nt — R fliggvényt valds szdmsorozatnak (réviden sorozatnak) neveziink. Egy

tetsz8leges n € NT esetén az x(n) jelolés helyett az x, jelélést hasznéljuk, és azt mondjuk,
hogy x, a sorozat n-edik eleme.

Ha egyszerre tobb sorozatrdl beszéliink, akkor csak az egyiket jelolhetjik x-el, a tobbit y, z
betiikkel. Szokasos még az a, b, satobbi betiik hasznalata is.

Lattuk, hogy x, az x sorozat n-edik elemét jeldli, de ha ez nem okoz félreértést, az egész
sorozatot is jelolheti. Formalisan preciz, de van akinek zavaré lehet, ha a sorozatra csak az x
jelolést hasznaljuk. Végil nem félreérthetd, és senkinek sem zavard, de koriilményes jelolés
(Xn)' vagy (Xn)gozl'

Néha a sorozat értelmezési tartomanya Ng, maskor {2,3,4,...}. Ezt nem mindig jelezziik
kiilon.
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Sorozat szemléltetése

Egy sorozat els6é néhany eleme sosem hatdrozza meg a sorozatot, de j6l szemléltetheti azt.

Példa
Ha x, = n és , akkor ezt a kovetkez6 mddokon szemléltethet;jiik.
x:1,2,3,4,5,6,...;
9/\ o
8 °
7 °
3) °
5 °
4 °
3 °
2 °
1t e
123456789 ’

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)—

108



Sorozat korlatossaga

Definicié (emlékeztets (18), (22), (39))

Azt mondjuk, hogy az x, sorozat alulrdl korlatos, feliilrél korlatos, illetve korlatos, ha
értékkészlete rendre alulrdl korlatos, feliilrdl korlatos, illetve korlatos. (18)

Az x, szuprémumanak illetve infimumanak és ha létezik maximumanak illetve minimumanak
hivjuk rendre az értékkészlet szuprémumat illetve infimumat és maximumat illetve minimumat.

[ J
7 [ ]
Tétel °
Az xp, sorozat pontosan akkor korlatos, ha °
JK eR:VneN': x| < K. H

W
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Sorozat monotonitasa

Definici6é (emlékeztet (23))

Azt mondjuk, hogy az x, sorozat

monoton n6vo, ha x, < Xp41;
szigorian monoton noévo, ha x, < Xp41;
monoton csokkend, ha x, > xpy1;

szigorian monoton csokkend, ha x, > Xp41;

minden n € NT esetén.

Megjegyzés
Ez ekvivalens a korabbi definiciéval (23).

0 2
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Sorozat hatarértéke 1.

Definicié

Azt mondjuk, hogy az x, sorozat konvergens és hatarértéke a € R, ha

Ve>0:ANER: N<neNT = |x,—a|<e.

Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy x, tart vagy konvergal a-hoz, és igy jeloljiik:
limx, = a vagy nIl_)rr;O Xp, = a vagy Xp — a.

Az N szdmot az ¢ pozitiv szdmhoz tartozé kiiszobnek nevezziik.

Megjegyzés

Az N kiiszéb fugghet e-tél. Ezt néha jeldljik is: N(g). Megkovetelhetjik, hogy N természetes
szam legyen. llyenkor kiiszobindexnek is nevezziik.

Tétel
lim x, = a pontosan akkor, ha

Ve>0:INeNt:N<neNt = |x,—a| <e
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Sorozat hatarértéke 1.

Kiegészités

Megjegyzés

Az |x, — a| < € egyenl6tlenség, az |.| jel miatt valdjaban két egyenl6tlenséget jelent,
nevezetesen

a—e<xp<a+e.
Mésképpen, elég nagy indexre
Xp €la—e,a+¢].

Jél 1athaté (a definiciébdl is), hogy € minél kisebb, az egyenlStlenség annal erésebb, vagyis
igazadbdl a kicsi € esetén érdekes az allitas.
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3
Az el6z06 példaban szerepld y, = % hatarértéke 0. Ugyanis ha € > 0, akkor N = — € R j6 lesz
€

kiiszobnek. Ha 3 = N < n e Nt, akkor
5

3 3
—0‘:<5.
n n

lyn— 0] =
Fontos, hogy minden pozitiv ¢ esetén kell talalnunk kiiszobot. Sosem elég egy-két nagyon
kicsihez. Szemléltetésként azonban elmondhaté példaul, hogy € = 0.1 valasztashoz az

3
N = 01 = 30 megfelel6 kiiszob, vagyis n > 30 index esetén

0-01=-01<y,<01=0+0.1.

Ha ¢ = 0.0000001, akkor N = 30000000 egy jé kiiszéb, vagyis harommilliénal nagyobb index
esetén

0 — 0.0000001 = —0.0000001 < y, < 0.0000001 = 0 + 0.0000001.
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n
4/\
3je
2
°
1 e.
o
..°"'00ocuoounooo»ooouuooo
5 10 15 20 25 30 35
0L * * ° e o o o

25 26 27 28 29 30 31 32
-0.1
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Sorozat hatarértéke 2.

Definicié
Ha az x, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az x, sorozat hatarértéke oo, ha

VKeR:INeR:N<neN" = x,> K.
llletve, azt mondjuk, hogy az x, sorozat hatarértéke —oo, ha
VKeR:ANeR:N<neNt = x, < K.

Ezeket rendre Ggy is mondhatjuk, hogy x, tart vagy divergdl oo-hez illetve —oo-hez, és igy
jeloljik:
limx, = oo vagy lim x, = oo vagy Xp — 00,
n—o0
illetve
lim x, = —o0 vagy lim x, = —o0 vagy Xp — —00.
n—o00

Az N szamot a K szamhoz tartozé kiiszobnek nevezzik.
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Sorozat hatarértéke 2.

Kiegészités

Az N kiiszéb most is fligghet K-tdl. Ezt is szokas jeldlni, ilyenkor N(K)-t irunk.
xn > K masképpen azt jelenti, hogy x, €]K,o0[. x, < K pedig azt, hogy x, €] — oo, K|.
Ebbdl, és a definiciébdl is latszik, hogy oco-hez tartd sorozat esetén minél nagyobb K, annél

nehezebb kiiszobot taldlni. —oo-hez tartd sorozat esetén pedig minél kisebb K-hoz, de ez most
negativ, nagy abszolltértékit jelent.

Tétel
lim x, = oo pontosan akkor, ha

VKeR:INeNt:N<neN" = x, > K.

lim x, = —oo pontosan akkor, ha

VKeR:INeNt:N<neN" = x, < K.
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Az el6z6 példaban szerepl6 x, = n sorozat hatarértéke co. Ugyanis N = K mindig jé lesz

kluszobnek.

N
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Feladat
Vizsgéljuk az

2n—1
X, = ————
" n+1
sorozatot!
2/\
A sorozat els6 elemei: o **
1
0.5,1,1.25,1.4,15,.... o
12345°
Sejtésiink:

P szigorllan monoton novo;

» minx, = inf x, = 0.5 és sup x, = 2, azaz alulrél korlatos, és a pontos alsé korlatot
felveszi, tovabba feliilrdl is korlatos, de a pontos felsé korlatot nem veszi fel;

» lim x, = 2, azaz konvergens.
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Feladat
Vizsgaljuk az

—2n% —6n+2
Xn — ——"""-—7"—
" n+1
sorozatot!
A+ 1 2345
A sorozat els6 elemei: °
-5
-3,-6,-8.5,-10.8,-13,.... ?
[
-10 ',
[ ]
Sejtésiink:
» szigoriian monoton csokkend;
> max x, = supx, = —3 és inf x, = —o0, azaz alulrél nem korlatos, tovabba fellilrdl

korlatos és fel is veszi a pontos fels6 korlatot;

» lim x, = —oo, tehat divergens.
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Feladat
Mutassuk meg, hogy
2n? +1
2n® — 3n4 -
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Feladat

Mutassuk meg, hogy
2n? +1
2n® — 3n*

N(g) = max {2, \3/%} fgy N(0.5)=2, és N(0.05) = /60

— 0!

1 S 1 S
[ ] [ ]
0 [ ] v 1 > 0 ( ] P’y 3
1 2 3 . 5 1 2 3 4 5
-3 -3

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Korlatossag, monotonités, hatarérték (109.-130.)

120



Feladat
Vizsgéljuk az

sorozatot!

A sorozat els6 elemei:

_17 17 _17 17 _]-7 ]-7

-1

Definicié

PRI

xp = (—=1)"

)
O

A 4

_ o

Ha x, sorozat (igy, hogy minden n € Nt esetén

XpXpy1 <0

teljesiil, akkor jelvalté vagy alternalé sorozatnak nevezziik.
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Hogy egyszerre tudjunk beszéIni végtelen és véges hatarértékrdl bevezetjiilk a gdmbkornyezet
fogalmat.

Definicié
Az a € R gombkornyezetének hivjuk a kovetkezo intervallumokat, ahol € > 0 tetszéleges.
la—e,a+¢|
oo egy gombkornyezetének hivjuk a kdvetkezo intervallumokat, ahol K € R tetszbleges.
1K, o0
oo egy gombkornyezetének hivjuk a kévetkezd intervallumokat, ahol K € R tetszbleges.
] — o0, K]

Ha a € R és € > 0, akkor bevezetjiik a kdvetkezé jeldlést.
la—e,a+e[, haaeR
B.(a) = %,oo[, haa=o0

] — oo, -1, haa=—oc0
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Ez alapjan azt mondhatjuk, hogy
Xp — a € R

pontosan akkor, ha a barmely / gdmbkornyezetéhez létezik N € R kiiszob, melyre
n>N esetén Xn € 1,

azaz
Ve>0:3INeNT:N<neN' = x, € B.(a).
Masképp
Xn =+ acR
pontosan akkor, ha a barmely kornyezete tartalmazza a sorozat Osszes elemét, véges sok
kivételével.
Ez jol mutatja, hogy véges sok tag elhagyadsa, megvaltoztatasa, vagy véges sok (j tag

hozzavétele, nem véltozat azon, hogy a sorozat konvergens-e, és ha létezik, a hatarértékét sem
valtoztatja meg.
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Tétel

Ha a és b kiilénb6z8 bévitett valés szamok, azaz a, b € R dgy, hogy a # b, akkor léteznek
diszjunkt Iy és |, kérnyezeteik.
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Tétel (A hatarérték egyértelmii)

Halimx, =a€R, éslimx, = b € R, akkor a = b.
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Definicié
Ha x, — 0, akkor azt mondjuk, hogy x, nullsorozat.

A nullsorozatokra néha egyszeriibbek a bizonyitdsok mint altaldban konvergens sorozatokra.
Kozben fogjuk latni, a € R esetén x, — a pontosan akkor, ha (x, — a) nullsorozat, hiszen
mindketté azt jelenti definicié szerint, hogy |x, — a| kicsi, ha n elég nagy.

Lattuk példaul, hogy

2n—1
d — 2,
n+1
és konnyen lathatd, hogy
2n—1 2_2n—1 2n+2 -3
n+1 on+1 n+1 n+1

nullsorozat.
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Koénnyen lathatd, hogy ha x, — a, akkor |x,| — |a|. Az x, = (—1)" jé példa arra, hogy
forditva altaldban nem igaz. Igaz viszont forditva, ha a = 0.

Tétel (Nullsorozat sziikséges és elégséges feltétele)

Az x, sorozat pontosan akkor nullsorozat, ha |x,| sorozat az.

, 3 , , . (14

Lattuk, hogy a — nullsorozat, igy a tétel szerint az alternal6
n

xp = (=1)"

sorozat is az, tehat konvergens, bar nem monoton.

X, elsé elemei

~3,1.5,-1,0.75,-0.6,0.5, . . .,

A 4

W N = P DN
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Tétel (Hatarérték létezésének elégséges feltétele)

Monoton sorozatnak van hatarértéke. Méghozza, ha x, monoton névé, akkor
lim x, = sup x,,
illetve ha x,, monoton csékkend, akkor

lim x, = inf x,.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)—Korlatossag, monotonités, hatarérték (109.-130.)

128



Kovetkezmény (Konvergencia elégséges feltétele)
Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.
Lattuk, hogy példaul a
3
_1)yn2
(-1

sorozat konvergens, de nem monoton, vagyis a konvergenciabdl nem kovetkezik a monotonitas.
Ezzel szemben igaz a kovetkezd.
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Tétel (Konvergencia sziikséges feltétele)
Ha az x,, sorozat konvergens, akkor korlatos.
Megjegyzés

Ha x, — oo, akkor alulrél korlatos, de feliilr6l nem.
Ha x, — —oo, akkor feliilrél korlatos, de alulrdl nem.
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Miveletek figgvényekkel

A hatérérték meghatarozasahoz definidlnunk kell miiveleteket sorozatok koézott. Ha f és g
fuggvények tgy, hogy értékkészleteik az R részhalmazai, és ¢ € R, akkor értelmezziik a
kovetkezé miiveleteket.

(f+g)(x) = f(x)+g(x) (x € Dom¢ N Domyg),
(f—g)x) = f(x)—g(x) (x € Dom¢ N Domyg),
(cf)(x) = cf(x) (x € Domy),
(fe)(x) = f(x)g(x) (x € Doms N Domg),
(f/g)(x) = f(x)/g(x) (x € Doms N Domg és g(x) # 0).

Sorozatokra alkalmazva kapjuk, hogy két sorozat Osszege, kiildnbsége és szorzata, illetve egy
sorozat skalarral valé szorzata is sorozat. Két sorozat hanyadosa viszont csak akkor lesz
sorozat, ha a nevezébeli nem veszi fel a nullat, vagy csak véges sokszor.
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Feladat
Vizsgaljuk az
Xp=C
konstans sorozatot, ahol ¢ € R egy tetszoleges rogzitett valds szadm!
Az elsé elemek:
C,C,C,Cyenn.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és miiveletek (131.-146.)

132



Tétel

Ha x,, nullsorozat, és y, korlatos, akkor x, - y, is nullsorozat.
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Tétel (Hatarérték és miveletek 1.)

Ha az x,, és y, sorozatok konvergensek és c € R, akkor (xn + y¥n), (xn — ¥n), (Xn - ¥n) és (¢ - xn)
is az. Tovabba, ha
a=Ilimx, és b = limyp,,

akkor

L lim(x, +yn) = a+ b,

2. lim(x, —y,) =a—b,

3. lim(c-x,)=c-a,

4. lim(xp - yn) = a- b.
Ha még b # 0, akkor xn/yn is konvergens, és

X, a
5. lim (”) =2
Yn b
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Ez alapjan tudjuk meghatdrozni példaul, hogy
2n—1
n+1

— 2.

Ugyanis

2n—1 2-1/n

n+tl 1+1/n
Azt lattuk, hogy 3/n — 0, és ¢ = 1/3 konstans szorzdval kapjuk, hogy 1/n — 0.
A fenti tétel szerint ekkor

2n—1 2-1/n 2-0

= — =2.
n+1 1+1/n 140
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Teljes indukciéval belathatd, hogy ugyanez tobb, de véges sok konvergens sorozatra is igaz.

Példa

1 2 100
n n n

Nem igaz viszont végtelen sok sorozat esetén.

) 1 2 n
im (5 + S+t

nem szamolhaté igy, ez a hatarérték ugyan létezik, de nem 0. Ki is tudjuk szamolni.

|im<nlz+nzz+---+"):lim”(’hLl)/z:|im1(1JF1/”)/2_1

n? n2 1 2
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Tétel (Hatarérték és miiveletek 2.)

1. Ha x, — 00, és y, alulrdl korlatos, akkor

Xn + Yn — 0O0.
2. Ha x, — —o0, és y, feliilrél korlatos, akkor

Xp + Yn — —00.
3. Ha x, — oo, és y, feliilrdl korlatos, akkor

Xp — Yn — 0.
4. Ha x, — —o0, és y, alulrél korldtos, akkor

Xp — Yn —> —O0.
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Kovetkezmény

Ha az x,, X}, Yn €S z,, z), sorozatokrdl csak annyit tudunk, hogy lim x, = lim x/, = —oo,
limy, € R és lim z, = lim z}, = oo, akkor

lim(xn + x,) = lim(xs + yn) = —00,

lim(z, + z,) = lim(z, + yn) =
Viszont ebbdl nem tudjuk, mi a hatarértéke, sot azt sem létezik-e hatarértéke az
(xn — x0), (xn + 2n), (20 — Z'n)

sorozatoknak.
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Az osszeadas és kivonasra vonatkozé eddigi allitasokat foglalja 0ssze a két alabbi tablazat.

>4 —c0o| R |00 ~b| —c0| R 00
—oof|| —oco | —oo | 7 —oof| 7 —00 | —00
R || —oco|a+b| oo R © |a—b| -0
o0 ? 0 | 0o o0 o0 o0 ?
Osszeg sorozat kiildnbség sorozat
hatarértéke hatarértéke

A 7 hatéarozatlan értéket jelent.
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Tétel (Hatarérték és miiveletek 3.)
1. Halimx, = oo, és limy, > 0 vagy limy, = co, akkor

lim x,y, = cc.

2. Halimx, = o0, éslimy, < 0 vagy lim y, = —oo, akkor
lim x,y, = —o0.

3. Halimx, = —o0, és limy, > 0 vagy lim y, = co, akkor
lim x,y, = —o0.

4. Halimx, = —o0, és limy, < 0 vagy limy, = —oo, akkor

lim x,y, = cc.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és miiveletek (131.-146.)



A szorzasra vonatkozé eddigi allitasokat foglalja 6ssze az alabbi tablazat.

b —co | R |0 RT | o0
—oo|| o0 < [ 7] —0c0| —0
R™|| oo ab |0]| ab | —©
0 ? 0 |0] O ?
RY| —oco| ab | 0| ab | o0
© || —oc0 | —0|?7]| o 00

szorzat sorozat hatarértéke

A 7 hatéarozatlan értéket jelent.
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Tétel (Hatarérték és miiveletek 4.)

1. Halimx, = oo, éslimy, > 0, akkor

Xn
lim— = o0
Yn
2. Halimx, = oo, éslimy, < 0, akkor
. Xn
lim — = —c0.
Yn
3. Halimx, = —o0, éslimy, > 0, akkor
. Xn
lim — = —c0.
Yn
4. Halimx, = —o0, éslimy, <0, akkor
. Xn
lim — = oo.
Yn

Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és miiveletek (131.-146.)
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Tétel

1
lim |xn| = 0o pontosan akkor ha lim — = 0.

Xn
Kovetkezmény (Hatarérték és miiveletek 4.)
5. Halimy, = oo vagy limy, = —o0, és x, konvergens, akkor
lim i 0.
Yn

6. Ha y, nullsorozat (gy, hogy nem veszi fel a 0-t, illetve létezik lim x, € R és lim x,, # 0,
akkor

lim

Yn
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Az osztasra vonatkozé eddigi allitasokat foglalja 6ssze az alabbi tablazat.

a4l —oo | R™ 0 R | oo
—oo|| 7T | o |[||=00|—00|?
R 0 |a/b||.]=00|a/b]| 0
0 0 0 7 0 0
Rt 0 |a/b|]|]=0cc|a/b| O
o || 77 |—oo|].|]=00]| oo |?T

hanyados sorozat hatarértéke

A 7 hatarozatlan értéket jelent.
A 7T és 77 hatdrozatlan értéket jelent, de ? nem lehet negativ, se —oo, és 7~ nem lehet
pozitiv se oc.

Xn
—| = OQ.

A |.| = oo is hatérozatlan értéket jelent, de ilyenkor lim
Yn
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Tétel ((320))
Ha o € Q, akkor
oo, haa>0,
limn® =<1, ha a =0,
0, ha a < 0.
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Polinom, azaz raciondlis egész fliggvény

Definicié (Emlékeztets (100))
Ha k € N, és ag, a1, ..., ax € R gy, hogy ax # 0, akkor a
p(x) = axX 4+ .. ax + ag

fliggvényt k-adfok( (valds egyiitthatds) polinomnak nevezzik, mig ap, a1, .. ., ak-t a polinom
egyltthatdinak, ax-t a féegyiitthatéonak hivjuk.

Ha nem tessziik fel, hogy ax # 0, akkor legfeljebb k-adfok( polinomrél beszéliink.

A konstans fiiggvényeket 0-adfokid polinomnak nevezziik.

Polinomnak vagy racionélis egész fiiggvénynek neveziink egy fliggvényt, ha k-adfok( polinom
valamely k € Ny esetén.

A p(x) polinom gyokének nevezziik a zérushelyeit, azaz azon x szdmokat, melyekre p(x) = 0.
A p(x) k-adfokl polinom fokszamat deg p(x)-szel jeldljik, azaz

deg p(x) = k.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 1. (147.-157.) 148



Feladat

Mi a
2n* +n—1
sorozat hatarértéke?
Feladat
Mi a
2n° —n—1

sorozat hatarértéke?
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Tétel

Egy legalabb elséfokii polinomsorozat hatarértéke oo vagy —oo. A hatarérték elGjele a
féegyiitthato elGjelével egyezik.

Ugyanis nagy n-ekre a nagyobb kitev6jli hatvanyok nagyobbak, igy a fétaghoz képest a tobbi
elhanyagolhaté.
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Példa

Eszerint
lim(n® — 20n° — 14n* — 3451 — 12n° + n — 111) = cc.

A tétel felhasznalasa nélkul.

n® —20n° — 14n* — 3450 — 12n° + n— 111 =
6( 20 14 345 12 1 111)
=n |1 —— ] + o0

n nm nd ' b
A sorozat elso elemei negativak, s6t gyorsan csokkennek a 18. elemig.
x1 = —500,x0 = —3717,x3 = —14796, x4 = —42347, ...,

x17 = —7127412, x13 = —7264 821, x19 = —6 671 372,
xp0 = —5004 891, xop1 = —1839060, xp» = 3348223, ...
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Racionalis tort fuggvény

Definicid

Ha egy fiiggvény felirhaté két polinom hanyadosaként, akkor racionalis tort fliggvénynek
nevezziik.

Megjegyzés
Ha p(x) és g(x) polinomok, akkor

egy racionalis tort fliggvény.
Altaldban egy ilyen értelmezési tartomanya nem az egész szamegyenes, mert a nevezd
gyokeiben nincs értelmezve.

q(x) = 1 konstans fliggvény is polinom, igy maguk a polinomok is raciondlis tort fiiggvények.
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Korabban mar belattuk definicié szerint a kovetkezdket.

Feladat
Hatarozzuk meg a
2n—1
n+1
sorozat hatarértékét!
Feladat
Hatarozzuk meg a
—2n% —6n+2
o+l
sorozat hatarértékét!
Feladat
Hatarozzuk meg a
2n 4+ 1
2n® — 3n*

sorozat hatarértékét!
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Altalanos szabaly, hogy ha a
p(n)

q(n)

sorozat hatarértékét akarjuk meghatarozni, ahol p(x) és q(x) polinomok, akkor

ndeg a(x)_sze

kell egyszeriisiteniink. Igy a nevezdben marad a fegyiitthaté és nullsorozatok, vagyis a nevezd
hatarértéke egy nem nulla (de véges) szam lesz. Ezzel pedig el tudjuk osztani a szamlalé
hatarértékét, akkor is, ha az L+oo.

Tétel
Legyen p(x) és g(x) polinom! Ha deg p(x) = deg q(x), akkor lim ZEZ; a f8egyiitthatok
hanyadosa.
Ha deg p(x) < deg g(x), akkor lim SE:; =0.
p(n)

Végiil, ha deg p(x) > deg q(x), akkor lim

= +00, a féegylitthatok elGjelétdl figgben.

q(n)
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Tétel (A hatérérték monoton)

Ha x, < y, minden n € NT esetén, és mindkét sorozat konvergens, akkor

limx, < limy,.
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Megjegyzés

A hatarérték nem szigortian monoton. Ugyanis példaul

<

9

1.2
n n

mégis

1
[im—-—=0=Ilim-—.
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Tétel (Rendérelv)
Ha x, < y, < z, minden n € N esetén, és x,, és z, konvergens lgy, hogy
limx, = a = lim z,,

akkor y, is az, és

limy, = a.
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Tétel (Specialis renddrelv)

Tegyiik fel, hogy x, < y, minden n € NT esetén.
» Ha lim x,, = oo, akkor lim y, = oco.

» Halimy, = —oo, akkor lim x, = —oc.
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Tétel

Ha k € NT, és x,, egy nem negativ tagi, konvergens sorozat, akkor {/x, is az, és

lim ¥/x, = /lim x;,.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és hatvinyozas (158.-169.)

162



Kovetkezmény

Ha x, konvergens, és k € N pdratlan, akkor {/x, is konvergens, és

lim ¥/x, = /lim x;,.
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Tétel ((322))

Haa e Q, a >0, és x, egy nem negativ tagli, konvergens sorozat, akkor X is az, és

limx = (limx,)® .

Megjegyzés ((322))

Ha x, pozitiv tagl, és hatarértéke is pozitiv, akkor nem kell az o > 0 feltétel.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és hatvinyozas (158.-169.)

164



Tétel
Ha k € NT, és lim x,, = oo, akkor

lim ¥/x, = .

Kovetkezmény

Ha k € N paratlan, és lim x, = —oco, akkor

lim /x, = —00.
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Tétel ((322))

Ha a € Q, és limx, = co, akkor
o0, haa>0,
limxy =<1,  haa=0,
0, ha a < 0.
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Feladat

Hatarozzuk meg a

sorozat hatarértékét!

Feladat

Hatarozzuk meg a

sorozat hatarértékét!

2n%\/n+7
V2n5 —3n

Vm24+n—+vn -3

Sorozatok (107.-219.)-Hatarérték és hatvinyozas (158.-169.)
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Mértani sorozat

Definicié
Azt mondjuk, hogy x, mértani sorozat, ha valamely g € R esetén
Xn+1 = GXn
teljesiil minden n € N*t-re. A fenti g-t az x, mértani sorozat hanyadosanak, vagy kvéciensének
nevezziik.
Megjegyzés
Ha egy mértani sorozat els6 eleme 0, akkor ez a konstans 0 sorozat.
Ha az els6 elem nem 0, akkor a hanyados egyértelmiien meghatarozott.
q=x/x
Ha x, mértani sorozat hanyadosa q, akkor

n—1
Xn = X19 .

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

A q" mértani sorozat hatarértéke q-tdl fiigg. Nevezetesen

0, ha —1<qg<1,
limg" =<1, haqg=1,
oo, hagqg>1.

g < —1 esetén a q" sorozatnak nem létezik hatarértéke.
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Feladat
Hatarozzuk meg a
2”
37+ (1/3)"
sorozat hatarértékét!
Feladat

Hatarozzuk meg a

24n+1 4 32n72

3n 42n
sorozat hatarértékét!
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Egy g > 1 kvéciensli mértani sorozat gyorsabban tart co-hez, barmely n® hatvany sorozatnél,

és igy barmely polinomnal is.

Tétel ((320))
Haqg>1, ésacQ, akkor
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Feladat

Hatarozzuk meg a

sorozat hatarértékét!

3n+n2
2n+nd+1

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Definicié (Emlékeztet6 (44))

Ha n € Ny, akkor n faktoridlisnak nevezziik és nl-ként jel6ljiik, az alabbi értéket.
0l=1,

és ha mar értelmeztiik nl-t valamely n € Ny esetén, akkor

(n+1)!=(n+1)nl

Megjegyzés
Ha n € N, akkor

Emiatt
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Feladat

Hatarozzuk meg az

sorozat hatarértékét!

(n+2)!
(n?2 +1)n!

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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n! gyorsabban tart oo-hez mint barmely g > 1 kvéciensii mértani sorozat.

Tétel
Ha q € R, akkor

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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n" gyorsabban tart oo-hez mint nl.

Tétel

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Haa<0< pBé 0<p<1<aq, akkor

nm" < P Nt K 1L

4 { 4
0 0 0
illetve

\/n—n o/pn W
I I
1/n p
1
0

=<

!

¥ < q" <

1

nql‘l
I

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Tétel

Kovetkezmény ((321))

Tetszbleges o € Q esetén

limv/n=1

lim+vn® = 1.

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Kovetkezmény

Tetszbleges ¢ > 0 esetén

lim /c = 1.

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Tétel

lim v/n! = oo

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Feladat

Hatarozzuk meg az

sorozat hatarértékét!

Feladat

Hatarozzuk meg az

sorozat hatarértékét!

Feladat

Hatarozzuk meg az

sorozat hatarértékét!

o 2nm* +1
2n° — 3n*

2" 457
3n+4n

Sorozatok (107.-219.)-Nevezetes sorozatok 2. (170.-186.)
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Részsorozat

Definicié
Ha a(n) egy N*t-beli szigordan monoton névd sorozat, akkor azt mondjuk, hogy az Xa(n)

sorozat az x, egy részsorozata.

Példa
» Minden sorozat részsorozata 6nmaganak.
» (n+ 3)2 egy részsorozata az x, = n? sorozatnak. Ugyanis a(n) = n + 3 j6 vélasztas,
hiszen Xo(n) = Xn43 = (N + 3)2.

1,4,9,16,25,36,49,64, ...

» 6n+ 5 egy részsorozata az x, = 2n + 1 sorozatnak. Ugyanis a(n) = 3n+ 2 j6 vélasztas,
hiszen xo(n) = X3nt2 = 2(3n+2) +1=6n+5.

3,5,7,9,11,13,15,17,19,21, 23,25, . ..
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Tétel

Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
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Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel (sorozat))

Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.
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Torlédasi pont

Definicié
Az a € R bdvitett valés szdmot az x, sorozat torl6dasi pontjanak nevezziik, ha létezik olyan

Xo(n) részsorozat, melynek hatarértéke a.

(0}

Példa

xn = (—1)" sorozatnak torl6dasi pontja az 1 és a —1, mert limxz, = 1, és limx2p,—1 = —1.
Nyilvan a hatarérték torlédasi pont is, de mig a hatarérték egyértelmii, egy sorozatnak tobb
torlédasi pontja is lehet.

Tétel

Minden sorozatnak van torlédasi pontja.
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Tétel

a € R pontosan akkor torlédasi pontja az x, sorozatnak, ha barmely gémbkdornyezete
tartalmazza a sorozat végtelen sok elemét.
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Tétel
Ha Xo(n) €s X(n) @z xn részsorozatai gy, hogy Ran, URang =N, és
lim Xo(ny = lim xg(n) = a,
akkor létezik
limx, = a.

Hasonlé mondhaté 3, vagy még tobb, de csak véges sok részsorozat esetén.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)—-Részsorozat és torlédasi pont (187.-199.)

192



Tétel (Hatarérték sziikséges és elégséges feltétele)

Ha a € R, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.
1. limx, = a.
2. Minden x,(n) részsorozatra lim x,(,) = a.

3. Az x, sorozatnak a az egyetlen torlédasi pontja.
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Definicid

Az x, sorozat torlddasi pontjainak szuprémumat illetve infimumat a sorozat felso, illetve alsé

hatarértékének, vagy limesz szuperiorjanak, illetve limesz inferiorjanak nevezziik és
alkalmazzuk ra a

lim sup xp, vagy limx,
illetve a
liminf x,, vagy limx,
jelolést.
Tétel
Az x, tetszbleges sorozat esetén
limsup x, = lim sup x, = inf supx,
k—o0 n>k keNT n>k
és
limsup x, = I|m inf x, = sup inf x,.
k—o00 n>k keN+ n>k
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Kovetkezmény

Egy tetszbleges x, sorozatra

1. limsupx, =00 <= supx, = x

2. limsupx, = —00 <= limx, = —x

3. limsupx, =s€R < Ve >0:

HneNT :x,—s>e} <Vo=|{neNT:|x, —s| < e}

illetve

1. liminfx, = 00 <= limx, = c©

2. liminfx, = —o00 <= infx, = -

3. liminfx,=s€R < Ve >0:

HneNt:s—x,>e} <Ro=[{neN":|x,—s| <e}
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Tétel
Ha a € R, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.
1. limx, = a.

2. liminf x, = limsup x, = a.

Példa

limsup(—1)" =1, és liminf(—1)" = —1

CSAK VAZLAT (PG)
Sorozatok (107.-219.)—-Részsorozat és torlédasi pont (187.-199.)



Feladat
Hatarozzuk meg az
x, = 201

sorozat Osszes torlddasi pontjat, limesz szuperiorjat, limesz inferiorjat, és ha létezik a
hatarértékét is!
Feladat
Hatarozzuk meg az
n* 4+ n*sin (n%)

2n2 +3n+7
sorozat limesz szuperiorjat, limesz inferiorjat és a hatarértékét, ha létezik!

Xp =

Feladat
Hatarozzuk meg az
32n+1 + (_4)n
Xp= ——————
5+ 9n+l
sorozat limesz szuperiorjat, limesz inferiorjat és a hatarértékét, ha létezik!
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Rekurziv sorozat

Tétel
Ha az f : R — R fiiggvény felcserélheté a hatarértékkel, azaz konvergens x,, sorozat esetén
lim f(xp) = f (limx,),

és az xp41 = f(xn) rekurziéval adott sorozat konvergens, akkor hatarértéke az f fiiggvény
fixpontja, azaz a = lim x,, jeléléssel

f(a) = a.
Feladat
2
X 9
Legyen x; = 11 és x,11 = h minden n € NT esetén!
inf x, =7 sup x, =7 lim x, =7
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Cauchy-sorozat

Definicié

Azt mondjuk, hogy az x, sorozat Cauchy-sorozat, ha minden € > 0-hoz létezik N € R kiiszdb,

melyre n, k > N esetén

|xn — x| < e.
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Tétel (Cauchy-kritérium (sorozatokra))

Egy valés szamsorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Utmutatas.

Ha x, konvergens, akkor létezik a € R, melyre lim x, = a. Legyen ¢ > 0, ekkor mivel /2 is
pozitiv, ezért létezik N € R kiiszob, hogy n, k > N esetén |x, — a| < &/2 és |xx — a| < ¢/2.
Ekkor
e €

X — xk| = |¥n — a4+ a— x| < |xa — a| + |a— x| < §+§ =e.
Forditva, ahogy konvergens sorozatrdl belattuk, hogy korlatos, ugyanigy Cauchy-sorozatrdl is
belathaté. [gy a Bolzano-Weierstrass kivélasztasi tétel szerint Cauchy-sorozatnak van
konvergens részsorozata. Szintén megmutathatd, hogy ennek hatarértéke lesz az eredeti
sorozat hatarértéke is. O
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Példa
Vizsgaljuk az
11 1

xo=14 5 F g+t
sorozatot.
Vildgos, hogy x,+1 — xp = 1/(n+ 1) > 0, azaz x, szigorGan monoton névd, igy van
hatarértéke, ami nagyobb mint x; = 1. Ha N € R tetszéleges, akkor létezik n € N gy, hogy
n> N, éserre k= (n+1)2 > N is teljesiil.

1 1 1 1 1
>
(n—|—1)2+(n+1)2—1+ +n+3+n+2+n+1_
(n+1)2—(n+1) 1 _
- (n+1)2 n+1

Xk — Xn| =

igy ekkor ¢ = 1 > 0-hoz nem létezik kiiszob, vagyis x, nem Cauchy-sorozat, igy nem is
konvergens, tehat

lim x, = oo.
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Tétel (emlékeztetd, (57))
Ha n€ NT, és a, b € R, akkor

a"—b"=(a—b) (a”_l +a"2b+a"3h? - 4 ab" 2 + b"_l) :
Kovetkezmény

Hane Nt, é50< b < a, akkor

(a— b)nb" 1 < a" — b" < (a— b)na""L.
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Tétel

X n
Ha x € R, akkor az <1 + ) sorozat konvergens, és hatarértéke pozitiv.
n
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Tétel . ]
Ha x,y € R, akkor A, = <1+i) <1+ﬁ> _ <1+

X+y

n
> nullsorozat.
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Definicid

1 n
Jeldlje e az (1 + ) sorozat hatarértékét, azaz legyen
n

n
e:Iim(l—l—l) !
n

Ezt Euler-féle szamnak nevezziik.
Legyen tovabba minden x € R esetén

n
eX:|im(1+X> !
n

Megjegyzés

x € Q esetén ez megegyezik a korabban definialt értékkel.

e a természetes alapl exponencialis és logaritmus fiiggvény alapszama, irracionélis (sét
transzcendens) szam, 10 tizedesjegyre kerekitett értéke

e ~ 2.7182818285.
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Kovetkezmény

Ha x,y € R, akkor eXe¥ = X1V

Sorozatok (107.-219.)-Exponencialis fiiggvény (204.-213.)
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Feladat

2
X n
Hatarozzuk meg az (1 + 2) sorozat hatarértékét, ha létezik!
n

Feladat
1 n

Hatarozzuk meg az (1 + 2) sorozat hatarértékét, ha létezik!
n

Feladat
3 n+1

Hatarozzuk meg az (1 — ) sorozat hatarértékét, ha létezik!
n

Feladat

. 3n+1\% i o
Hatarozzuk meg az 3 > sorozat hatarértékét, ha létezik!
n —
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Feladat
3n+1

3n—2

2n
Hatarozzuk meg az ( ) sorozat hatarértékét, ha létezik!

Feladat
n+1
n+2

n?+2n
Hatarozzuk meg az ( ) sorozat hatarértékét, ha létezik!
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Definicié

Egy z : NT — C fiiggvényt komplex szdmsorozatnak neveziink. Egy tetszéleges n € N esetén
a z(n) jelolés helyett az z, jeldlést hasznéljuk, és azt mondjuk, hogy z, a sorozat n-edik eleme.
A z, komplex sorozatot korlatosnak nevezziik, ha létezik K € R (igy, hogy minden n € N
esetén |z,| < K.

Azt mondjuk, hogy a z, komplex sorozat konvergens és hatarértéke w € C, ha

Ve>0:INeR:N<neN' = |z,—w|<e.
Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy z, tart vagy konvergal w-hez, és igy jeloljiuk:
limz, =w vagy lim z, =w vagy Zp — w.
n—o0

Az N szdmot az ¢ pozitiv szdmhoz tartozd kiiszobnek nevezziik.
A z, sorozatot divergensnek nevezziik, ha nem konvergens.
Azt mondjuk, hogy z, divergél a végetlenhez jelben z, — oo, ha |z,| — co.
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Lemma
z € C esetén |Rez|,|Imz| <|z| <|Rez| +|Imz|.

Tétel

Legyen z, komplex szamsorozat és w € C!

Ekkor z, korlatos pontosan akkor, ha Re z, és Im z,, az, illetve pontosan akkor ha |z,| korlatos.
z, — w pontosan akkor, ha Rez, — Rew ésImz, = Imw.

Tovabba, w # 0 esetén z, — w pontosan akkor, ha |z,| — |w| és argz, — argw.

Végiil, w = 0 esetén z, — w = 0 pontosan akkor, ha |z,| — 0. Ez utdbbi azt jelenti, hogy
komplex sorozatok esetén is igaz, hogy z, pontosan akkor nullsorozat, ha |z,| nullsorozat.
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Példa

o 'o.)

Most is lehetne gémbkérnyezett’el definidlni a hatarértéket, illetve a hatarérték most is
egyértelmd.

Konvergens sorozat komplex esetben is korlatos.

A hatarérték és az alapmiiveletek kapcsolata most is igaz konvergens sorozatok esetén.
Komplex esetben is beszélhetiink mértani sorozatrél, részsorozatrél, torldédasi pontrdl, de nincs
limsup és liminf.

Komplex esetben is beszélhetiink Cauchy-sorozatrdl, és itt is igaz a Cauchy-kritérium.
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)

A

oz Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.

~
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)

AN

z Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.
Rajzoljunk egy 0-bdl indulé félegyenest z-n at!

A 4
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)
T z Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.
Rajzoljunk egy 0-bdl indulé félegyenest z-n at!
Ennek a sugarnak vegyiik a metszetét az
1

egységkorrell (5 + @z)

A 4
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)

AN

z Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.
Rajzoljunk egy 0-bdl indulé félegyenest z-n at!
Ennek a sugdrnak vegyiik a metszetét az
egységkorrel! (% + éz)

Az 1-bdl induljunk pozitiv irdnyba az
egységkoron, egészen az eldbbi metszetig! Az
igy kapott koriv hossza lesz arg z értéke
radidnban. (7/3)

A 4
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)

A

z Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.
Rajzoljunk egy 0-bdl indulé félegyenest z-n at!
Ennek a sugdrnak vegyiik a metszetét az
egységkorrel! (% + ?z)

Az 1-bél induljunk pozitiv irdnyba az

egységkoron, egészen az el6bbi metszetig! Az

igy kapott koriv hossza lesz arg z értéke

radianban. (7/3)

1 Mostantél a szogeket radidnban mérjik. Az
atvaltas egyszerli, hiszen 360° egy teljes kor
radidnban 2m, és ennek megfeleléen példaul
90° radianban /2.

~
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Radian
Egy z komplex szdm argumentumat mérjiik a kovetkezéképpen! (Az dbran z =1+ +/31.)

A

z Jeldlje m az egységsugar( félkoriv hosszat.
Rajzoljunk egy 0-bdl indulé félegyenest z-n at!
Ennek a sugdrnak vegyiik a metszetét az
egységkorrel! (% + ?z)

Az 1-bél induljunk pozitiv irdnyba az

egységkoron, egészen az el6bbi metszetig! Az

igy kapott koriv hossza lesz arg z értéke

radianban. (7/3)

1 Mostantél a szogeket radidnban mérjik. Az
atvaltas egyszerli, hiszen 360° egy teljes kor
radidnban 2m, és ennek megfeleléen példaul
90° radianban /2.

~

Megjegyzés
Az egységkor koré irt szabalyos n-szog keriilete n - a,, mig teriilete nl';", ahol a, az oldal
hossza. Hataratmenettel kapjuk, hogy az egységkor teriilete a keriiletének a fele.
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Tétel
Ha y € R, akkor

n n
lim <1+W> — 1 és arglim (1+y2> —y.
n n
Utmutatas.

Legyen z, = 1+ yi/n, @, = arg(z,), és wy = zp/|zn| = up + va2!

Ekkor (27| = 2| = (/1 +y2/n2)" = \J(1 +y2/n2)" = 1

Megmutatjuk, hogy arglim (z]) = limarg(z)) = lim ng, = y. Tegyiik fel, hogy y > 0!

Zp
n g - - - - - - - -
y/ A 0, 1 és z, csticsti haromszog teriilete % a @, ivhez
w,
Vnt 1=---- Pn tartozé korcikk teriilete pedig % Kaptuk, hogy
% < % azaz np, < y.
‘ R Masrészt 0 < 1 — u, < ¢, < y/n— 0, igy a renddrelv
0 Un / 1 miatt 1 — u, — 0, azaz u, — 1.

Ugyanakkor a 0, u, és w, csiicsti és a 0, 1 és z, cslicsii haromszogek hasonldak, igy

Vo y/n _y
— = —— = =, azaz nv, = yup,.
Up 1 n

Osszefoglalva yu, = nv, < np, <y, igy a rendérelv miatt np, — y. O
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Tétel
Ha y € R, akkor

n
lim (1 + yZ)
n

~

n
=1 ésarglim (1 + yz>
n

Sorozatok (107.-219.)-Komplex sorozatok (214.-219.)
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n n
A valés esethez hasonléan, most is belidthaté, hogy ha z,w € C, és (1 + Z> és (1 + W)
n

n

n n n
Iim<1+z+w> —Iim(1+z) |im(1+W) .
n n n

. x\" yr\" ) z
Tudjuk, hogy ha z = x + y1, akkor {1+ — | és [1+ =— | konvergens, igy [ 1+ —
n n n
és
n n n
lim (1+Z) = lim (1+X) lim (1+”> .
n n n
Definicié

Legyen minden z € C esetén
z n
e = lim <1—|—) !
n
Tétel

Ha x,y € R és z = x + y1 € C, akkor |e*| = € és arge” = y.

n
konvergens, akkor (1 + z+ W) is az, és

n

n

is az,
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Definicié
> Azt mondjuk, hogy a € R belsé pontja az A C R halmaznak, ha létezik /
gombkornyezete, melyre | C A.

» Azt mondjuk, hogy a € R kiils6 pontja az A C R halmaznak, ha létezik /
gdmbkérnyezete, melyre /N A = ().

> Azt mondjuk, hogy a € R hatarpontja az A C R halmaznak, ha nem belsé pontja, és nem
is kiils6 pontja.

> A belsejének nevezziik a belsé pontjainak halmazat, és int A-val jeloljik.

> A lezartjanak nevezziik a belsé és hatarpontjainak halmazat, és cl A-val jeloljiik.

~

' . A kiilseje.
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Definicié
Legyen A C R! Azt mondjuk, hogy az x, sorozat lényegében A-beli, ha x, € A véges sok
kivétellel minden n € NT esetén.

Tétel
Legyen a € R és A C R! Ekkor
» a belsé pontja A-nak pontosan akkor, ha minden a-hoz konvergalé sorozat lényegében
A-beli.
» a kiilsé pontja A-nak pontosan akkor, ha nem létezik a-hoz konvergalé sorozat, amely
lényegében A-beli.
» a hatarpontja A-nak pontosan akkor, ha létezik, de nem minden a-hoz konvergalé sorozat
lényegében A-beli.
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A definiciék alapjan kdnnyen lathatd, hogy

intAC AcCCclA.

Definicié
Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz zart, ha A =cl A.
Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz nyilt, ha A =int A.

Megjegyzés
Egy A C R halmaz pontosan akkor nyilt, ha minden pontja belsé pont, vagyis nem

tartalmazza egyetlen hatarpontjat sem.
Egy A C R halmaz pontosan akkor zart, ha tartalmazza minden hatarpontjat.

Tétel

A C R pontosan akkor zart, ha komplementere nyilt.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy a € R torlédasi pontja az A C R halmaznak, ha barmely /

gémbkornyezetére, I N A halmaznak van a-tél kiilonb6z6 eleme.
Ha a € A nem torlédasi pontja A-nak, akkor A izolalt pontjanak nevezziik.

Megjegyzés

Egy a € R pontosan akkor torlédasi pontja egy A C R halmaznak, ha barmely /
goémbkornyezetére, I N A halmaznak végtelen sok eleme van.

Egy a € R pontosan akkor torlédasi pontja az x, sorozatnak, ha torlédasi pontja a sorozat
értékkészletének, vagy x, = a végtelen sok n € NT esetén.

Kovetkezmény (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel (halmaz))

Minden korlatos végtelen halmaznak van torlédasi pontja.

Tétel

Egy A C R halmaz pontosan akkor zart, ha tartalmazza minden torlédasi pontjat.
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A kovetkezd részben ha mast nem mondunk, akkor figgvény alatt mindig olyan fliggvényt
értiink melynek értelmezési tartomanya, és értékkészlete is az R részhalmaza. Azt is
mondhatnank, hogy a fiiggvény részhalmaza R?-nek.

Egy flggvény megadasakor meg kell adnunk az értelmezési tartomanyt, de mi ezt sokszor
elhagyjuk, ha a fliggvényt egy képlettel értelmezziik. llyenkor értelmezési tartomanynak
tekintjik az R legbdvebb olyan részhalmazat, melynek elemeire értelmes a képlet.

A

f(x) = x2, esetén

Domf = R.
f(x) = e*, esetén
Domf = R.

, esetén
Dom¢ = Rg.

L 4
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Definicié (emlékeztetd, (22))

Az f fuggvényt (alulrdl/feliilrdl) korlatosnak nevezziik, ha értékkészlete (Ranf)

(alulrél /feliilrdl) korlatos. Tovabba, az értékkészlet infimumat, szuprémumat, ha létezik
minimumat és maximumat, rendre az f infimumanak, szuprémumanak, minimumanak és
maximumanak nevezziik.

inf f = inf Rang, sup f = supRang, minf = min Rang, max f = max Ran¢.

Példa
Ha f(x) = x2, vagy f(x) = v/x akkor

minf =inff =0, és sup f = oo.

igy f-nek nem létezik maximuma.
Ha f(x) = €*, akkor

inf f =0, és sup f = oo.

Most f-nek nem létezik maximuma és minimuma sem.
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Definici6 (Emlékezteté (11))

Az f figgvény A C R halmazra vonatkozé megszoritasa alatt azt az f|a-val jelolt fiiggvényt
értjiik, melynek értelmezési tartomanya Dom¢|, = AN Domy, és x € Domg|, esetén

fla(x) = f(x).
Tovabba, az A C R halmaz f fliggvény szerinti képe

flA] = {f(x) : x € Domf NA}.

Megjegyzés

Nyilvén f[A] = Rang,.

Ha f(x) = x2, akkor az abran lathaté f|RO+. Kénnyen
leolvashaté, hogy f[R{] =R, azaz Rans , = Rans = RS
Ha f(x) = v/x, akkor az abran lathaté o Kénnyen
leolvashaté, hogy f[[0,1]] = [0, 1], azaz Rang),, = [0, 1].

0 4
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Definicié
Legyen A C R! Azt mondjuk, hogy f (alulrél/feliirldl) korlatos A-n, ha f|a (alulrdl/feliilrdl)
korlatos. llyenkor

inf f = inf |, és sup f = sup f|a,
A A

és ha létezik

mjnf:minf\A, és m/e\le:maxf|A.

Példa
Az f(x) = x? esetén f|4 pontosan akkor korlatos feliilrél, ha A korldtos. Ha A # () korlatos,
akkor sup, f = (max{|inf A|,|sup A|})%.

sup f=1.7>=2.89 2.89

o s S

1.7

Az f(x) = \/x esetén f|a pontosan akkor korlatos felilrél, ha A felilr8l korlatos. Ha
AN [0, 00[# O feliilrdl korlatos, akkor sups f = /sup A.
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Definicid
Az f maximumhelyének, illetve minimumhelyének nevezziik az a € Dom¢-et, ha
f(a) = maxf, illetve f(a) = minf.

Az f széls6értékének nevezzitk max f-et és min f-et, illetve széls6értékhelyének nevezziik
a € Dom¢-et, ha maximumbhely, vagy minimumhely.
Az f lokalis vagy helyi széls6értékhelyének nevezziik a € Doms-et, ha létezik olyan /

gombkornyezete, hogy a széls6értékhelye f|;-nek. llyenkor f(a)-t lokalis széls6értéknek
nevezziik.

Hasonldéan értelmezhetjiik a lokalis minimumhely, lokalis maximumbhely, lokalis minimum és
lokalis maximum fogalmakat.

Tétel
Ha a szélsGértékhelye f-nek, akkor lokalis szélsGértékhelye is.
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Definicié (emlékeztetd, (23))

Azt mondjuk, hogy f

monoton névé, ha f(x) < f(y);

szigorian monoton névé, ha f(x) < f(y);
monoton csokkend, ha f(x) > f(y);
szigortian monoton csokkend, ha f(x) > f(y);

minden x,y € Dom¢, x < y esetén.

Tétel

f pontosan akkor (szigorian) monoton név8, ha —f (szigorian) monoton csékkend.

Az f(x) = x2 nem monoton, mert példaul —1 < 0 < 1, és
(-1)?>=1>0°=0<12=1.

Korabbi tételek alapjan tudjuk, hogy az f(x) = /x szigortian
monoton névo.

N
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Definicié

Legyen A C R! Azt mondjuk, hogy f (szigordan) monoton névé/csékkend A-n, ha f|a
(szigorGian) monoton ndvé/csokkend.

Az f(x) = x? szigorlan monoton csékkend R, =] — oo, 0]-n.

Az f(x) = x? szigorGian monoton névé Ry = [0, oo[-n.

A AN

0 4
0 4

Tétel

f pontosan akkor (szigorian) monoton név8 A-n, ha —f (szigorian) monoton csékkend.
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Definicié (Pontbeli folytonossag)
Legyen a € Dom¢! Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha

Ve>0:36 >0:x € Domg, |x —a| <d = |f(x)—f(a)| <e.

Megjegyzés
J flgghet e-tdl. Ezt néha jeloljiik is, ilyenkor a d(e) jelolést hasznaljuk.

E

Példa

Az f(x) = x? fiiggvény folytonos az
a = 0-ban. Egy € > 0 esetén j6 a
d(g) = /e, ugyanis ha

x—a = x| <3 = V&,

A4

akkor D

Ix? — 2% = x| = |x]? < 8® = .
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Feladat

Mutassuk meg definicié szerint, hogy f(x) = x? folytonos a = 1-ben!
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f(x) = x2 folytonos a = 1-ben. 6(g) = min{2,/4}.
5(12) = 2

41

13
11

WG~ O

N

5(0.4) =0.1
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Tétel (A pontbeli folytonossag lokalis tulajdonsag)

Ha az a € Dom¢ N Domg pontnak van olyan | kérnyezete, hogy Dom¢ NI = Domg N/, és

f(x) = g(x) minden x € Dom¢ NI esetén, akkor vagy f és g is folytonos a-ban, vagy egyik
sem az.
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Feladat

Mutassuk meg, hogy az f(x) = ¢ konstans fiiggvény minden a € Dom¢ pontban folytonos.
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Definicié
Ha x € R, akkor x egész részének, illetve tort részének nevezziik az
|x| =sup{z€Z:z<x}, illetve {x} =x—|x]|

szamokat.

egész rész tort rész
fuggvény ——o flggvény

 LLLY
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Feladat
Mely a € R pontokban folytonos az egész rész fliggvény?

CSAK VAZLAT (PG)
Folytonossag és hatarérték (220.-284.)—Korlatossdg, monotonitas és folytonossag (224.-239.)

236



Definicié (Féloldali folytonossag)

Legyen a € Dom¢! Azt mondjuk, hogy f balrél folytonos a-ban, ha
Ve>0:30 >0:x € Doms, -6 <x —a<0 = |f(x)—f(a)| <e.
Azt mondjuk, hogy f jobbrdl folytonos a-ban, ha

Ve>0:30 >0:x € Doms,0 <x—a<d = |f(x)—f(a)] <e.

Tétel
Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos a € Dom¢-ben, ha balrél és jobbrdl is folytonos a-ban.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy f folytonos, ha az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.
llletve, ha A C Domy és |, folytonos, akkor azt is mondjuk, hogy f folytonos A-n.

Megjegyzés

Ugyanezt értelmezhetjik féloldali folytonossagra.

Az egészrész fuiggvény jobbrdl folytonos.

llletve folytonos példaul a [0, 1[-en.

Példaul egy f fiiggvény pontosan akkor jobbrdl folytonos a-ban, ha f]f, [ folytonos a-ban.
Ugyanakkor f folytonos A-n, nem azt jelenti, hogy f az A minden pontjaban folytonos. Hiszen
ha f(x) = | x|, akkor f folytonos a [0, 1[-en, de nem folytonos a 0-ban.
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Feladat
Mutassuk meg definicié szerint, hogy az f(x) = /x fiiggvény folytonos!
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Tétel (Atviteli elv)

Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € Dom¢ pontban, ha minden x, Dom¢-beli,
a-hoz konvergalé sorozatra f(x,) — f(a).
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Feladat

Hol folytonos a

1, h
D(x) = { & axeQ,
0, haxeR\Q
Ggynevezett Dirichlet-fliggvény?
Feladat
Hol folytonos az
h
Fx) = X, axeqQ,
—x, haxeR\Q

fuggvény?
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Miveletek figgvényekkel

Ha f és g fiiggvények gy, hogy értékkészleteik az R részhalmazai, és ¢ € R, akkor
értelmezzitk a kovetkez6 miiveleteket.

(f+g)x) = f(x)+g(x) (x € Doms N Domyg),
(f—g)x) = f(x)—gx) (x € Dom¢ N Domyg),
(cf)(x) = cf(x) (x € Domy),
(fg)(x) = f(x)g(x) (x € Doms N Domyg),
(f/g)(x) = f(x)/g(x) (x € Doms N Dom, és g(x) # 0).

Az atviteli-elv, és a sorozatok hatarértékére vonatkozo tételek alapjan kénnyen belathaté a
kovetkezo.

Tétel (Folytonossag és miiveletek)
Ha f és g fiiggvények folytonosak a € Dom¢ M Domg-ben, akkor
ftg,fg,cf, éshag(a)#0, akkor f/g

is folytonos a-ban.

CSAK VAZLAT (PG)
Folytonossag és hatarérték (220.-284.)—Folytonossag és miiveletek (240.-251.) 243



Tétel
Az

identikus fiiggvény folytonos.
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Tétel
Ha n € Z, akkor az

fliggvény folytonos.
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Tétel

A polinomok és a racionalis tért fiiggvények folytonosak.

41

N

150
x3 +3x2
50 -
-3 -1
—50 1

: AN : v
33” 3X3+3X2
N
1+

~3  4/1\1 3
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Definicié
f kiils6 és g belsé fliggvénybdl készitett dsszetett fliggvénynek nevezziik az

(fog)(x) = flg(x))

fuggvényt, melynek értelmezési tartomanya Dom¢,, = {x € Dom, |g(x) € Dom¢}.

Feladat
Ha f(x) = vx + 2, g(x) = (x — 2)?, és h(x) = x? + 3x, akkor

(fog)lx) =

(hof)(x) =

(gof)(x) =

(ho h)(x) =
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Tétel (Az osszetett fliggvény folytonossaga)

Ha g folytonos a € Domg-ben, és f folytonos g(a) € Dom¢-ben, akkor f o g is folytonos
a-ban.
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Példa
Az f(x) = /x + 2 fuggvény folytonos, hiszen \/x a kordbban latottak szerint folytonos, igy

f(x) folytonos figgvények osszegeként szintén folytonos.
A g(x) = (x —2)2, és h(x) = x? + 3x fliggvények polinomok, tehat folytonosak, igy példaul az

fog, hof, gof és ho h fliggvények is folytonosak.
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Tétel ((319))
Ha n € NT, akkor f : [0,00[— R, f(x) = /x fiiggvény folytonos.

Ha n € N pdratlan, akkor f : R — R, f(x) = /x fiiggvény folytonos.

Ha a € Q, akkor az f :]0,00[— R, f(x) = x“ fliggvény folytonos.
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Tétel (Rendérelv (fuggvény folytonossag))

Ha 6 > 0 dgy, hogy | =]a — 6, a+ 6[C Doms N Domg N Domy, és f(x) < g(x) < h(x) minden

x € | esetén, és f(a) = h(a), akkor f és h a-beli folytonossagabdl kévetkezik g a-beli
folytonossaga.
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Definicié
Legyen a € R torl6dasi pontja Dom¢-nek, és b € R! Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a-ban
b, ha
Ve>0:30>0:0<|x—a|l <d,x € Doms = |f(x)—b| <e.
Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy f(x) tart b-hez, ha x tart a-hoz, és igy jeloljiik

lim f(x) = b.
Tétel
Ha a € Domy¢ torlédasi pontja is Domg-nek, akkor f pontosan akkor folytonos a-ban, ha
lim f(x) = f(a).
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Példa
Ha f(x) = x? — 3x + 1, akkor mivel f folytonos, ezért

lim f(x) = f(0) =1,

x—0
lim f(x) = £(3) = 1,
x—3

lim_f(x) = F(—2) = 11,

illetve

lim f(x) = f(a) = a®> —3a+ 1.

X—a

Az 3bran az € = 1-hez tartozd § lathaté.
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Példa )
X

Ha f(x) = X__

1
T akkor mivel f folytonos, ezért

lim f(x) = f(3) = 4,

x—3
XI_IIEQ f(x)=f(-2)=-1,
illetve ha a # 1, akkor
lim f(x) = f(a).

X—a

Megmutatjuk, hogy
lim f(x) =2,

x—1

azaz minden ¢ > 0-hoz létezik > 0 Ggy, hogy

0<|x—1] <4, esetén |[f(x) —2| <e.

Ha 0 < |x — 1|, akkor x # 1, ezért

f(x) —2=x+1-2=x—-1,igyd=¢jb
valasztas.

Tehat ha e = 1, akkor 6 = 1.
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Definicié
Legyen a, b € R!

Azt mondjuk, hogy f jobboldali hatarértéke a-ban b, ha a torlédasi pontja Dom¢ N[a, co|-nek,

és

Ve>0:30 >0:0< x—a<d,x € Domf = |[f(x)—b| <e.
Azt mondjuk, hogy f baloldali hatarértéke a-ban b, ha a torldédasi pontja
Dom¢ N] — oo, a]-nak, és

Ve>0:30>0: -0 <x—a<0,x€Domf = |f(x)—b| <e.

Ezeket igy jeloljik lim f(x) = b, illetve lim f(x)=b.
X—ra+ X—ra—
Tétel
Ha a € Domy torlédasi pontja Dom¢ N[a, co[-nek, illetve Dom¢ N| — oo, a]-nak, akkor f
pontosan akkor folytonos jobbrdl, illetve balrél a-ban, ha

lim f(x)=f(a), illetve lim f(x)=f(a).

X—a+ X—a—
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Példa
Ha f(x) = |x], és a ¢ Z, akkor f folytonos
a-ban, igy

lim f(x) = lim f(x)= lim f(x) = f(a).

xX—a X—a— x—a+

Ha a € Z, akkor f jobbrdl folytonos a-ban, igy
lim f(x)=f(a) = a,

X—a+

de balrél nem folytonos, igy

XILn;ﬁ f(x)=a—1#f(a).

W
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Definicié
Legyen a € R torl6dasi pontja Dom¢-nek!
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a-ban oo, ha

VKeR:30 >0:0< |x —a] <d,x € Domf = f(x) > K.
Ezt dgy is mondhatjuk, hogy f(x) tart co-hez, ha x tart a-hoz, és igy jeloljik
Jim f(x) = co.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a-ban —oo, ha
VKeR:30>0:0< |x —a] <d,x € Domf = f(x) < K.
Ezt Ggy is mondhatjuk, hogy f(x) tart —oo-hez, ha x tart a-hoz, és igy jeléljik

lim f(x) = —o0.
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Definicié

Legyen a € R torl6dasi pontja Dom¢ N[a, oco[-nek!

Azt mondjuk, hogy f jobboldali hatarértéke a-ban co (—o0), ha
VKeR:30>0:0<x—a<d,x € Domr = f(x)> K (f(x) < K).

Ezt igy jeloljik

lim f(x) = oo, illetve lim f(x)= —o0.
x—ra+ x—ra+

Legyen a € R torl6dasi pontja Dom¢ N] — oo, a]-nak!
Azt mondjuk, hogy f baloldali hatarértéke a-ban co (—oc), ha
VKeR:30>0:—6 < x—a<0,x € Domf = f(x) > K (f(x) < K).

Ezt igy jeloljik

XI_l)rr;_ f(x) = oo, illetve XI_l)n;_ f(x) = —o0.
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Tétel

Legyen a € R torléddsi pontja Dom¢ N[a, oo[-nek, és Dom¢ N] — 0o, a]-nak is, és legyen b € R!
Ekkor lim f(x) = b pontosan akkor, ha lim f(x)=b, és lim f(x)=b.
X X—a—

xX—ra+

Példa l
Legyen f(x) = ;! Ekkor f(x) folytonos, igy
lim f(x)=f(a), haa#0.

Megmutatjuk, hogy )I(i_>mo f(x) = oo, azaz minden
K € R esetén létezik § > 0 lgy, hogy 0 < |x| < ¢
esetén f(x) > K.

K < 0 esetén minden § > 0 j6 vélasztas, hiszen
f(x)>0>K.

K > 0 esetén f(x) > K pontosan akkor, ha

N

71 > x2, | 5——\/—1 j6 valasztas
X<, valasztas.
K &Y KJ

W

CSAK VAZLAT (PG)
Folytonossag és hatarérték (220.-284.)—Hatéarérték (252.-266.)

259



Példa )

Legyen f(x) = ;! Ekkor f(x) folytonos, igy

l@a f(x) = f(a), haa#0.

Megmutatjuk, hogy Xir8+ f(x) = oo, azaz minden

K € R esetén létezik § > 0 Ggy, hogy 0 < x < §
esetén f(x) > K.

K < 0 esetén minden § > 0 j6 valasztas, hiszen

0 < x esetén f(x) > 0> K.

K > 0 esetén f(x) > K pontosan akkor, ha

1/K > x, igy d = 1/K j6 valasztas.

Megmutatjuk, hogy Xirg f(x) = —o0, azaz minden
K € R esetén létezik § > 0 dgy, hogy —0 < x <0
esetén f(x) < K.

K > 0 esetén minden § > 0 jé valasztéas, hiszen

x < 0 esetén f(x) <0< K.

K < 0 esetén f(x) < K pontosan akkor, ha

1/K < x, igy § = —1/K j6 vélasztas.

igy a 0-ban nem létezik hatarérték.

W
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Tétel

Ha valamely 6 > 0 és A =]a— 0, a+ d[\{a} esetén f|a = gla
lim f(x) = b is teljesiil.

X—a

Példa
Ha f(x) =

x—1
x3—x24+x—-1

lim £(x) = £(3) = 0.1,

, akkor mivel f folytonos, ezért

xl—lmz f(x)=f(—-2)=0.2,
illetve ha a # 1, akkor

, és lim g(x) = b € R, akkor

X—a

i ) = 12, P

LN
x2+1'
lim f(x) = lim g(x) = g(1) = 0.5,
x—1 x—1

x # 1 esetén f(x) = g(x) = ezért

hiszen g folytonos az a = 1-ben is, és alkalmazhaté a fenti tétel.
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Feladat

Hatarozzuk meg a
. x> —5x+6
lim

x—2 x* —2x3 — x2 4+ 2x
hatarértékeket!
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Feladat

" fiiggvény?

2 . hax<1
Milyen o € R esetén lesz folytonos az f(x) = { X o 3

—ax, hax>1
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Definicié
Legyen b € R, és Dom¢ feliilrél nem korlatos.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a co-ben b, ha

Ve>0:IM e R: M < x,x € Domf = |f(x) — b| < e.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a co-ben oo, ha
VKeR:IMeR: M < x,x € Domf = K < f(x).
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a oo-ben —oo, ha

VKeR:IMeR: M< x,x € Domf = f(x) < K.

Megjegyzés
Ha f egy sorozat, azaz Doms = NT, akkor a co az egyetlen torlédasi pontja, igy csak itt
vizsgalhatjuk a hatarértékét. Ez pontosan a sorozatok hatarértékét adja.
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Definicié
Legyen b € R, és Dom¢ alulrél nem korlatos.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a —oo-ben b, ha

Ve>0:IM eR: x < M,x € Domf = |f(x) — b| <e.
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a —oo-ben oo, ha
VKeR:IMeR: x < M,x € Domf = K < f(x).
Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a —oo-ben —oo, ha

VKeR:IMeR: x < M,x € Domf = f(x) < K.

Tétel

lim f(x) = lim f<1>

X—00 x—0+ X
lim F(x) = | f<1> — lim f(—x)
x—|>r1]oo X —XLF((JL X _XI%n;O -

CSAK VAZLAT (PG)
Folytonossag és hatarérték (220.-284.)—Hatérérték (252.-266.) 265



Definicié (Emlékeztetd (122))
Az a € R gombkornyezetének hivjuk az alabbi intervallumot, ha € > 0.

la—e,a+¢|
0o egy gombkornyezetének hivjuk az aldbbi intervallumot, ha K € R.
1K, o0
—o00 egy gombkornyezetének hivjuk az alabbi intervallumot, ha K € R.
] — o0, K]
Tétel

Ha a € R torlédési pontja Dom¢-nek, és b € R, akkor lim f(x) = b pontosan akkor, ha b
barmely J gémbkérnyezetéhez létezik a-nak | gémbkornyezete, melyre

x € INDom¢, x # a esetén f(x) e J.
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Tétel (Atviteli elv)

Legyen a € R torléddsi pontja Dom¢-nek, és b € R/ |il1;la f(x) = b pontosan akkor, ha minden
X

xn Dom¢ \{a}-beli, a-hoz tarté sorozatra f(x,) — b.
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Példa
1
Megmutatjuk, hogy Iim0 sin () nem létezik, s6t még féloldali hatarérték sem. Legyen ugyanis
X— X

1 2
Xp=— —0, és y, = —— — 0. Ha létezne legaldbb jobboldali hatarérték, akkor
nm (4n+ 1)m
o o1 o T S 7r
limsin nm = limsin — = lim sinx = limsin — = limsin [ 2nT 4+ — | ,
Xp  x=0+ Yn 2

vagyis 0 = 1 lenne.

) Va
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Az atviteli elv miatt a sorozatoknal latottakkal teljesen megegyezGen, most is elvégezhetéek a
miiveletek a hatdrértékkel.

Tétel (Hatarérték és miveletek)
Legyen a € R torlédasi pontja Dom¢ N Domg-nek, és by, bo,c € R! Ha )l[}na f(x) = b1 és
)!i_n)ﬂag(x) = by, akkor
lim (f £ g)(x) = by £ by, lim (fg)(x) = blbz,)!igwa(cf)(x) = chy.
Ha még by, # 0, akkor
Jlim (f/g)(x) = b1/be.

Ha )I(gna f(x) =0 és g(x) korlatos a valamely kérnyezetében, akkor

(f8)(x) = 0.

lim
X—a
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Tétel

A p(x) polinom —oco-beli hatarértéke a fegyiitthatd elbjelétdl, és a fokszam paritasatdl
fliggben oo vagy —oo. Nevezetesen, ha a fokszam péros a hatarérték és a féegyiitthaté elGjele
megegyezik, ha a fokszam pdratlan, akkor a két el&jel kiilbnbdzé.

Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = x> —x+1,a g(x) =2x> —x+1,az f/g, a g/f a
h(x) = —x3 4+ x? + 1 és a g/h fiiggvények —oo-beli hatarértékét!
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Tétel (A (fliggvény) hatarérték monoton)
Ha a € R torlédasi pontja Doms = Domg-nek, f(x) < g(x) minden x € Dom¢ esetén, és
létezik Iima f(x)=b; €R, é Iig’nag(x) = by € R, akkor by < by.

X X

Megjegyzés
A tétel kimondhaté egyoldali hatarértékre is.
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Tétel (Rendérelv (fuggvény hatarérték))

Ha a € R torlédasi pontja Doms = Domg = Domy-nak, f(x) < g(x) < h(x) minden
x € Dom¢ esetén, és létezik Iima f(x)= Ii_r)na h(x) = b € R, akkor létezik Ii_r)nag(x) =b.
X X X

Megjegyzés

A tétel kimondhaté egyoldali hatarértékre is, illetve b = 400 esetén elég az egyik becslés.
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Példa

1
lim xsin — =0, hiszen —|x| < xsin — < |x|.
x—0 X X

Ly
K4
—_

~

Megjegyzés

; 1
Ugy is lathatjuk, hogy x — 0 és sin — korlatos, igy a szorzat is 0-hoz tart.
X
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Definicié
Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek szakadasa van a € R-ben, ha a torlédasi pontja
Dom¢-nek, és f nem folytonos a-ban. llyenkor a-t az f szakadasi helyének nevezzik. A
szakadasi helyeket a kovetkezoképpen osztalyozzuk.
P> elsofaji szakadas
» megsziintethet6 szakadas, ha létezik Ii£1 f(x) eR;
> véges ugras, ha létezik lim f(x) € R ég lim f(x) € R, de nem egyenléek;
X—ra— X—ra+

» masodfaji szakadas ha nem elséfaju.
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megsziintethet6
x2—1
x—1

végtelen ugras

X [=

A 4

AN
véges ugras oo
[x] *—o
—O
N
L4
*—
—O
&—O
&—O
1
S 1
sin &
L AN
) U L4
-1
-1
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Tétel

Leggen DCR, f: D — R, aeR, L=DnN]—oco,al és R = DN]a, co|.

Legyen tovabba f monoton névé!
» Ha a torlédasi pontja R-nek, akkor 3 lim f(x) = inf f(x).
x—a+ xER

» Ha a torlédasi pontja L-nek, akkor 3 lim f(x) = sup f(x).
X—a— xelL
» Ha a e D, akkor sup f(x) < f(a) < inf f(x).
xeL xeR
Legyen most f monoton csékkené!

» Ha a torlédési pontja R-nek, akkor 3 lim f(x) = sup f(x).
X—ra+ XER

» Ha a torlédasi pontja L-nek, akkor 3 I_i)m f(x)= infL f(x).
X—a— XE
» Ha a e D, akkor inf f(x) > f(a) < sup f(x).
xel XER
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Tétel

R korabban definialt nyilt halmazainak barmely A rendszerére |J A nyilt. Ha még A véges,
akkor N A is nyilt.

R korabban definialt zart halmazainak barmely B rendszerére (\ B zart. Ha még BB véges, akkor
UB is zart.

() és az egész tér (R) egyszerre nyilt és zart.

Megjegyzés

Nyilt halmazok ilyen rendszerét topolégianak nevezziik.
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Osszefiiggd halmaz folytonos képe dsszefiiggd.
Tétel (Bolzano-tétel)

Legyen | C R intervallum, és f : | — R folytonos. Ekkor f[l] is intervallum.

Kovetkezmény

Legyen | C R intervallum, és f : | — R folytonos. Ekkor
> haa,bel, a<bésy€lf(a), f(b)] vagy y €]f(b), f(a)[, akkor Ix €]a, b[: f(x) = y.
> haa,bel, a<bésf(a)f(b) <0, akkor Ix €]a, b[: f(x) = 0.

Példa
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Feladat
Hatarozzuk meg 1 tizedesjegy pontossdggal a p(x) = x> — x* + 6x> + 4x2 — 2x + 3 polinom
egyik gyokét.
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Tétel (Intervallumon értelmezett folytonos és invertalhaté fiiggvény inverze is folytonos.)

Legyen | C R intervallum, f : | — R folytonos, és J = Rany.

1. Ha f szigordan monoton, akkor invertilhato, és inverze is szigortian monoton, méghozza
ugyanabban az értelemben.

2. f pontosan akkor invertilhaté ha szigortian monoton.
3. Ha f invertalhatd, akkor =1 : J — | folytonos.

CSAK VAZLAT (PG)
Folytonossag és hatarérték (220.-284.)-Topoldgiai tételek (277.-283.) 280



Definicid
Az A C R halmazt kompaktnak nevezziik, ha korlatos és zart.
Megjegyzés

Ha () # A C R kompakt, akkor létezik min A és max A.
Kompakt halmaz folytonos képe kompakt.

Tétel (Weierstrass-tétel)
Ha A C R kompakt, f : A — R folytonos, akkor f[A] is kompakt.

Kovetkezmény

Ha () # D C R kompakt és f : D — R folytonos, akkor f-nek létezik maximuma, és
minimuma, tehat felveszi a szélsGértékeit.

[ s
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Tétel
Ha A C R kompakt, f : A — R folytonos és invertalhatd, akkor inverze is folytonos.
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Tétel (Emlékeztetd)
Azt mondjuk, hogy f folytonos, ha

Ve > 0:Va € Doms: 36 >0:x € DomsNBs(a) = f(x) € B:(f(a)).

Definicié (Egyenletes folytonossag)

Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos, ha

Ve >0:30 > 0:Va € Doms: x € DomsNBs(a) = f(x) € B:(f(a)).

Kompakt halmazon folytonos fliggvény egyenletesen folytonos.
Tétel (Heine-tétel)

Ha D C R kompakt és f : D — R folytonos, akkor egyenletesen folytonos.
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Definicié (Pontbeli folytonossag)

Legyen D C Rvagy D C Cés K =R vagy K =C, tovabbd a€ Dés f: D — K! Azt
mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha

Ve>0:30>0:z€D,|z—a|<d = |f(z)—f(a)] <e.

Most is igaz az atviteli elv, ezért folytonos fliggvények Osszege, szorzata, kiilénbsége,
hanyadosa is folytonos.

Tovabba, az Osszetett fliggvény folytonossidga a valds esettel teljesen megegyezéen
bizonyithaté.

Tétel (Az osszetett fliggvény folytonossaga)

Ha g folytonos a € Domg-ben, és f folytonos g(a) € Dom¢-ben, akkor f o g is folytonos a-ban.
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Definicié (emlékeztetd, (205), (75))
Definiadljuk az exp : R — R fliggvényt a kovetkezbképpen.

exp(x) = lim (1 + )I;)"

Megjegyzés
Mas jelolések: exp.(x) = e* = exp(x). Ezt a fliggvényt természetes alapl, valés exponencialis
fuggvénynek, vagy réviden exponencialis fliggvénynek fogjuk nevezni.

Tétel (exp addicids tétele, emlékeztetd, (208))

A definiciéban szerepld sorozat minden x € R esetén konvergens, és

exp(x +y) = exp(x) - exp(y)
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Tétel

exp folytonos.
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Tétel

Az exponencialis fiiggvény szigorian monoton névé, és értékkészlete Ran(exp) =]0, oo.

exp X
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Tétel

X1
lim © =1
x—0 X
Kovetkezmény
7 7 . 1 ef(X) — 1
Ha x # a esetén f(x) #0, és >I<T>1a f(x) =0, akkor J@a NiOB —
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Komplex exponencialis fliiggvény

Definicié
Definialjuk az exp : C — C fuggvényt a kovetkezoképpen.

exp(z) = lim (1 + i)n

Hasonldan lathatd, hogy minden z € C esetén konvergens. Most is igaz az addicids tétel, a

1
komplex exponencidlis figgvény értékkészlete C \ {0}, hiszen e* = — #0

Monotonitasrdl nem beszélhetiink, sét a komplex exponencidlis fliggvény periodikus 27
szerint.

Tétel

IiLn f(z) = w pontosan akkor, ha IiLn Ref(z) = Rew és lim Imf(z) = Imw.

Z—a Z—a

Tovabba, w # 0 esetén lim f(z) = w pontosan akkor, ha lim |f(z)| = |w| és
z—a z—a

|i_r>naarg(f(z)) = arg(w).

Végiil, ZI@g f(z) = 0 pontosan akkor, ha Zli’pa |f(z)| = 0.
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A folytonossaghoz csak a 0-beli folytonossagot kell Gjra bizonyitanunk.

Tétel

ime*=1
z—0
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Sziikségiink lesz még a (288) Tétel komplex véltozatara.

Tétel

z—0 z

CSAK VAZLAT (PG)
Elemi fiiggvények (285.-325.)—Exponencialis és logaritmus fliggvények (285.-300.)

291



Definicié

A valés e fliggvény inverzét természetes alapl vagy e alapl logaritmus fliggvénynek, roviden

logaritmus fliggvénynek nevezziik, és az In x, log x vagy log, x jeloléseket hasznaljuk.

In x

0 2

—_
od----
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Tétel

A In x fiiggvény szigoridan monoton névé, folytonos, értelmezési tartomanya a |0, oo[
intervallum, értékkészlete R, és

In(xy) =Inx+Iny.

Kovetkezmény

lim Inx = —o0, és lim Inx = oo
x—0+ X—00
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Tétel

im In(1+ x) g
x—0 X
Kovetkezmény
I
Ha x # a esetén f(x) # 0, és )I(gna f(x) =0, akkor )I(gna n

(1+f(x))

f(x)

=1
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Definicié
Ha a > 0, akkor értelmezziik x kitevdjli hatvanyat dgy, hogy

X = exlna

ahol x tetszoleges. Az x — a* fliggvényt a alapl exponencialis fliggvénynek nevezziik, és az
a* vagy exp, x jeloléseket hasznaljuk.

0.5¥\0.25% | a 4%, jeX ;2
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Tétel

Az a* fiiggvény folytonos minden a > 0 esetén.

Ha a =1, akkor a* = 1* = 1 konstans fiiggvény. Ekkor lim a* = I|im a*~=1, és
X—00 X——00

értékkészlete a {1} halmaz.

Ha a > 1, akkor a* szigordan monoton névé. Ekkor lim a* =00 és lim a* =0, igy
X—>00 X—>—00
értékkészlete a |0, oo| intervallum.

Ha 0 < a < 1, akkor a* szigoriian monoton csékkend. Ekkor lim a* =0 és lim a* = oo,
X— 00 X——00

igy értékkészlete a |0, 00| intervallum.
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Tétel
Ha a > 0, és x,y € R tetszbleges, akkor

vt = a%a, In(a*) = xIna, és (a¥)

Komplex kitevokkel is igaz.

Kovetkezmény
Ha a> 0 és x € Q, akkor a* megegyezik a korabban definialttal.
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Definicié
Ha a > 0, és a # 1, akkor az a* fiiggvény inverzét a alapi logaritmus fiiggvénynek nevezziik,

és a

log, x

jelolést hasznaljuk.
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Tétel

A log, x fiiggvény folytonos minden a > 0, a # 1 esetén. Ertelmezési tartomanya a |0, oo[
intervallum, értékkészlete R.
Ha a > 1, akkor log, x szigorian monoton névé, ha 0 < a < 1, akkor log, x szigortian
monoton csékkend.
Végiil

In x

log, x = —.
€a Ina
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Kovetkezmény

Ha a,b,x > 0 és a, b # 1, akkor

logy, x
log,(xy) = log, x + log, y, és log, x = Bp X
log, a
Ha a > 1, akkor
x|—|>n(;+ log, x = —o0, és X|L>moo log, x = oo,
ha 0 < a <1, akkor
lim log,x = oo, és lim log,x = —o0.

x—0+ X—>00
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Definicié
Definialjuk az sh : R — R és ch : R — R fliggvényt a kdvetkezbképpen.

sh(x) = - ° ch(x) = %

Megjegyzés

Mas jelolések: sinh(x) = sh(x), cosh(x) = ch(x). Ezeket a fiiggvényeket szinusz hiperbolikus,
illetve koszinusz hiperbolikus fliggvénynek nevezziik.

Vegyilik észre, hogy

e* =chx+shx.
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Tétel
sh paratlan
sh(—x) = —sh(x)
ch paros
ch(—x) = ch(x)
Hiperbolikus Euler-formula
e = sh(x) + ch(x)
sh addicids tétele
sh(x + y) = sh(x) - ch(y) + ch(x) - sh(y)
ch addiciés tétele
ch(x + y) = ch(x) - ch(y) + sh(x) - sh(y)
Hiperbolikus Pitagorasz-tétel

ch?x —sh®x =1
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Tétel

sh(x) és ch(x) folytonos.

Az sh x fiiggvény szigoriian monoton névé, ﬂ)rg sh(x) = +o0, igy értékkészlete Ran(sh) = R.
X (0.9}

A ch x szigortian monoton csékkend a | — 0o, 0] és szigoriian monoton névé a [0, oo|

intervallumon, lim ch(x) = oo, igy értékkészlete Ran(ch) = [1, ool.
X—rFo0
ch x
e* /2
i L4
sh x
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Tétel

Kovetkezmény
h(f
Ha x # a esetén f(x) # 0, és lim f(x) = 0, akkor lim sh ((x)) =1, és

f(x)
i ch(FO) —1

xX—a f(x) 0.

CSAK VAZLAT (PG)
Elemi fiiggvények (285.-325.)—Hiperbolikus és area fiiggvények (301.-307.)

304



Definicié

Area szinusz hiperbolikus fliggvénynek nevezziik, és arsh-vel jeloljiik a szinusz hiperbolikus
fuggvény inverzét. Area koszinusz hiperbolikus fliggvénynek nevezziik, és arch-val jeldljiik a
koszinusz hiperbolikus fiiggvény [0, co[-re valé megszoritasanak inverzét.

-1
arsh = sh™1, illetve arch = (Ch |[0,00[)

Tétel
Az arsh fiiggvény, folytonos, szigorian monoton névé
és paratlan.

Domarsh = Ranarsh = R, lim shx = +o00.
x—+oo

Az arch fiiggvény, folytonos, szigortian monoton névé.

Domyich = [1700[7 Rangech = [07 OO[,

i lim arch x = co.
X— 00
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Definicié
Tangens hiperbolikus illetve kotangens hiperbolikus fliggvénynek nevezziik a szinusz
hiperbolikus és a koszinusz hiperbolikus fiiggvény hanyadosat és th-val, illetve cth-val jeldljik.

sh ch
th = & illetve cth = I
1 Tétel
cth th folytonos, paratlan és szigortian monoton névé,
——————————— t1-----——=— Domy, = R, Rany, =]—1,1], lim thx = +1.
th x—£o00
| , cth folytonos, pdratlan és szigorian monoton csékkend
1 a]—o00,0[ és a0, oo intervallumokon,
******* Sl R Domch =R\ {0},  Rangy =R\ [-1,1],
lim cthx = =1, lim cthx = £o0.
X—F00 x—0=+
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Definicid

Area tangens hiperbolikus fliggvénynek nevezziik a tangens hiperbolikus fliggvény inverzét,
illetve area kotangens hiperbolikus fliggvénynek a kotangens hiperbolikusét.

arth = th™!, és arcth = cth™?

~

Tétel

arth folytonos, paratlan és szigortian monoton névé,

Domarth :] - ]-7 ]-[, Ranarth = R;

lim arthx = +o0.
x—+1

arcth folytonos, paratlan és szigortian monoton
cs6kkend a'| — oo, —1[ és az |1, oo[ intervallumokon,

Domyreth = R\ [_17 1]7 Rangeth = R \ {O}a

lim arcthx =0, lim arcth x = £o0.
x—+o0 x—=£1
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Definicié
Definialjuk a sin : R — R és cos : R — R fiiggvényt a kovetkezoképpen.

eXt — g—Xt Xt e~

sin(x) = 5 cos(x) = 5

Megjegyzés
Ezeket a fliggvényeket szinusz, illetve koszinusz fliggvénynek nevezziik.
Vegylik észre, hogy

e’ =cosy +1siny.

W

k2
W

/2 7T 3r/2 27

sin0.0 = 0.0

(=]
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Tétel
sin paratlan
sin(—x) = —sin(x)
cos paros
cos(—x) = cos(x)
(Trigonometrikus) Euler-formula
e = cos(x) + zsin(x)
sin addicios tétele
sin(x 4 y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y)
cos addicios tétele
cos(x + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y)
(Trigonometrikus) Pitagorasz-tétel

2

cos’ x +sin’x =1
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Tétel

sin(x) és cos(x) folytonos.

Rangi, = Rangs = [0, 1].

A cos fiiggvény szigorian monoton csékkend a [0, 71| intervallumon, és szigordan monoton
nové a [, 2x| intervallumon.

A sin fiiggvény szigoriian monoton névé a [—7, 5| intervallumon és szigortian monoton

csékkend a [%,37%] intervallumon.
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Tétel

. sinx ; . cosx —1
lim — =1, és lim —— =
x—0 X x—0 X

Kovetkezmény
in(f
Ha x # a esetén f(x) # 0, és lim f(x) =0, akkor lim sin (f(x)) =1,és

x—a f(x
im cos(f(x)) =1 _ *)

xX—a f(x) 0.
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Definicié

: . . . . S—
Arkusz szinusz fliggvénynek nevezziik a szinusz fiiggvény [—7, 5] intervallumra vett
megszoritasanak inverzét, illetve arkusz koszinusz fiiggvénynek a koszinusz [0, 7] intervallumra
vett megszoritasanak inverzét.

-1 -1
arcsin = (Sm ‘[7%%]) 5 es arccos = (COS ‘[O,W])

Feladat

. .1 . i L
Hatérozzuk meg az arcsin 5 arcsin (sin), arccos — 5 €s arccos (cos ) értékeket!
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4 arccos x 4
1 P
K
K
7/
™ arcsin x
2 2
1+ - 16
sin x
Il L L L L [N
1 T 1 7 T L, 7
T—1 1 7 -1 . ™
- - 7/
2 ’ COS X
/4 e
// _1__ // _1__
e ™ e
e _—— e
2

Tétel

arcsin és arccos is folytonos.

arcsin szigortian monoton névé, Domgyresin = [—1, 1], és Ranyesin = [~ 5, 5.
arccos szigortian monoton csoékkens, Domarccos = [—1, 1], €s Ranarccos = [0, 7].
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Definicié
A szinusz és a koszinusz fliggvény hanyadosat tangens illetve kotangens fliggvénynek nevezziik,
a tg illetve ctg jeloléseket hasznaljuk.

sin . cos
tg = —, illetve ctg = —
Ccos sin
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Tétel

A tg és ctg fiiggvények folytonosak, de a hanyadostiiggvény definiciéja miatt az értelmezési
tartomanyban nem szerepelnek a nevezé zérushelyei, azaz ha csak a valds fiiggvényeket
vizsgaljuk, akkor

Domg =R\ {;T + kmlk € Z} , illetve Domcg = R\ {km|k € Z} .

Kénnyen ellendrizhets, hogy m szerint periodikusak, igy nem invertilhatdak.
Rangg = Rangg = R.

- 2 ™ T, . p v g .
A tangens fliggvény a } —5 2{ intervallumon szigortian monoton nové, igy

lim tgx = —o0, é lim tgx = oo. Ahol nincs értelmezve ott mdsodfaji szakaddsa van
X——5+ X—5—
2

2
(végtelen ugras).
A kotangens fiiggvény a |0, [ intervallumon szigorian monoton csékkend, igy Iir’gJr ctg x = oo,
X—

és lim ctgx = —oo. Ahol nincs értelmezve ott masodfaji szakaddsa van (végtelen ugras).
X—T—
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Definicié

Arkusz tangens fiiggvénynek nevezziik a tangens fiiggvény | — 5, 7
megszoritasdnak inverzét, illetve arkusz kotangens fliggvénynek a kotangens ]0, [
intervallumra vett megszoritasaét.

[ intervallumra vett

—1 -1
arctg = (tg |]_%7g ) , és arcctg = (Ctg |]0’7|—[)
‘ A ‘ ;
: tgx ///
o
i 2
| " arctg x
: O
s T ’
l /// 2
s T |
2 |
e I I
’ | !
e I I

CSAK VAZLAT (PG)
Elemi fiiggvények (285.-325.)—Trigonometrikus és arkusz fiiggvények (308.-317.)

316



Tétel
Az arctg fliggvény szigortian monoton névé, folytonos,

) T T
Domaretg = R, és Rangretg = ] 35 {

Az arcctg fliggvény szigortian monoton csékkend, folytonos,

Domarcctg =R, és Ranarcctg = ]Oa 7T[ .
Utmutatas.
Az inverzfliiggvény definicié, és monotonitasara illetve folytonossagéra vonatkozé tételek miatt
nyilvanvald. O
Kovetkezmény

. 7T . .
lim arctgx = +—, lim arcctgx =m, lim arcctgx = 0.
x—+oo 2 X—>—00 X—00
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Definicié

Elemi fliggvénynek neveziink minden olyan fliggvényt, amely az itt felsoroltakbdl
(exponencidlis, trigonometrikus fiiggvények) eldallithaté a figgvénymiiveletek (ideértve
Osszetett fuggvény, és inverzfiggvény képzés) véges sokszori alkalmazasaval.

Tétel
Az elemi fiiggvények folytonosak.
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Definicié
Hatvéanyfiiggvénynek nevezziik az x* = e*'"* fiiggvényt, ahol x > 0 a valtozé, mig a € R
rogzitett.

Tétel

A hatvanyfiiggvény folytonos, és o > Q esetén szigordan monoton névs, o < 0 esetén
szigortian monoton csékkend, mig oo = 0 esetén a konstans 1 fiiggvény.
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Tétel

(07

Hag>1, ésacR, akkorlimn—nzo.
q

Elemi fiiggvények (285.-325.)—Kiegészités (318.-325.)
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Tétel
Tetszéleges o € R esetén lim v/ n® = 1.
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Tétel
Halimx, = a,limy, = b € R, és a > 0, akkor

lim x)" = a®.
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bl —c0o |RT| 0 |RT | 0
0 o0 | oo [?7F] 0 |0
10,1[]| o [ | 1 [a% |0
1 7t 1 1 1 |7t
[1,oo] 0 | & [ 1| a° |
00 0 0 |77 ]| oo | 0

hatvany hatarértéke

A 7T hatérozatlan értéket jelent, de nem lehet negativ, sem —oo.
Egyszerlien adddik az x¥ = e¥ In x Osszefiiggésbdl, a szorzat hatarértékére latott tételekbdl.
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Tétel
Halimx, = a,limy, = b €R, ésa, b >0, a#1, akkor

limlog, y,=log,b.
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b 0 10,1 | 1| ]1,00] 00
0 7t 0 0 0 [
10, 1] 00 log,b | 0| log,b 00
1||].]=0c0]||]=c0|?|]|=00]]]=0
J1,o0[ || —o0 log,b | 0| log,b 00
00 I 0 0 0 ra

logarimus hatarértéke

A ? hatarozatlan értéket jelent, ahogy a ? és a 7~ is, de az utébbiak értéke nem lehet negativ
vagy —oo, illetve pozitiv vagy co. |.| = 0o azt jelenti, hogy a sorozat abszolit értéke a oco-hez

tart.

In
Egyszeriien adddik a log, y = l—y Osszefiiggésbdl, a hanyados hatarértékére latott tételekbdl.
nx

CSAK VAZLAT (PG)

Elemi fiiggvények (285.-325.)—Kiegészités (318.-325.)

325



(=)be(+)

0.00s

Derivélt (326.-350.)—
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(=)be(+)

0.00s

Derivélt (326.-350.)—
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0.00s

02 04 06 0.8 1

(=)be(+)

W

Derivélt (326.-350.)—
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Definicié
Ha a # x gy, hogy [a, x] C Dom¢, vagy [x, a] C Dom¢, akkor az
f(x) — f(a)
X —a

értéket az a és x pontokhoz tartozé differenciahdnyadosnak nevezziik.

Ez az (a,f(a)) és (x, f(x)) pontokon atmend szeld meredeksége, vagy az a és x idépontok
kozotti atlagos valtozasi gyorsasag.
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Definicié (Pontbeli derivalt)

Ha a bels6 pontja Dom¢-nek, és létezik a
f(x) — f(a)

lim ——~=

xX—a X — a
véges hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy f differencialhaté vagy derivalhaté a-ban.
Ilyenkor a fenti véges hatarértéket az f fliggvény a-beli differencidlhanyadosanak vagy

derivaltjanak nevezziik, és hasznaljuk az

f'(a)
jelolést.
Megjegyzés
Szokéasos az
. f(a+h)—"f(a)
() —
fi(a) = i|1[>n0 h

alak is.
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(=)be(+)

L 4

Derivélt (326.-350.)—
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Feladat
Hatérozzuk meg f(x) = x + 1 figgvény a = 2-beli derivaltjat!

Feladat
Hatarozzuk meg f(x) = x? + 1 fiiggvény a = 2-beli derivaltjat!

Feladat

1
Hatérozzuk meg f(x) = — fliggvény a = 1-beli derivaltjat!
b%s

Feladat
Hatédrozzuk meg f(x) = 1/x fliggvény egy tetszdleges a € R-beli derivaltjat!
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Definicié
Ha valamely § > 0 esetén [a, a + d[C Domy, illetve |a — §, a] C Domy¢ és létezik a

lim Mj illetve lim M
X—a+ X — a X—a— X — a

véges egyoldali hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy f jobbrdl, illetve balrdl differencialhatéd
vagy derivalhaté a-ban.

Ilyenkor a fenti véges egyoldali hatarértéket az f fliggvény a-beli jobboldali, illetve baloldali
differencidlhanyadosanak vagy derivaltjanak nevezziik, és hasznaljuk az

fi(a), illetve ' (a)
jelolést.

Tétel

Legyen a belsé pontja Dom¢-nek! f pontosan akkor derivalhaté a-ban, ha balrdl és jobbrdl is
derivalhatd, és f] (a) = f'(a). Ekkor f'(a) = f{(a) = f’(a).
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Feladat

Hatéarozzuk meg az f(x) = |x| flggvény derivaltjat, és féloldali derivaltjait, ha léteznek a 2,
—1 és 0 pontokban!
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Megjegyzés

Ha valamely § > 0 esetén [a, a+ 6[C Domy, és J]a — &, a[N Doms = (), és f jobbrél derivilhatd
a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f derivalhaté a-ban.

Hasonl6an, ha valamely § > 0 esetén ]a — §, a] C Domyg, és ]a, a + [N Doms = 0, és f balrdl
derivalhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f derivalhaté a-ban.

Definicié
Azt mondjuk, hogy f derivalhatd, ha derivalhat6é az értelmezési tartomany minden pontjaban.
llletve azt mondjuk, hogy f derivalhaté az A C Dom¢ halmazon, ha f| derivalhaté.

f'-vel jeloljik, és f derivalt figgvényének nevezziik azt a fiiggvényt, melynek értelmezési
tartomanya

Dom¢ = {x € Dom¢ |f derivalhaté x-ben}

és x € Domy helyen felvett értéke az f x-beli derivaltja.
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Feladat
Hol derivalhaté a \/x fliggvény? Adjuk meg a derivaltjat is!

CSAK VAZLAT (PG)
Derivélt (326.-350.)—

335



Példa
Ha n € N*, akkor az x" fiiggvény derivalhaté, és derivéltja (x")' = nx
Ugyanis, ha a € R tetszdleges, akkor

n—1

. XM — g" . (X _ a) (anl 4 an2a Lt Xanf2 4 anfl)
lim —— = lim =
x—a X — g x—a X —a

= lim (x”fl +x" a4 Fxa" 2+ a”’l) =
X—a

n—1 n—1

=a" 4"+ 4" +a

Az x9 vagyis a konstans 1 fiiggvény derivaltja a konstans 0 fiiggvény.
0
x’ —a
Ugyanis, ha a € R tetszdleges, akkor lim ——— = lim 0 = 0.
x—a X — a x—a

= na

n—1
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Példa

Ha n € Z és n < 0, akkor az x" fiiggvény derivalhaté, és derivéltja (x") = nx"~1. (A
fuggvény értelmezési tartomanya R \ {0}, igy a derivalt fiiggvényé is ez.)

Ugyanis, ha k = —n € NT, a € R és a # 0, akkor

1 1
XN gn . ok . ak_Xk
lim ——— = lim *—2 = |im =
x—a X — 3 Xx—a X —a x—a Xkak(x a)

x—a xkak(x — a)
' a4k x4 g XKL kak—1
= |IIm — = — =
ok <k gk 22k
k
— . pa—k—-1 _ n—1
=1 ka =na""".
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Tétel (Linearis approximacio)

Az f fiiggvény az a pontban pontosan akkor derivalhatd, ha itt linedrisan approximalhaté, azaz
létezik A € R, és ¢ : Doms — R gy, hogy € folytonos a-ban, (a) =0, és

f(x) = f(a) + A(x — a) + e(x)(x — a).
Ekkor A = f'(a).

Utmutatas.
Egyszerli szdmolas. O

Definicié
Ha f derivilhatdé a-ban, akkor a fenti
y = f'(a)(x — a) + f(a)

egyenletli egyenest az f fliggvény a pontbeli érintéegyenesének nevezziik.
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Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = x? fiiggvény a = 1-beli érintéegyenesét.
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Tétel (A derivalhatdsag sziikséges feltétele)

Ha f derivalhaté a-ban, akkor ott folytonos is.

Megjegyzés

Lattuk, hogy az |x| fliggvény az a = 0-ban nem derivalhatd, pedig folytonos, azaz a tétel
forditva nem igaz.
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Tétel (Derivalt és miiveletek)

Legyen a torlédasi pontja Doms N Domg-nek. Ha f és g derivdlhaté a-ban, és c € R, akkor
(f £g), (cf) és (fg) és ha még g(a) # 0, akkor (f/g) is derivalhatd itt. Tovabba, ekkor

L (f+g)'(a) = f'(a) + &'(a);
2. (f—g)(a) =1'"(a) — &'(a);
3. (cef)(a) = cf'(a);
4. (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
5. ha g(a) # 0, akkor
1\ _ —g'(a).
) ($>'(a) fé:—(z(;)(,) f(a)g'(a)
_ f'(a)g(a) — f(a)g'(a
52 () ()= TREDES,
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Feladat
Derivaljuk a kovetkezé fliggvényeket!
!/

1. (X2—|-2X—4) =

2. (V) =

Derivalt (326.-350.)-Derivalt és miiveletek (341.-349.)

CSAK VAZLAT (PG)

342



Tétel (Osszetett fiiggvény derivélasa)

Ha g derivalhaté a-ban, és f derivalhaté g(a)-ban, akkor f o g is derivalhaté a-ban. Tovabba
ekkor

(fog) (a) = f'(g(a)) &'(a)- (lancszabaly)
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Feladat
Derivaljuk a vx2 + 1 fiiggvényt!

Feladat
Derivaljuk a /x fliggvényt!

Derivalt (326.-350.)-Derivalt és miiveletek (341.-349.)
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Tétel (Inverz fiiggvény derivalasa)

Legyen | intervallum, a belsé pontja I-nek, és f : | — R! Ha f folytonos és szigortian monoton
I-n, és derivalhaté a-ban tgy, hogy f'(a) # 0, akkor f inverze, azaz =1 is derivalhaté

b = f(a)-ban, és
—1\/ 1
(F71) () = fi(a)’

CSAK VAZLAT (PG)
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Derivalt (326.-350.)-Derivalt és miiveletek (341.-349.)
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Példa

Ha n € N péros, akkor f(x) = x" esetén csak az /| =]0, oo[ intervallumon teljesiilnek a tétel
feltételei. Ennek a képe 6nmaga, igy az inverz fiiggvény, vagyis az f ~1(x) = /x derivaltjat
csak x > 0 esetén tudjuk ez alapjan meghatarozni. Nevezetesen

/ 1 1
\n/)? ! = f_l X) = = .
(V)= (1) )= 5710) = mam
Az /x flggvényt még a 0-ban is értelmeztiik, itt csak jobboldali derivaltja lehetne, de
lim M — lim 1

x=0+ x—0 x—0+ (\ry})”_l -

igy itt jobbrél nem derivalhaté.
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Példa

Ha n € N paratlan és n > 3, akkor f(x) = x" az egész szdmegyenesen derivalhat6 és
szigordan monoton névé, de '(0) = 0, igy csak x # 0 esetén teljesiilnek a tétel feltételei.
Ennek a képe 6nmaga, igy az inverz fiiggvény, vagyis az f~1(x) = ¢/x derivaltjat csak x # 0
esetén tudjuk ez alapjan meghatarozni. Nevezetesen

. ~1\/ 1 1
(59 = () ) = FF100) = iy ™

Az /x flggvényt még a 0-ban is értelmeztiik. Mivel

/x — /0 1
lim u = lim ——— = 09,
x=0+ x—0 x=0% (¢/x)"

igy itt még egyoldali derivaltja sincs.
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1. (x*) =ax®!  (x>0,a €R);

2. (a¥) = a"Ina (x €R,a > 0);
3. sin’ x = cos x (x eR);
4. cos' x = —sinx (x € R);
5. tg/x = 0);
gx=—5 (cosx # 0)
1
6. ctg'x=——> (sinx # 0);
sin? x
7. sh’ x = chx (x € R);
8. ch’x =shx (x € R);
9. th'x = ! (x eR);
~ ch?x '
1
10. cth'x = ——5 (x #0);
sh® x

logl, x = —_ (x,a>0,a#1);
arcsin’ x = 11—x2 (Ix] < 1);
arccos’ x = N (Ix] < 1);
Vi=2
arctg’ x = l—i—1x2 (x € R);
arcctg’ x = — T +1x2 (x € R);
arsh’ x = \/1:_7)@ (x €R);
arch’ x = \/)% (x> 1),
arth’ x = T2 (Ix] < 1);
arcth! x = - _1X2 (x| > 1);

Derivalt (326.-350.)-Nevezetes fiiggvények (350.-350.)
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Tétel (Lokalis széls6érték sziikséges feltétele)

4

Ha a belsé pontja Dom¢-nek, f derivalhatoé a-ban, és itt lokalis szélsGértéke van, akkor
f'(a) = 0.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

"z

Hatarozzuk meg az f(x) = x? — 3x — 1 fliggvény szélséértékeit a [0, 4] intervallumon!

Derivalas alkalmazésai (351.-401.)—-Kézépértéktételek (351.-359.)

CSAK VAZLAT (PG)
352



Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = x> — 2x* + 1 fiiggvény széls6értékeit a [—1/2,2] intervallumon!

A

RN

—1/2 1

Derivalas alkalmazésai (351.-401.)—-Kézépértéktételek (351.-359.)
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Feladat

Az alabbi dbran [athaté médon egy Ad-es papir mind a négy sarkabdl levagva egy-egy azonos
négyzetet, majd a 4 oldalt felhajtva kapunk egy hamuzét. Mekkora négyzeteket vagjunk le,
hogy a hamuzé térfogata maximalis legyen.

297mm

210mm
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Tétel (Rolle-féle kozépértéktétel)

Legyen a,b € R, a < b, f derivalhaté |a, b[-n, és folytonos a-ban és b-ben! Ha f(a) = f(b),
akkor létezik & €)a, b[, melyre f'(§) = 0.

A

W
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Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Legyen a,b € R, a < b, f derivdlhaté |a, b[-n, és folytonos a-ban és b-ben! Ekkor létezik

€ €]a, b[, melyre f'(¢) = f(bZ:Z(a).

AN

W

ot------—------
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Feladat
Mutassuk meg, hogy |sinx — siny| < |x — y| minden x,y € R esetén.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel)

Legyen a,b € R, a < b, f és g derivalhaté |a, b[-n, és folytonos a-ban és b-ben! Ekkor létezik
§ €la, b, melyre [g(b) — g(a)] '(£) = [f(b) — f(a)] &'(£)-
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Tétel (Darboux-tétel)

Ha f derivélhaté [a, b]-n, és m az f'(a) és f'(b) kézdtt van, akkor létezik x €]a, b[, melyre
f'(x) = m.

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié
Ha f’ derivalhat6é a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer derivalhaté a-ban, és f' a-beli
derivaltjat az f a-beli masodik derivaltjanak nevezziik, és f”(a)-val jeloljik.

f'(a) = (f'(x))’

Ha f’ jobbrdl, illetve balrdl derivalhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f jobbrdl, illetve
balrél kétszer derivalhato itt.

Hasonlban, ha f és f’ derivalhatd, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer derivalhaté, illetve ha
f|a kétszer derivalhatd, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer derivalhaté A-n.

X=a
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Definicié

Ha f(") (az f n-edik derivaltja) derivalhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f n + 1-szer
derivalhaté a-ban, és £(n) 5 beli derivaltjat az f a-beli n + l-edik derivaltjanak nevezziik, és
f(n+1)(a)-val jeloljiik.

Fr)(a) = (F9 ()

X=a

Ha (" jobbrdl, illetve balrél derivalhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f jobbrdl, illetve
balrél n + 1-szer derivalhaté itt.

Hasonlban, ha f, f/, ..., és f(") derivalhat6, akkor azt mondjuk, hogy f n+ 1-szer derivalhat,
illetve ha f|a n+ l-szer derivalhatd, akkor azt mondjuk, hogy f n+ 1-szer derivalhaté A-n.
Végiil legyen (O (x) = f(x).
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Definicié

Ha a € Dom¢ valamely / kérnyezetére f derivalhaté | N\ Dom¢-en, és f’ folytonos a-ban, akkor
azt mondjuk, hogy f folytonosan derivalhaté a-ban.

Azt mondjuk, hogy f folytonosan derivalhatd, ha az Doms minden pontjaban.

llletve ha A C Domy és f|, folytonosan derivalhaté, akkor azt mondjuk, f folytonosan

derivalhaté A-n.

CSAK VAZLAT (PG)
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Hasonldan definidlhatjuk, hogy f kétszer folytonosan derivalhatd, haromszor folytonosan
derivalhatd, ..., n-szer folytonosan derivalhaté.
Ha minden n € N*-re n-szer derivalhaté, akkor azt mondjuk, hogy tetsz8legesen sokszor

derivalhaté.

f folytonos

T

f derivalhatd

T

f folytonosan derivalhaté

¥

f kétszer derivalhatd

¥

f kétszer folytonosan derivalhaté
T
1’2

f tetszblegesen sokszor derivalhaté
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Tétel (L'Hospital szabaly)

Legyen a € R dgy, hogy a valamely | gémbkérnyezetére |\ {a}-n f és g derivalhatd, tovabbs
g’ nem nulla.

! _
Ha lim f(x) = lim g(x) =0, és létezik lim ,(X) = b € R, akkor
X—ra X—ra X—a g (X)
létezik lim @ = b.
X—ra g(X)

Ugyanez jobboldali és baloldali hatarértékre is igaz.
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Tétel (L'Hospital szabaly)

Legyen a € R dgy, hogy a valamely | gémbkérnyezetére |\ {a}-n f és g derivalhatd, tovabbs
g’ nem nulla.

. : . e it 1o TS =
Ha lim f(x) = )I(@ag(x) =0, vagy )I(@a lg(x)| = oo, és létezik )I(gna 70 b € R, akkor
létezik lim @ = b.
X—a g(X)

Ugyanez jobboldali és baloldali hatarértékre is igaz.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
nx

Hatarozzuk meg lim

hatarértéket!
x—=1x —1

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

i . Inx —x+1 L,
Hatarozzuk meg lim ——————— hatarértéket!
x—1 —x%4+2x —1

+

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Coef—1
lim —— =7
x—0 X
. Inx
lim — =7
X—00 X%
. 1 1
lim [ — — =
x—=1\Inx x-—-1

lim e Xshx =7
X—00

li | =
lim ctgxIn (cos x)

lim (cos x )&% =7
x—0
lim xSi"X =7
x—0

Derivalas alkalmazésai (351.-401.)-L'Hospital szabaly (366.-370.)
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Tétel
Legyen f derivalhaté az | intervallumon!
1. f'(x) > 0 minden x € | esetén pontosan akkor, ha f monoton névé I-n;

2. f'(x) <0 minden x € | esetén pontosan akkor, ha f monoton csékkend I-n.

~

/7 ’ \
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Az egyik irany szigori esetben is igaz.

Tétel

Legyen f derivalhaté az | intervallumon!
Ha f'(x) > 0 minden x € | esetén, akkor f szigordan monoton névé I-n.
Ha f'(x) < 0 minden x € | esetén, akkor f szigordan monoton csékkend I-n.

Viszont a tétel megforditdsa most nem igaz.

Példa
Az f(x) = x3 szigorian monoton név6é R-en, mégsem teljesiil f/(x) > 0 minden x € R esetén,
ugyanis f'(x) = 3x2, igy f'(0) = 0.

Osszefoglalva, intervallumon:

f' >0 <= f monoton névs;

f' <0 <= f monoton csékkend;
f' >0 = f szigorlan monoton ndvé;

f' <0 == f szigorlan monoton csokkend;

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié
Ha a € Domy és létezik 9 > 0, amire minden x,y € Domy, és

a—d<x<a<y<a+d

esetén,
> f(x) < f(a) < f(y), akkor azt mondjuk, hogy f lokalisan névé a-ban.
» f(x) > f(a) > f(y), akkor azt mondjuk, hogy f lokalisan csékkené a-ban.
> f(x) < f(a) < f(y), akkor azt mondjuk, hogy f szigortan lokalisan névé a-ban.
> f(x) > f(a) > f(y), akkor azt mondjuk, hogy f szigortian lokalisan csokkend a-ban.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

Legyen f derivalhaté a-ban!

Ha f lokalisan névé a-ban, akkor f'(a) > 0.

Ha f lokalisan csékkend a-ban, akkor f'(a) < 0.

Ha f'(a) > 0, akkor f szigordan lokalisan névé a-ban.

Ha f'(a) < 0, akkor f szigordan lokalisan csékkend a-ban.

Osszefoglalva, pontban:

f'(a) > 0 <= f lokélisan név8 a-ban;
f'(a) < 0 <= f lokalisan csokkend a-ban;
f'(a) >0 = f szigordan lokélisan névé a-ban;

f'(a) <0 = f szigortian lokélisan csékkend a-ban;

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Lokalis széls6érték (elsérendil) elégséges feltétele)
Ha f derivalhaté a valamely kérnyezetében, és f' eljelet valt a-ban, akkor f-nek lokalis
szélsGértéke van itt.

Nevezetesen, ha f'(a) = 0, és f' (szigordan) lokélisan név8/csékkend a-ban, akkor f-nek
(szigord) lokalis minimuma/maximuma van a-ban.

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalas alkalmazésai (351.-401.)-Monotonitas, lokalis szélséérték (371.-379.)

375



Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezo fiiggvények monotonok!

> f(x):x2—4x+3;
4

> f(X):XZ—X3—2X2—|—20;
1

¢ SIS
1

g f(X):l—i-x'

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kdvetkezd fiiggvények monotonok!
> f(x) = x> —4x+3;

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezd fliggvények monotonok!
4
> f(x)= XI —x3 — 2x2 +20;

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezé fliggvények monotonok!
4
> f(x) = XZ—X3—2X2—|—20;

~

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezd fliggvények monotonok!

1
- =TT

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kdvetkezo fiiggvények monotonok!

1

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezd fliggvények monotonok!

1
1+ x

> f(x) =

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezo fliggvények monotonok!

1
> f(x) = T

W
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Feladat
Tudjuk, hogy az y(x) kétszer derivalhaté fiiggvény, eleget tesz az

y+xiny+2x> —x+In(1+x)=1

egyenletnek, és y(0) = 1. Lokalis széls6érték-e ez?
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Feladat
Tudjuk, hogy az y(x) kétszer derivalhaté fliggvény, eleget tesz az

y+xlny+2x>—x+In(1+x) =1

egyenletnek, és y(0) = 1. Lokalis széls6érték-e ez?

Tétel (Lokalis széls6érték (masodrendii) elégséges feltétele)

Ha f kétszer derivilhaté a-ban dgy, hogy f'(a) =0, és f”'(a) # 0, akkor a loklis
szélsGértékhely.

Nevezetesen, ha f"(a) > 0, akkor f-nek szigorti lokdlis minimuma van a-ban, mig ha
f"(a) < 0, akkor f-nek szigorii lokélis maximuma van a-ban
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Tétel (lokalis széls6érték n-edrendli feltételei)
Legyen n € N*, D CR,acintD ésf: D — R n-szer derivalhaté a-ban (gy, hogy
fN(a) #0ésVken—1:fKk(a)=0.

» Ha n paratlan, akkor f-nek nincs lokalis szélsGértéke a-ban.

» Ha n paros f(")(a) > 0, akkor f-nek lokalis minimuma van a-ban.

» Ha n péros f(")(a) < 0, akkor f-nek lokalis maximuma van a-ban.
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f(x):Z—x3—2x2—|—2O

W
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f(x):Z—x3—2x2—|—2O

101

QO
S
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f(x)=XZ—x3—2x2+20
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f(x):Z—x3—2x2—|—2O

101
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Definicid

Azt mondjuk, hogy az | C Domy¢ intervallumon f

konvex, ha f(Ax + (1 — A)y) < Af(x) + (1 — AN)f(y);
szigorGian konvex, ha f(Ax + (1 — A)y) < Af(x) + (1 = N)f(y);
konkav, ha f(Ax + (1 — A)y) > M (x) + (1 — N)f(y);
szigordan konkav, ha f(Ax + (1 — A)y) > Af(x) + (1 — N)f(y);

minden (x,y) € 12\ A, és X €]0, 1] esetén.
Megjegyzés
A konvexitas azt jelenti, hogy a hirok a grafikon felett vannak.

Tétel

f pontosan akkor (szigorian) konvex az | intervallumon, ha —f (szigortian) konkav.
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f(x) =x?>—4x+5
O (x) + (1 - Nf(y)
O\x+(1-Ny Of(Ax+(1-N)y)

|

|

|

|

|

|

|

|

| |

| |

I |

I |

l |

l |

| |

l |

1 |

| |

| |

| |

I |

| |

' @
1

A=00] X y

(=]

W
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Tétel (Konvexitas sziikséges és elégséges feltétele)

Ha f derivalhaté az | intervallumon, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.
1. f (szigordan) konvex I-n;
2. f(x) > (#)f'(a)(x —a)+f(a), hax,aclésx+#a;
3. f’ (szigordan) monoton névé I-n.

Bizonyitas.

> 1. — 2.

\_| /

(¥
7

e
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Tétel (Konvexitas sziikséges és elégséges feltétele)

Ha f derivalhaté az | intervallumon, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.
1. f (szigordan) konvex I-n;
2. f(x) = (#)f'(a)(x — a) + f(a), hax,a€c |l és x # a;

3. f’ (szigordan) monoton névé I-n.

Bizonyitas.

» 2. — 3.:

W
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Tétel (Konvexitas sziikséges és elégséges feltétele)

Ha f derivalhaté az | intervallumon, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.
1. f (szigordan) konvex I-n;
2. f(x) > (#)f'(a)(x —a)+f(a), hax,aclésx+#a;

3. f’ (szigordan) monoton névé I-n.

Bizonyitas.

> 3. — 1.

v
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Kovetkezmény (Konvexitas szitkséges és elégséges feltétele)

Legyen f kétszer derivalhaté az | intervallumon!

f""(x) > 0 minden x € | esetén pontosan akkor, ha f konvex I-n.
f"(x) < 0 minden x € | esetén pontosan akkor, ha f konkav I-n.
Ha " (x) > 0 minden x € | esetén, akkor f szigorian konvex I-n.
Ha f"(x) < 0 minden x € | esetén, akkor f szigoriian konkav I-n.
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Definicié
Ha a belsd pontja Dom¢-nek, és létezik 6 > 0 dgy, hogy f konvex illetve konkév az |a — 4, a]

intervallumon, és konkav illetve konvex az [a, a + d[-n (épp ellenkezdleg), akkor azt mondjuk,
hogy a inflexids pontja f-nek, vagy azt, hogy f-nek inflexiéja van a-ban.

N
inflexids p

10

inflexiés pont

~
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Tétel

Ha a belsé pontja Dom¢/-nek és inflexiés pontja f-nek, akkor lokalis széls6értékhelye f'-nek.

Tétel (Inflexié sziikséges feltétele)

Ha a belsé pontja Dom¢-nek, f kétszer derivédlhaté a-ban, és itt inflexié van, akkor f”(a) = 0.

Tétel (Inflexi6 (masodrendii) elégséges feltétele)

Ha f kétszer derivdlhaté a valamely kérnyezetében, és f" eléjelet valt a-ban, akkor f-nek
inflexidja van itt.

Tétel (Inflexié (harmadrendii) elégséges feltétele)

Ha f hdromszor derivalhaté a-ban gy, hogy f"(a) =0, és f’(a) # 0, akkor a inflexiés pont.
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kévetkezd fiiggvények konvexek
illetve konkavok!

> f(x) =x2—4x+3;

X4
> f(x):Ifx3f2X2+20;
1
> =1
1
g f(X):l—i-x;
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kdvetkezo fliggvények konvexek
illetve konkavok!

> f(x) = x> —4x+3;
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Feladat

Hatarozzuk meg a legbdvebb intervallumokat, melyeken a kovetkezd fliggvények konvexek

illetve konkavok!
4

> f(x):XZ—x3—2X2+2O;
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Feladat

Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kévetkezd fiiggvények konvexek

illetve konkavok!

X4

> f(x):Z—x3—2x2+2O;
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Feladat
Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezo fliggvények konvexek
illetve konkavok!

1
=1
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Feladat

Hatarozzuk meg a legbdvebb intervallumokat, melyeken a kévetkezo fliggvények konvexek

illetve konkavok!

1
> flx) = 112

|
N

|
=
RS
S
5__44444
j——
N

~
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Feladat
Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezo fliggvények konvexek
illetve konkavok!

1
- = 1+ x
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Feladat
Hatarozzuk meg a legb6vebb intervallumokat, melyeken a kovetkezo fliggvények konvexek
illetve konkavok!

1
< = 1+ x

~
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Tétel (Inflexié n-edrendii feltétele)

Legyen n € Nt, D C R, acintD ésf: D — R n+ l-szer derivlhaté a-ban dgy, hogy
FIrt1)(3) £0 ésVk € n—1: fkt(a) = 0.
» Ha n paratlan, akkor f-nek nincs inflexiéja a-ban.

» Ha n paros, akkor f-nek inflexiéja van a-ban.
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Feladat
Végezziink teljes fiiggvényvizsgilatot! f(x) = (x — 3)?(x +1)3
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Feladat
Végezziink teljes fiiggvényvizsgilatot! f(x) = (x —3)?(x + 1)3

A
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Feladat

Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot! f(x) = sinx +

sin 3x
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Feladat
sin 3x

3

Végezziink teljes fuggvényvizsgalatot! f(x) = sinx +

A

1__

-/

W
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Feladat

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot! f(x) = x?In x?
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Feladat

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot! f(x) = x? In x?

~
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Tétel (Jensen-egyenlStlenség)

f (szigorian) konvex az | C Dom¢ intervallumon pontosan akkor, ha

VneNT VAL, A0 >0,) Ni=1x,....x: €, {3} # {x1,
i=1

f (i(&-m)) < (#)Zn:(/\if(xi))-

i=1 i=1

..., Xn} esetén
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Tétel (Altalanositott Bernoulli-egyenlétlenség)

Ha o € R és x > —1, akkor
1. o> 1 esetén (1 + x)* > 1+ ax (egyenl6ség pontosan akkor ha x = 0).
2. a=0vagy a=1esetén (1+x)* =1+ ax.
3. 0<a<lesetén (1+x)* <1+ ax (egyenléség pontosan akkor ha x =0).
4. o< 0 esetén (14 x)* > 1+ ax (egyenlbség pontosan akkor ha x = 0).
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Tétel (Silyozott hatvanykozepek kozotti egyenlétlenség)

Hane N, xg,...,x, >0,wy,...,w, >0,p,qg €R dgy, hogy wi +---+w,=1ép < q,
akkor

Mp,wl,.,.,w,,(xlu s 7Xn) S Mq,Wl,...,Wn(Xla e 7XI7)‘
Egyenléség pontosan akkor, ha x3 = - - - = x,.
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Tétel (Holder-egyenl6tlenség)
Hane Nt xi,y1,..., X0, yn > 0, €]0, 1], akkor

s (&) (6)

Egyenléség pontosan akkor, ha 3t € R : (x1,...,%n) = t(y1,...,¥n), vagy
(V1,---5¥n) = t(x1,. .., Xn)-
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Definicid

Ha f n-szer derivalhaté az a pontban, akkor n-edrendti, a-beli Taylor polinomjanak nevezziik a

n )
T = 3 T e o

k=0

polinomot.
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény els-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koril.
> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e~ fuggvény 0 korili 4-edrendii Taylor polinomjat!
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.
» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalas alkalmazésai (351.-401.)-Taylor-polinom (395.-399.)

396



Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.
» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.

» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

14 To(x) =0; Ti(x) =x
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.

» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

To(x) =0; Ti(x) =x
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.
» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

0
T
Si
—
x
~
I
(=]

; Ti(x) = x = Ta(x);

S

X
N

[l
wl| X,
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.
» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? 4 6x — 5 fiiggvény els6-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 koral.
» Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koriili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalas alkalmazésai (351.-401.)-Taylor-polinom (395.-399.) 396



Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.

> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

"

-1 1

W
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Feladat
> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.
> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!
> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

W
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.

> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

To(x) =1; Ti(x) = x+1;

W
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.

> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

To(x) =1; Ti(x) = x+1;

W
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.

> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

To(x) =1; Ti(x) = x+1;

W
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Feladat

> [rjuk fel az f(x) = x? + 6x — 5 fiiggvény elsé-, masod-, harmad- és negyedrendii
Taylor-polinomjat a =0 és a = 1 korul.

> Irjuk fel az f(x) = tg x fiiggvény 0 koériili 5-6drendii Taylor polinomjat!

> [rjuk fel az f(x) = e fiiggvény 0 koriili 4-edrendii Taylor polinomjat!

To(x) =1; Ti(x) = x+1;

4 3 2
T4(X):;—4+%+%+x+1;

Derivalas alkalmazésai (351.-401.)-Taylor-polinom (395.-399.)
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Tétel

Ta(x) az egyetlen olyan legfeljebb n-edfoki polinom, amire
T19(a) = (a)

minden k = 0,1,...n esetén.

Kovetkezmény
Ha f n-szer derivalhaté a-ban, akkor az Rp(x) = f(x) — Tn(x) maradéktagra

lim 7Rn(x)
xX—a (X — a)”

=0.
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Tétel (Taylor-tétel)

Ha f n+ 1-szer derivalhaté az [a, x| (vagy [x, a]) intervallumon, akkor létezik & €|a, x| (vagy
€ €]x, a[), amire

Fr(E) "
Rn(x) = m(x — g,
(M4 (n+1)
f(x)=f(a)+f(a)(x —a)+ -+ f n!( ) X —a "+2n+ff!)(x a)"1
Ta(x) Ra(x)
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Feladat
Becsiiljik In2-t a logaritmus fliggvény a = 1 kériili 6todrendii Taylor-polinomjaval, és adjunk
korlatot a hibara!

Feladat
Becsiiljiik v/9 értékét 3 tizedesjegy pontossaggall
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Definici6 (Paraméteres gorbe)

A t— (x(t),y(t)) egy paraméteres gorbe, ahol a t paraméter végigfut egy | C R
intervallumon.

Megjegyzés

Az intervallumon értelmezett f(x) figgvény grafikonja mindig egy paraméteres gorbe x(t) = t,
y(t) = f(t) vélasztéssal.

A paraméteres gorbe nem mindig egy fiiggvény grafikonja, példaul x(t) = cost, y(t) =sint,
ahol t € [0, 27] az egységkor.

Tétel
Ha x(t) invertilhatd, akkor a paraméteres gérbe egy y = f(x) fiiggvény grafikonjat futja be.
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Legyen tp az I belsé pontja, és hasznéljuk az xp = x(tp) és yo = y(to) jeloléseket. Tegyiik fel
tovabba, hogy x invertdlhatd I-n, és f(x) = y(t(x)) az el6z6 tételbeli fliggvény.

Tétel
Ha x folytonos I-n, x és y derivalhaté ty-ban dgy, hogy x'(to) # 0, akkor f derivalhaté xo-ban
és

Tétel

Ha x és y kétszer derivalhaté ty-ban dgy, hogy x'(to) # 0, akkor f kétszer derivalhatd xp-ban
és

y"(t0)x'(to) — x"(to)y’(t0)

(x'(10))?

f-//(XO) —

Feladat

Vizsgaljuk a t — (tcost, tsint) paraméteres gorbe lokalis tulajdonsagait a to = 0, és a tg = 7
pontban!
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Definicié

Ha F derivalhat6 az / C R intervallumon, és F'(x) = f(x) minden x € | esetén, akkor azt
mondjuk, hogy F a f egy primitiv fuggvénye [-n.

Ha az f fliggvénynek létezik primitiv fliiggvénye, akkor a primitiv fliggvényeinek halmazat az f
hatarozatlan integraljanak nevezziik és alkalmazzuk az

/f vagy az /f(x)dx

jelolést.

Példa
Példaul az f(x) = e* fliggvény primitiv figgvénye az F(x) = e* és a G(x) =e* + 3 is.
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Tétel (A hatérozatlan integral szerkezete)

Legyen F egy primitiv fiiggvénye f-nek I-n.
G pontosan akkor primitiv fiiggvénye f-nek I-n, ha létezik ¢ € R, melyre

G(x)=F(x)+c

teljesiil minden x € | esetén.

Kovetkezmény

Ha F egy primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor

/f(x) dx = {F(x) + c|c € R}.

Ezért alkalmazzuk az egyszeriibb

jelolést.
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XaJrl

+c¢, haa#-1,

1./x°‘dx: a+1
In|x|+¢, haa=-1;
2. /exdx:ex—i—c;

w

/sinxdx: —CcosX + c;

4. /cosxdx:sinx+c;

(€]

. /shxdx:chx+c;

6. /chxdx:shx+c;

~

dx = arcsinx + c;

S =
1
=

oo

dx = arshx + ¢;

/axdx:a——s—c (a > 0);
Ina

/ L d tgx+c
X = tg x :
cos? x &

1
/de:—ctgx—i—c;
SIn® X

1
dx =thx + c;
/ch2x

1
/dez—cthx—i—c;

/ L 4 tgx +
— —dx =arctgx + c;
1+ x2 &

dx = archx + ¢;

[ =

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Alapintegralok (404.-405.)
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Tétel (Primitiv figgvény és miiveletek)

Ha f-nek és g-nek van primitiv fiiggvénye (ugyanazon az intervallumon), akkor f + g-nek és

f — g-nek is, méghozza
/(f:l:g):/le:/g.

Ha f-nek van primitiv fliggvénye, és a € R, akkor af-nek is van primitiv fiiggvénye, méghozza
/mﬂza/ﬁ

Feladat

/x3—x2+5x+7rdx:?

/X3—X2—|—5X—|—7T

dx =7
2
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Tétel (Parciélis integral)

Ha f és g derivalhatéak az | intervallumon, és f'g-nek létezik itt primitiv fiiggvénye, akkor

fg'-nek is, és
/(fg’) =fg— /(f’g)-
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Ha p(x) egy polinom, és az integrandus p(x)e*, p(x)sinx, p(x)cosx, p(x)sh x vagy p(x)ch x
alakd, akkor igy integralunk.

Feladat
/X sin xdx =7

/(x2 —2x)e*dx =7
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Ha p(x) egy polinom, és az integrandus p(x)Inx, p(x) arcsin x, p(x) arccos x, p(x) arctg x,
p(x) arcctg x, p(x)arshx, p(x)arch x, p(x)arth x, p(x) arcth x alakd, akkor igy integralunk.

Feladat

/Inxdx =

/(3X2 + 1) arctg xdx =7
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Ha az integrandus mindkét tényezéje e, sin x, cos x, sh x vagy ch x, akkor (néha) igy
integralunk.

Feladat
/ex cos x dx =7

/sin2 xdx =7

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Helyettesitéses integral)

Ha g derivdlhatd, és f-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor (f o g)g’-nek is létezik primitiv
fliggvénye, és

[ et (ax= [ Feae

/ f(x)dx = F(x) + c jeléléssel

t=g(x)

[ fleg/(x)dx = Fg(x)) + <.
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Feladat
/es"’x cos x dx =7

/sin(x8 +12x7)(2x" + 21x%) dx =7

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Helyettesitéses (410.-414.)
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Megjegyzés

Ha a kiilsé fliggvény x®, akkor

[(et)g'(x)ax =

'(x)
/5

és

Feladat
|
NX 4x =2
X
x+1

VX2 + 2x

ctgxdx =?

dx =7

(g(x))**

a+1

dx =In|g(x)| + ¢

+c
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Megjegyzés
Ha a belsé6 fiiggvény els6fokd polinom, akkor

/f’ (ax + b) dx f(ax;— b) +c.

Feladat

/ezx dx =7
/xe2X dx =7

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

Ha a helyettesitéses integral feltételei teljesiilnek, és g még invertalhatd is, akkor a kévetkezé

alakba is irhatjuk.
/ F(g(1))g'(t) dt = / F(x) dx.
t=g~1(x)

Feladat
/ eV¥dx =?

4x
[
1+ eX

/\/eT(dX:?

1
dx =?
/1+ X

2

CSAK VAZLAT (PG)
Hatarozatlan integral (402.-428.)—Helyettesitéses (410.-414.) 414



Racionalis tortfliggvény integralasa

0. Iépés: Polinom osztassal az integrandust felirjuk egy polinom, és egy olyan racionélis

P4

Egydttal a nevezé legyen fopolinom. A polinomot félre tessziik a 3. |épésig csak a masik
taggal foglalkozunk.
1. |épés: A nevezd felirhatd els6foki, és negativ diszkrimanansi masodfokd fépolinomok
szorzataként. Az azonos tényezOket rendezziik egy csoportba.
2. lépés: Parcidlis tortekre bontds. Ez alatt azt értjiik, hogy a nevez6 el6z6 pontban szerepld
tényezGihez egy-egy parcialis tortet rendeliink gy, hogy ezek 6sszege az el6z6 tort legyen.
3. 1épés: A parcialis torteket kiilon-kiilon integraljuk, és a 0. 1épésbeli polinomot is.
Minden lépés megoldhatd, csak az 1. |épés okozhat technikai problémat. S6t, a megoldas
mindig egyértelmi. A Iépéseket kiilon-kiilon, példakon keresztil mutatjuk be.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
2
/ﬂ dx =7

2x2 +1
/de:?
X34—|—2x2+2x
x*+1
——dx =7
/<x—1>3 )

/ x8 42 dx =2
22 +3) (x4 —x2)

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Racionalis tértfiiggvény (415.-420.)
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n n—i n
P(x,y) = ZZ ajx'y! egy kétvaltozés polinom. Ha Z (a,-,,,_,-)2 # 0, akkor n-edfoki.
i=0 j=0 i=0
R(x,y) egy kétvaltozds racionalis tortfiiggvény, ha két kétvaltozds polinom hanyadosa.
Hasonléan értelmezhetjiik tobbvaltozés polinom és tobbvaltozés racionalis tortfliggvény
fogalmat.
Ebben az alfejezetben R mindig egy tobbvaltozés racionalis tortfiiggvény. Egy kivétellel
kétvaltozés.
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Jsin(ax) cos(bx)dx,  (a* # b?)

Feladat
/sin(3x) cos(7x) =7

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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J R(e¥)dx

Feladat

/5ex+e3x i
ex+1

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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J R(sin x, cos x) dx

Feladat
1

=7
— 2 dx =7
3sin© x + cos” x

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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[sin” x cos x dx, ahol n, k € N

Feladat

> /sin5xcos4xdx =7

> /sinzxcosA’xdx =7
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fR(x,\/ax2+bx+c) dx,

Feladat

/X\/X2-|-2X-|-1dX =7

(a#0)

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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fR(x,\/ax2+bx+c) dx,

Feladat

/X\/X2-|-X—1dX =7

(a#0)

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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fR(x,\/ax2+bx+c) dx,

Feladat

/x3\/1—x2dx =?

(a#0)

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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fR(x,\/ax2+bx+c) dx,

Feladat

/\/1+X2dX:?

(a#0)

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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pP1 P2 Pn

fR(qu,X‘D,...,Xq"> dx

Feladat

1
X3 + x4
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IR (x, vax + b) dx

Feladat

/x2\3/2x +1dx =7

Hatarozatlan integral (402.-428.)—Integralasi médszerek (421.-428.)
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Definicié
Legyen [a, b] egy kompakt intervallum. Egy P C [a, b] véges halmazt az [a, b] egy
felosztasanak nevezziik, ha a,b € P. Ha n+ 1 a P elemszadma, akkor P elemeit névekvo
sorrendben jelolje

a=xp<x1<xp<---<x,=>bl
Jeldlje tovabba Ay a k-adik részintervallum hosszat, azaz legyen

Ak:Xk—Xk—l (k:].,...,n)!

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié
Legyen f korlatos [a, b]-n, és P az [a, b] egy felosztasa. Ekkor az f P felosztashoz tartozé alsé
integralkozelité 6sszegének nevezziik az

n

SP:Z Ak inf f

k=1 [kal 7Xk]

valés szamot.

0 2
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Definicié
Legyen f korlatos [a, b]-n, és P az [a, b] egy felosztasa. Ekkor az f P felosztashoz tartozd
fels6 integralkozelité osszegének nevezziik az

n

Sp:Z Ax sup f

k=1 [Xk—1,%k]

valés szamot.

0 2
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Definicié
Legyen f korlatos [a, b]-n, és P az [a, b] egy felosztasa. Ekkor az f P felosztashoz tartozd
oszcillaciés osszegének nevezziik az

OP:Z<Ak< sup f— inf f))
k=1 [kal,Xk] [Xk717X/<]

valés szamot.

Megjegyzés
Legyen f korlatos [a, b]-n, és P az [a, b]
egy felosztasa. Ekkor

Op = Sp — sp.

N
L4
4=X0 X1 X2 X3 x4=0b

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Legyen f korlatos [a, b]-n, P az [a, b] egy felosztasa, és & € [xk—1, xk| az oszbtintervallumok
reprezentanspontjai minden k = 1,..., n esetén. Ekkor az f P felosztas, és &1, ...,&,
reprezentanspontokhoz tartozé integralkozelité osszegének nevezziik az

o= 3 (AF(E)
k=1

valds szamot.

AN

IR

AN
d=X06% & X & B =b
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Tétel

Legyen f korlétos [a, b]-n, P az [a, b] egy felosztasa, és &y € [xk—1, xk| az oszétintervallumok
reprezentanspontjai minden k =1,..., n esetén. Ekkor

sp < op < Sp.
Definicid

Legyen f korlatos [a, b]-n! Ekkor az f als, illetve felsé Darboux-integraljadnak nevezziik a
kovetkezbket.

f

m‘\a@

b
/f(x)dx = sup{sp|P felosztasa [a, b]-nek}
a

f(x) dx = inf{Sp|P felosztasa [a, b]-nek}

m\\@
Il
&
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Tétel

Ha f korlatos [a, b]-n, akkor Darboux-integraljai végesek, és

v— &

b
f(x)dx < /f(x)dx.

Utmutatas.
Megmutatjuk, hogy ha P; és P» felosztasok, akkor

SP1 S SP1UP2 S SP1UP2 S SPQ'

A 4

A 4

Xn

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

Ha f korlatos [a, b]-n, akkor Darboux-integraljai végesek, és

v— &

b
f(x)dx < /f(x)dx.

Utmutatas.
Megmutatjuk, hogy ha P; és P» felosztasok, akkor

SP1 S SP1UP2 S SP1UP2 S SPQ'

™S AN

AN

y
A 4

T T ? T
X0 Xk—1 Y Xk Xn X0 Xk—1 Y Xk Xn
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Definicié
Ha f korlatos [a, b]-n, és

/” dx_/f

akkor azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté [a, b]-n, a fenti kozos értéket f [a, b] feletti
Riemann-integraljanak, vagy roviden integraljanak nevezziik, és a kovetkezdképpen jeloljiik.

Feladat

Szadmoljuk ki az /cdx és /D ) dx értéket, ha létezik.

D a Dirichlet- fuggveny, D(x )—1 hax € Qés D(x) =0, haxeR\Q.
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Definicié
Ha P egy felosztasa az [a, b| intervallumnak, akkor finomsaganak nevezziik, és AP-vel jeléljik,
a felosztas leghosszabb részintervallumanak hosszat.

AP = mfx Ag

Tétel (Darboux-tétele)

Ha f korlatos az [a, b]-n, akkor

b b
Ve>0:30>0: AP <§ —> /f—5p<a, i/letveSP—/f<£.
a a
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Definicié
Legyen most minden n € N1 esetén P, az [a, b] felosztdsa. Azt mondjuk, hogy a P,
felosztassorozat normalis, ha

AP, — 0.

Kovetkezmény

Ha P, normilis felosztdssorozata [a, b]-nek, és f korlatos [a, b]-n, akkor
b b
Spn—>/f és S,Dn—>/f.

Feladat

Szamoljuk ki az /xdx értéket, ha létezik.
0
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Tétel (Newton-Leibniz-tétel)

Ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n, és létezik F primitiv fiiggvénye is itt, akkor

b
/f(x) dx = F(b) — F(a) = [F(x)].
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Feladat
w/2

Szamoljuk ki az / cos x dx értéket, ha létezik.
—7/2

W
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Feladat
w/2

Szamoljuk ki az / cos x dx értéket, ha létezik.
—7/2

W
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Megjegyzés

A tétel akkor is igaz, ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n, F folytonos [a, b]-n, és derivalhatd

la, b[-n, ésitt F' = f.

A Newton-Leibniz formula igaz marad a > b, illetve a = b esetén is, a kdvetkezé értelmezés

szerint.

Definicid

Ha a < b, és f Riemann-integralhaté [a, b]-n, akkor azt mondjuk, hogy létezik

a b
Jr- s
b a

Tovabba, legyen

[f=o

a

Hatarozott integral (429.-461.)-Newton-Lebniz (440.-458.)
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Lemma

Legyen f korlatos [a, b]-n. f pontosan akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, ha minden ¢ > 0
esetén létezik [a, b]-nek olyan P felosztdsa, melyre

Op < .
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Tétel

Ha f monoton és korlatos [a, b]-n, akkor itt Riemann-integralhato.
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Lemma

Ha P, egy normilis felosztassorozata [a, b]-nek, és f itt Riemann- integralhatd, akkor a
reprezentacios pontok valasztasatol fliggetlendil

b
|im0'pn:/f.
a

Ha P, egy felosztassorozata [a, b]-nek, és op, konvergens a reprezentaciés pontok
vélasztasatol fiiggetlentil, akkor f Riemann-integralhatd [a, b]-n, és

b
/f — limop,.
a
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Tétel
Ha f és g Riemann-integralhat6 [a, b]-n, és a« € R, akkor f + g, f —f ésa - f is az, és
b b b

/(fj:g):/fj:/bg, /b(a-f):a/f.

a a a

Megjegyzés

Ha f és g Riemann-integralhaté [a, b]-n, akkor fg is Riemann-integralhaté [a, b]-n.
Ha még létezik ¢ > 0, amire |g(x)| > ¢ minden x € [a, b] esetén, akkor f/g is
Riemann-integralhaté [a, b]-n.

f o g Riemann-integralhatésaga nem kovetkezik.
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Lemma
Ha a < c < b, és f korlatos |a, b]-n, akkor

C

b b b c b
/f:/f+/f,i//teve/f:/f—i-/f.
E E T 2 2 c

Utmutatss.
Az [a, b] olyan felosztasait vizsgaljuk, melyekre ¢ € P.

O

Tétel (Az integral intervallum szerinti additivitasa)

Ha a < ¢ < b, és az alabbi egyenlet valamelyik oldala létezik, akkor a masik is, és ekkor a két

oldal egyenlé.
b c b
Jr=[r+[f
a a c
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Tétel
Ha a < b, akkor

b b
(b—a)inffg/f, és/fg(b—a)supf.
[a,b] J A [a,b]

Kovetkezmény

Ha a < b, f(x) < g(x) minden x € [a, b] esetén, és f és g Riemann-integralhaté |a, b]-n,

b b
akkor/fg/g.

llletve ha a < b, akkor

b
/ f
inf f < a <supf.
[a,b] b—a [a,b]
integralkézép
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Tétel (Haromszog-egyenlétlenség)
Ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n, akkor |f| is, és ekkor

b

/ f(x)dx

a

b
< / I£(x)| dx.

Megjegyzés
Ha nem tudjuk, hogy a < b, akkor csak azt allithatjuk, hogy

b
/ f(x)dx

b

/]f(x)\ dx

a

<
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Tétel
Ha f folytonos [a, b]-n, akkor itt Riemann-integralhatd.
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Feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = x2, és a g(x) = 2 — || fiiggvények grafikonjai altal meghatarozott
korlatos sikidom teriiletét!
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Tétel (Parciélis Riemann-integral)

Ha f és g folytonosan derivalhatdak |[a, b]-n, akkor

b b
&) =115~ [ (o).
a a
Feladat

T 1

/xsinxdx =7 /X2ex dx =7

0 0

0 T 0 L
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Tétel (Helyettesitéses Riemann-integral)

Ha g folytonosan derivalhatd, szigortian monoton, és [a, b| C Rang, tovabba f folytonos
[a, b]-n, akkor

b g~ 1(b)
[feax= [ fe)e @
2 g 1(a)

Feladat

Szamoljuk ki az egységsugar( kor teriiletét! |
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Tétel
Ha f korlatos, és véges sok pont kivételével folytonos [a, b]-n, akkor Riemann-integralhaté
[a, b]-n.
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Definicid

Azt mondjuk, hogy az A C R halmaz nullmértékii (a Lebesgue mérték szerint), ha minden
oo

€ > 0 esetén létezik olyan x, és y, sorozat, hogy x, < y, minden n-re, A C U [Xn, Yn], és

n=1
(oS

Z(}’n —xn) <€

n=1
Azt mondjuk, hogy f majdnem mindenitt folytonos [a, b]-n, ha egy nullmértékii halmaz
kivételével, az [a, b] minden pontjaban folytonos.

Tétel (Lebesgue-kritérium)

Tegyiik fel, hogy f korlatos [a, b]-n.
Ekkor f pontosan akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, ha majdnem mindeniitt folytonos
[a, b]-n.
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Tétel
Tegyiik fel, hogy f(x) = g(x) véges sok kivétellel minden x € [a, b] esetén.
Ekkor f pontosan akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, ha g az. llletve ekkor

b b
[r=]s
a a

Feladat
2.5

/LXJ dx =7

—2

CSAK VAZLAT (PG)
Hatarozott integral (429.-461.)-Newton-Lebniz (440.-458.)
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Definicié
Ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n, akkor az integral mint a felsé hatar fliggvényének, vagy
roviden integralfliggvényének nevezziik az

fuggvényt. (x € [a, b], azaz Domg = [a, b].)

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Integralszamitas alaptétele)

Ha f Riemann-integralhaté |a, b]-n, akkor F integralfiiggvénye folytonos.

Ha még valamely & € [a, b] esetén f folytonos {-ben, akkor F integralfiiggvénye derivalhatd
&-ben, és F'(€) = f(&).

CSAK VAZLAT (PG)
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Kovetkezmény

Ha f folytonos [a, b]-n, akkor integrélfiiggvénye egyiittal primitiv fiiggvénye is. Igy folytonos

fliggvényre alkalmazhaté a Newton-Leibniz formula.
X

Az F(x) = /e_t2 dt fliggvény nem elemi fliggvény, de tudjuk, hogy szigorian monoton novo,

0
paratlan, és | — 0o, 0]-n konvex, mig a [0, co[-n konkav. A 0 inflexiés pont.

Feladat

eX

» Hatarozzuk meg az F(x) = /sin t2dt és a G(x) =

0

X
/ arctg t? dt

> lim & =7
x—0 X

> /\x!dx =7

eX+1
/ sin t2 dt fuggvények derivéltjat!
eX

CSAK VAZLAT (PG)
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Improprius integral

Definicié (Improprius integral, 1. tipus, (az intervallum nem korlatos))

Legyen a € R, és f Riemann-integralhaté [a, b]-n, minden b > a esetén!
b

Ha létezik I|m /f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius integralhaté az [a, oof

intervallumon, es az integral értéke a fenti hatarérték, azaz
/ = lim /f
b—o0

Ha nem létezik I|m /f vagy I|m /f = 400, akkor azt mondjuk, hogy az f nem

improprius mtegralhato az [a, cof-en.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

71
/—dx:?
X
1
o0

1

1
[e%e]

/e_x dx =7

Integrél alkalmazésai (462.-486.)—Improprius integral (462.-475.)
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Definicié (Improprius integral, 1. tipus, (az intervallum nem korlatos))
Legyen b € R, és f Riemann-integralhaté [a, b]-n, minden a < b esetén!
b
Ha létezik lim /f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius integralhaté a | — oo, b|
a——o0
a
intervallumon, és az integral értéke a fenti hatarérték, azaz

b

b
/f: lim /f.
a——o0
— 00 a

b b
Ha nem létezik lim /f, vagy lim /f = 400, akkor azt mondjuk, hogy az f nem
a

a——0o0 a——0o0

a
improprius integralhaté a [—oo, b[-n.
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Feladat
1

Integrél alkalmazésai (462.-486.)—Improprius integral (462.-475.)
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Definicié (Improprius integral, 2. tipus, (a fuggvény nem korlatos))
Legyen f Riemann-integralhaté [x, b]-n, minden a < x < b esetén!
b

Ha létezik Iim+/f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius integralhaté az |a, b]
X—a

X
intervallumon, és az integral értéke a fenti hatarérték, azaz
b b
/f = lim /f.
X—a+
a X

b b
Ha nem létezik lim /f, vagy lim /f = #4o00, akkor azt mondjuk, hogy az f nem
X—ra+ X—ra+
X X

improprius integralhaté az [a, b]-n.
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Integrél alkalmazésai (462.-486.)—Improprius integral (462.-475.)

CSAK VAZLAT (PG)

467



Definicié (Improprius integral, 2. tipus, (a fuggvény nem korlatos))
Legyen f Riemann integralhaté [a, x]-en, minden a < x < b esetén!

Ha létezik I|m /f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius integralhaté az [a, b

intervallumon, es az integral értéke a fenti hatarérték, azaz
b X
/ F= lim / f
x—>b—
a a

Ha nem létezik |im /f vagy I|m /f— 400, akkor azt mondjuk, hogy az f nem

x—b—

improprius integrélhaté az [a, b]-n

CSAK VAZLAT (PG)
Integrél alkalmazésai (462.-486.)—Improprius integral (462.-475.)

468



Fﬁeladat

2

/tgxdx =7

0

Integrél alkalmazésai (462.-486.)—Improprius integral (462.-475.)
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Definicié (Vegyes tipus)

Legyen a, b € R! Ha létezik n € N*, és xg,...,x, € R igy, hogy a=x9 < --- < x, = b, és
minden k = 1,..., n esetén f improprius integralhaté (1. vagy 2. tipus) az |xxk_1, x|
intervallumon, akkor azt mondjuk, hogy az f improprius integralhat6 az |a, b| intervallumon, és
az integral értéke a fentiek Gsszege, azaz

b n Xk
=% [+
] k=1
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Feladat
1

/x*2 dx =7

-1
1

/x*‘o’ dx =7

-1
1

/ x 3 dx =7

-1
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Definicid

Ha a, b € R tgy, hogy a < b, és f improprius integralhaté |a, b|-n, akkor azt mondjuk, hogy

|étezik
a b
/f:—/ﬁ
b 2
/f:&

a

Tovabb3, legyen

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel
Ha a,b € R, f és g improprius integralhaté
az, és

b b

/b(fig)—/fi/g,

a a

Ve —

a

b

(a-f):a/f.

a,bl-n, ésa € R, akkor f + g, f —gésa-fis
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Tétel (Az improprius integral intervallum szerinti additivitasa)
Ha a,b € R, a < c < b, és az alabbi egyenlet valamelyik oldala létezik, akkor a masik is, és

ekkor a két oldal egyenlé.
b c b
[r=[r+ [
a a C
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Tétel

Legyen a,b € R, a < b, f, g és h folytonos |a, b|-n, f(x) < g(x) < h(x) minden x € |a, bl
esetén! Ha f és h improprius integralhaté |a, b|-n, akkor g is, és

b b b
[f<[e<[n

Feladat -
Létezik-e /efx2 dx?

—0o0
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[vhossz

~

Integral alkalmazésai (462.-486.)Ivhossz (476.-478.)
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[vhossz

o1 - 4

o1 - 4

~

Integral alkalmazésai (462.-486.)Ivhossz (476.-478.)
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[vhossz

~

Integral alkalmazésai (462.-486.)Ivhossz (476.-478.)
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~
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~
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~
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~
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~
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~
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[vhossz

~
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[vhossz

A 4

Integral alkalmazésai (462.-486.)Ivhossz (476.-478.)
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[vhossz

A 4

Integral alkalmazésai (462.-486.)Ivhossz (476.-478.)
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Tétel
Ha f : [a, b] — R folytonosan derivilhatd, akkor a gérbe ivhossza

b
/\/1 +(F(x))dx.

0 2

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
Mennyi az f(x) = v/x3 gorbe
ivhossza, ha x € [1,4]?

b
Segitség: / V14 (F1(x)) dx.

~

CSAK VAZLAT (PG)
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Forgastest térfogata

Tétel
Az f|a, b] — [0, oo[ folytonos fiiggvény grafikonjat megforgatjuk az x tengely kériil. Az igy
b

kapott forgastest térfogata m / f2(x) dx
a

N

XO = = Xn

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

11
Az f(x) = sin(x) + 1.5 fiiggvény grafikonjanak {g, 671 feletti szakaszat forgassuk meg az x

tengely koril! Mennyi a kapott forgastest térfogata?

b
Segitség: 7r/f2(x) dx.
a

CSAK VAZLAT (PG)
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Forgastest felszine

Tétel

Az f(x) folytonosan derivalhatd, nemnegativ fiiggvény [a, b]-n
vett grafikonjat megforgatjuk az x tengely kéril. Az igy kapott
b

forgastest palastjanak felszine 277/ f(x)\/1+ (F/(x))?dx.
a

W
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Feladat

Az f(x) = x3 fiiggvény grafikonjanak [0, 1] feletti
szakaszat forgassuk meg az x tengely koril! Mennyi a
kapott forgastest palastjanak felszine?

b
Segitség: 21 / F)Y1 + (F(x)) dx.

a

W

CSAK VAZLAT (PG)
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Sdlypont

Az f(x) folytonos, nemnegativ fliggvény [a, b| intervallumra es6 grafikonja alatti teriilet
sulypontjat szeretnénk meghatarozni.

A

+
S: (SX) SY)

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Hatarozzuk meg a sin fliggvény {2,77} intervallum feletti grafikonja, és az intervallum kdzotti

teriilet stlypontjat!
b )
f(x)dx 5[ f d
Segitség: (fabx (x) X, 2 fz (x) X).
Ja fx)dx [ F(x)dx

A

EZ (SX,Sy)

W
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VEGE

Koészonom a figyelmet!

Pataki Gergely
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Szamok

Teljes rendezett test (D) ... ... ..o i (33)(35)(37)
Bévitett valds szamok halmaza (D). ...... ... i (38)
Szuprémum, infimum, maximum, minimum (D) ............. ... ..o (18)(22)
Tagabb értelemben vett szuprémum és infimum (D)........... ... .. ...l (39)
Cantor-féle metszet-tulajdonsag (T) ......oouiririi e (40)
Természetes szamok (D+T+B) ... (42)
Archimédeszi-tulajdonsag (T) ..ot (43)
Teljes indUKCIO () oot e (45)
Bernoulli-egyenltlenség (T+B) ... ..o (46)
Q slrli R-ben (T) ..o (49)
Dedekind-axiéma sziikséges és elégséges feltétele (T) ... ... oL, (68)
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Sorozatok 1 (alapfogalmak)

Sorozat, néhany alapfogalom (D)........................... (107)(109)(110)(111)(115)(214)
Korlatossag mashogy (T) ..o e (109)
Hatarérték egyértelmiisége (THB) .. ..o (124)(125)
Nullsorozat, sziikséges és elégséges feltétel (D+T) ..., (126)(127)
Hatarérték létezésének elégséges feltétele (T+B) ..., (128)
Konvergencia elégséges feltétele (T)...... ... (129)
Konvergencia sziikséges feltétele (T-+B) ... ... (130)
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Sorozatok 2 (hatérérték és miiveletek)

Nullsorozat és korlatos sorozat szorzata (T+B).......... ... ... i, (133)
Hatarérték és miiveletek (T+B) ..., (134)(137)(140)(142)(143)
lim >3 és limlog, ¥n (T) ..o (322)(324)
n® hatdrértéke (T) ... o (147)(320)
A hatarérték monoton (T+B) ... (158)
ReNABIEN (THB) ..ottt (160)(161)
Mértani sorozat (D+T+B) . ... (170)(171)
UM hAtAErtEKe (T). ..ot e (181)
Részsorozat (D) .. ... (187)
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Sorozatok 3 (torlédasi pont, rekurziv sorozat, Cauchy-sorozat)

Egzisztenciatétel: monoton részsorozat (T+B).................o i, (188)
Bolzano-Weierstrass-tétel (T) .. ... ..ot (189)
Torlddasi pont (D) ... (190)
Egzisztenciatétel: torlddasi pont (T)....... ... (190)
Torlédasi pont sziikséges és elégséges feltétele (T) ..., (191)
Hatarérték sziikséges és elégséges feltétele (T)....... ..o, (193)
limsup, liminf (DT ) .. (194)
Rekurziv sorozat (T). ... (200)
Cauchy-sorozat (D). ... (201)
Cauchy-féle konvergencia-kritérium (T+B).......... .. ... (202)
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6] Folytonossag, hatarérték

Fiiggvény, néhany alapfogalom (D) ............ ...t (21)(225)(226)(228)(229)
Pontbeli folytonossag (D) ... ... oot (231)
Féloldali folytonossag (D—+T). .. ..o (237)
Folytonos fiiggvény (D) . ... i (238)
Atviteli elv (T-HB) .. oo (240)
Folytonossag és miiveletek (T) ... .. . oo i (243)
Osszetett fUggveny (D) .. .. oot (247)
Osszetett fliggvény folytonossdga (T+B) ... ..., (248)
Inverz fuggvény folytonossaga (T).........oouiuiuiiii e (280)(282)
Fiiggvény hatarértéke (D)..............cocooeeiniiii.... (252)(255)(257)(258)(264)(265)
Folytonossag és hatarérték kapcsolata (T) ......oooiiiiiiii e (252)
Atviteli v () ... (267)
Hatarérték és miiveletek (T) ... oo i (269)
A hatarérték monoton (T) .. ... e (271)
Szakadasi helyek (D) . ... i (274)
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Topolégiai fogalmak és tételek

Halmaz belsé és kiilsd, torlédasi és izolalt pontja (D)., (220)(223)
Halmaz lezartja és belseje (D). ... ..o (220)
Nyilt és zart halmaz (D+T+B). ... (222)
Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel (halmaz) (T)...................coiiiii... (223)
Nyilt halmazok unidja és metszete (T). ... ... (277)
Bolzano-tétel (T-HK) ... . (278)
Weierstrass-tétel (T+HK) ... (281)
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Elemi fuggvények
5 fuggvény és addiciés tételek (D+T+B)

Az 5 fuggvény folytonos (T+B). .. ... (286)(303)(310)
exp,, th, cth, tg, ctg (folytonossig, monotonitas) (D+T)

log, area és arkusz fiiggvények (folytonossag, monotonitas) (D+T)..........................
........................... (292)(293)(298)(299)(300) (305)(307)(312)(313)(316)(317)
............................................................. (319)
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9] Derivalt

Pontbeli derivalt (D). . ... i (328)
Féloldali derivalt (D). ... ... o (332)
Derivaltfiggvény (D) . ... (334)
Linedris approximacid, érintéegyenes (T+D) ... ... .. ... ... i, (338)
Derivalhatdsag sziikséges feltétele (T+B).... ... (340)
Derivalt és miveletek (THB). .. ... i (341)
Osszetett fliggvény derivaldsa (T-+B) ... ... (343)
Inverz fuggvény derivaldsa (T) ... o (346)
Nevezetes fiiggvények derivaltjai (T)........ ..o (350)
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Derivalas alkalmazasai

Lokalis szélséérték szikséges feltétele (T+B) ... (351)
Rolle-féle kozépértéktétel (THB) ... ... (355)
Lagrange-féle kozépértéktétel (T+B) ... ... e (356)
Cauchy-féle kozépértéktétel (T) ... ... (358)
Darboux-tétel (T) ... (359)
Magasabbrendii derivalt (D) ...... ... (362)
L'Hospital szabaly (T)) . ... (366)
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Fluggvényvizsgalat

Monotonitas feltételei intervallumon (T+B).......... ... ... (371)(372)
Lokalis monotonitas feltételei (D+T+B). ... ..o (373)(374)
Lokalis szélséérték feltételei (TH+B) ... ..o (351)(375)(377)
Konvexitds (D) .. ... (380)
Konvexitas sziikséges és elégséges feltétele (T)...........ooiiii ... (382)(383)
Inflexids pont (D) ... (384)
Inflexio feltételei (T) ... ..o (385)
Jensen-egyenlStlenség (T). ... .o oo (391)
Altaldnositott Bernoulli-egyenlStlenség (T).... ... (392)
Sulyozott hatvanykézepek kozotti egyenl6tlenség (T) ..., (393)

CSAK VAZLAT (PG)
497



@ Hatarozatlan integral

Primitiv fliggvény, hatarozatlan integrdl (D). ... ... ... .. i (402)
Hatarozatlan integral szerkezete (T+B)..... ... i (403)
Alapintegralok (T) .. ... (404)
Primitiv figgvény és miiveletek (T). ... ... (405)
Parcidlis integral (T-4B) ... ... (406)
Helyettesitéses integral (T+B) ... ... .. (410)(414)
Racionalis tortfiiggvény integraldsa (T) ...... ... (415)
Lebesgue-kritérium (D4T) . ... o (457)
Integralfiiggvény (D). .. ... o (459)
Integralszamitas alaptétele (T) ... ... ... o (460)
Impropius integral (D) .. ... (462)
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Hatarozott integral

Felosztas (D). .. ..o (432)
Alsé, felsd, oszcillacids, integralkozelité dsszeg (D) ...t (433)(434)(435)(436)
Darboux-integral (D) ... .. i (437)
Darboux-integralok végesek (T) ..... ... ... (438)
Riemann-integral (D) . ... .. i (439)
Felosztas finomsaga (D) ... (440)
Darboux-tétele (T-+HB) . ... (440)
Normalis felosztassorozat (D+K) ... . ... (441)
Newton-Leibniz-tétel (T+B) ... ... (442)
Riemann-integralhatésag elégséges feltételei (T) ...t (446)(452)
Integral és miiveletek (T) ... .o it (448)
Integral intervallum szerinti additivitasa (T)........ ..o, (449)
Haromszog-egyenlOtlenség (T) ..ot (451)
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Integral és alkalmazésai

Lebesguekritermnm{D—T} . ... (457)
Integralfuggvény (D). .. ... i (459)
Integralszamitas alaptétele (THB). ... (460)
Impropius integral (D)...... ... (462)(464)(466)(468)
Impropius integral és miiveletek (T) ... ... i (473)
Impropius integral intervallum szerinti additivitasa (T)......................oioi... (474)
Vhossz (T-HB) ... (476)
Forgastest térfogata (T) ... ... (479)
Forgastestfelszine (T} ... (481)
Stlypontok{ T o (483)
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