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1. feladat 10 pont

Létezik-e a hII}l f(z) hatarértek?
T—
Ha létezik, hatarozza meg, ha nem, indokolja!
Létezik-e olyan 0 > 0, amire 0 < |z — 4| <0 = 2.5 < f(z) < 37

Ha igen, mutasson egy ilyet, ha nem, indokolja!
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Megoldas: lim * = lin (« )(z +4) — lim _
——— =4 3rx — 12 a4 3(1 - 4) z—4 3 3
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Tehat létezik hatarérték és 3

L

8 4
Mivel 2.5 < 3 < 3 ezért létezik ilyen 9. Ha 0 < |z — 4], akkor f(z) = , ésigy 2.5 < f(z) <

3 <<= TH<r4+4<9 <= 35<r<5<35<x<4b < |r—4]<0.5. Tehat § = 0.5 jo
valasztéas.




2. feladat 12 pont

Vizsgalja monotonitas szempontjabol a kdvetkezs rekurzioval adott sorozatot!
by =1, b1 =02 +5—1

Szémolja ki a kovetkezGket! Amelyik nem létezik, annél indokoljon!

(a) infb, (b) minb, (c) supb, (d) maxb, (e) limb,

Megoldas: by = v/6 — 1 > 1 igy sejtésiink, hogy a sorozat szigortian monoton noévé, és igy minden
eleme pozitiv.

Teljes indukcioval belatjuk, hogy 0 < b, < b,;1 teljesiil ha n € N*

n = l-re 0 < by < by teljesiil. Ha n — re igaz, azaz

0<b, < bpiq /A2
0<b? <V, /+5
0<bZ+5 <bi,+5 Na

0<+b2+5<y/b2,,+5 /-1
0 < bn+1 < bn+2
akkor igaz (n + 1)-re is. Kaptuk, hogy a sorozat szigorian monoton névs, igy infb, = minb, =

by = 1, tovabba Amaxb, és 3limb,, = supb,,.
A rekurzi6 fixpontjanak meghatéarozasa:

r=vVa?+5-1 /+1

r+1=vV22+5 / A 2 (megjelenhet hamis gyok)
2 +1=2>+5 /—x*—1
2r =4 /2
T =2

Kell ellenérizni: 2 = /22 +5 — 1 valoban teljestil.

Ha b,, feliilrél korlatos, akkor lim b, = 2, ha nem akkor lim b,, = occ.

Probaljuk meg teljes indukcioval belatni, hogy 0 < b,, < 2 teljesiil ha n € NT.

n = l-re teljesiil.

Ha n-re teljesiil, azaz 0 < b, < 2, akkor 0 < b2 <4 = 5 <b24+5<9 = 0<V/b5-1< b, <2.
Kaptuk, hogy lim b,, = supb,, = 2.




3. feladat
Szémolja ki az alabbi sorozat hatarértékét, ha létezik!
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Megoldas:
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4. feladat 6 pont

(a) Igaz-e tetszoleges A és B halmazok esetén, az
(AUB)N(BUA)=(ANB)U(BNA)
egyenlGség?
(b) Igaz-e tetszbleges A, B és C halmazok esetén, az
(AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA)
egyenlGség?

Megoldas:

(a)
(b)

Nem igaz példaul ha A = () és B = {0}, akkor ) € (AUB)N(BUA),de () ¢ (ANB)U(BNA).
Jelolje L illetve R a bal illetve a jobb oldali halmazt! Megmutatjuk, hogy a valasz igen, azaz
L =R.

Vizsgaljuk az = € A esetet. Ekkor x € AUB ésx € CUA mert AC AUBé& AC CUA,
igy v € (AU B) N (C' U A), vagyis ilyenkor z € L <= x € BUC.
Masrészt ekkor vt € ANB < rx€ Bésax e (CNA < xe(C,vagyisxt € R < «x €
BU(BNC)UC=BUC

Azx ¢ Aesetbenz € AUB < rx€Bésre AUC < ze(C,vagyisz € L < x €
BN(BUC)NC =BNC.

Maésrészt ilyenkor x ¢ ANB és x ¢ CNA mert ANB C Aés CNA C A, vagyis
re€R << zeBnNC.

Megoldas:

(a)

Jelolje L illetve R a bal illetve a jobb oldali halmazt!
Hax e Aésx € B, akkor x € L és x € R.

Hax € Aésx ¢ B, akkor x € L és = ¢ R.

Haoz ¢ Aésx e B,akkorx € L és x ¢ R.

Hao ¢ Aésx ¢ B, akkor x ¢ L és x ¢ R.

Tehat L = R csak akkor igaz, ha A = B.

Jelolje L illetve R a bal illetve a jobb oldali halmazt!
Haxe A,z e Bésx e C, akkorx € L és = € R.
Hazxe A,z € Bésa ¢ C, akkor x € L és x € R.
Hazx e A,z ¢ Bésx € C,akkor z € L és z € R.
Hazxe A,z ¢ Bésa ¢ C,akkor x ¢ L és x ¢ R.
Hax ¢ A,z € Bésx € C,akkor z € L ész € R.
Haz ¢ A, x e Bésax ¢ C,akkor x ¢ L és x ¢ R.
Hax ¢ A, x ¢ Bésaw e C,akkor x ¢ L és x ¢ R.
Haoz ¢ A,x ¢ Bésax ¢ C,akkor x ¢ L ésx ¢ R.
Tehat L = R.




5. feladat 6 pont

Adja meg az
A= {(—2)_" NS N+}

halmaz torlodési és hatarpontjait, illetve a

B = U]a,a+1[

acA

halmaz belsé és izolalt pontjait!

Megoldas: Mivel (=2)™" — 0 ¢ A, igy A egyetlen torlodasi pontja a 0. Mivel A C Q, nincs belss
pontja, ezért hatarpontjai az elemei és a 0.
Mivel B =] — 0.5, 1.25] nyilt, ezért elemei a belsé pontjai, és nincs izolalt pontja.




