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1. Sorok
1.1. Sorok osszegének meghatarozasa

1. feladat (1.1. Sorok Gsszegének meghatarozasa)
Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjuk meg a hatarértékiiket!

- 1 - 1
@2 Ty 02 gr =53
(c) Z(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ) (d) Zin—l

= 2 = 4
() ;4712—1 (t) ;n2+2n

n+1-n =
_— h arctgn — arctg(n + 1
() ) o (h) ) arctg g(n+1)

n=1
2. feladat* (1.1. Sorok 6sszegének meghatarozasa)
Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjuk meg a hatarértékiiket!

@ > (1) ) YT

1 2n+1
(c) ; n(n+1)(n+2) (d) Zl 712(71——1-1)2

n=

4 - 1
(© 2 DY
= n®—n —nyn+1+(n+1)y/n
3. feladat (1.1. Sorok Gsszegének meghatarozasa)
Konvergensek-e az alabbi sorok és ha igen, mi a hatéarértékiik?
o 22n > 32n+1 > ' n 1 n
(a) ; = (b) ; s (0) ;sm Ear (5)
> 3n 4 5(_1)n o (_3)k+2 > 3k+2 _ (_2)k+2
(@) ) o (&) D ~ari (£) B
n=1 k=2 k=2

4. feladat™ (1.1. Sorok Gsszegének meghatarozasa)
Konvergensek-e az alabbi sorok és ha igen, mi a hatarértékiik?

2 (142" 2 3+ L)
(2) 2(2—;2) (®) oﬁ

n=0 n




1.2. Kritériumok

1. feladat (1.2. Kritériumok)
Konvergensek-e az alabbi sorok? (majorans és minorans)

(@) ;Bnl—l—Q ®) gﬁ
m>§iszg @>§;§?f§§f
O3 s 0 X
() gn3—81n2+1 ) g%
(m) i ln;”n

n=1

2. feladat™® (1.2. Kritériumok)
Konvergensek-e az alabbi sorok? (majorans és minorans)

(a) Z ) (b) 1+cosn

@y (\/n4 T3 Vi o 1) (e) &
n=1 n=1 \n
3. feladat™ (1.2. Kritériumok)

mn bn
Tegyiik fel, hogy 0 < a,, 0 < b, és Intl < ol

an n
konvergens, akkor ) a, is az.

4. feladat (1.2. Kritériumok)

2TL
© > 5

n=1
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(f) 22714_22—”_3

n=1

. ™ —2n3 + 1
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n=1

. n2—n+3
1 v e
1) ;2n5+2n2+7

1
—~n+vn+l

0> —

n=1 non

()

teljestil minden n-re. Igazoljuk, hogy ha > b,

Konvergensek-e az alabbi sorok? Ha igen, adjunk kozelitést a sordsszegre, legfeljebb 0.1-es

pontossaggal! (Leibniz)
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5. feladat (1.2. Kritériumok)

A gyokkritérium segitségével dontsiik el, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergensek illetve

melyek divergensek.

nlO

2

S

6. feladat (1.2. Kritériumok)

=, 5" =, 10"
(b) ; np4n+1 (C) ra F
(e) i (n))" (f) i 1+ 2 " i
n=4 n(”Q) n=1 n o
> /3n+1\" 1 > /2 —2\"
b .
() ; <3n - 2) gt ) ; (n2 n 1)
> 4n an? - n
1
0> () Y g

n=

A hanyadoskritérium segitségével dontsiik el, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergensek

illetve melyek divergensek.

7. feladat (1.2. Kritériumok)

ED- © 3
= (2+n)" = (3n)!
(¢) ; (n+1)! (0 ;53"n'(n+1)!(n+2>!

Konvergensek-e az alabbi sorok? (gyok és hanyadoskritérium)

8. feladat™ (1.2. Kritériumok)

n=1
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n—=

() >

n=1

(b)
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1
2n —1

> 2n?

n—1

n+1
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(f)
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(i)

Konvergensek-e az alabbi sorok? (gyok és hanyadoskritérium)
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1.3. Abszolut konvergens sorok

1. feladat (1.3. Abszolut konvergens sorok)
Vizsgéljuk meg, hogy az alabbi sorok konvergensek, abszolut konvergensek illetve feltételesen
konvergensek-e.

> sin 5* > n N > |
o) b) (-1 © X

n=1 n=1 n=2

@ S VAT Vi) (o) (1) 0 )

— — nlogn —~  n*+d
— (=D)" — Lo (53"
h )
(&) ;nlnrﬂ () — 2n? —3n+ 8 ) ;4n+n
o= (4 —n\" = (=3)" =\ cosnw
k 1 —
(J);<4+n> ();2+n3” ();%ul
2. feladat* (1.3. Abszoliat konvergens sorok)
Feltételesen konvergensek-e az alabbi sorok?
- , logn . n
(a) ;(—1) mlogn © (b) ;(—1) (\/n—i—\/__ \/ﬁ)
@ l-ptg— -ty @t (D) It —gtm gty g

1.4. Részletosszeg hibaja

1. feladat (1.4. Részletosszeg hibaja)
Hatarozzuk meg az alabbi sorok értékét legfeljebb 1073 hibaval, amennyiben konvergensek!

> nz \" > 1 = (=2)"
@ 2 <2n2+1> ) 2 = <C) ZQ?SHO"

=, nl3n > —1)"
(d) Z; (2n)! (€) Z; nEn +> 3)

2. feladat (1.4. Részletosszeg hibaja)
Mekkora hibat kovetiink el, ha a sordsszeget a 10. részletosszeggel kozelitjiik?

> 1 o 1 > n!
<a>Zn!+ﬁ <b)zn2+3” (C)ZW

n=1 n=1 n=1
S 3" — (=) (n—1)

(d> Z 2277, + TL2 + 3 (e) Z n2 +n
n=1 n=1

3. feladat (1.4. Részletosszeg hibaja)
Becsiiljiik meg, hogy hanyadik részletdsszeg esetén lesz a sor Osszegére kapott becslés hibaja
10~%-nél kisebb!

o0

3n 42 2n (="
(2) Zl Al (b) 2; CES (© Z; 10"n + 3



5. Altalanos feladatok

1.6.

. feladat* (1.5. Altalanos feladatok)

Legyen a, konvergens sorozat. Mutassuk meg, hogy hm Z ar = lim a,.

n—oo
=
feladat* (1.5. Altalanos feladatok)
Legyen a, monoton csokkend nullsorozat, melyre Zan < 00. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
n=0

lim na, = 0.
n—oo

. feladat* (1.5. Altalanos feladatok)

Legyen a,, nemnegativ tagu sorozat, melyre Z a, < oo. Igazoljuk, hogy ekkor lim — Z kay =

0.
feladat (1.5. Altalanos feladatok)

Mutassuk meg, hogy ha az a, konvergens sorozatra lim a, # 0 teljesiil, akkor a Z — sor
n—oo

divergens.

. feladat* (1.5. Altalanos feladatok)

[e.e]

Legyen a,, korlatos valtozésu sorozat, azaz Z |ani1 — a,| < 0o0. Igazoljuk, hogy ekkor az a,
n=0
sorozat konvergens.

feladat (1.5. Altalanos feladatok)
Legyen Z a, abszolut konvergens. Mutassuk meg, hogy ekkor Z a? konvergens.

Mutassuk meg, hogy Z a, konvergencidja nem elég.

. feladat* (1.5. Altalanos feladatok)

Legyen x € C, |z| < 1, és tekintsiik az a : Ny — C, a = 2*

minden n € NT esetén

n_ 1 o0
Z kat n— (@ ) valamint Z kxk = L
k=0

sorozatot. Mutassuk meg, hogy

:c—l @—12" 1=z

n+1 2 n+1 1 n_1 > 1
(b) Z k= Lz 2 n -+ w1+ o) >, valamint Zn%” = —x(x +1).
- =0

x—1 (x —1)2 (x —1)3 (1—2)%’

ntl 3zt 3z (z + 1) r(z? + 4z +1)(2" — 1)
Bk = 3 2 _ lamint
(c) Z =_——n (x—l)Qn + @+ 1) n @1 , valamin
— )

teljestl.

Sorok szorzata

. feladat (1.6. Sorok szorzata)

Tekintsiik az a, = n és b, = 1 sorozatokat. Igazoljuk, hogy konvoluci6jukra minden n € Ny
esetén (a x b), = "("H) teljestil.



2. feladat (1.6. Sorok szorzata)
Legyen g € |—1,1] és a,, = ¢". Mutassuk meg, hogy (a * a),, = (n + 1)¢" teljesiil, és ennek

segitségével igazoljuk a

0 1
Z(n—i—l)q BRI

n=0

formuléat.

3. feladat™ (1.6. Sorok szorzata)

Legyen a,, korlatos valtozasu zérussorozat (azaz Z lag1 — ag| < oo és lim a, = 0). Igazoljuk,
n—oo
k=0
hogy ekkor a Z(—l)”an sor konvergens, valamint

n

oo oo
D (") <3 lans -
n=0 n=0

4. feladat (1.6. Sorok szorzata)

1"
Igazoljuk, hogy a Z
vn+1
gens.

sor konvergens, de énmagaval vett Cauchy-szorzata méar diver-

5. feladat* (1.6. Sorok szorzata)
Legyen a,, korlatos valtozéast komplex zérussorozat, és legyen ¢ € C \ {1} olyan, hogy |q| = 1.

[gazoljuk, hogy ekkor a Z a,q" sor konvergens, valamint

= 2
< (Z |1 — an\) =g

n=0

n

oo

n
E anq
n=0

2. Tobbvaltozos fiiggvények
2.1. Vektorterek topologiaja

1. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)
Milyen normak léteznek R-en?

2. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)
Legyen z,y,z € R™. Mutassuk meg, hogy |z — z| = |x — y| + |y — z| pontosan akkor, ha y az
x-et és z-t Osszekotd szakaszon fekszik.

3. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

(a) Nyilt-e az |1, 2[ halmaz R-ben? (b) Nyilt-e az |1,2[x {0} halmaz R*-ben?

(c) Zart-e az [1, 00] halmaz R-ben? (d) Zért-e az [1,00[x{0} halmaz R?-ben?



10.

11.

12.

13.

feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)
Vazlatosan &brazoljuk az R? alabbi részhalmazait, adjuk meg a belss, a torlodési, a hatéar és
az izolalt pontjaikat, valamint a lezartjukat és a belsejiiket.

(a) {(=5, =) eR}ne Nt} U3, 4 x {0} (b) {(z,y) e R*|0< 2,0 <y < z?}

(c) {(z,y) eR}0<z<1,0<y < au[-1,0] x {0}

(d) {(z,y) eR*0<z<1l,y=sinl} (e) {(z,y) eR*0 < z,y <sinl}

. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

Vizsgélja meg az adott térben az alabbi halmazokat nyiltsag és korlatossag szempontjabol!
(a) A={(z,y) ER*la <z < by =0} (b) A={(z,y) € R?|a? —y? <1}
(c) A=Q? (d) A={(z,y) ER*|z #0,z,y € R}

(e) A={(%,1) eR*n,me Nt}

. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

Legyen

11
H C R?, H::{(—,—):m,nGN}.
m'n

Hatarozzuk meg H torlodasi pontjait R2-ben.

feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

Hatarozzuk meg az
1
A= {(x,sin—) cx > 0} C R?
x

halmaz belsejét, hatarat és lezartjat!

. feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

Mutassuk meg, hogy barmely H C R" esetén fr(fr H) C fr H. Mutassunk példat arra, amikor
a tartalmazas valodi.

. feladat* (2.1. Vektorterek topologiaja)

Mutassuk meg, hogy minden a € R™ és € > 0 esetén cl (B.(a)) = {z € R": |z — a|] < &}.

Igaz-e ez tetsz6leges normalt térben? Igaz-e ez tetszéleges metrikus térben?

feladat* (2.1. Vektorterek topologiaja)
Mutassuk meg, hogy minden a € R™ és € > 0 esetén B.(a) és cl (B.(a)) konvex.

feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)
Igazoljuk, hogy cl (Q x Q) = R2.

feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)

(a) Mutassuk meg, hogy barmely A, B C R" esetén cl (AU B) =clAUcl B és
cl (AN B) C clANcl B. Adjunk példat szigort tartalmazasral

(b) Mutassuk meg, hogy barmely A, B C R™ esetén int (AN B) =int ANint B és
int ANint B C int (AU B). Adjunk példat szigoru tartalmazasral

feladat* (2.1. Vektorterek topologiaja)
Igazak-e az el6z6 feladat allitasai tobb részhalmaz esetén?



14.

2.2.

2.3.

feladat (2.1. Vektorterek topologiaja)
Legyen a € R", A C R™ zart. Bizonyitsuk be, hogy létezik x € A, melyre |z — a] =
inf {|a —b| : b€ A}.

Sorozatok hatarértéke

. feladat (2.2. Sorozatok hatarértéke)

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét, ha létezik.
(a) a:N—R? q, = (\/7127_1_1’ 2nid)
() b: NP R b= (14 3)" (540" (1+ 1))

2 3

(c) C:N—>C2,0n2<(1+’)n ”——”—z)

3—21 ) 2an 3n

. feladat (2.2. Sorozatok hatarértéke)

Tekintsiik R2-n a kovetkezd rekurziv sorozatot! xq = (0,0),

z, + (27™,0), ha n paros,
Tpg1 =
i zn, +(0,27"), ha n paratlan.

Bizonyitsuk be, hogy (z,) konvergens. Mi a hatarértéke?

. feladat (2.2. Sorozatok hatarértéke)

Vizsgélja meg az alabbi sorozatokat korlatossag és konvergencia szempontjabol!

(a) zp = ((—1)"2, 1+ (-1)") € R? (b) z, = (sin?, &, (1+1)?) eR?
n2+43n— n n? np—1
(c) @, = <(1 + ) e, 1) eR?, (d) @, = (%v mmm) € R?,

() = (n(¥V2—-1),n("V2-1),....n(""V2-1)) e RV.

Folytonossag, hatarérték

. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartoméanyat, értékkészletét. A szintvonalak
illetve sikmetszetek vizsgalataval abrazoljuk vazlatosan a fliggvényeket! (Ha van lehetdségiink,
rajzoltassuk ki valamilyen programcsomag segitségével!)

(a> f(xay>: \/:r;2—|—y2—1, (b) f(xay>: v$2+y2+1, (C) f($7y):1+2x2+3y27

(d> f(x,y):yZ—xQ, (e) f(may):m-

. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények szintfeliileteit!

2

(a) flz,y,2) =2*+y* = %, (b) f(z,y,2) =z +y* + 2%,

(c) flz,y,2) =In(z? + 9> + 2?).



3. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)
Hatéarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, amennyiben léteznek!

2%y 3y r—2y
li —_ b li -7 ¢ lim
(a) (m,y)lg%o,O) zt 4+ y?’ (b) (m,y)lir%[),o) xt 4+ y?’ (c) (z.9)—(0,0) 3T + 3y’
. Ty 513 2303
(d) lim ———— i Yy ¢ I Yy
(z,y)—(0,0) 2x2 + 2y2 (e) (z,y)gI%O,O) 2002 + 2y27 ) (x,y)lil%0,0) —132 I y27
: Ty +r—Y r+y—1 22y
lim ————>, h I
(®) (z,9)—=(0,0) TY + 2 + Y ( ) 01 0) \/_—\/1— xy)inoo)gﬁy +a—y?’
sin ny sin(zy) sin(zy)
j li — k im ——=, 1 lim ——=,
(J) (z, y)liréo 0) 22 cos y ( ) (z.)—(0,0) 2 + y2 (z,y)—(0,0) x
(m) lim M (n) lim arcsin x (o) lim (32%*+4y?)arctan E,
(@) =00 22+ y?’ (2,9)—(0,0) y) (z,9)—(0,0) y
=3y vt —yt In(1 + %)
) e . Y )
(p) lim —w—ur (q) lim (1) m
(zy)—(2,1) 1 + 222 4 32 (zy)—(1,-1) 2° + ¥y (zy)—(00) 22 +7y
22 + y? ry — 1
S lim , (t lim
( ) (z,y)—(0,0) /22 + y2 +4 -9 z—=3,y—o0 Y + 1’
1 1 1 1
li in—sin—, liml —sin—, liml ~sin —
(u) (Ly)li%’())@ + y) sin . sin " m ylir(l](x + y) sin . sin " yli% xlg(l)(x + y) sin " sin ,

4. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)

Vizsgéljuk meg az aldbbi tobbvaltozos fliggvényeket folytonossag szempontjabol!

(a)

(b)

£ )—{(2“39”11(95 +9%), ha (z,y) # (0,0),
0 ha (z,y) = (0,0)
(c)
- LEten
(d)
s = en
@ @)= () fa9) = 5



5. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)

Folytonos-e az
2" hax
4 y#0,
flwy)=q "
1, ha xy =0

fiiggvény a (0,0) pontban?
Folytonos-e f az A = {(x,y) : y = 22} halmazon? (Azaz folytonos-e az f| fliggvény?)
Folytonos-e f a B = {(x,y) : y = —x} halmazon?
6. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)

Legyen f : R? — R egy kétvéltozos fiiggvény, melyre teljesiilnek az alabbiak:

(a) x +— f(z,yo) folytonos minden yy € R esetén,

(b) y+— f(xg,y) folytonos minden xy € R esetén,

(c) f(K) kompakt minden K C R? kompakt halmazra.

Mutassuk meg, hogy f folytonos.
Mutassunk példat ra, hogy az elsé két feltétel nem elég.

7. feladat (2.3. Folytonossag, hatarérték)
Adjunk példat olyan I C R intervallumra és f : I — R? folytonos injektiv fiiggvényre, melynek
az inverze nem folytonos.

3. Derivalt

3.1. Parcialis derivalt

1. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények parcidlis derivaltfiiggvényeinek értelmezési tartomanyat
és hatarozzuk meg a parciélis derivaltfiiggvényeket!

(a) f(z,y) =V + v

|5, ha(z,y) #(0,0), [y ha(2,y) #(0,0),
) "C(:’“"’y)_{o,+ ha (e.) = 0.0) f(m’y)_{o,+ ha (z,9) = (0,0)

2. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények parcialis derivaltjait.

x2+cos
(a) f(iC,y,Z) = ﬁ +y22

CHY - ha (z,y) # (0

(b) flz,y) = {OIW e (z,9) = (0

70)7
,0).

(c) flz,y) = {eXp (_ﬁ;ﬂﬁ> ha (z,y) # (0,0),

0, ha (z,y) = (0,0)



. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Mutassuk meg, hogy az

_ )@z ha(zy) #(0,0),
fay) = {0, ha (2, y) = (0,0).

fiiggvény nem folytonos az origoban, de itt léteznek a parcialis derivaltjai.

. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Mutassuk meg, hogy az

B fj_ﬂ;y;’, ha (z,y) # (0.0)
fla,y) = {07 " ha (z,y) = (0,0)

-3 4 i "
figgvényre fi # [,

. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Mutassuk meg, hogy az alabbi tobbvaltozos fiiggvények kielégitik az adott parciélis differenci-
alegyenletet!

(a) z(z,y) = e"* cosax, g—ij = ag_z’
(b) u(z,t) =sin(z — at) + In(z + at), % _ ag%’

(¢) u(x,y) = sinz coshy + cos z sinh y, % + ‘32772‘ = 0.

. feladat (3.1. Parcialis derivalt)
Igazoljuk az aldbbi egyenlGségeket.

3} 0
(a) To- arctg(ry) = ya—y arctg(zy)
ai+k

(b) Ox'OyF

O (5~ 37 ) (Ginasing)) =0

(d) (aa—; _ a%) (%ef) —0, (z,9) eRxRY

xye™V) = (i+x)(k+y)eY, i ke Nt
(zy y



3.2.

1.

3.3.

Fréchet-derivalt

feladat (3.2. Fréchet-derivalt)
Hol derivalhatok az alabbi fliggvények? Adjuk meg a derivaltat is!

(a)

flay) = V/5(x — 1)* + 42
(b)

i) = @20 | 6x+ 3y, ha (z,y) # (0,0),
o, ha (z,y) = (0,0)

4/3 & h 0
=5

. feladat (3.2. Fréchet-derivalt)

Adjuk meg a kovetkezs fliggvények Jacobi-méatrixat (derivaltméatrixat)!
(a) f ' R? — R37 (ZE, y) = (ex’ x? + y27 sin ezy3)
(b) f:R* = R2 (2,4, 2 w) — (e w, arctg z*)
(c) f:R*— R3 r+— gradln|r|

. feladat (3.2. Fréchet-derivalt)

Igazoljuk, hogy a vektorok vektorialis szorzasa, mint R® — R? fiiggvény, differencialhato! Mi a
derivaltja?

IrAnymenti derivalt

. feladat (3.3. Iranymenti derivalt)

Hatarozzuk meg, az f : R? — R fiiggvény v € R? vektorral parhuzamos iranymenti derivalt-
jat az a € R? pontban az iranymenti derivalt definici6ja alapjan, valamint az f fiiggvény a
pontbeli derivaltjanak a segitségével. (Hasznaljuk fel azt a tényt, hogy az alabbi fliggvények
differencialhatok.)

(a) f(x,y) = z° _xy—"va V= (1,3)7 a= (1’ 1)‘
(b) fla,y) = 5o v = (~1 1), a= (-1 1)

. feladat (3.3. Iranymenti derivalt)

22 + 3zy + o>

Tekintsiik az f : R? — R?, f(z,y) = [1+xy2+x2

} differencialhato fiiggvényt és legyen

a=(2,1), valamint u || (3, —1). Szamoljuk ki a %

mennyiségeket.
u




3.4.

. feladat (3.3. Iranymenti derivalt)

Hatarozzuk meg azon pontok Osszességét, amelyekben az

f(x,y,2) = In /2?2 4 % + 22

fiiggvény tetszleges iranyban vett irdnymenti derivaltjanak a hossza kisebb, mint 1/3.

feladat (3.3. Iranymenti derivalt)
Hatarozzuk meg, hogy mely v € R? egységvektorhoz tartozik az f : R? — R differencialhato
fiiggvény legnagyobb iranymenti derivaltja az a € R? pontban, ha

(a) fley)=a?—ay+y?ésa=(1,1);  (b) fx,y) = F= ésa=(—1,1).

Egyéb derivalasi feladatok

. feladat (3.4. Egyéb derivalasi feladatok)

Hatarozzuk meg az alabbi parciélis derivaltakat!
(a) f(x,y) =3xy, x=sin(u+v), y=cos(u+v), f, =7 [f=2,
(b) f(z,y) = arcsinzy, x=we™, y=2u-—3vw, f, =7 f =2 f =7

(¢) f(z,y) =arcsin(zy), x=we", y=2u—3wv, fI =2 f="

. feladat (3.4. Egyéb derivalasi feladatok)

1
Legyen f: R — R3, f(t) = (t2 —t, m,et) és g : R® = R, g(x,y, z) = 2%y — 2. Hasznaljuk
fel, hogy f és g differencialhato.
(a) Hatarozzuk meg a g o f fiiggvény derivéltjat a to = 1 pontban az Osszetett fiiggvény
derivélasi szabalya alapjan.

(b) Hatarozzuk meg a fog fiiggvény derivaltjat a ag = (2,3, 11) pontban a kézvetett fiiggvény
derivalési szabalya alapjéan.



3. feladat (3.4. Egyéb derivalasi feladatok)
Legyen a = 0 € R? és tekintsiik az alabbi f; : R> = R (i = 1,...,6) fiiggvényeket.

(a) filz,y) =q 22 +y* 0, ha z = 0.
0, ha (z,y) = a.

(©) falr,y) = V222 + 3y

L G Aa g fz(x,y):{nyQarCtgG)’ ez

. o (z A
(d) fulz,y) = Ch<¢m>, ha (z,y) # a,

L, ha (z,y) = a.
23yt sinl ha y # 0 (22 + y?) sin N ha y # 0
(e) fs(z,y) = Yy () fo(z,y) = x? + 12
0, ha y = 0. 0, ha y = 0.

(a) Igazoljuk, hogy az f; fiiggvénynek minden pontban létezik parcialis derivaltja, azonban a
parcialis derivaltak nem folytonosak az a pontban, valamint f; nem differencialhato az a
pontban.

(b) Igazoljuk, hogy az f, figgvény folytonosan differencialhato az a pontban.

c¢) Igazoljuk, hogy az f3 fiiggvénynek nem létezik a parcialis derivaltja az a pontban.

Igazoljuk, hogy az f5 fiiggvény folytonosan differencidlhatd az a pontban.

)
()
(d) Igazoljuk, hogy az f4 figgvény folytonosan differencialhato az a pontban.
e)
)

(
(f) Igazoljuk, hogy az fs fliggvénynek létezik mindenhol parcialis derivaltja, a parciélis derivalt

nem folytonos az a pontban, azonban fg differencialhaté az a pontban.

3.5. Erints

1. feladat (3.5. Erinto)
Adjuk meg az alabbi fiiggvények P, pontbeli érintésikjanak egyenletét, illetve a v vektorral
parhuzamos iranymenti derivaltat Fy-ban!

(a) f(z,y) =3y +e™" —2yarctan 2, Py = (0,1), v = (2,1)

x? — 3y?
(b) f(z)=q 222 +y?’
-3, ha (z,y) = (0,0)

Py=(~1,1), v = (-5,1)

3
(c) flz,y) = %ﬂ, Py = (—1%,1). Keressiik meg a maximalis és minimalis értéki irAnymenti

2
derivaltat Py-ban!

2. feladat (3.5. Erint6)
Hatérozzuk meg az xyz = 1 feliiletnek az x + y 4+ 2z = 3 sikkal parhuzamos érintgsikjat!

3. feladat (3.5. Erints)
Igazoljuk, hogy az ryz = a3, (a > 0) feliilet érintdsikjai a koordinatasikokkal allandé térfogatt
tetraédereket alkotnak!

4. feladat (3.5. Erints)
Irjuk fel az zyz = 1 feliilet « + y + 2z = 6 sikkal parhuzamos érintésikjainak az egyenletét.



3.6.

. feladat* (3.5. Erinto)

Tekintsiik az {(z,y,2) € R*|0 < z,y, 2} térrészben (amelynek neve pozitiv ortdns) a

VI+Vy+Vz=yva

feliiletet, ahol @ € R*. Mutassuk meg, hogy a feliilet érint6sikjai a koordinatatengelyekbdl a
Osszegl darabokat vagnak le. (Azaz, ha az érintGsik az 2/, y' és 2’ helyen metszi a koordinata-
tengelyeket, akkor ' + ¢’ + 2/ = a.)

. feladat (3.5. Erintg)

Legyen f : RT™ — R differenciadlhato fiiggvény. Igazoljuk, hogy a
h:RY xR" - R (x,y)»—mcf(g)
x
fiiggvény érintdsikjai atmennek az origon.

SzélsGérték

. feladat (3.6. SzélsGérték)

Keressiik meg az alabbi fiiggvények lokalis szélsGértékeit (ahol k € R).

() flz,y) = (z —2y)e (b) f(z,y) = (1 +e¥) cosz — ye!
(c) flz,y) = ka® +axy +y? + 32 — 3y (d) flz,y,2) =22+ >+ 2% — 2y — 62 + 22
() flw,y) ="+ (f) flz,y) =ch(@®+y?)  (8) flz,y) = (y—2°)(y — 3a?)

. feladat* (3.6. SzélsGérték)

Legyen n > 2, valamint x = (z1,...,2,),y = (Y1, ...,yn) € R". Definidljuk aq=(1,...,1) €
R" vektort, és tegyiik fel, hogy a q és az x vektor linedrisan fliggetlen. Vezessiik be az alabbi
jeloléseket.

1 & 1 < 1< 1<
E(z) = - oz E(y) = - >y Elay) = - Y wmy E@@?) = - > a?
=1 =1 i=1 i=1

Igazoljuk, hogy a
Q:R*5R - (o,f) Y (ami+ 8 —y)
i=1

fiiggvénynek az

g — E(zy) — E(z)E(y) By =
E(z?) — (E(z))

pontban van lokélis minimuma.




3. feladat (3.6. SzélsGérték)
Keressiik meg az f fiiggvény szélsGértékeit a T halmazon, ahol

(a) flz,y)=(w+20 -4+ (x+y)P e T ={(z,y) eR}0<2,0<y, z+y <1}
b) flz,y)=a?+y* =20 -2y, T ={(z,y) : x>0,y >0,y <9 —z}
(¢) flz,y)=a*+y* —ay — 3z, T ={(z,y) : 2* + y* < 3}
(d) flz,y)=a?—zy+ 9> T ={(z,y) : |z|+|y| <1}
(e) fle,y) =+ ¥ +ax+yésT ={(r,y) eR?0<2<1,0<y<1 -2z}
() flzyy) =2 +y* =92y +27, T = {(z,y) : 0 <2 <4,0 <y <4}
() flz,y) = 2, T ={(z,y) : 2* +y* < 1}
1 l,2 y2
) flr,y,2) =—+—+=+226T=R" x RT x RT;
x oy z

(i) f(z,y,2) =sinx +siny +sinz —sin(x +y + 2) és T = [0, 7]3;

4. feladat (3.6. SzélsGérték)
Hatarozzuk meg az f fliggvény feltételes szélsGértékeit a megadott feltételek mellett!

(a) f(x,y) =y, 22 +y* =

(b) f(xay)20082x+0052y,x_y:%'

(©) flz,y,2) =wyz, ? +y? + 22 =L a+y+2=0
(d) flz,y) =ax+2y+3z, 22 +y* =2ésy+2=1.

5. feladat* (3.6. SzélsGérték)
Keressiik meg az aldbbi fliggvények lokalis szélsGértékeit a megadott feltételek mellett.

(a) Legyen f(z,y) = zy, az 2> +y* =1, 0 < x,y feltétel mellett.

1
(b) Legyen n € Nt a € RT és f(x1,29,...,2,) = E —alli_jzx=aésazx,...,x, >0
Tk
k=1

feltétellel.

3.7. Szoveges feladatok

1. feladat (3.7. Szoveges feladatok)
Egy adott ponton athaladoé sikok koziil melyik van legmesszebb az origdtol?

2. feladat™® (3.7. Szoveges feladatok)
(Euklidesz legkisebb teriilet probléméaja.) Tekintsiik a sikon a BAC hegyes szogtartomanyt (a
sz0g csucsa A-nél van) és vegyiink fel a szogtartomanyban egy tetszéleges P pontot. Fektessiink
egyenest a P ponton keresztiil, gy, hogy az elmetszi a szogszarakat a T illetve T, pontokban.
Hogyan valasszuk meg az adott egyenest, hogy az ATiT, haromszog teriilete minimalis legyen?

3. feladat™® (3.7. Szoéveges feladatok)
Tegyiik fel, hogy egy edény 10 ml kénsavat tartalmaz kezdetben. Rendelkezésiinkre all 1 1
viz, hogy csokkentsiik a kénsav mennyiségét oly moédon, hogy valamennyi vizet ontiink az
edénybe, az teljesen elkeveredik a kénsavval, majd kiontés utan marad mindig 10 ml folyadék
az edényben, és ezt a lépést ismételhetjiik addig, amig a rendelkezésiinkre all6 1 1 viz el nem
fogy. Mennyi kénsav fog biztosan maradni az edényben, akdrmilyen moédon is hasznaljuk fel az
11 vizet?



10.

11.

12.

feladat (3.7. Szoveges feladatok)
Feliil nyitott téglatest alakd, V térfogati tartalyt szeretnénk késziteni. Mekkorak legyenek a
tartaly élei, hogy az elkészitéséhez a lehetd legkevesebb anyagot hasznéljuk?

. feladat (3.7. Szo6veges feladatok)

Keresiik meg az z* +y* + 22 = 36 gébmbon azon pontokat, melyek tévolsaga a P(1,2,2) ponttol
a legnagyobb, illetve legkisebb!

. feladat™ (3.7. Szoveges feladatok)

Legfeljebb mekkora térfogatu téglatest fér bele az

2 2 2
x Y z
2t taes!

egyenlet ellipszoidba? (Feltehetjiik, hogy a téglatest élei parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel!)

feladat™ (3.7. Szoveges feladatok)

Az z—z + Zg)’—z = 1 ellipszis kozrezarja az x2 +y? = 2y kort. Hogyan vélasszuk meg a-t és b-t, hogy

az ellipszis teriilete minimalis legyen?

. feladat (3.7. Szoveges feladatok)

Az xy%2% = 1 feliilet érintdsikjai koziil melyik van a legkozelebb az origdéhoz?

. feladat™ (3.7. Szoveges feladatok)

Tengerbiologusok megallapitottak, hogy ha megérzik a vér jelenlétét, capak abban az iranyba
kezdenek tszni, amerre a vér koncentracidja a leggyorsabban ng. A viz felszinén a P(x,y)
pontban legyen a vér koncentracidja

224242

Clr.y) = e "0

Tegyiik fel, hogy a capa az (xg,1o) pontban érzékeli elészor a vér jelenlétét. Irjunk fel egy
egyenletet arra nézve, hogy milyen uton fog a capa tszni.

feladat (3.7. Szoveges feladatok)

Egy a, b oldala téglalapot 2 az oldalakkal parhuzamos egyenessel 4 téglalapra vagunk. Vegyiik
a két kisebb teriiletd téglalap teriiletének négyzetosszegét. Mennyi ennek a minimuma, illetve
maximuma?’

feladat (3.7. Szoveges feladatok)

Valamely y fizikai mennyiség feltételezésiink szerint egyenesen aranyos egy mésik = mennyiség-
gel, azaz y = Ax+ B. A két mennyiség értékére n mérést végziink, azaz rendelkezésiinkre allnak
az (r1,%1),- .-, (Tn, y,) mérési adatok. Hogyan valasszuk meg A-t és B-t, hogy az y = Ax + B
egyenes a leggkozelebb fekiidjon a mért pontokhoz, amin azt értjiik, hogy az

n

f(A,B) =) (yi — (Az; + B))*

i=1
kifejezés minimalis legyen? (Ezt hivjak legkisebb négyzetek modszerének.)

feladat (3.7. Szoveges feladatok)

Egy 1000 cm? térfogati téglatest alakii ékszertarté ladikat szeretnénk ajandékozni a kedve-
stinknek. Megnyugtato anyagi helyzetiinknek koszonhetSen, az aljat bronzbol (melynek értéke
5000 Ft/cm? ), oldalait eziistbsl (melynek értéke 8000 Ft/cm? ), fedelét aranybol (melynek
érteke 20000 Ft/em? ) készitjiikk. Hogyan vélasszuk meg a dobozka méreteit, ha koltségiinket
vonzalmunk dacéra minimalizalni szeretnénk?



13.

14.

15.

3.8.

feladat® (3.7. Szoveges feladatok)
Keressiik meg az 522 — 6xy + 5y? = 4 ellipszis azon pontjit, melybe hizott érintSegyenes a
legtavolabb van az origotol!

feladat (3.7. Szoveges feladatok)
Bizonyitsuk be, hogy, ha x,y > 0, akkor

feladat (3.7. Szoveges feladatok)
Keressiik meg az z%/a? + x2/b* = 1 ellipszisbe irhat6 legnagyobb keriilett téglalapot! (Felte-
hetjiik, hogy a téglalap oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel.)

Differencial, Taylor-polinom

. feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények kérdezett differencialjait!

(a) f(x,y) =~/a2+y2, df =2, &*f =? (b) flz,y) =In\/a? 4y df =7, d*f =7
(¢) fla.y) = wln(ey), df =7, &2f =7, d*f =2

. feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Hatarozzuk meg az aldbbi kifejezésekben a értékét tgy, hogy teljes differencialokat kapjunk!

(a) zydx + ax?dy (b) e *ydz + ae *dy,

()

07

dr + d
T+ (@ —y2"

T+ -y

. feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Mutassuk meg, hogy az

(a) f(x,y) = /1 — 22 —y? fiiggvény P = (0,0) bazispontu méasodrendii Taylor-polinomja a
h = (a,b) helyen
a® +b*

TQf,P(h):l— B

(b) f(x,y,2) = i fiiggvény P = (1,1,1) bazispontt méasodrendd Taylor-polinomja a h =
z
(a, b, c) helyen

1
Tgfip(h):1—|—(a—|—b—c—1)—|—5(202+2ab—2ac—bc—b—c+1).

feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Irjuk fel az aldbbi f fiiggvények Py = (x0,y) ponthoz tartozé T,(z,y) n-edrendii Taylor-
polinomjat!

(a) flz,y) =22" -2y —y* — 62— 3y +5, Iy = (1,-2), Tr(z,y) =7

(b) f(a:,y) =V 1 — 2 _y27 PO = (070)7 Tg(l‘,y) =7

(C) f(xvy) - 57 Po = (1, 1), T3(;L‘7y) =7

. feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Egy gomb atmérGjét 10 cm-nek mérjiikk. A mérés pontossaga +0.1 mm. Becsiiljik meg a
gombtérfogat szamitott értékének pontossagat!



3.9.

. feladat (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

Az Ry, Ry, R3 ellenéllasokat parhuzamosan kotve, az eredd ellenallas R értékére

11,1 1
R R Ry Ry
Az ellenallasok értékére rendre 252, 4042, 5042 értékeket mériink legfeljebb 0.5% hibaval. Mek-

kora a maximalis hiba R szamitott értékére? Melyik ellenéllas megvaltozasara a legérzékenyebb
az eredd ellenéllas?

feladat* (3.8. Differencial, Taylor-polinom)

A P nyomasu, V térfogati, T" hémérsékleti idedlis gazokat jol irja le a PV = 8.31T egyenlet,
ahol a nyomast kilopascal-ban (kPa), a térfogatot literben (1), a h6mérsékletet Kelvinben (K)
adjuk meg. Hogyan véltozik meg kozelitGen a gaz nyomasa, ha a térfogatot 12 1-r6l 12.3 l-re
noveljiik, mikézben a hémérsékletet 310 K-rél, 305 K-re csokkentjiik?

Inverzfiiggvény tétel

. feladat (3.9. Inverzfiiggvény tétel)

Mutassuk meg, hogy az alabbi f : R? — R? fiiggvények az értelmezési tartomanyuk barmely
pontja koriil lokalisan invertalhatoak! Hatarozzuk meg a lokalis inverzek elsérendii kozelitését
a b= f(a) pont koril!

(a)

2

fen =" ) a-ey

(v)
fa = (LTI sy

e* —xcosy

flay) = ( veos ) (>0yeR), a=(1,0).

sin £
X

. feladat (3.9. Inverzfiiggvény tétel)

Mutassuk meg, hogy az : R? — R? (x,y) — (23,1?) fiiggvény invertalhato az origd egy
kornyezetében, de az f/(0,0) matrix nem invertalhato. Derivalhato-e az inverz az origbban?

. feladat (3.9. Inverzfiiggvény tétel)

Legyen f: R - R, f(x) = x + 2°.
(a) Mutassuk meg, hogy az f fliggvény invertalhato.
(b) Legyen g = f~'. Igazoljuk, hogy ¢'(0) = 1 és ¢'(10) = %3

feladat (3.9. Inverzfiiggvény tétel)
Legyen
f:R* - R? (u,v) = (u® +uv +v°, u® — v?).
(a) Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény invertalhato az (1,1) pont egy U kornyezetében!
(b) Legyen g = (f|y)~'. Hatarozzuk meg a ¢'(3,0) méatrixot!



5. feladat (3.9. Inverzfiiggvény tétel)
Legyen
R =R (1,y,2) = (2Py + 222, 2% + 2% —yz,2° + 2% — 1y2).
(a) Mutassuk meg, hogy az f fliggvény invertalhato az (1,1,1) pont egy U kérnyezetében!
(b) Legyen g = (f|y)~'. Hatarozzuk meg a ¢'(2,1,1) métrixot!

3.10. Implicitfiiggvény-tétel

1. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Megoldhato-e az

32° —yz =
322 —y—2z = 0

egyenletrendszer az y, z ismeretlenekre az x = 1 pont egy kornyezetében? Ha igen, adjuk meg
a megoldas egy elsérendii kozelitését az adott pont egy kornyezetében!

2. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Mutassuk meg, hogy az

3r+y—z—u* = 0

r—y+2z2+u =
20 +2y — 32+ 2u =

egyenletrendszer

(a) megoldhato az x,y, u ismeretlenekre a z fliggvényében;

(b) megoldhaté az x, z, u ismeretlenekre az y fiiggvényében;

(c¢) megoldhat6 az x, z, u ismeretlenekre az u fliggvényében;
)

(d) nem oldhat6é meg az x,y, z ismeretlenekre az u fiiggvényében.

3. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Igazoljuk, hogy létezik olyan folytonosan differencialhatd y : R — R fiiggvény, mely a 0 pont
egy kornyezetében van értelmezve és eleget tesz az

V@) _9cosy(z) +1=0

egyenléségnek. Adjuk meg y'(0)-t!

4. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Mutassuk meg, hogy az yo = 0 pontnak létezik olyan B kornyezete, hogy minden y € B esetén

az
In\/x + y? = arctg Yy
x

egyenletnek pontosan egy megoldésa van.

5. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Legyen F(z,y, z) = arctg § +e” —z—7,8s F'(0,1,1) = 0. Igazoljuk, hogy az F(z,y,z) =0 az
(x,y) = (0,1) pont koérnyezetében differencialhato z(x,y) fiiggvényt hataroz meg. Adjuk meg
2,(0,1) és 2,(0,1) értékét!



10.

11.

. feladat* (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)

A termodinamikaban az idealis gaz T hémérséklete, p nyomasa és V' térfogata kozotti Ossze-
fliggést a pV = RT egyenlet irja le, ahol R = 8,314.J/K - mol az un. Avogadro-szam. A realis
gazoknak jobb lefrasat adja az un. Dieterici-egyenlet, mely szerint:

f(p, T, V) =p(V —blemT — RT =0,
ahol a és b a gézra jellemzd allandok. Adjuk meg a V. derivaltat!

feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Igazoljuk hogy az y*x + y® = 1 egyenlet egy y(x) fiiggvénykapcsolatot hatéroz meg az o = 0
pont egy kornyezetében! Szamoljuk ki 3/(0) értékét!

. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)

[gazoljuk, hogy az
xcosy2—|—2—y+y: 2x
T+ 2
egyenletnek létezik olyan x — y(z) implicit fliggvénye, mely athalad a (0,0) ponton, valamint

irjuk fel ennek az = — y(z) fliggvénynek a (0,0) pontbeli érintGegyenesének az egyenletét!

. feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)

[gazoljuk, hogy az

y+2’siny +sinx =1
0) ponton. Milyen
(3,0) pontban?

egyenletnek létezik olyan x +— y(z) implicit fiiggvénye, mely athalad a (7,
lokalis tulajdonsiaga van az implicit moédon adott x — y(x) fiiggvénynek a
feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)

Igazoljuk hogy az vy —2e* ¥ —2z+e* = 0 egyenlet egyértelmtien meghataroz az (xg, yo) = (1,1)
pont egy kornyezetében egy olyan z(x,y) fiiggvénykapcesolatot, melyre z(1,1) = 0 teljesiil.
Szamoljuk ki z,(1,1) és 2,(1,1) értékét!

feladat (3.10. Implicitfiiggvény-tétel)
Tekintsiik az
r?u+ y2?v + 03 =4
zhyPuv = 4

egyenletrendszert. Legyen a = (1,2,—1) és b = (1,1). (Ekkor az 9 = 1, yo = 2, 20 = —1,
up = 1 és vy = 1 szamokra teljesiil a fenti egyenletrendszer.) Mutassuk meg, hogy létezik olyan
2 C R3 nyilt kornyezete az a pontnak és olyan ¢ : 2 — R? fiiggvény, melyre ¢(a) = b és
minden (x,y,2) € 2 esetén az u = p1(x,y,2) és a v = po(x,y, z) szamokra teljesiil a fenti
egyenletrendszer! Igazoljuk tovabbé, hogy

a@=5(7 7 5

teljestil!



3.11. Differencidloperatorok

1. feladat (3.11. Differencialoperatorok)

Szamoljuk ki az aldbbi mennyiségeket, ahol r az R3 — R? identitasfiiggvény, f € C?*(R,R),

a € R3!

(a) gradlog|r[’ (b) grad|r|® (c) gradf(|r])
(d) div(|r| - gradlog|r|?) (e) divgrad|r|® (f) divgradf(|r|)
(g) rot(a x r) (h) rot(|r[*- a) (i) rot(|r| - a)

2. feladat (3.11. Differencialoperatorok)
Igazoljuk az alabbi azonossagokat!

(a) Ha Uy, Uy € C*(R? R) és ¢ € R akkor
grad(U; + Us) = gradU; + gradU,
grad(clU) = cgradU;
grad(U,Us) = UygradUs + UsgradUs .
(b) Ha U € C*(R3,R), V4, V2 € C*(R3 R®) és ¢ € R akkor

div(Vy + V3) = divV) + divls
div(cVy) = edivVy
div(UVy) = UdivVy + (V4, gradU).

(c) Ha U € C*(R3,R), Vi, V5 € C*(R3,R3) és ¢ € R akkor

rot(V) + V) = rotV) + rotV,
rot(cVy) = crotVy
rot(UVy) = UrotV; + (gradU) x V;.

3. feladat* (3.11. Differencialoperatorok)
Laplace-operator polarkoordinatakkal.

Legyen G = R?\ {(z,0) € R*| x < 0} és H = R" x |]—7, [, valamint a polarkoordinatéazas

legyen P: H — G, P(r,p) = (rcosp,rsiny)!

(a) Igazoljuk, hogy P differencialhato!

(b) Mutassuk meg, hogy Q : G — H, Q(z,y) = (x/x2+y2,sgnyarccosﬁ
vt +y

inverze, valamint, hogy @) differencialhato.
(c) Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

IfoQ)(z,y) Of(r,)  sinpdf(r,¢)
Ox ST T Ty Oy

IfoQ)xy) . Of(r,p)  cospdf(r,e)

8—y - ey or * r Op !

(d) Mutassuk meg, hogy ha f € C%*(H,R), akkor

2 10 1 02
fr— _— _—— _——— '
(Af) (T7 gp) a,rQ + r air + 7’2 ang f(r7 Sp)

i

>ap



4. feladat™ (3.11. Differencialoperatorok)
Laplace-operator gombi koordinatakkal.
Legyen G = R3\ {(2,0,2) € R3| x < 0} ¢s H = RT x |0,n[ x |-, 7[, valamint a gémbi
koordinatézas legyen P : H — G, P(r, 9, ¢) = (rsind cos ¢, rsin ¥ sin ¢, r cos ).

(a) Igazoljuk, hogy P differencialhato.
(b) Mutassuk meg, hogy @ : G — H,

z x
Q(z,y) = (v 2% + y? + 22, arccos , (sgny) arccos ———
(@9) = (v e ey areees )
a P inverze, valamint, hogy @) differencialhato.

(c) Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

O(f 0 Q)(z,y, 2) 0f(r,9,p) | cosvcospdf(rp,p)  sing 0f(r. o ¢)

ox = sindcos or r o rsind Oy
OfoQ)(wy,2) . o Of(rd,p) cost¥singdf(r,p,p) cosp Of(r,e )

dy = sin?sing or - r 09 * rsin v dp
AfoQez) _ 0f(rde) _sind f(ro.0)

0z or r oy

(d) Mutassuk meg, hogy ha f € C*(H,R), akkor

0? 20 1 02 0 1 09?2
(Af)(r,0,0) = [ﬁ tog T ﬁ(w +Ctg193—19 + ma—(ﬁ)]f(%ﬂ, ©).

5. feladat* (3.11. Differencialoperatorok)
Mutassuk meg, hogy a Laplace-egyenlet invarians az inverziora. Legyen & € C?(R3 \
{(0,0,0)},R), amit gémbi koordinatarendszerben @(r, v, ¢) alakban irunk fel. Igazoljuk, hogy
ha A® = 0, akkor a ¥(r,v,¢) = %@(%2,19,@ fiiggvényre is teljesiil a AY = 0 egyenlet,
tetszGleges R € RT paraméter mellett.

4. Integral
4.1. Kettss integral

1. feladat (4.1. Kettds integral)
Szamitsuk ki az alabbi kettds integralokat a megadott tartoményon!

1
(a) // T2 dT', ahol T a (0,0),(1,1),(0,1) cstucsponti haromszog.
T
T

(b) //\/%d’_f’, ahol T az elsé siknegyedbe es6, az y = 22, y=4,2z = 0 gorbék altal
+y
T

hatarolt korlatos tartomany.

2
(c) // $—2 dT, ahol a T halmaz az x = 2, y = x és az y = % gorbék altal hatéarolt korlatos
Yy
T

tartomany



2. feladat (4.1. Kettds integral)
Cserélje meg az integralas sorrendjét!

(a) /2 7gf(:r,y)dwdy (b) /2 2+\//wf(x,y)dxdy
0 Vi—a? 11—z o
© [ [ repades [ [ iy

3. feladat (4.1. KettSs integral)
Széamitsa ki az alabbi integralokat!

1 1 1 1 4 2
] 3
(&) / / yo ddy (b) / / TSY 4y de (©) / / sin (‘%—az) dr dy
0 42 0 =z y 1 \/g

(d) /1 /1 yeos(z?) dzdy  (e) /1 /1 Jix@dyds (6 / / ysin(z?) d dy
0, 0 vz 0

2
3

4.2. Harmas integral

1. feladat (4.2. Harmas integral)
Szémitsuk ki az alabbi integrélokat a megadott tartomanyon!

@ ///e‘“y*’zdv’ ahol V = {(2,y,2) eR*: 0 < 2 <o +y,0<y <2,0 <z <1}
14

+y+2)

korlatos térrész.

(c) /// ry?23dV, ahol V az =2y, y =, v = 1 és a z = 0 egyenletek altal meghatarozott
v

(b) /// (1+xdv saholVazr +y+2=12=0,y=0é z =0 sikokkal hatarolt
v

korlatos tartomany

2. feladat (4.2. Harmas integral)
Cserélje meg az integralas sorrendjét!

1 2241 1

1 22 1
(a) O/O/O/f(x,y,z)dydzdx+o/!\//Tf(x,y,z)dydzdx



4.3. Integraltranszformacidok

1. feladat (4.3. Integraltranszformaciok)
Szamitsuk ki az alabbi kettds integralokat a megadott tartomanyon!

(a) //xdT, ahol T az bxr + 3y = 4, bx + 3y = 9, y = 2x, y = bx egyenesek altal kozrezart
k:grlétos tartoméany.

(b) //a:2 +9*dT, ahol T az 22 —y? = 1, az 2> —y?> =9, az y = 1/2x és az y = 2/x gorbék
éTllsal hatarolt elsd siknegyedbe esé korlatos tartomany!

1 V2 1 V12

(c) / 7y2dxdy (d) / / sin(2? + y*) dz dy

0 0

me f Y79 qza
(e)/ / 2® + 1y dy dz (0 z? + y? S

1<x2+92<4,2>0

() // rydT, ahol T az (z —1)*+y* = 1 és az (v — 2)? +y* = 4 korok altal hatéarolt korlatos
T

sikrész.

) [[ o= 30y a, abol T = {(.9) € R+ 1?4 97 <9, (0 = 17447 2 1)
T
(i) //xyZdT, ahol T = {(z,y) : 2> + 3> < 1,y > 1 —z}.
T
(1) //a:ydT, ahol T' = {(z,y) e R?|(x — 1) + 42> > 1, (z — 2)® + ¢y* < 4}
T
1
T vy
(1) //6—12—?;2 dT, ahol T = {(x,y) € R¥|z? +y* < 1,z > 0}
T
(m) //az2ydT, ahol T = {(x,y) e R?4 < 2? +y* < 9,0 < z,0 < y}
T

1
T

(o) Milyen aranyban osztja ketté az y* = 2z parabola az x? + y? = 8 kor teriiletét?

2
dT, ahol T — {(az,y) € R?|922 + yz <11> 0}




2. feladat (4.3. Integraltranszforméaciok)
Mekkora a T tartomény teriilete?

(a) R>0¢ésd€e0,2R]. T ={(z,y) € R*|z* +y* < R? (z — d)* + y* < R?*}
2 2
Y
(b) a,b>0. T = {(a:,y) € R2]——|— %) < 1}
(¢c) T a sik azon pontjainak a halmaza, melyek (r,¢) polarkoordinataira 0 < ¢ < 7 és

0 <r <24 2sin g teljestl.

(d) T az 2* = ay, az x* = by, az 2> = cy? illetve az 13 = dy? gorbék éltal hatérolt korlatos

stktartomany, ahol 0 <a < b és 0 < c < d.

3. feladat (4.3. Integraltranszforméaciok)
Szamitsuk ki az alabbi integralokat a megadott tartomanyon!

?) ///dv’ ahol V = {(z,y,2) € R*: 2% + 4> < 2%, 2% + ¢ + 2> < 9}.

b) /// \/md\/, ahol V az x? + y? + 22 = z feliilettel hatarolt tartomany.
v

2 V2zx—22 1

/ / /z\/ +y?dzdyde
0
/// Va2 4+y2dV, ahol V a z = Jx2+y? és a z = 1 feliiletekkel hatéarolt korlatos

tartomany

(©) /// zyzdV, ahol Vaz x > 0,y > 0, 2 > 0 és az 2” + y* + 2° < 1 egyenlStlenségekkel

1%
adott tartomény

f) /// 22dV,ahol V a z>2ésa z <3 — /22 + y? egyenlbtlenségekkel adott tartomany

) ///xyzdv, ahol Vaz 22 + 12+ 22 < 9ésa 0 < x, 0 <y, /322 + 3y2 < 2z egyenl6t-
7
lenségekkel adott tartomany
h) /// 2?2dV, ahol V az 2% + 4% + 22 < 4 és a 3z > /a2 + y? egyenl6tlenségekkel adott

tartomz’my

2



4. feladat (4.3. Integraltranszforméaciok)
Mekkora a V' tartomény térfogata?

(a) V az 2* + y*> = 1 egyenletf hengernek a 2 = 0 és az 2 = 2 — x — y egyenletii sikok kozé
esG része.

(b) V az a gdmbhéjcikk, melyet a gombi koordinatakkal adott » = 1 és r = 2 sugari gdmbok
és a ) =m/4 és ad =m/3 kipok hatarolnak

(c) Vaz=+ /22+y? ésaz=0— 2% —y* feliiletek kizé es6 rész

(d) V a z = 2% 4 y? paraboloid, a z = 0 sik és az (z — 2)? + y* = 4 henger altal hatarolt
korlatos térrész.

e) V az R > 0 kozépsugaru és r €|0, R| gytrisugara toérusz

(e)

() R> 06V = {(e,y.2) € BYa? + ¢ + 22 < B2, (o — £) 442 < (£)%)

() R>06ésV ={(z,y,2) € R%z® +y*> < R*,y* + 2* < R?}

(h) R>06ésV ={(r,y,2) € R*a® +y* < R*y* + 2* < R*,2” + 2 < R*}

(i) R>0¢sV ={(x,y,2) € R®22? + 3y* + 422 — 2xy + 2zy — 4yz < R?}
)

(j) V az 2 = 2% +y? paraboloid, a z = 0 sik és az (x —2)%?+y? = 4 alapkort egyenes korhenger
altal hatarolt korlatos tartomény.

k) V={(z,y,2) eR3z < /4 —a2—y2 2> +y* > 1,2 > 0}.

(1) V az f;—z + i—j =1,azy =2 azy=0illetve z = 0 feliiletek &ltal hatarolt z > 0 térrész.

2
(m) V az (i—; + Zg)'—j + i—;) = ¢ feliilet altal hatarolt tartomany.
4.4. Ivhossz, vonal-integral

1. feladat (4.4. Ivhossz, vonal-integral)
Hatarozzuk meg az alabbi sikgérbék és térgorbék ivhosszat!

(a) @(t) = (tcos(3Int),tsin(31Int),2t), (t € [0,27])

(b) (t) = (3cost,2t,3sint), (t € [0,27])

(c) @ az y = 2°/? fiiggvény grafikonjanak az = € [1,9] intervallum feletti része.
)

(d) A gorbe az 2? = 3y és a 2zy = 9z feliiletek metszésvonala az 0 < x < 2 koordinatak
kozott.

(e) A gorbe az tigynevezett Viviani-féle girbe, azaz az x* +y*+ 2% = R? gémb és az z° + y* —
Rx = 0 henger metszésvonala.

(f) Az origo kozépponti R > 0 sugaru tenniszlabdan talalhato gorbevonal egyenlete (jo ko-
zelitéssel) ¢ : [0,21] — R3 @(t) = (Rcos®t, Rsin®t,v/3sintcost). Mekkora a gorbe
ivhossza?



2. feladat (4.4. Ivhossz, vonal-integral)
Hatarozzuk meg az / v vonalintegralokat az alabbi esetekben!
®
(a) v(z,y,2) = (v +yz,2% — 2%, 2y + 2), és
i. @ az A(—1,2,0) pontbdl a B(5,5,9)-ig tarto egyenesszakasz,

ii. @ az A(—1,2,0) pontbol induld, és a B(5,5,9) pontba érkezd tordttvonal, mely elszor
az x, majd a z, végiil az y tengellyel parhuzamos szakaszokbol all.

(b) v(z,y,2) = (x,y,2) és @(t) = (cos®t,costsint,sint), (0 <t < T).
v(z,y,2) = (@ +y+zo+y* + 2,0 +y+22), ((t) = (cht,sht,2t), (0<t<2).
v(z,y,2) = 2wy, 222, —22 — y?), @(t) = (sint,cost, t), (t € [0, 7).

(e) v(z,y,2) = (y+ 25,2+ z,2+y), 9 az A= (0,0,0), B=(0,1,0), C = (1,1,1) haromszdg
oldala az A - B — C' — A bejérassal.

(f) v(z,y,2) = (2xy?, 22%y, —22%9?) és @ az 12 + 22 = 1 és az y = 2 feliiletek metszésvonala.
(&) V@, 2) = (25, ), @t) = (1,2 + 1,64, (t € 0, 1))

(h) v(z,y,2) = (zy,y,0), @(t) = (t —sint, 1 — cost, 0) (ciklois), (¢ € [0, 7]).

(i) v(z,y,2) = (—y,z,0) és @ az A = (0,1,0) pontbdl indul6 és a B = (1,0,0) pontban

végz6do szakasz.

3. feladat (4.4. Ivhossz, vonal-integral)
Potenciédlosak-e az alabbi vektormez6k? Ha igen, hatéarozzuk meg egy potenciélfiiggvényét!
() v(z,y,2) = (yz — xy, 22 — 5 +y22, 2y + y*2).
(b) V(fﬂ, y) = (5$2y - 43:3/7 31.2 - 2y>
(c) v(z,y,2) = (e¥*, xze¥?, xye??).
4. feladat (4.4. Ivhossz, vonal-integral)

Az alabbiakban U € R? egy sikbeli tartomany, melynek hatargorbéjét fr U jeloli. A Green-tétel
segitségével hatarozzuk meg a
/ v

frU
integralokat, ahol

(a) U={(z,y) eR?:2<2<3,0<y<z*}ésv(x,y) = (vcosy,y+ x).
(b) U={(z,y) e R®: 2 +y* <2} &s v(x,y) = (—¢°, 2°).

5. feladat (4.4. Ivhossz, vonal-integral)
Szamitsuk ki az alabbi gérbék éltal hatarolt tartomény teriiletét!

(a) @(t) = (cost,sin®t), (t € [0, 27]).
(b) @(t) = (2t — 3,2t — t3), (t € ]0,2].



4.5. Felszin, feliileti integral

1. feladat (4.5. Felszin, feliileti integral)
Szamoljuk ki az adott felilletdarabok felszinét!

(a) r(u,v) = (u? 2ucosv,2usinv), 0 <u<10<0v <5
(b) r(u,v) = (ucosv,usinv,v), =1 <u<1,0<wv <27
(¢) r(u,v) = (ucoslnv,usinlnv,u), 0 <u <21 <v <2
(d) z2=2%—9y* 22+ <1

(
(f
g

h

Az orig6 kézéppontit R > 0 sugart gémb.

)
)
)
)
e) 12 =2yz, 0<<1,1<y<2.
)
) Egyenes kup paléstja, ha az alapkor sugara R > 0 és a kup magassaga h > 0.
)

(
(h) Csavarfeliilet, melynek paraméterezése P : [0,27] x [0,1] — R3 (u,v) — (cosu —
vsin u, sinu + v cos u, u + v).

(i) Torusz, ahol 0 < b < a és a paraméterezés P : [0,27] x [0,27] — R3, (9,¢) — ((a +
beos ) cosV, (a+ beos ) sindd, bsin ).

2. feladat (4.5. Felszin, feliileti integral)
Hatarozzuk meg az adott fiiggvények integréaljat a megadott r feliileteken.

(a) Legyen f(z,y,z) = xyz és r(u,v) = (ucosv,usinv,u?), u € [0,1], v € [0, 27].

(b) Legyen v(x,y,z2) = (x,y,2) és r az (1,0,0) kézéppontu 1 sugara géombhéj z > 0 része,
valamint a felillet n norméalvektorara (n, (0,0,1)) > 0 teljesiiljon.

(c) Legyen v(z,y,2) = (22 +y> + 2%) - (z,9,2) x (0,0,1) ést a z = 0 stk 2% + y* < 1 része,
valamint a felillet n normélvektorara (n, (0,0,1)) > 0 teljesiiljon.

(d) Legyen v(z,y,z) = (z,3z, —2z), tovabba r legyen az (1,2, 3) csicsponti és a z = 1 sikban
az (x — 2)%2 + (y — 1) = 4 vezérgorbéjii kup palastjdnak a z = 1 és a z = 3 sikok kozotti
része, valamint a feliilet n normalvektorara (n, (0,0, 1)) > 0 teljestiljon.

(e) Legyen v(x,y,2) = (r,y,2), és legyen r : [0,7] x [0,27] — R? az (u,v) — (cosv(3 +
cosu),sinv(3 + cosu),sinu) paraméterezést toruszdarab befele vett iranyitassal (vagyis
mutasson az n normalvektor a feliilet altal kortilzart korlatos térrész felé).

(f) v(z,y,2) = (x,—y, 2), r(u,v) = (u+ 2v,v,u —v, 0 < u < 3,0 <wv <1, ahol a feliilet
normalvektora a z tengely pozitiv felével hegyesszoget zar be.

(g) v(z,y,2) = (vy,v2,y2), r(u,v) = (wcosv,usinv,2), 0 <u < 1,0 < v < 7, ahol a feliilet
normélvektora a z tengely pozitiv felével tompaszoget zéar be.

(h) v(z,y,2) = (2% y% 2%), r az 22 + y? + 2% = 4 és 2 > 0 feltételek szerint adott feliilet.

(i) v(z,y,2) = (z,v,2)|(z,y, 2)], v az origo koriili egységgombfelszin zy-sik feletti része, a
gémb kozéppontja felé mutaté normalissal.

3. feladat (4.5. Felszin, feliileti integral)
Szamoljuk ki a v vektor-vektor fliggvények gorbementi integraljat az adott ¢ dton, ha lehet
Stokes-tétellel!

(a) v(z,y,2) = (y+ 2,2+ z,2 +y), @(t) = (sint,cost, 1), 0 <t < 2.

(b) v(z,y,2) = 2oy — 2,22+ 2,y — x) ahol @ az ‘%2 + % =1, z = 1 egyenletii ellipszis, pozitiv
koriiljarasi irannyal.

(¢) v(z,y,2) = (z,y, 2), @ az xy sikban fekvd origd kozéppontt egységkor negativ koriiljaras-
sal.



4. feladat (4.5. Felszin, feliileti integral)
Szamoljuk ki a v vektormezd feliileti integraljat az adott r feliilet mentén Gauss-
Osztrogradszkij-tétellel!

343, 2%), v az 22 + y? + 22 = 25 befele mutaté normalissal

(a) v(z,y,2)=(
(b) v(z,y,2) = (Bxy,y? —4dxz), r:x? + y* + 22 — 4y — 22 + 4 = 0, kifele mutato normélissal.

(c) v(z,y,2) = (2?y? 1z) ahol r a z = 25 — 2* — y? és z = 0 &ltal hatarolt zéart feliilet, kifele
mutato normaélissal.

(d) v(z,y,2) = (22,9% 2%), r a koordinatasikok ¢és az x? + y* + 2z = 1 altal hatérolt zart
feliilet, befele mutatoé normaélissal.

5. feladat (4.5. Felszin, feliileti integral)

(a) Legyen r a z = 4 — 2% — y? feliilet z > 0 része, és az n normélis vektorara teljesiiljon
az (n,(0,0,1)) > 0 egyenlet. Tovabba legyen v : R® — R3 v(z,y,2) = (zz,2y,yx).

Hatarozza meg az rotv integral értékét. alkalmazésaval is.
r

(b) Legyen v : R — R3, v(x,y,2) = (2,y,—22) és legyen r az y = x? + 422 paraboloid
0 <y <4része (n,(0,1,0)) > 0 iranyitassal, ahol n a feliillet normalvektora. Hatarozzuk

meg az v integral értékét.
(c) Legyen v : R? — R3, v(z,y,2) = (x4 ¢/ 5"% coszshz + 12 0) és r az 22+ y° + 22 = R?

gémb z > 0 része. Hatarozza meg az v integral értékeét.



