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Definicié
Ha x, egy sorozat, akkor az
n
Sp = Z Xk
k=1

sorozatot (valés) szamsornak, vagy roviden sornak nevezziik, és

Zx,,—nel
jeloljik. s,-t a sor n-edik részletosszegének, x,-t az n-edik tagjanak nevezziik.

Ahogy a sorozatoknal lattuk, x, indexei néha nem 1-t6l, hanem 0-tél, 2-t6l vagy mashonnan
kezdédnek. llyenkor az s, részletdsszeg-sorozat indexei is 0-tél, 2-t6l vagy mashonnan
kezd6dnek. Van amikor ezt jelezziik, mert a soroknal ennek lehet jelentésége. llyenkor a
kovetkezé jeloléseket hasznaljuk.

(o] o
Z Xn, illetve Z Xn
n=1 n=0
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Definicid

Azt mondjuk, hogy a >~72 x, sor konvergens, ha az s, részletésszeg-sorozat konvergens.
Ilyenkor s, hatarértéket a sor 0sszegének nevezziik, amire szintén hasznaljuk a

(e.e]
> %
n=1

jelolést.

Ha >°72; x» sor nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik. Ha lim s, = £o00, akkor ezt is
szoktuk a sor 0sszegének nevezni.

Példa
Lattuk, hogy
=1
> P
n=1
o0
vagyis a Z — sor divergens. Ezt a sort harmonikus sornak nevezziik.
n
n=1
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Feladat (Teleszkopikus 6sszeg)

Konvergens-e a

> 1
,,2:31 n(n+1)

sor? Adjuk meg az Gsszegét, ha van!
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Definici6 (sorok zaréjelezése)

o0
Ha b: NT — NT szigorGian monoton névé dgy, hogy b(1) = 1, akkor a an sor egy

n=1
) b(n+1)—1
> X
n=1 k=b(n)

zardjelezésének hivjuk a

Yn
sort.
Megjegyzés
SY¥n=yit+y+--=(x +"'+Xb(2)_1) +(Xb(2) +"-+Xb(3)_1)+...

Tétel (Asszociativitas)

Ha Z X, Osszeg létezik (konvergens, vagy Y x, = +00), akkor egy tetszbleges zardjelezésének
is létezik Osszege, s6t megegyezik az eredeti dsszeggel.
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Tegyiik fel, hogy x, és y, sorozatok csak véges sok tagban kiilonbdznek egymastdl, azaz
létezik N € N kiiszdéb, hogy

n>N esetén Xn = Vn.
Legyenek s, = > F_1 Xk, és t, = D> p_1 Yk a részletosszeg-sorozatok, és legyen
a = sy — ty!

Ekkor o = s, — tp, azaz t, = a + s, teljesiil minden n > N esetén. Igy s, pontosan akkor
konvergens, ha t, az, és ekkor

o o0
Zynzlimtn:a—i—limsn:a—l—z:xn.
n=1 n=1

llletve s, — oo pontosan akkor, ha t, — oo, azaz

oo oo
Y xn=00 <= Y yp=o0.
n=1 n=1

Véges sok tag elhagyasa, megvaltoztatasa, vagy véges sok tag hozzavétele nem valtoztatja
meg, hogy konvergens-e sor, illetve ha 6sszege oo volt, akkor véges sok tag megvaltoztatasa
utdn is oo marad.
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Azonban, ha a sor konvergens, véges sok tag megvaltoztatisa megvaltoztathatja a sor
Osszegét.

Példa

n=2
ugyanis a mar ismert
> 1
Y ———=1
= n(n+1)

sorbédl csak 1 tagot hagytunk el, vagyis az (j sor konvergens marad, de 6sszege valtozik,
méghozza

SIS S R NP U
= n(n+1) 4 n(n+1) 1.2 2 2
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Tétel (Cauchy-kritérium sorokra)

A
o
> %
n=1
sor pontosan akkor konvergens, ha minden € > 0-hoz létezik N € R kiiszéb, hogy

n>k>N esetén |Xk+1 + Xk2 + -+ xn| < e
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Tétel (A sor konvergenciadjanak sziikséges feltétele)

Ha a
o0
> X
n=1

sor konvergens, akkor x, nullsorozat.
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Példa

Lattuk, hogy forditva nem igaz, vagyis a feltétel nem elégséges. Ugyanis

1—>0 d il
= e Z=00.
n ’ —n

Példa

Z%v és Zn2n+5n

3n+4n

is divergens, hiszen korabban lattuk, hogy

M50 5
im YA=1+£0, és |im,"/3n:t4n:wéo.

> (-1)"

is divergens, mert (—1)" divergens.

CSAK VAZLAT (PG)
Sorok (2.-72.)- 10



Mértani sor

Definicié
Ha x, mértani sorozat, akkor a > x, sort mértani sornak, vagy geometriai sornak nevezziik.

A nem azonosan 0 mértani sor konvergencidja csak a kvdciensétdl fiigg, osszege pedig a
kvocienstdl, és az 1. elemtdl. Ezt mutatja a kovetkezd tétel.
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Tétel

Legyen a > x, mértani sor kvéciense q, és elsé eleme a # 0! A mértani sor pontosan akkor
konvergens, ha |q| < 1 teljesiil, és ekkor ésszege

a
D xn =

1—q
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Feladat

Konvergens-e a

sor? Ha igen, adjuk meg az Osszegét!

Feladat

Konvergens-e a

sor? Ha igen, adjuk meg az &sszegét!

Feladat

Szamoljuk ki az
1

2
Végtelen Osszeget!

Iiz <;>n1

00
> 2"
n=0

1 1 1

1
+Z—§+E—§+...

Sorok (2.-72.)-Mértani sor (11.-18.)
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Tétel

Ha Y" x, és >y, is konvergens, tovabba c € R, akkor Y (xn + yn) és > (cxn) is konvergens,
tovabba

1. Z(Xn +Yn) =2 Xn+ 2. Yn
2. Z(Xn - Yn) = ZXn - Zan
3. Y (exp) = €Y xp-
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Feladat

Konvergens-e a

sor? Ha igen, adjuk meg az Osszegét!

00 2n+1+3n

4n—1

n=1

Sorok (2.-72.)—-Mértani sor (11.-18.)
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Feladat

Konvergens-e a

sor? Ha igen, adjuk meg az Osszegét!

> 62" — 5"
ez

n=0

Sorok (2.-72.)—-Mértani sor (11.-18.)
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A kovetkezo tétel miatt kilon foglalkozunk azokkal a sorokkal melyek tagjai nem negativak.
Definicié
Nem negativ tagli sornak nevezziik a >_ x, sort, ha x, > 0 minden n-re.

Tétel
Ha a

2%

nem negativ tagt sor divergens, akkor 6sszege cc.

Emiatt a > x, nem negativ tagl sornal a konvergencia vagy divergencia helyett elég csak azt
irnunk, hogy > x, < 0o, vagy > x, = o©.

CSAK VAZLAT (PG)
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Osszehasonlitd tesztek

Tétel (Majorans-kritérium nem negativ tag sorokra)

Ha 0 < x, <y, teljesiil minden n € N*-re, és > °° , y, konvergens, akkor Y .0° x,, is az. Ekkor

0o 00
Z Xp < Z Yn-
n=1 n=1

Tétel (Minorans-kritérium)
Ha 0 < x, < y, teljesiil minden n € NT-re, és >"0° | x,, divergens, akkor >_0°, y, is az.
Megjegyzés

Mindkét tételhez elég, ha 0 < x, < y, csak elég nagy n-re teljesiil.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Konvergens-e a

sor?

Sorok (2.-72.)-Nem negativ taga sorok (19.-30.)
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Osszehasonlitd teszt

Kovetkezmény (Osszehasonlité teszt nem negativ tagl sorokra)

o [o.¢]
Ha 0 <y, teljesiil minden n € NT-re, Xn konvergens 3lim xn 0, akkor Z Yn €és Z xp koziil

n Yn
vagy mindketté konvergens, vagy egyik sem.

n=1 n=1

Megjegyzés

Most is elég, ha 0 < y, csak elég nagy n-re teljesiil.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (kondenzacids vagy ritkitasi kritérium (Cauchy))

Legyen x, monoton csékkené sorozat. Ekkor ZX,, pontosan akkor konvergens, ha Z (2"xgn)
konvergens.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

(e.9]
A Z — sor pontosan akkor konvergens, ha a > 1.

n=1

CSAK VAZLAT (PG)
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A konvergencia vizsgalatanal nem szamit, hogy honnan kezdjiik a szummat, ezért a kovetkezo

feladatokban ezt nem jeloljik.

Feladat

Konvergens-e a

sor?

Feladat

Konvergens-e a

sor?

Feladat

Konvergens-e a

sor?

n+3
Zm

n+3
Zn2—2

Sorok (2.-72.)-Nem negativ taga sorok (19.-30.)
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Tétel -
Legyen a, egy sorozat, és f(x) = a||. Ekkor Z an pontosan akkor konvergens, ha f

n=1
improprius integralhaté az [1, co[-en. Ekkor

o

oo
a,,:/f.
=1 1

n
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Tétel (Integralkritérium)
Legyen f monoton csékkend, és [1,00[C Dr! f pontosan akkor improprius integrdlhaté
o

[1,00[-en, ha a Z f(n) sor konvergens. Ekkor
n=1

[ fx dx<an)</f dx_/ft—l
2

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

(e.9]
1
A Z ————— sor pontosan akkor konvergens, ha o > 1.
= n-(Inn)>

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicioé
Ha x, monoton nullsorozat, akkor a

S (1)

sort Leibniz-sornak nevezziik.

Megjegyzés

A kétféle Leibniz-sor csak el6jelben kiilonbozik, igy elég csak az egyikkel foglalkoznunk.

Ha x, monoton csokkend, akkor tagjai nem kisebbek a hatarértékénél, vagyis 0-nal, azaz nem
negativak. Ha x, monoton novo, akkor tagjai nem pozitivak. Emiatt a sor n-edik tagja
(—1)"x, az n paritasatdl fliggben nem negativ, vagy nem pozitiv. Az ilyen sorokat alternalé
vagy jelvaltd sornak nevezziik.

A Leibniz-sorok tehat alternaldak, teljesitik a konvergencia sziikséges feltételét, vagyis az
n-edik tag tart nulldhoz, és fontos, hogy az n-edik tag abszolltértéke monoton csokkend,
vagyis az n-edik tag mindig egyre kozelebb keriil a 0-hoz.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Leibniz-kritérium)

kézé esik.

Minden Leibniz-sor konvergens, és dsszege barmely két kézvetleniil egymas utani részletésszege

Sorok (2.-72.)-Leibniz-sor (31.-35.)

CSAK VAZLAT (PG)

32



Feladat

Konvergens-e az alternalé harmonikus sor, azaz

o

Z(_l)nJrll?
n=1 n

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

> (=1)"x,

Leibniz-sor n-edik részletosszegének err hibdjara

jerr] < [xpal-

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat

Adjunk korlatot az alternalé harmonikus sor n-edik részletosszegének hibajaral!

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicid
A

2%

sort abszollt konvergensnek nevezziik, ha a

Z |Xn]

sor konvergens. Ha

S

konvergens, de nem abszolit konvergens, akkor azt mondjuk, hogy feltételesen konvergens.

Nyilvan egy nem negativ tagl sor pontosan akkor konvergens, ha abszollt konvergens, igy nem
lehet feltételesen konvergens.

Altaldban egy konvergens sor nem feltétleniil abszoltt konvergens, lasd példaul az alternlé
harmonikus sort.

A forditott allitas viszont altalaban is igaz.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

Abszolit konvergens sor konvergens.

Kovetkezmény

Ha " x, abszolit konvergens, akkor |3 xa| < 3 |xal.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
Dontsiik el, hogy a

3 g((—l)"ﬂf).
(]
o 5 (Cot)

sorok abszollt konvergensek, feltételesen konvergensek vagy divergensek!

CSAK VAZLAT (PG)
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Példa -
A Z(_l)nJrll

n
n=1
alternalé harmonikus sor feltételesen konvergens. Irjuk fel mas sorrendben a tagokat gy, hogy

az 6sszeg éppen 1 legyen! Ehhez vegyiik el6szor a pozitiv tagokat addig, amig tdljutunk 1-en!
1+1/3~133>1
Most vegyiik a negativ tagokat addig, amig az 6sszeg kevesebb lesz 1-nél!
1+1/3-1/2~083<1
Most Gjra pozitiv tagokat vegyiink!
1+1/3—-1/2+1/5~1.03>1
Most Gjra negativ tagokat vegyiink!

1+1/3—-1/2+1/5-1/4~078<1

CSAK VAZLAT (PG)
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Példa

1+ 3

13-

1+3 -4+
1+-1+b-1
1+i-1+d-1
14i-1+d-1
TR
TR

~ 1.33
~ 0.83
~ 1.03
~ 0.78
+14 ~ 1.04
+ % + % — % ~ 0.87
e ~ 1.04
Fhrh-brdehod ~os

Sorok (2.-72.)-Abszol(t és feltételes konvergencia (36.-45.)
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Példa

Most rendezziik Ggy at, hogy oo legyen az Gsszeg!

143

1+%-

N|—=

1+3—5+14+3+--+

1+3 -3 +14+3+--+

~ 1.33

~ 0.83

~ 2.004

~ 1.754

~ 3.0004

~ 2.8333

~ 4.0002

~ 3.8752

>1

<1

> 2

<2

>3

<3

> 4

<4

Sorok (2.-72.)-Abszol(t és feltételes konvergencia (36.-45.)
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Példa

Most rendezziik tgy at, hogy ne legyen Osszeg!

14_% ~ 1.33 >1
1_'_%_%_% ..... % ~—-0.03 <0
1yl Laylipl ~101 >1
_%_..._%8 ~ —0.004 <O
+%+...+ﬁ ~1.004 >1
_ﬁ_..._ﬁ ~ —0,0005 <0

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicié

Ha x, egy sorozat, és ¢ : NT — NV bijekcié (azaz a természetes szdmok halmazanak egy
permutécidja), akkor az Xp(n) SOrozatot az x, egy atrendezésének nevezzik. Hasonléan azt is
mondjuk, hogy a >~ x,(n) sor a >_ x, egy atrendezése.

Megjegyzés

Nem negativ tagll sor esetén az Osszeget Ugy is megkaphatjuk, hogy vessziik a szuprémumat

azoknak a szamoknak, melyeket gy kapunk, hogy a sor tagjai koziil véges sokat osszeadunk.
Ezért ilyenkor a sor atrendezése nem valtoztatja meg az osszegét.

Az el8z8 tételben szerepld x;F és x;, sorok nem negativ taglak, igy vagy konvergensek vagy a
oo-hez divergalnak. (Persze egymastdl fiiggetleniil.)

Tétel (Riemann-féle atrendezési tétel)

Ha > x;t =Y x, = 00, x, nullsorozat, és a € R tetsz8leges, akkor a >_ x, sornak létezik
olyan atrendezése, melynek 6sszege a, olyan atrendezése, melynek S6sszege oo vagy —oo, és
olyan is melynek nem létezik dsszege.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel

Ha > x, sor feltételesen konvergens, akkor > x;7 = x, = cc.

Ha > xF = oo, de Y x, < oo, akkor Y x, = 0o, és akdrhogy is rendezziik 4t az 6sszeg nem
valtozik.

Ha > x < oo, de Y x,; = oo, akkor Y x, = —o0, és akdrhogy is rendezziik 4t az 6sszeg nem
valtozik.

A 3" x, sor pontosan akkor abszoliit konvergens, ha > x;7 < 0o és > x,7 < co. Ekkor
DD DD DEE
és akdrhogy rendezziik at a sort, az ésszeg nem valtozik.

Utmutatas.
Nem negativ tagll sor atrendezése nem valtoztatja az dsszegét, és alkalmazhatjuk a majorans
kritériumot, illetve a konvergens sorok 0sszegére vonatkozé tételt, hiszen

0< x,x, <l|xnl =xF +x,. O

CSAK VAZLAT (PG)
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Definicid
Az x, sorozatot korlatos valtozasinak nevezziik, ha a Y |x,11 — x»| sor konvergens.
Tétel

1. Monoton sorozat pontosan akkor korlatos valtozasii ha korlatos.

2. Valés szamsorozat pontosan akkor korlatos valtozasd, ha felbonthaté két monoton,
korlatos sorozat Osszegére.
Kovetkezmény

Korlatos valtozast sorozat konvergens.

Feladat

Mutassuk meg, hogy az x, =

n

—5—— sorozat korlatos valtozasu!
4ps — 1

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Dirichlet-kritérium)

Legyen x,, korlatos valtozasii nullsorozat, és > «u, részletésszegsorozata korlatos.

> apx, konvergens, és

D 0
Z(akxk) < Z\Xkﬂ—xk\ | sup Zak
k=0 k=0

n€No |x=o

Feladat .
Mutassuk meg, hogy Z (smn> konvergens.
n

Ekkor

CSAK VAZLAT (PG)
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Kovetkezmény (Abel-kritérium)

Legyen x,, korldtos valtozasi, és > «, konvergens. Ekkor Y (anx,) konvergens.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Majorans-kritérium (Weierstrass))
Ha |xn| < yn teljesiil minden n € N esetén, és a

> vn

sor konvergens, akkor a

S

sor abszolut konvergens.

Utmutatas.

A nem negativ tagl sorokra tanult majorans-kritérium egyszerli kdvetkezménye.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium)

» Ha limsup /|xn| < 1, akkor a }_ x, sor abszolit konvergens.
» Ha limsup /|xn| > 1, vagy limsup y/x, = oo, akkor a Y_ x,, sor divergens.

CSAK VAZLAT (PG)
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Ha limsup /|xn| = 1, akkor a gyokkritérium alapjan altalaban nem tudjuk eldonteni a sor
konvergenciajat.

A bizonyitasbdl lathatd, hogy a divergencidhoz gyengébb feltétel is elég.

Tétel

Ha {/|xn| > 1 teljesiil végtelen sok n € N esetén, akkor a 3 x, sor divergens.

llyenkor lehet, hogy limsup {/|x,| = 1.

Példa
A x, = 1 konstans sorozat esetén limsup {/|x,| = 1, de a fenti gyengébb feltétel teljesiil, igy a
> xp sor divergens.

CSAK VAZLAT (PG)
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Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium limeszes alakja)

Tegyiik fel, hogy létezik C = lim /|x,|! Ekkor
» ha C < 1, akkor a >_ x, sor abszoliit konvergens.

» ha C > 1, vagy C = oo, akkor a Y x, sor divergens.

Természetesen C = 1 eset most is kérdéses.

CSAK VAZLAT (PG)
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Feladat
5

n
Konvergens-e a > — sor?

n!
Feladat

n!
Konvergens-e a > tn sor?
Feladat

242
Konvergens-e a > mt

ST ] 1 sor?

Sorok (2.-72.)-Gyék- és hanyadoskritérium (46.-58.)
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Tétel

Ha x, > 0 minden n € NT esetén, akkor

..~ Xn+1 ..
lim inf 2211 < liminf
Xn

. . Xn+1
xp < limsup y/x, < limsup AR
Xn

Sorok (2.-72.)-Gyék- és hanyadoskritérium (46.-58.)
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Tétel (D'Alambert-féle hanyadoskritérium)

Tegytik fel, hogy elég nagy n-re xp # 0.

> Halim sup
Xn
X X
> Haliminf |[Z22) > 1, vagy liminf el
Xn Xn

< 1, akkor a Y x, sor abszoliit konvergens.

= 00, akkor a > x, sor divergens.
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Ha lim inf | 222 <1<lim sup

‘, akkor a hanyadoskritérium alapjan altaldban nem
Xn Xp
tudjuk eldénteni a sor konvergenciajat.

A bizonyitasbdl lathatd, hogy a divergencidhoz gyengébb feltétel is elég.

Tétel
X
Ha |~ > 1 teljesiil véges sok n € N kivételével, akkor a > x, sor divergens.
Xn
.. Xn+1
Ilyenkor lehet, hogy liminf 1.
Xn
Példa
X
A x, = 1 konstans sorozat esetén lim inf A 1, de a fenti gyengébb feltétel teljesiil, igy a
Xn

>~ Xp sor divergens.
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Tétel (D'Alambert-féle hanyadoskritérium limeszes alakja)
Xn+1
Xn
> ha C < 1, akkor a )  xp sor abszolit konvergens.

Tegyiik fel, hogy létezik C = lim ! Ekkor

» ha C > 1, vagy C = oo, akkor a Y x, sor divergens.
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Feladat
2"n! -
Konvergens-e a > — 0T

Prébalkozhatnank a gyokkrtiériummal, azonban

. m 7 Ve 7 7 Ve ” . . Ve .
ami egy — alakl hatarérték, és egyelore nem tudjuk kiszamolni.
00
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Feladat
nn|
Konvergens-e a 3° —— sor?
n

Sorok (2.-72.)-Gyék- és hanyadoskritérium (46.-58.)
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Feladat
en!
Konvergens-e a >° —— sor?
n

Feladat
Vizsgéljuk hanyadoskritériummal a 32 2(-1"=" sort?
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n o0
Legyen s, = Zxk ést=Ilims, = Zxk eR.
k=1 k=1
Ha t sordsszeget s,-nel becsiiljiik, akkor hiba err = t — s, abszol(tértékére kellene felsé

korlatot adni.

o0
lerr| = |t — sp| = Z X |-
k=n+1
oo
» Ha a sor abszoldt konvergens, akkor |err| feliilrél becsiilhetd Z |xx| nem negativ tagi
k=n+1
. ) . . g L i 1 1 1
sor Osszegével, amit a majorans kritériummal becsiilhetiink felllrdl. Z . Z -, —
n n n!

» Ha a sor Leibniz-sor, akkor |x,+1| lesz egy felsé becslés.
» Ha a sor a Dirichlet-kritériumban szerepld feltételeket teljesiti, akkor az ott szerepld
sinn
becslést adhatjuk. Z

n

CSAK VAZLAT (PG)
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Téglany szorzat

Tétel
o0 o oo

Ha Z Xp €s Z Yn konvergens sorok, akkor Z an is konvergens, és
n=0 n=0 n=0

oo oo oo

Z ap = (Z x,,) <Z y,,), ahol a, = Z XYk -

n=0 n=0 n=0 max{j,k}=n

CSAK VAZLAT (PG)
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Cauchy szorzat

Tétel (Mertens)

oo (o] o0
Ha Z Xn abszolit konvergens és Z vn konvergens, akkor Z cn Is konvergens, és

n=0 n=0 n=0
(o) (oo} o0
Z Ch = <Z x,,) (Z y,,>, ahol ¢, = Z XYk -
n=0 n=0 n=0 j+k=n
o0 o
Ha Z Yn Is abszolit konvergens, akkor Z c, Is az.
n=0 n=0
Megjegyzés

A fenti ¢, az x, és y, sorozatok konvollicidja, amire szokasos az (a* b), jelolés.

Feladat

(=1)"
Konvergens-e a Z

Inn

sor 6nmagaval vett Cauchy-szorzata?
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Definicié
Definialjuk az exp : C — C fuiggvényt a kovetkezOképpen.

o0
zn

exp(z) = )  —
— n!

Megjegyzés
Mas jelolések: exp,(z) = e* = exp(z). Ezt a fuggvényt komplex exponencialis fliggvénynek
fogjuk nevezni.

Tétel

A definiciéban szereplé sor minden z € C esetén abszoliit konvergens.

Bizonyitas.
A gyokkritérium (48) alapjan egyszerdi. O
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Tétel (exp addiciés tétele)
exp(z + w) = exp(z) - exp(w)

Kovetkezmény
1
exp(—z) =

exp(z)
0 ¢ Ranep
e =-exp(l) és g € Q esetén exp(q) = €.
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Tétel

A (62) definiciéban szereplé exp fiiggvény derivaltja énmaga.
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Tétel
A (62) definiciéban szereplé exp fliggvény megegyezik a korabban definialttal.
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Definicié
Definialjuk az sh: C — C és ch : C — C fiiggvényt a kovetkezOképpen.

o0 22n+1 o0 Z2n
sh(z) = E;; (2n+ 1)’ ch(z) = 2;; (2n)!

Megjegyzés
Mas jel6lések: sinh(z) = sh(z), cosh(z) = ch(z). Ezeket a fiiggvényeket komplex szinusz
hiperbolikus, illetve komplex koszinusz hiperbolikus fliggvénynek nevezziik.

Tétel
A definiciéban szereplé sorok minden z € C esetén abszolit konvergensek.

Bizonyitas.
A gyokkritérium (48) alapjan egyszerdi. O
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Tétel
A (66) definiciéban szerepld sh és ch fliggvény megegyezik a korabban definialttal.
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Definicié
Definialjuk a sin : C — C és cos : C — C fiiggvényt a kovetkezoképpen.

Z2n+1 o0 Z2n
sin(z Z( 2n [Ek cos(z) = ;(_1)n(2n)!

Megjegyzés
Ezeket a fliggvényeket komplex szinusz, illetve komplex koszinusz fliggvénynek nevezziik.

Tétel
A definiciéban szereplé sorok minden z € C esetén abszolit konvergensek.

Bizonyitas.
A gyokkritérium (48) alapjan egyszerdi. O
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Tétel

A (68) definiciéban szerepld sin és cos fiiggvény megegyezik a korabban definidlttal.
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Tétel

1. Ha x €]0,+/6[, akkor sinx > 0.

2. A cos fiiggvény szigortian monoton csékkend a [0, /6] intervallumon.
3.

4. cos0=1,sin0=0,cos5 =0,sin7 =1,

dlx €]1.4,1.6[: cosx = 0. Jelélje ennek az egyetlen zérushelynek a kétszeresét .

cos(x + 5) = —sinx, sin(x + 5) = cos x,

cosm = —1, sinm =0, cos(35) =0, sin(35) = —1, cos(2m) = 1, sin(27) = 0.

A valés cos fiiggvény szigortian monoton csékkend a [0, ] intervallumon, és szigordan
monoton névé a [, 2| intervallumon. A valés sin fiiggvény szigordan monoton névé a
[—5, 5] intervallumon és szigortian monoton csékkené a [75,37%] intervallumon.

6. sinz=0 <= Z€Z

7. A komplex cos és sin fiiggvények periodikusak. A periédus 2w. Mas periédus nincs, csak

ennek tébbszorései.

8. HaD = {x+1y € C:|x| <75 vagy (|x| =% ésxy >0)}, akkor sin|p : D — C bijekcid.
9. HaD={x+1wy €Cl0<x<mvagy(x=06éy >0)vagy (x =7 ésy <0)}, akkor

cos|p : D — C bijekcid.
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Tétel

1. HaD={ze€C:Ilmz €] —m, x|}, R=C\ {0}, akkor exp|p : D — R bijekcié.
Inverze In : R — D teljesiti az Re(Inz) = In|z| és Im(In z) = arg z €] — 7, 71| egyenleteket.

2. €% periodikus 211 szerint. Mas periédus nincs, csak ennek tobbszorosel.
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Tétel
1. sh(zz) = usin(z), sh(me — z) = shz és ch(:1z) = cos(z).
2. sh és ch periodikus 271 szerint. M&s periédus nincs, csak ennek tébbszérései.

3. D={zcC:Imze]-75,7[, vagy (|Imz| =7 és Rezlmz > 0)}, jeldléssel
sh|p : D — C bijekcié.

4 HaD={zeC:Imz€]0,n[ vagy (Imz=0és Rez > 0) vagy (Imz =7 és Rez <0)},
akkor ch|p : D — C bijekcié.
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Szabad vektorok

Ya

x¥

Linedris algebra (73.-110.)-Geometria (73.-80.)
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Osszeadéas

Ya
z
X
y
X
at+b=c
» J0:Va:a+0=a (létezik nullelem);
» Va:3b:a+b=0 (b = —a létezik inverz);
» VYa,b,c:(a+b)+c=a+(b+c) (+ asszociativ);
» Va,b:a+b=b+a (+ kommutativ);
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Skalarral valé szorzas

Ya
z
X
y

X

2-a=b; -l-a=c
> Y\ u,a: (Au)a= A(pa) (asszociativ);
> YA\ u,a: (A +p)a=ra+ pa (disztributiv);
> VX a b:Aa+b)=Xa+ b (disztributiv);

> Va:1l-a=a;
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Abszolut érték

Ya
%
|a| = |b| = |c]
> Va:|la|>0és|a|=0 < a=0 (pozitivitas);
> VX a:|\a| = |\ -|a (pozitiv homogenitas);
> Va,b:|a+ b| <|a|+ |b| (hdromszog egyenlétlenség);
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Skalaris szorzat

Ya
V4
£ N
X
y
X
ab = |a||b| cos »

» Va:aa>0ésaa=0 < a=0 (pozitivitas);
» Va,b:ab = ba (szimmetria);
» Va,b,c:(a+ b)c = ac+ bc (additivitas);
> VX a,b:(\a)b= \(ab) (homogenitas);

CSAK VAZLAT (PG)
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Vektorialis szorzat

|a x b| = |a||b|sin¢ axbla, axblb és jobbkézszabaly

» YVab:axb=—-bxa (ferde szimmetria);
» VYa,b,c:(a+b)xc=axc+bxc (additivitas);
> VX a,b:(Aa) x b= Xaxb) (homogenitas);
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Iranyvektor

X

Az egyenes a pontjainak halmaza, azaz {Py + \v|\ € R}.
Po = (x0, %), P =(x,y), és v = (v1, v2)

je|6|é556| PO = (X07.y0720)' P = (Xv.y?z)v és

v = (Vl, V2, V3) jeléléssel
X =x0+ Avy,

X =xp+ Avi,
y =y+Av,
y =X+ AV27
azaz (x — xp)va = (y — yo)va, vagy masképp 7 =25+ Avs.
VaX — V1Y = VaXo — V1)o.
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Normalvektor

Ya z

N

Po X - y

Az egyenes/sik a pontjainak halmaza, azaz {P\ﬁJ_n}.

Py = (x0, Y0, 20), P = (x,y,2), és

n = (n1, no, n3) jeldléssel

(x = X0,¥ — Y0,z — 20)n = 0, azaz

(x =x0)m + (y — yo)m + (z — z0)n3 = 0.

Po = (x0,¥0), P = (x,y), és n = (m, m)
jeloléssel (x — xp,y — yo)n =0, azaz

(x = x0)m + (v = yo)m2 = 0.
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Vektortér, normalt tér, belso szorzat tér

V vektortér R felett, ha

» 0cV:VacV:a+0=a (létezik nullelem);
» VacV:3beV:a+b=0 (b = —a létezik inverz);
» Va,b,ceV:(a+b)+c=a+(b+c) (+ asszociativ);
» VaabecV:a+b=b+a (+ kommutativ);
> VA, neR,aecV:(A\u)a= \ua) (asszociativ);
> Vi peRaeV:(A+p)a= X a+pa (disztributiv);
> VAeR,a,beV:Na+b)=Xa+ )b (disztributiv);
> VacV:1l-a=a;

Megjegyzés

Egy vektorteret linearis térnek is nevezhetiink.

Egy R feletti vektorteret valds vektortérnek is nevezhetiink.

Mas test feletti vektorteret is értelmezhetnénk, de mi nem fogunk, ezért ha mast nem
mondunk, akkor a vektortér mindig valds vektorteret jelent.
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Példa (Vektortér)

A szokasos miiveletekkel:

R,C,RP=RxR RE=RxRxR,....

Ha a € R", akkor az a = (a1, ..., an) jelolést vezetjiik be, ahol a;,...,a, € R.
A szokasos miiveletek, ha a = (a1,...,a,),b = (b1,...,by) € R", és A € R:

a+b=(a1+b1,...,an+ bp), illetve Aa = (Aa,...,\ap).

Fa={f:A— R}, ahol A tetszbleges halmaz.
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Altér

Definicid

Ha V vektortér, W C V lgy, hogy W is vektortér az 6rokolt miiveletekkel, akkor azt mondjuk,

hogy W (lineéris) altere V-nek.

Tétel (Altérkritérium)
Legyen V vektortér, és () =W C V! W pontosan akkor altere V-nek, ha

> YVabeW:a+beW, > Vac W AeR: aeW,

Példa (Altér)

Legyen A,/ C R dgy, hogy [ intervallum!

R altere C-nek, vagy R3-nak.

R? vagy {(x,y) € R?|y = 3x} altere R?-nek.

Ca=CY = {f : A— R|f folytonos} altere Fa-nak.

Dy =D} = {f : | — R|f derivilhaté} altere Fj-nek, és C9-nek.

Ci = {f : I — R|f folytonosan derivilhaté} altere Fj-nek, és D}-nek.
D? = {f : | — R|f kétszer derivalhatd} altere Fj-nek, és C}-nek.
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Bazis

Tétel

Alterek metszete altér, azaz ha V vektortér, és W; altere minden i € | esetén, akkor (\;c; W; is
altere V-nek.

Definicié
Ha V vektortér, és H C 'V, akkor a H &ltal generalt altérnek nevezziik és IL(H)-val jeldljik az
Osszes H-t tartalmazé altér metszetét.

L(H) = ({W|W altere V-nek, és H C W}

Megjegyzés
Legyen 0 # H C V véges, elemszdma n € N, és elemeit jeldlje ay, ..., a,! Ekkor a H altal
generalt altér, a H elemeinek lineéris kombinacidjaként el6allé vektorokbdl all.

L(H) ={ a1+ -+ Apan|A1, ..., A\p € R}
Tovabba LL(()) = {0}.
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Definicié
Ha V vektortér, és H C V Ggy, hogy L(H) =V, akkor azt mondjuk, hogy H egy

generatorrendszere V-nek.
Ha létezik H C 'V véges generatorrendszer, akkor azt mondjuk, hogy V véges dimenziés vagy

végesen generalt.

Megjegyzés
[P a polinomok vektortere (Fr altere) nem véges dimenziés.
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Definicid

Legyen V vektortér, ) # H C V véges, elemszdma n € NT, és elemeit jeldlje ay, . ..

mondjuk, hogy H linearisan fliggetlen, ha A1,..., A\, € R esetén
)\131+"‘+)\nan:0 — )\1::>\n20

() mindig linearisan fliggetlen.
H C V végtelen halmazt akkor nevezziik linearisan fiiggetlennek, ha barmely véges
részhalmaza az.

Példa

(1,0) és (1,1) linedrisan fiiggetlen R2-ben.
1, x, x2, x3 lineérisan fuggetlen P-ben.
{x"|n € No} linedrisan fiiggetlen P-ben.

,ap! Azt
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Definicié
Ha V vektortér, H C V linearisan fliggetlen generatorrendszer, akkor azt mondjuk, hogy H egy
bazisa V-nek.

Feladat
Legyen e; = (1,0),e, = (0,1),a = (2,0),b = (1,-1), = (0,0) € R?!
A H={ei, e, a,b, } mely részhalmazai bazisok?

y

Tétel
Ha V vektortér, A C V linearisan fiiggetlen, akkor létezik B bazis, melyre A C B.
Ha 'V vektortér, A C V generatorrendszer, akkor létezik B bazis, melyre B C A.
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Tétel (Dimenzi6tétel)

Ha A és B bazisai V-nek, akkor szamossaguk megegyezik.

Definicié
Ha V vektortér, akkor a bazisadnak szamossagat a tér dimenzidjadnak nevezziik, és dimV-vel
jeloljik.

Példa
dim{0} =0, dmR =1, dimR? =2, dimR3 = 3, dimR" = n, dimC = 2.
dimP = Ry. Ez nem véges dimenzié.

Megjegyzés

A 'V vektortér pontosan akkor véges dimenziés, ha dimV € Np.
Mas jegyzetek mas tételt hivnak dimenziétételnek.
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Tétel
Ha 'V vektortér, és B C 'V, akkor a kévetkezs6 allitasok ekvivalensek:
1. B bazis.
2. B maximalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, azaz B linedrisan fiiggetlen, de ha
a e V\ B, akkor BU{a} mar linearisan fiiggé.
3. B minimélis generatorrendszer, azaz B generatorrendszer, de ha a € B, akkor B\ {a}
mar nem az.
4. Minden a € V\ {0} esetén egyértelmiien létezik n € N*, by,... b, € B és
ALy ..oy Ap € R\ {0}, melyre a = A\iby + - -+ + A\pb,,.

CSAK VAZLAT (PG)
Lineéris algebra (73.-110.)-Vektortér (81.-91.) 89



Tétel
Ha n € NT, V vektortér dgy, hogy dimV = n, és B C 'V, akkor a kévetkezd 4llitasok
ekvivalensek:

1. B bazis.

2. B n-elemli és linedrisan fiiggetlen.
3. B n-elemli és generatorrendszer.
4

. B={b1,...,b,}, és a €V esetén egyértelmiien létezik \1,...,\, € R, melyre
a=Mby+- -+ X\b,.

4 miatt bevezethetjiik a kovetkezét. Valdjaban ehhez rendezett bazis kell, vagyis a bazis
elemeinek kell, hogy legyen sorrendje.

Definicié
Legyen V vektortér, dimV =n, B = {by,...,b,} egy bazisa V-nek. Ekkor egy tetszéleges

a € V B bazisra vonatkoz koordinatainak nevezziik a A1, ..., A, skalarokat, melyekre
a= by + -+ \,b,.
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Példa

a € R? koordinatai az e1, e, természetes bazisban 2 és 4,azaz a = (2,4). lrjuk fel a

koordinatait az v; = (1,1), vo = (1, —2) bézisban.

y/\

vi

wl

V2

WIN

V2

4
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Definicié

Legyenek V és W vektorterek! A ¢ : V — W fiiggvényt linearis leképezésnek nevezziik, ha
» Va,beV:p(a+b)=y(a)+ p(b) (additiv),
> VacV,AeR:p(Aa) = \p(a) (homogén).

Tétel (Lineéris leképezések alaptétele)

Ha ay,...,a, bazis V-ben, és by, ..., b, € W tetszbleges, akkor létezik pontosan egy olyan
0 : V. — W linedris leképezés, melyre p(a;) = b; minden i =1,...,n esetén.
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Definicié

Legyenek V és W vektorterek! Azt mondjuk, hogy ¢ : V. — W izomorfizmus, ha lineéris
bijekcié. Ha létezik ¢ : V — W izomorfizmus, akkor a V és W vektortereket izomorfaknak
nevezziik.

Tétel
Ha 'V és W vektorterek gy, hogy dimV = dimW € Ny, akkor V és W izomorf.

Megjegyzés
Rogzitett n € Ny esetén minden n-dimenzids vektortér izomorf.
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Legyenek V és W véges dimenzids vektorterek, és legyen vy, ..., v, bazis V-ben, illetve
wi, ..., Wy, bazis W-ben! Egy ¢ : V — W lineéris leképezést megadhatunk tgy, hogy
megadjuk ¢(v;) koordinatait a W bazisaban.

o(vi)= auws + axws + azws + ... + 3mWp
o(vw)= aiows + anws + apws + ... + 3mWn
o(v3) = aisws + axnws + a;ws + +  am3wp
o(vp) = aipw1 + auws + az3w3z + ...+ amaWn

d11 412 413 ... dln

a1 ax» a3 ... axn

QoA |91 @32 4d33 ... a3

aml am2 3am3 --- dmn
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Matrix
Definicid

Legyenek a; € R minden 1 </ < més 1< j < nesetén. Akkor az

dil d12 a3 ... din

ani dano a3 ... 4azp
A=

admi adm2 am3 --- Admn

tablazatot m x n tipust matrixnak nevezziik.
Az m x n tipusi matrixok halmazat R™*" médon jeloljiik.
Az A € R™X" matrix transzponaltjanak nevezziik, és AT -vel jeléljiik az

dil a1 ... admi
di2 a2 ... ame {trixot et K &
matrixot, melyet a sorok és
AT = |a13 a3 ... am3| ¢ R™™ Y S
oszlopok felcserélésével kapunk.
din d2n --- dmn
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Matrixok Osszege

Csak azonos tipusiti matrixokat tudunk &sszeadni.
Definicié
A, B € R™*" esetén

air ... ain bi1 ... b1y a1 + b1

a1 ... an b1 ... bog as1 + b1
. . + . . . = .

aml --- Admn bm1 - bmn aml + bml

ain + bln
acn + bop

amn + bmn
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Matrixok skalarszorosa

Barmilyen matrixot megszorozhatunk barmilyen skalarral.
Definicié
A ERés Aec R esetén

a1l alo e dln )\311 )\312

dani ano ... a2p )\321 )\322
Al . =

ami am2 --- amn Aam1 Aamp

Megjegyzés

R™*" vektortér, méghozza m - n dimenziés. dimR™*" = m . n.

)\al,,
)\ag,,

Namn
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Matrixok szorzata

Ha A € R™" és B € R¥*/ akkor az A - B szorzatot csak akkor tudjuk elvégezni, ha n = k.

Ekkor a szorzatra C = A- B € R™/ teljesiil.
Definicié
A€ R™" és B € R esetén

alii dlio ... diln
b11 b12 ce b1/
ani dno e don b b b
21 22 ... 21
asi a32 ... a3n . . .
bni bm2 ... bn/
dmi 4m2 --- Admn
B
A

ahol

Cj = a;lblj + a,-2b2j + a,-3b3j +

C11 C12 .. Cyy
21 22 e (0]
= €1 €2 ... G,
Cmi Cm2 ... Cmi
AB
cee 3inbnj-
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Matrixok szorzata

ai
ai
asi

dmi1

a2
a»
as2

dm?2

din
an
as3n

dmn

b11
b1

C11
1
C31

Cmil

bio
bo

C12
22
C32

Cm2

C1/
(%]}
C3/

Cml

Linedris algebra (73.-110.)-Matrix (95.-103.)
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Matrixok szorzata
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Feladat

1 2
Legyen A= |—1 0| és B = 12 -1,
9 00 1

Hatarozzuk meg az AB, BA, AA, BB matrixokat!
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Egy matrixot négyzetes vagy kvadratikus matrixnak neveziink, ha ugyanannyi sora van mint
oszlopa. llyenkor a sorok szdmat, a matrix rendjének nevezziik.
R™"M_ben a szorzas algebrai miivelet, de nem olyan "jé", mint R-ben.

> asszociativ; (s6t, ha A € R™<", B € R"™k, és C € R**!  akkor A(BC) = (AB)C.)

» nem kommutativ;

e N R )

1 0 ... 0 az R -beli
0 - o egységmatrix.

> |étezik egységelem; | E, = ' Azaz minden
P A € R™" esetén
0 ... 0 1 AE, = E,A=A.

» nem minden (nullatdl kildnb6z8) elemnek van (multiplikativ) inverze;

(példéul nem létezik B € R?*? amire l(l) 8] -B=E tteesi]Ine.)

» . disztributiv +-ra; (sét, ha A,B € R™*" C ¢ Rr*k és D € Rk*m akkor
(A+ B)C = AC + BC, illetve D(A + B) = DA+ DB.)
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Megjegyzés
Az 1 x 1-es matrixok halmazan persze a szorzas mindent tud.

—b

Vizsgaljuk a | a,b € R} halmazt. Ez egy altere R?*2-nek, hiszen nem vezet ki

a
b
belSle az 6sszeadas (és a skalarral valé szorzas).

a —b| |c —d| _|ac—bd —(ad+ bc)
b a d c| |ad+bc ac—bd

Ha az a + b: komplex szdmnak megfeleltetjiik a [Z _ab] matrixot, akkor a fenti halmaz

izomorf C-vel (testizomorfizmus).
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Megjegyzés
A vektorok is megfeleltethetdk a specialis matrixoknak.

v=(vi,...,vy)= || = {vl vn} T megfeleltetéssel R” = R"*1.
Vn
di1 ... din
@ : R” — R™ linearis leképezésnek megfeleltettiik az A =
dml -.- dmn
a1 ... din Vi
p(v) = Av =
amil amn Vn

matrixot. Ekkor
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Determinans

Definicié (Leibniz formula)

Az A € R™" métrix determinansanak nevezziik és det A vagy |A| mddon jeldljiik a

det A = Z (_l)l(ﬂ-) 1m(1)92n(2) - - - nm(n)
TEP,
a1 ... din
szamot, ahol A= | © .. |, Pyaz (1,...,n) elemek permutacidinak halmaza, mig /(7)

dnl ... @ann
a w permutacidbeli inverzidk szama.

Feladat
-1 1
-2
det 0 1 /
(1 2 1
det |—-1 -2 1| =7
|0 0 1
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Megjegyzés (Sarrus-szabaly)

Csak masod- és harmadrendli matrix esetén!

det = ai1dp2 — ai2a’y.

= 3118223833 + a218324a13 + a31312323—

det
—d1348224831 — 423432411 — d334d124a21.
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Tétel (Determinans tulajdonsagai)

» Ha egy sor minden eleme 0, akkor a determinans is Q.

> Két sor felcserélésével a determindns (—1)-szeresére valtozik.
> Ha két sor megegyezik, akkor a determinans 0.
a1l N din a1l PN din a1l . din
aj-11 ... di-1n dj—-11 --- di—1n aj-11 --- di—1n
» |bi+c1 ... bptcy =1 bt b, |+1| Cn
diy11 ... ditln dji+11 ... ditln di+11 .- ditln
dnl c. dnn dnl c. dnn anl . dnn

» Ha egy sorat szorozzuk egy skalarral, akkor a determinans is szorzédik.

> A determinans értéke nem valtozik, ha egy sorahoz hozzaadjuk egy masik soranak
skaldrszorosat.

P> A transzpondlds nem valtoztatja meg a determinanst.

v

Sorok helyett oszlopokra is igaz.
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Definicié

Az
[ a11 cee o a1j-1 aij a1j+1 ... ain |
aj—11 ... @j-1j-1 aj-1j Qai—1j+1 --- di—1n
A= aj1 e adjj—1 ajj ajj4+1 e din
aj£11 ... @i+1j—1 Qi1 Aiflj+l --- ditln
L a1 ... dnj-1 dpj dpj+1  --- dnn |

matrix a;; eleméhez tartoz6 aldeterminansanak nevezziik az j-edik sor, és a j-edik oszlop
letakarasaval kapott matrix determinansat.

alri PN aij—1 alj+1 PN din
aj— e dj—1j— aj—1jf Lo dji—
Dij — det i—11 i—1j—1 i—1j+1 i—1n
aji+11 ... di41j—1 Qi41j+1 .- Qditln
L dnl PN dnj—1 anj+1 PN ann |
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Tétel (Determinans kifejtése az i-edik sor szerint (Laplace formula))

Ha Ae R™" és i€ {1,...,n} rogzitett, akkor

det A = Z ’Ja,J ij-

Feladat
0 3 0 0
6 -4 1 -1
)
det 5 10 0 /
-8 3 2 1
Megjegyzés

Hasonldan oszlop szerinti kifejtés is lehet.
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Definicid

Az
dil1 ... din
A=
dnl ... dnpn
matrix a; elemeit (i = 1,..., n) féatlénak hivjuk.

Azt mondjuk, hogy az A matrix
» diagonalis, ha a féatlén kiviili elemek 0-k, azaz ajj = 0 minden 1 < /,j < n és i # j esetén;

» fels6 haromszog alaki, ha a f6atlé alatti elemek 0-k, azaz a; = 0 minden 1 < j <i<n
esetén;

> als6é haromszog alaki, ha a f6atlé feletti elemek 0-k, azaz a;; = 0 minden 1 </ <j<n
esetén.

Tétel

Haromszég alakiu matrix determindnsa a féatlobeli elemek szorzata.
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Gauss-eliminacié

» Egy sorhoz adjuk egy masik sor tetszbleges skalarszorosat.
» Egy sort szorozzunk egy nem 0 skalarral (a determinans is szorzédik).
» Sorok cseréje (a determinans eléjele megvaltozik).

Egy tetszbleges négyzetes matrixot alakitsunk at felsé haromszog alakdva Ggy, hogy kézben ne
valtozzon a determinénsa (esetleg az eléjele).

1 2

3 4

1 2 3
4 5 6
789

0 3 2
1 -1 -6
-7 7 9
7 01

3 3 6
-5 0 9
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Definicié (Topologikus tér)
Az (X, T) part topologikus térnek, a 7 C P(X) halmazrendszert X-en adott topolégidnak, a
T elemeit pedig nyilt halmazoknak nevezziik, ha
» VACT:UAeT (nyilt halmazok unidja nyilt);
> VACT véges :NAET (véges sok nyilt halmaz metszete nyilt);
Azt mondjuk, hogy A C X zart halmaz, ha komplementere (A = X\ A) nyilt.

Megjegyzés
A de Morgan azonossag miatt zart halmazok metszete, és véges sok zart halmaz unidja is zart.
Mivel ) C T véges és |JO = 0 mig N0 =X, ezért () és X egyszerre nyilt és zart.
Példa
» 7 = {0, X} az indiszkrét topolégia az X halmazon.
» T = P(X) a diszkrét topolégia az X halmazon.

» R-n nyilt halmazok a nyilt intervallumok és minden a € R esetén ]a, oo] illetve [—oo, a[
halmazok, illetve ezek tetszbleges unidja.

> Késobb definialjuk az euklideszi topolégiat R -en.
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Fogalmak:

Az A C X halmaz belseje az A legb&vebb nyilt részhalmaza: intA=U{UeT:UCcCA}
Az A C X halmaz kiilseje a komplementer belseje: ext A=intA
Az A C X halmaz hatara frA = (intA) U (ext A)
Az A C X halmaz lezartja a kiilsejének komplementere: clA=extA

Pontok: torlddasi pont, izolalt pont, kornyezet, ...
Halmazok: kompakt halmaz, 6sszefliggd halmaz, ...
Flggvényeknél: hatarérték, folytonossag, ...

7

Tételek:
int A és ext A mindig nyilt, cl A és fr A =cl A\ int A mindig zart.

intACACCIA frA=1frA clA=intAUfrA,

int A, ext A és fr A paronként diszjunkt, int AUfrAUextA =X,

Unyit <= U=intU — U=cU < U zart

cdA={V CcX:V zirt, AC V} a legsziikebb zart halmaz, ami tartalmazza A-t.
Kompakt halmaz folytonos képe kompakt (Weieratrass-tétel).

Osszefiiggd halmaz folytonos képe dsszefiiggd (Bolzano-tétel).
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Definicié (Metrikus tér)

Az (X, d) part metrikus térnek, a d : X x X — R fuggvényt pedig X-en adott metrikanak
nevezziik, ha

> Vx,yeX:d(x,y) >0ésd(x,y) =0 < x=y (pozitivitas);

> Vx,y € X:d(x,y)=d(y,x) (szimmetria);

> Vx,y,zeX:d(x,z) < d(x,y)+d(y, z) (haromszog egyenlétlenség);
Kovetkezmény

> Vx,y,z € X:|d(x,z) —d(x,y)| < d(y,z) (forditott haromszég egyenlétlenség)
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Definicié (Metrika altal indukalt topolégia)
Az (X, d) metrikus tér esetén értelmezziik egy tetszéleges a € X pont tetszéleges € > 0 sugari
goémbkornyezetét igy

B.(a) = {x € X]d(a, x) < ¢}
Azt mondjuk, hogy az a € X belsé pontja az A C X halmaznak, ha létezik e > 0: B.(a) C A.
Az U C X halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belsé pont.

Tétel

Az imént definidlt nyilt halmazok topoldgiat hataroznak meg X-en.

Példa
» diszkrét metrika az, amire x #y = d(x,y) = 1. Ez a diszkrét topolégiat generalja.
> Az indiszkrét topoldgidhoz nem tartozik metrika, ha X legalabb 2 elemii.
> Terjessziik ki a th fiiggvényt R-re Ggy, hogy th +00 = 41. Ekkor d(x,y) = |thx —thy|
metrika R-n, mely a kordbban latott topolégidt generalja.
> A késObb definialt Euklideszi metrika és mas p-metrikak az euklideszi topoldgiat
generaljak.
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Az (X, d) metrikus térben értelmezhetjitk a korlatossagot.

Definici6 (Korlatos halmaz)
Az (X, d) metrikus tér A részhalmazat korlatosnak nevezziik, ha létezik a € X és r > 0 lgy,
hogy A C B,(a).

Megjegyzés
Ha A C X korlatos, akkor barmely b € X esetén létezik s > 0, amire A C Bs(b).

Tétel
Ha a € X és e > 0, akkor B-(a) korlatos és nyilt.
Kovetkezmény

A metrikus tereknél definialt (114) belsé pontok halmaza megegyezik a topologikus tereknél
definialt (113) belsé résszel.

CSAK VAZLAT (PG)
Topolégiai struktiirdk (111.-134.)-Metrikus tér (114.-119.) 116



Definicié (Sorozatok hatarértéke)

Egy x : Nt — X fiiggvényt X-beli sorozatnak (réviden sorozatnak) neveziink.
Azt mondjuk, hogy az x, sorozat korlatos, ha értékkészlete korlatos.
Azt mondjuk, hogy az x, sorozat konvergens és hatarértéke a € X, ha

Ve>0:INeNT: N<neN' = x, € B.(a).
Ezt igy jeloljik:
limx, = a vagy lim x, =a vagy Xp — a.
n—o0

Ha az x, sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik.

Tétel (A hatarérték egyértelmii)

Ha limx, = a, éslimx, = b, akkor a = b.

Tétel (Konvergencia sziikséges feltétele)

Ha az x,, sorozat konvergens, akkor korlatos.
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Definicié (Cauchy-sorozat, teljes metrikus tér)

Azt mondjuk, hogy az x, sorozat Cauchy-sorozat, ha minden & > 0-hoz létezik N € N*
kiiszob, melyre n, k > N esetén

d(xn, xx) < €.

Teljes metrikus térnek nevezziik a teret, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.
Tétel
Egy metrikus térben minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Kovetkezmény

Egy teljes metrikus térben egy sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.
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Definicié (Részsorozat, torlédasi pont)

Ha a(n) egy N*-beli szigorian monoton névé sorozat, akkor azt mondjuk, hogy az Xu(n)

sorozat az x, egy részsorozata.
Az a € X pontot x, sorozat torlédasi pontjanak nevezziik, ha létezik olyan x,(,) részsorozat,

melynek hatarértéke a.

Tétel
a € X pontosan akkor torlédasi pontja az x, sorozatnak ha minden ¢ > Q esetén van a
sorozatnak végtelen sok B.(a)-beli eleme.
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Definicié (Normalt tér)

Ha V vektortér, akkor a (V, || - ||) part normalt térnek, a || - || : V — R fuggvényt pedig V-n
adott normanak nevezziik, ha
> VxeV:|x||>0és|x]|=0 < x=0 (pozitivitas);
> YAeR, x e V:|Ax|]| = |\ ||x]| (pozitiv homogenitas);
> Vx,y e Vi|x+y| < x|+ |yl (hdromszog egyenlétlenség);
Kovetkezmény
> Vx,y e V:||Ix|| = ll¥lll < [lx — ¥l (forditott haromszég egyenlétlenség)
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Normabdl szarmazé metrika.

Tétel
(V|- ||) normalt tér esetén d(x,y) = ||x — y|| metrika V-n.

Megjegyzés
V vektortéren adott d metrika pontosan akkor szarmazik normabdl, ha
» d(x,0) = d(x + z,z) minden x,z € V esetén;
» d(Ax,0) = |A|d(x,0) minden A € R és x € V esetén.
Ekkor
» d(x,y) =d(x+ z,y + z) minden x,y,z € V esetén;
> d(Ax,\y) = |\|d(x,y) minden A € R és x,y € V esetén.

Kovetkezmény

Normabdl topoldgia is szarmazik.
V = R” vektortéren minden normabdl ugyanaz a topoldgia szarmazik, vagyis ugyanazok a
halmazok lesznek nyiltak.
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Megjegyzés (Abszoldt érték)
Az x = (x1,...,xp) € R" abszolut értéke, vagy L, normdja, vagy euklideszi norméja legyen

x| = [Ix]l2 = /xf + - +x32.

Ha a,b € R, a < b, akkor f € C[, ) L2 normdja legyen
b
IFll2 = / £2(x) dx.

o 2 / ,
Példa (l\/lés normék) Az egységkor Re-ben Ly, Ly, L3 és L. normak

) ) esetén:
x € R", és p € [1,00] esetén az L, norma

Y4

Il = (el -+ l?)2, 7T\
Il = max b N/

illetve

xV¥

is norma.
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Tétel (Hatarérték és miiveletek (sorozatok))

Ha az xi és yx V normdlt térbeli sorozatok konvergensek és ¢ € R, akkor (xx + yx) és (c - xk)
is az. Tovabba, ha

a = lim x és b = lim yg,
akkor

lim(xxk £yx) =axb és lim(c-xx) =c-a.

Kovetkezmény

Ha x, V normalt térbeli sorozat és a € V, akkor

xx =0 < ||x«]| =0 és xk > a <= (xx—a) =0 = |x| — | al-
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Definici6 (Bels6 szorzat tér)

A (V,(-,-)) part bels6 szorzat térnek, a (-,-) : V x V — R fiiggvényt pedig V-n adott belsé
szorzatnak nevezzik, ha

> VxecV:(x,x) >06és (x,x) =0 <= x=0 (pozitivitas);
> Vx,y e V:(x,y) = (y,x) (szimmetria);
> Vx,y,zeV:(x+y,z)=(x,2)+ (y,2) (additivitas);
> VAeR, x,y e V: (Ax,y) = Xx,y) (homogenitas);

Megjegyzés (Skalaris szorzat)

Az x = (x1,...,%n),¥ = (y1,.-.,¥n) € R" vektorok skalaris szorzata, legyen
xy = (x,¥) =xay1 + -+ + XnYn.

Ha | = [a, b] C R kompakt intervallum, akkor f, g € C; skalaris szorzata, legyen
b
= (f.e) = | Flx)g(x)dx.

a

Konnyen ellendrizhetd, hogy mindkettd belsé szorzat.
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Tétel (Cauchy-Schwartz egyenlétlenség)
Ha (V,(-,-)) egy belsé szorzat tér, és x,y € V, akkor

(X, ¥)] <\ (%, %) - (y,¥)

Egyenlbség pontosan akkor teljesiil, ha
» x =0, vagy y = 0 (ilyenkor 0 =0);

> létezik A # 0, amire x = \y (ilyenkor (x,y) = sgn(\)\/(x, x) - (¥, ¥))-
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Tétel (Indukalt norma)

Ha (-,-) egy bels6 szorzat a V vektortéren, akkor az

x| =/ {x,x)  (xe€V)

egy norma V-n.

Megjegyzés

A skalaris szorzat az abszollt értéket azaz az Ly norméat indukalja.
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Kévetkezmény (Cauchy-Schwartz egyenl6tlenség)

Ha (V,(-,-)) egy bels6 szorzat tér, || - || az indukalt norma, és x,y € V, akkor

[ | < llx] - lyll

Egyenléség pontosan akkor teljestil, ha
» x =0, vagy y =0 (ilyenkor 0 =0);
> létezik \ # 0, amire x = \y (ilyenkor (x,y) = sgn(\)||x]| - ||ly||)-

Definicié
Ha (V, (-,-)) egy belsé szorzat tér, || - || az indukalt norma, és x,y € V\ {0}, akkor nevezziik a
két vektor altal bezart szognek az arccos (%) értéket.

x|| - |ly

Azt mondjuk, hogy x és y ortogonilis, ha (x,y) = 0.
Megjegyzés (Pitagorasz-tétel)
Legyen (V,(-,-)) egy belsé szorzat tér, || - || az indukalt norma, és x,y € V. Ekkor

xLy = |Ix+yl? = [Ix]* + |ly|?
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Tétel

A (V.|| -|]) normalt tér pontosan akkor szarmazik belsé szorzat térbél ha teljesiil a
paralelogramma-szabaly, azaz minden x,y € V esetén

x + w112 + l1x = ylI? = 2 (1IxI? + [ly]?) -
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Kovetkezmény

Han>2ésp e [1,2] vagy p €]2,00[ vagy p = oo, akkor a p-norma nem szdrmazik belsé
szorzatbdl.
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Tétel (Hatarérték és belsé szorzat (sorozatok))

Ha az xy és yx V belsd szorzat térbeli sorozatok konvergensek, akkor (xx,yx) szamsorozat is
konvergens. Tovabba, ha

a = lim x4 és b = lim yy,
akkor
lim(xx, y) = (a, b).
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R"-en, azaz barmely véges dimenzids valds vektortéren a kovetkez6képpen szarmaznak

egymasbdl topoldgiai struktirak (jobbrél balra).

Topolégikus tér

Metrikus tér

Normalt tér

Bels6 szorzat tér

euklideszi topoldgia

mas metrizalhatd
topolégiak

nem metrizalhatd
topolégiak

euklideszi metrika

mas bels6é szorzatbdl
szarmazd metrikak

mas normabdl
szarmazd metrikak

nem normabdl
szarmazd metrikak

mas nem normabdl
szarmazd metrikak

mas nem belsd szorzatbdl

euklideszi norma

mas bels6é szorzatbdl
szarmazé normak

szarmazd normak

skalaris szorzat
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Mostantél csak véges dimenziés valés vektortérben dolgozunk, azaz valamilyen n € N esetén
R" lesz az alaphalmaz, amit nem mindig irunk ki.

Mindig a szokdasos skalaris szorzatot hasznaljuk, amit legtobbszor egyszeriien igy

Xy = x1y1 + -+ + Xpyn jelolink, de néha igy (x,y).

Mindig az ebbdl szarmazd normat vagyis az abszolut értéket, L;, euklideszi normat vessziik,

amit igy jeldlink: |x| = \/x2 + -+ + x2.

Szintén mindig az ebbdl szdrmazé euklideszi metrikus térben dolgozunk, és d(x, y) helyett az
|x — y| jelolést alkalmazzuk.

Végiil mindig az ezekbdl szarmazé topoldgiat (normatopoldgia) hasznéljuk vagyis a nyilt
halmazokat eszerint értelmezziik.
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> Gombkornyezet: Minden a € R” és € > 0 esetén a ¢ sugarli gdmbkornyezete
B.(a)={xeR":|x—a| <e}.

Ha e-nak nincs jelentésége, roviden B(a)-val is jeldljik.
n =1 esetén |a — ¢, a + ¢[ nyilt intervallum;
n = 2 esetén a kozéppontl € sugarl nyilt korlap;
n = 3 esetén a kézéppontd € sugard nyilt gémb;
n > 3 esetén n dimenzids a kézéppontl e sugarl nyilt gomb.
> Atszirt gdmbkornyezet: Minden a € R” és € > 0 esetén a e sugar atszirt vagy lyukas
gombkornyezete

B.(a) = B.(a)\ {a} = {x e R": 0 < |x — a| < £}

> Belsd pont: Az a € R" az A C R” bels6 pontja, ha létezik ¢ > 0: B.(a) C A.
Kiilsé pont: Az a € R" az A C R” kiils6 pontja, ha létezik e > 0: B-(a)N A = (.

v

> Hatarpont: Az a € R"-et az A C R” hatarpontjanak nevezziik, ha se nem bels6é pontja, se
nem kiilsé pontja, azaz ha minden ¢ > 0: B.(a) ¢ A és B.(a) N A # ().
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» int A: A belseje, azaz A belsé pontjainak halmaza. Tétel: ADintA=clA\frA

> ext A: A kiilseje, azaz A kiilsé pontjainak halmaza. Tétel: ext A= intA C A.

> cl A: A lezértja, azaz A bels6 pontjainak és hatarpontjainak halmaza. Masképpen azon
pontok halmaza, melyek nem kiilsé pontok. Tétel: ACclA=extA=intAUfrA

» fr A: A hatéara, azaz A hatarpontjainak halmaza. Tétel: frA=clA\intA = frA.

> Torlédasi pont: a € R” torlédasi pontja az A C R” halmaznak, ha minden
e>0:B.(a)NA#0.

A torl6dasi pontjainak halmazat A derivalthalmazanak is nevezziik, és hasznéljuk rd az A’

jelolést. Tétel: intAC A CclA frAC AUA, extANA =0
> Nyilt halmaz: A C R" nyilt, ha minden pontja belsé pont, azaz
intA=A.
> Zart halmaz: A C R" zart, ha minden hatarpontja eleme, azaz
clA=A.

Tétel: A nyilt <= A zart, A Zért < A nyilt, Azart <= A'C A
Tétel: egyszerre nyilt és zart halmaz (clopen set) csak az egész tér és az lres halmaz.
> Korlatos halmaz: Az A C R"” halmaz korlatos, ha létezik € > 0, melyre

A C B.(0).
> Kompakt halmaz: A C R” kompakt, ha korlatos és zart.
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Tétel
Ha x,y € R", és iy € {1,2,...,n}, akkor

X < max [xi] < x| <3 [xil,

i

és

X — Yio| < UL X —yil < [x—y| < Z X = yil-
Kovetkezmény
Legyen A; C R az A C R" elemeinek i-edik koordinatdjibol allé halmaz minden i =1,... n
esetén, azaz Vi € {1,...,n} : Ai={x € R|FJa € A: x = a;}! Ekkor A C R" pontosan akkor
korlatos, ha A; korlatos minden i = 1,..., n esetén.
Megjegyzés

Ha a fenti A C R” nyilt, akkor A; C R is nyilt minden i-re.
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Definicié

Az x : N — R" fliggvényt n-dimenzidés pontsorozatnak, vagy vektorsorozatnak nevezziik.

A szamsorozatoknal megszokott médon a sorozat k-adik elemére az x(k) helyett az xy jelolést
hasznéljuk, és ha ez nem okoz félreértést a sorozatot is x-val jeldljik.

a € R” esetén azt mondjuk, hogy x) konvergens, és hatarértéke a, ha

Ve >0:3N(e): k > N(e) = xi € B.(a).
Ezt Ggy is mondjuk, hogy x\ tart a-hoz, és az alabbi médokon jeloljiik.

lim xx = a, limx, = a, X, — a
k— 00

A kovetkez6 tétel miatt a pontsorozatok konvergencidjat mindig visszavezethetjiik
szamsorozatok konvergencidjanak vizsgalatara, igy ezzel nem kell kiilén foglalkoznunk.
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Tétel (Koordinatankénti konvergencia)

Ha xj = (X1, Xk2, - -

., Xkn) pontsorozat, és a = (a1, a2, ...,an) € R", akkor

limx, =a < Vie{l,...,n}: limxg; = a;.
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Feladat
Mi a hatarértéke az

sorozatnak?

2>’< 2k2 -1
k) B k2+1

Tobbvaltozés fiiggvények (135.-181.)-Pontsorozatok (135.-141.)
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Definicié
Azt mondjuk, hogy az x, R"-beli sorozat korlatos ha értékkészlete korlatos.

Tétel

> Az x; R"-beli sorozat pontosan akkor korlatos, ha minden koordinita sorozata korlatos.

» Konvergens sorozat korlatos.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy az x, R"-beli sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve>0:INENT: k,m>N = |xx — x| < €.

Tétel

> Az x;, R"-beli sorozat pontosan akkor Cauchy-sorozat ha minden koordinata sorozata
Cauchy-sorozat.

» Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat. Minden Cauchy-sorozat korlatos.
> R" teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy az x, R"-beli sorozat torl6dasi pontja @ € R”, ha valamely részsorozatanak
hatarértéke.

Tétel
» Az x; R"-beli sorozat torlédasi pontja a € R" pontosan akkor, ha Ve > 0 : B.(a)
tartalmazza a sorozat végtelen sok elemét.

» Az x;, R"-beli sorozat torlédasi pontja a € R" pontosan akkor, ha torlédasi pontja a
sorozat értékkészletének vagy végtelen sok k-ra teljesiil, hogy x, = a.

> Ha x, R"-beli sorozat torlédasi pontja a € R", akkor minden koordinatasorozatanak
torlédasi pontja a megfelel6 koordinatdja.
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Igazak a kovetkez6 tételek altaldnositasai:

Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel (sorozat))

Ha xx R"-beli sorozat korlatos, akkor van torlédasi pontja.

Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel (halmaz))

R" korlatos, végtelen elemii részhalmazanak mindig van torlédasi pontja.

Tétel (Cantor-féle metszet-tétel)

R" egymdsba skatulyazott, nem (ires, kompakt részhalmazaibdl allé sorozat metszete nem lires.
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Definicid
Ha D c R", akkor az
f:D—-R

fliggvényt n-valtozés fiiggvénynek nevezzik.

A fliggvény értékkészlete is lehetne tobbdimenzids, azaz tobbértékili (vektor értékii)
fluggvényekrdl is beszélhetnénk, de tobbnyire csak egyértékii (valds értékii) fuggvényekrél lesz
sz6. Ha mast nem mondunk, f n-valtozés (valds értékii) fiiggvényt jelol.
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A vektor valtozds, valds értékii fliggvények koziil fontos a kétvaltozos fliggvények vizsgalata.
Ezeket szemléltetni is tudjuk az aldbbi médokon.

Ahogy az egyviéltozds (egyértékii) fiiggvényt egy gorbeként abrazolhattuk, a kétvéltozds
fuggvényt egy felllettel szemléltethetjiik, ha elég 'sima’. Ezt a Hy feliiletet f grafikonjanak
nevezziik:

Ho = {(x,y,z) € R®: (x,y) € Dom¢,z = f(x,y)} = graf f.

z zZ
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Példaul az f(x,y) = ¢ — $x — ;y flggvény grafikonja a z = ¢ — $x — }y feliilet, azaz
4
b

tehat egy olyan sikrél van sz, amely az x, y, z tengelyeket rendre az A = (a,0,0),
B =(0,b,0), C = (0,0, c) pontokban metszi.

X V4
42 4=0,
a c

z
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Ha megforgatjuk az (x, z) sikban 1évé z = f(x) gorbét a z tengely koriil, akkor a

2= (1) = F (V2 +?)

feliilethez jutunk.
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Masik lehetéség tobbvaltozds fliggvény szemléltetésére a szintalakzatok abrazolasa.

Definicié

Szintalakzatnak nevezzitk azon Domg¢-beli pontok halmazat, melyekhez f ugyanazt az értéket
rendeli.

Megjegyzés
Az értékkészlet minden eleméhez tartozik tehat egy szintalakzat. Ha példaul ¢ € Rany, akkor a
hozzatartoz6 szintalakzat

{x € Dom¢ : f(x) = c}.
A fliggvény egy szintalakzaton tehat allandé.
Kétvaltozos fliggvény esetén a rogzitett z € Rans-hez tartozé szintalakzat a z = f(x, y)
egyenlet megoldasainak halmaza. Ha f elég sima, akkor a szintalakzat egy vagy tobb gorbe az
(x,y) sikon, ezért kétvaltozds esetben a szintalakzatokat szintvonalaknak hivjuk. Hasonléan
haromvaltozés fuggvény esetén szintfeliiletrdl beszéliink.
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Szintvonalakat lathatunk egy domborzati térképen, lasd a

'http://mercator.elte.hu/ deszter/mapinfogyak’ oldalrél atvett abran.

A .
rszdsik magassdgkilonbség
metsz
p—
/
e \/%
/ Y e L Ny

© _4&— alapszintvonal
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Példaul a z = x2 + 1 gorbének a z tengely koriili megforgatasaval a

2
z:(\/x2+y2> +1l=x>+y*+1

felilethez jutunk (forgasi paraboloid).Mivel z tengely kériili forgastest, igy szintvonalai origd
kézéppontl korok lesznek. A z = 1-hez tartozd szintvonal egyetlen pont, z < 1-hez nem
tartozik szintvonal, mert Ranf = [1,00). A z =1, 2, 3, 4-hez tartoz6 szintvonalak lathatdk.

A

y

@Y
uP

W
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Az f(x,y) = v/x% + y? grafikonja a z = /x? + y? felilet, ami a z = \/x gorbe z tengely
koriili forgatasaval keletkezett.A z = 0-hoz tartozd szintvonal egyetlen pont, negativ z-hez
nem tartozik szintvonal, mert Ranf = [0, 00), és pozitiv z esetén a szintvonal egy origd
kozéppontl kor. Az abrakon a z = 0,1, 2, 3-hoz tartozé szintvonalak lathaték.

A

/i A
N
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X

X+y+2z=6

X

x+y+2z=12
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Tobbvaltozés fiiggvények (135.-181.)-Feliilet (142.-152.)
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2-2
(=)bM+]
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Definicié
Legyen a torlédasi pontja Doms C R"-nek, és b € R! Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a-ban
b, ha

Ve>0:30 >0:0< |x—a| <d,x € Domr = |f(x)—b| <e.
Ezt igy jeldljik:
)!ignaf(x) = b.

Legyen a € Doms C R"! Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha
Ve>0:36 >0:x € Domy, |x —a| <d = |f(x)—f(a)| <e.

Az egyvaltozés esethez hasonldan, most is szoros kapcsolat van a hatér- érték és a

folytonossag kozott, ami a definicié kozvetlen kovetkezménye.

Kovetkezmény

Legyen a € Dom¢ torlédasi pontja Dom¢-nek! f pontosan akkor folytonos a-ban, ha

lim f(x) = f(a).
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Megjegyzés
Legyen a belsd pontja Domg-nek gy, hogy f folytonos a-ban, és f(a) > 0. Ekkor

dB(a): x € B(a) = f(x) > 0.

Tétel (Atviteli elv)

Legyen a torlédasi pontja Domg-nek! f hatarértéke a-ban b pontosan akkor, ha minden
Dom¢ \{a}-beli a-hoz tarté xy sorozatra az f(xy) sorozat tart b-hez, azaz

lim f(x) =b <

X—a

Xk —a = f(xx) = b,
ahol xy tetszbleges Dom¢ \{a}-beli sorozat.

Legyen most a € Dom¢! f folytonos a-ban pontosan akkor, ha minden Dom¢-beli a-hoz tarté
X sorozatra az f(xy) sorozat tart f(a)-hoz.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy f folytonos, ha az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.
llletve, ha A C Domy és f|, folytonos, akkor azt is mondjuk, hogy f folytonos A-n.

Az atviteli elv segitségével bizonyithaté az alabbi tétel:
Tétel (Folytonossag és miiveletek)

Ha f és g n-vdltozés fiiggvények folytonosak az a € Dom¢ N Domg pontban, illetve A € R
f'
tetszéleges, akkor \f, f + g és f - g is folytonos a-ban. Ha még g(a) # 0, akkor — is
g

folytonos a-ban.
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Feladat
Mutassuk meg, hogy f(x,y) = y folytonos R?-en!

Hasonléan lathaté, hogy az f(x,y) = x is folytonos R?-en, illetve hogy f(x) = x; folytonos
R"en, i=1,2,...,n.

Megjegyzés
A fenti tételbdl kovetkezik, hogy x™, y¥ valamint x™ - y¥ is folytonosak és igy ezek
konstansszorosai, 6sszegei is folytonosak. Tehat az n valtozds polinomok, igy példaul a lineéris
X
funkcionalok folytonosak. Sét, az r(x) = pm(( )) (két polinom hanyadosa) racionilis tort
Pr{X

kifejezés is folytonos, ha a nevezé nem nulla.
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Feladat
Hol folytonos a

pa(x,y,z) = x3z 4 5xyz — 42% + 6y — /2

haromvaltozés, negyedfokd polinom?
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Kovetkezmény
A skalaris szorzas folytonos.
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Legyen most f egyvaltozds, mig g tobbvaltozés! Ekkor f o g : Dom¢g, C R" — R fiiggvényt
x € Dom¢og = {x € Domg : g(x) € Dom¢}

esetén értelmezzik, igy:

(fog)(x) = f(g(x))-

Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga)
Ha g folytonos a-ban, ahol a € Domy, és f folytonos b-ben, ahol b = g(a) € Dom¢, akkor
f o g folytonos a-ban.

Példaul, ha folytonos egyvaltozés fliggvénybe folytonos kétvaltozds fliggvényt helyettesitiink,
akkor folytonos fiiggvényt kapunk.
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Példa

Hol folytonos a sin(x + 2y?) fiiggvény?

Latjuk, hogy a szokasos fliggvényekbdl zart alakban alkotott figgvények (elemi figgvények)
tobbvaltozds esetben is folytonosak, igy hatarértékiik vizsgalata sem nehéz. Mas a helyzet a
kovetkez6 fliggvényekkel.
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Az egyszeriiség kedvéért, bevezetjiik a kovetkezd jelolést.

Definicié

Ha D C R" és a € R", akkor D-nek a-val valé eltolasa alatt a
{x+aeR":xe D}

halmazt értjik. Erre bevezetjik a

D+ a
jelolést.
Hasonlbéan értelmezzik a

D-—a={x—acR":xe D}

halmazt is.

Megjegyzés

D-—a={xeR":x+acD}
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Lemma
a pontosan akkor torlédasi pontja Domg-nek, ha 0 torlédasi pontja Doms —a-nak.
Tovabbd, ha Dom, = Dom¢ —a, és g(x) = f(x + a), akkor

Jim £(x) = lim g(x).
Ez alatt azt értve, hogy ha az egyik létezik, akkor a masik is, és ilyenkor egyenléek.

A lemma miatt elég csak origbbeli hatarértéket vizsgalnunk a kovetkezd tételben (és altalaban
is). Tovabba, a kovetkezd tételt csak kétvaltozds fliggvényre mondjuk ki, de hasonlét
mondhatnank még tobb valtozé esetén is.
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Tétel (Hatarérték szikséges feltételei)

Legyen Dom¢ C R? dgy, hogy az origé belsé pontja Doms U{0}-nak, azaz 3B(0) C Dom¢! Ha
az f fiiggvénynek létezik hatarértéke az origéban, és ez A € R, azaz

3 lim f(x,y)=A€R,
(x.y)—(0,0) bey)

akkor a kévetkezék is teljesiilnek:
1. EI)I(LnO f(x,y) = >|<1n0 f(x,0) =A;

y=0
Ll s ) - i A7) A
y—0
3. 3 }igl f(x,y) = )!i_r}no f(x,x)=A;
x—0
4. VYmeR: 3 )I([)no f(x,y)= )I(To f(x,mx)=A;

y=mx

5. haVx € B(0) : Elylino f(x,y), akkor Hlino)lxlno f(x,y)=A;
6. haVy € B(0) : EI)I(gn0 f(x,y), akkor Elylgno )![)no f(x,y)=A;
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Feladat
Xy
W2 4 20 ha X, 07 0
Hol folytonos az f(x,y) = x2 + 2 (x,y) # (0,0)
07 ha (X’y) = (07 0)

" fiiggvény?
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Feladat

lim f(x,y)="
(x,y)—(0,0) (y)
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Feladat
. x+y+2z
lim —— =7

(x,y,2)=0 X — Z + Xy

Tobbvaltozés fiiggvények (135.-181.)-Sziikséges feltételek (161.-167.)
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A kovetkezé feladat mutatja, hogy a tételben (163) szerepld feltételek egyiittes teljesiilése sem
elégséges.

Feladat
Van-e hatarértéke az origdban az

X2y (xy) = Y
—= €S a X =
py gey) ==

f(X7y) =

fuggvényeknek?
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5-5

(=]
X"y

z:X4+y2
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Tétel (Hatarérték polarkoordinatikkal)

lim f(x,y) = A pontosan akkor, ha lim f(rcos,rsiny) = A teljesiil, akkor is ha
(X,y)l—>(0,0) (x:¥) P il (rcosp, rsing) ljesti ri ")

nem allandé.
Megjegyzés
A ¢ nem éallandé azt jelenti, hogy minden ¢ :]0, co[— R flggvény esetén
lim f(rcosy(r),rsing(r)) = A.
r/—)O—‘r
Atviteli elvvel megfogalmazva lim  f(x,y) = A pontosan akkor, ha minden r, pozitiv

(x,y)—(0,0)
tagl nullsorozat és ¢, sorozat estén f(r, cos p, rysing,) — A.

Kovetkezmény

Ha f(x,y) = g(r)h(y) dgy, hogy rir& g(r) =0 és h korlatos, akkor « ygiin(o 0 f(x,y)=0.
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Feladat
2xy?
———>, h
Folytonos-e f(x,y) = { x2 + y?’ a (x,y) # (0,0

0, ha (x,y) = (0,0)

" az origbban?
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Feladat
Xyz
o5 . o, _o» ha xX,Y,Z 7& 070707
Hol folytonos az f(x,y,z) = { X* +y? + 2 ( )7 ) fliggvény?

0, ha (x,y,z) = (0,0,0)
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A szakasz eddigi definicidit és tételeit Iényegében valtozatlan formaban megismételhetjik
tobbértékii, azaz vektor értékili fliggvényekre is. Mi csak a leglényegesebbeket ismételjiik, és
kimondunk egy tételt, ami mutatja, hogy a bizonyitasokat sem kell ismételniink.

Definicié
Legyen a torlédasi pontja Doms C R"-nek, és b € R™! Azt mondjuk, hogy f hatarértéke
a-ban b, ha

Ve>0:30 >0:0< |x—a| <d,x € Domf = |f(x)—b| <e.
Ezt igy jeloljuk:
)!i_rpaf(x) = b.

Legyen a € Domg C R”! Azt mondjuk, hogy f folytonos a-ban, ha

Ve>0:30 >0:x € Domyg,|x —a] <d = |f(x)—f(a)| <e.
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Tétel (Koordinatankénti konvergencia és folytonossag)

Legyen D C R", és f : D — R™, f koordinata-fiiggvényeire hasznéljuk az fi,...,fn : D — R
jelolést.
Ha a torlédasi pontja D = Domg¢-nek illetve b = (by, by, ..., bym) € R™, akkor
)!i_r)naf(x) =b < Vie{l,...,m}: Ji_r}naf;(x) = 25

Ha a € D = Dom¢, akkor

f folytonos a-ban <= Vi € {1,...,m} : f; folytonos a-ban.
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" _u

Az el6z0 tételek mutatjak, hogy a valds értékii fliggvényeknél kimondott tételek vektor értéki
fuggvényekre is kimondhatok.

Példaul a folytonossag (vagy hatarérték) és a miiveletek kapcsolata igaz marad a skalarral valé
szorzas, az Osszeadas és a kivonas esetében. Szorzasra és osztasra azonban nem mondhatjuk,
mert ekkor vektorokat kellene szorozni illetve osztani. Az Osszetett fiiggvény folytonossagara
vonatkozé tételt megismételjitk bizonyitas nélkiil.

Tétel (Osszetett fliiggvény folytonossaga)

Legyen g : Domy C R" — Rk, illetve f : Doms C R — R™! Ha g folytonos a-ban, ahol
a € Domg, és f folytonos b-ben, ahol b = g(a) € Dom¢, akkor f o g folytonos a-ban.
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Egy korabbi kovetkezmény (158) alapjan kapjuk, hogy folytonos vektor értékii fiiggvények
skalaris szorzata folytonos, azaz ha f és g folytonos a-ban, akkor

(f(x), g(x))

is folytonos a-ban.
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Definicié
Ha a,b € R", és ¢ : [a, 5] — R" folytonos tgy, hogy @(a) = a és ¢(3) = b, akkor azt
mondjuk, hogy

8ab = {(9(t)) € R"|t € [a, B]}

egy az a és b pontokat 6sszekotd folytonos at.
Tovabba, az A C R" halmazt 6sszefliggonek nevezziik, ha barmely két pontja 6sszekothetd
halmazbeli folytonos uttal, azaz

Va,be A: 3o, €R:3p: [a, 5] — A folytonos : p(a) = a, () = b.

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha D C Domg C R" ésszefiiggd, f folytonos a D halmazon, akkor f(D) C R™ is 6sszefiiggd.
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Definicié
a,b € R" esetén azt mondjuk, hogy az
lap ={a+ t(b—a)|t € [0,1]}

az a és b pontokat 6sszekot6 szakasz.
Tovabba, az A C R” halmazt konvexnek nevezziik, ha barmely két pontjat 6sszekotd szakasz a
halmazban fut, azaz

Va,bec A:l,p CA.

Tétel

A szakasz folytonos (t, ezért konvex halmaz 6sszefiiggd.

Megjegyzés
Ha a € R"” és ¢ > 0, akkor B.(a) konvex.
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Tétel (Weierstrass-tétel)

Ha D C R" kompakt, f : D — R™ folytonos, akkor f(D) is kompakt.

Kovetkezmény
Ha D C R" kompakt, f : D — R folytonos, akkor felveszi minimumat és maximumat, azaz

Ja,b e D:Vx € Dom: f(a) < f(x) < f(b).
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Feladat
x2y2
F(x,y) = X2t y2’ ha (x,y) # (0,0),
0, ha (x,y) = (0,0)
Folytonos-e f, illetve korlatos-e a H = {(x,y) € R? : x2 4+ y2 < 1} kérlapon?

CSAK VAZLAT (PG)
Tobbvaltozés fiiggvények (135.-181.)-Topoldgiai tételek (175.-181.)

178



Feladat
x2y2
——,  ha(x, 0,0),
glx,y) = x*+y* boy) #(0.0)
0, ha (x,y) = (0,0)
Folytonos-e g, illetve korlatos-e a H = {(x,y) € R? : x2 + y? < 1} kérlapon?
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Tétel

Ha D C R" kompakt, f : D — R™ folytonos és invertalhaté, akkor inverze is folytonos.

Osszefiiggd halmazon folytonos invertalhaté fiiggvény inverze nem biztos, hogy folytonos.

Feladat

Mutassuk meg, hogy f : [0,27[— R2?, f(t) = (cost,sint) invertilhaté folytonos fiiggvény
inverze nem folytonos!

CSAK VAZLAT (PG)
Tobbvaltozés fiiggvények (135.-181.)-Topoldgiai tételek (175.-181.)

180



Definicié
Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos a D C Dom¢ halmazon, ha Ve > 0-hoz 3§ > 0,
hogy

Vx,yeD:|x—y|<d = |f(x)—f(y)| <e.

Megjegyzés
Az f(x) = % x > 0 figgvény nem egyenletesen folytonos, mert példaul x < min{24§,100},

1 _ 1| _xy _ 1
Loll—xr— 15001

y =75 esetén |[x —y| =x—y <6, de

Tétel (Heine-tétele)
Kompakt halmazon folytonos fliggvény ott egyenletesen folytonos.
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Definicié
Legyen a € Doms! Konstrualjuk meg a g egyvaltozés fiiggvényt gy, hogy

g(&) = f(ala B ai*lagaaiJrl) . '7an)

teljesiiljon. Ha g derivalhaté & = a;-ben, akkor azt mondjuk, hogy f parciélisan derivalhaté az
i-edik véltozéja szerint a-ban, és g’(a;)-t az f a-beli, i-edik valtozé szerinti parcialis
derivaltjanak nevezziik.

Ezt tobbféleképpen is jelolhetjiik, nevezetesen

df of
(A arl or
(@) dxilx=a Ox;

x—a dx; Ox;

(a); D;f(a).

Megjegyzés

Ahhoz, hogy a fenti g derivalhaté legyen aj-ben kell, hogy a; belsé pontja legyen Dom,-nek.
Emiatt csak olyan a-ban értelmezziik az i-edik valtozé szerinti parcidlis derivaltat, amire

a + he; € Domyg, ha |h| elég kicsi. Ha példaul a belsé pontja Dom¢-nek, akkor ez a feltétel
biztosan teljesiil egy korabbi tétel (134) miatt.
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Megjegyzés

A parcialis derivaltakat kozvetve egyvaltozds hatarértékként értelmeztiik, igy

f_,(a): lim f(al,...,a;_l,f,a;+1,...,an)—f(al,...,a,-_l,a,-,a,-+1,...,a,,) _
Xi E—a; §—a,-
— lim f(ar,...,ai+h,....;a,) —f(a1,...,ai,...,an) — lim f(a+ he;) — f(a)
h—0 h h—0 h '

Specilisan, kétvaltozds esetben

f(x, y0) — f(x0, ¥0) f(xo + h, o) — f(x0, y0)

fl(x0, y0) = lim

X—rX0 X — Xp h—0 h
és
. f(x0,y) — f(x0, ¥0) f(x0, Yo + k) — f(x0, y0)
/ _ ) ) _ ) 9
fy(Xo’ ¥0) = yllj;]/o Y — Yo N /Lo k ’
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Megjegyzés

Tekintsiik a fliggvény grafikonja, és az
metszetét, azaz az y = yp

feltételnek eleget tevo feliileti gorbét. Ez a

{(X,yo, f(vaO))}
g(x)

ponthalmaz. Legyen o ezen goérbe
(x0. v0. f(x0. v0)) pontbeli
érintéegyenesének hajlasszoge (az

ban). Az egyviéltozés fliggvény
derivaltjanak geometriai tartalma miatt:
tga = g'(x0) = fl(x0, o). Irdnyvektora

Vi = (1507 f;:(XanO))‘
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Megjegyzés

Tekintsik a fliggvény grafikonja, és az
metszetét, azaz az x = xp

feltételnek eleget tevo fellileti gorbét. Ez a

{(x0,y, f(x0,¥))}
g(y)

ponthalmaz. Legyen 3 ezen gorbe
(Xo. Yo, f(Xo. )/O)) pontbeli
érintéegyenesének hajlasszoge (az

ban). Az egyviéltozés fliggvény
derivaltjanak geometriai tartalma miatt:

tgﬂ — g/(yo) = f;(Xo,yo). Irényvektora

va = (0,1, f7(x0, ¥0))-

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalt (182.-232.)-Parcialis derivalt (182.-187.)

185



Megjegyzés (Geometriai tartalom)

Szamoljuk most ki a két érintGegyenes altal meghatarozott sik egyenletét! Ez a sik athalad a
Py = (x0, Y0, f (X0, ¥0)) ponton és n norméalvektora merSleges vi-re és vp-re is, tehat

e e es3
n=vixw=|1 0 £f(x ) =—1f(xo,y)e - f(x,y)e +es.
0 1 f(x,¥)

Ennek (—1)-szeresével szoktunk dolgozni, igy ennek a siknak egy egyenlete:

fe(x0, ¥0)(x = x0) + f,(x0, Y0) (¥ — y0) — (2 — f(x0, %0)) = O.

Késobb lesz réla sz6, hogy milyen feltételek mellett fogjuk ezt a sikot az f fliggvény
(x0, Yo)-hoz tartozé érintbsikjanak nevezni.
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Feladat
Adjuk meg az
_ ., 3,.,-3x 4 5
f(x,y)=ye +2x" +3(2y + 1)

fuggvény parcialis derivaltjait!

Feladat
Adjuk meg az
f(x,y) = 2x% cos * + x2 +y3
y

fuggvény parcialis derivaltjait!

Feladat
Adjuk meg az

(x—|—2)2y
4+ 2x + h # (0,0
f(x,y) = X2+y2 x+3, a (x,y) ( ’ )’

3, ha (x,y) = (0,0)

fuggvény origdbeli parcialis derivaltjait!
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Egyvaltozds esetben akkor neveztiltk az f fiiggvényt derivalhaténak az a € int Dom¢-ben, ha az

A lim ()= f(a) . flat h)— f(a)

x—»a x—a  h=0 h

hatarérték létezik és véges. Ez igy tobb valtozds esetben nem megy, mert a nevezdben vektor
lenne. Ezért hasznaljuk az ekvivalens Fréchet-féle alakot

i 10— @) — A= 3)|

xX—a ’X— a‘

vagy a lineéris approximaciét,
Af =f(a+h)—f(a)=A-h+e(h)-h,

ahol A fiiggetlen h-tdl, és Aimoe(h) = 0. Ezek atirhaték vektorokra.
H
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Definicié (Pontbeli derivalt)

Legyen a bels6 pontja Dom¢-nek! Azt mondjuk, hogy f (totalisan) derivalhaté a-ban, és
a-beli derivaltja az A € R1*" sormétrix, ha

L IF0) — f(a) = Ax — a)|

x—a ‘x— a’

=0.

A derivaltra (derivaltmatrixra) az
f'a)=A
jelolést vezetjitk be, illetve az AT vektort az f fiiggvény a-beli gradiensvektoranak nevezziik.

Szintén hasznaljuk a kovetkezo jelolést

gradf(a) = AT.

Megjegyzés
Ha G jeldli a gradiensvektort, akkor a hatarértéket igy is irhatjuk:
o 1F(x) — f(a) — (G, x — )

=0.
x—a ‘x—a’
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Tétel (Linearis approximacio)

Legyen a belsé pontja Dom¢-nek! f (totalisan) derivilhaté a-ban, és a-beli gradiensvektora

G € R" pontosan akkor, ha 9 : Doms — R dgy, hogy Vx € Domys esetén
Af = f(x) —f(a) = (G,x — a) + e(x) - |x — a|

lim e(x) = 0.

X—a

Megjegyzés
Az is ekvivalens a derivalhatésaggal, hogy Jde : Doms — R" Ggy, hogy Vx € Domy esetén

Af =f(x)—f(a) = (G,x — a) + (e(x),x — a) és )!iLnae(x)zo.
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Tétel (A totalis derivalhatdsag sziikséges feltételei)

Ha f az a-ban totdlisan derivalhatd, akkor

1. mindegyik valtozdja szerint derivdlhaté parcialisan, és
f'(a) = [D1f(a) Drf(a) ... D,f(a)],

azaz gradiense
gradf(a) = G = (Dyf(a), Dof(a),..., D,f(a)).

2. folytonos a-ban.
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Tétel (A totalis derivalhatdsag elégséges feltétele)

Legyen a belsé pontja Dom¢-nek! Ha f mindegyik valtozdja szerint parcialisan derivalhaté

valamely B,-ban, és a parcialis derivaltak folytonosak a-ban, akkor f totalisan derivalhaté
a-ban.
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Feladat
Hol differencidlhaté (totalisan) az f(x,y) = x + y? fiiggvény? gradf =?

Feladat

Xy
Legyen f(x,y) = m! gradf =7
Feladat

Differencialhaté-e a (0,0) pontban az f(x,y) = /x? + y? fiiggvény?

Feladat
Legyen

ha x? 4+ y? £ 0,
0, ha x2 + y2 = 0!

1. Irja fel f!-et, ahol az létezik!
2. Totélisan derivalhaté-e f a (0,0)-ban?
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Feladat
Legyen

fx,y)=qx*+y°

1. £)(0,0) =? f,(0,0) =?
2. gradf(0,0) =7

Feladat

Differencidlhaté-e az origbban a

fuggvény?
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Feladat

Differencialhaté-e az origdban az

x2+y? hax,y€eQ,

f(X,y) = {

0, maskor
fluggvény?
Feladat
Hol differencialhat6 az
2x3y
i h
f(X,y): SInX2+y27 (X’y)7£ 0707
0, ha (x,y) = (0,0)

fuggvény?
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Legyen a kétvaltozés f(x, y) fliggvény (totélisan) derivalhaté a Py = (xp, yo) pontban!
Tekintsiik a z = f(x, y) éaltal meghatérozott felilet (xo, yo, f(x0, o)) feliileti pontjat! Az
elézoekben lattuk, hogy

Af = f(xo + h, yo + k) — f(x0, o) = F(x0, Y0)h + £, (x0, Yo) k.

Vagy mas jelolésekkel:

f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0, y0) = (%0, ¥0) Ax + fy(x0, ¥0) Ay
Tehat
f(x,y) = f(x0, ¥0) + fo(x0, ¥0) (X — x0) + £, (0, ¥0)(¥ — y0)-
Ennek geometriai tartalma, hogy a z = f(x, y) feliletet a
z = f(x0, ¥0) + fe(x0, 0) (x — x0) + £, (x0, o) (¥ — y0)

sikkal kozelitjik, ha x — xg és y — yp kicsi. Tehat az (xo, yo, f(x0, yo)) felileti pont egy elég
kicsiny sugari kornyezetében f grafikonja kozelitdleg ezzel a sikkal helyettesitheté. Ennek a
siknak a neve érintGsik. Atrendezve a sik egyenletét és Gsszefoglalva az el6zdeket:
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Definicié
Legyen Doms C R"” és f derivalhaté a-ban! Az f fiiggvény a ponthoz tartozé érintéjének
nevezziik az
y = f'(a)(x — a) + f(a)
egyenlettel adott hipersikot.

Megjegyzés
n =1 esetén érintOegyenes.
n=2, a=(xp, o) ponthoz tartozé érintésik az
fe(x0, ¥0)(x = x0) + £, (x0, o) (¥ — y0) — (z — f(x0,%0)) = 0
egyenlettel adott sikot. Az érint6sik normalvektora
n = f(xo, yo)er + f,(xo0, yo)e2 — €3 = (£;(x0, y0), f,(x0, ¥0), —1).

Mar tudjuk, hogy az érintdsik tartalmazza két feliileti gorbe érintéegyenesét. (Lasd parcidlis
derivaltak geometriai tartalméat!) Az is belathatd, hogy minden, a Py = (xo, yo, f (x0, o))
feliileti ponton athaladd, érintovel rendelkezo fellileti gorbe érintGegyenese benne van ebben
sikban.

a
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Feladat
Legyen f(x,y) = y?>* és Py = (—1,1)!
1. Irja fel az f fiiggvény Py pontbeli gradiensét, ha az létezik!

2. [rja fel a Py ponthoz tartozé érintdésik egyenletét!
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Az irdnymenti derivalt az értelmezési tartomany a pontjaban az e irdnyban adja meg a
fliggvény véltozasi sebességét. Feltételezziik, hogy |e| = 1.

Definicié
Legyen a belsé pontja Dom¢-nek és |e| = 1! Ha létezik

im f(a+ te) —f(a)
t—0+ t

€R,

akkor azt mondjuk, hogy f derivalhaté a-ban az e irany mentén.
Ekkor a fenti hatarértéket az f a-beli e iranymenti derivaltjanak nevezziik, és a

df of

— illetve
del,’ oel,

jeloléseket hasznaljuk.

Megjegyzés

Mi t jobboldali hatarértékeként definialtuk, de szokas kétoldali hatarértékként is definialni.
Ekkor a parcialis derivaltak speciélis irdnymenti derivaltak lennének.
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Tétel (Elégséges feltétel iranymenti derivalt létezésére)

Ha f totélisan derivalhaté a-ban, akkor tetszbleges e egységvektor mentén létezik az
irdnymenti derivalt, és

df
—| =f :
de|, (a)e
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Megjegyzés
Ha egy pontban minden irdnyban létezik az irdnymenti derivalt, akkor sem biztos, hogy a
fliggvény ebben a pontban totélisan derivalhaté. Példaul az

z

I, haO0<x=.Y,
0, maskor

f(va)_{

fuggvény az origbban minden irany mentén derivalhaté, s6t minden irdnymenti derivaltja 0, de
nem folytonos, igy nem is derivalhaté totalisan.

CSAK VAZLAT (PG)
Derivélt (182.-232.)Irdnymenti derivalt (199.-208.) 201



Megjegyzés
Jegyezziik meg, hogy az

,%//y

x —

x, hal0<x=,/y,
0, maskor

f(X7y) = {

fuggvény még folytonos is, mégis hidba 0 minden irdnymenti derivaltja, nem derivalhaté
totdlisan.
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Tétel

Ha f (totalisan) derivdlhaté a-ban, akkor a maximalis iranymenti derivélt iranya gradf(a),
értéke: |gradf(a)|.

Megjegyzés

Ha f (totélisan) derivalhaté a-ban, akkor a minimalis irdnymenti derivalt irdnya —gradf(a),
értéke: —|gradf(a)l.
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Tétel
Legyen f (totélisan) derivalhaté a-ban. Ekkor
1. gradf(a) ortogondlis az f(x) = f(a) szintalakzatra;

2. ha gradf(a) # 0, akkor a ndvekvd paraméterii szintalakzatok iranydba mutat.
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Megjegyzés

A feladatokban e || v nem csak azt jelenti, hogy a két vektor parhuzamos, azaz allasuk
megegyezik, hanem az iranyuk egyezéségét is. Azaz, ha v # 0, akkor e || v jelentése, hogy
FJAeR:e=Av,és A >0.
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Feladat

f(x,y,z):x4—|—y4—|—z4—|—1, Py =(1,-1,0)

df

1. gradf(Py) =? 2.
€lp,

=?hae|v=(213)

df
3. Adja meg max —| értékét és iranyat!
de P,

4. Irja fel a Py ponton athaladé szintfelillet egyenletét és annak Po-beli érintésikjat!
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Feladat

Xy
T35 Nnalxy)#(0,0)
2 2’ ) ) b
flxy)=47° T
?7 ha (X,y):(0,0)
1. Mutassuk meg, hogy lim  f(x,y) nem létezik!
(x,y)—(0,0)
2. Hol differencialhaté totélisan az f kétvaltozés fliggvény? gradf =7
3. Irjuk fel a P = (0,1) ponthoz tartozé érintSsik egyenletét!

df df
4. = =7ill. — =7 hae= (Y2 ¥2)
de (071) ! de » ha e (2’ 2)

(0,0)
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Feladat

Legyen
sin——2— ha (x,y) # (0,0),
fx,y) =y VX ty
0, ha (x,y) = (0,0)

1. Hatarozza meg az f fliggvény parcialis derivaltjait az origban!

2. Mutassa meg, hogy f-nek létezik az origdban a v = (1,1) irdnyd irdnymenti derivaltja, és
értéke nem nulla!

3. Totalisan differencialhaté-e az f fliggvény az origbban?

4. Milyen elGjelti az f fliggvény az origd kornyezetében? Van-e az f-nek lokalis széls6értéke
az origbban?
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Definicié

Legyen D C R”, f: D — R™ és a bels6 pontja D-nek!

Azt mondjuk, hogy f (totalisan) derivalhaté a-ban, és a-beli derivaltja az A € R™*" matrix, ha
1)~ F(a) ~ A(x— )

=0
x—a ’x—a|

teljesiil.
A derivaltra (derivaltmatrixra) az

f'a)=A

jelolést vezetjiik be.

CSAK VAZLAT (PG)
Derivélt (182.-232.)-Tobbértékii fiiggvények (209.-224.) 209



Tétel (Linearis approximacio)

Legyen a belsé pontja D C R"-nek! f : D — R™ (totdlisan) derivalhaté a-ban, és
f'(a) = A € R™" pontosan akkor, ha 3¢ : D — R™ dgy, hogy Vx € D esetén

Af = f(x) —f(a) = A(x—a) +e(x)-|x—a|] és li_r}nae(x) =0.

Megjegyzés
Az is ekvivalens a derivalhatésaggal, hogy JE : D — R™*" (gy, hogy Vx € D esetén

Af = f(x) — f(a) = A(x — a) + E(x) - (x — a) és )!i_r>naE(x):0€RmX”.
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Tétel
Ha bevezetjiik az f = (f, ..., fm) jelélést, ahol f;i : D — R Vi-re, és a € int D, akkor

f derivalhaté a-ban <= f; derivalhaté a-ban (i=1,...,m).

Tovabba, ekkor f'(a) i-edik sora f/(a), aminek transzpondltja gradfi(a), azaz

oR 0n 06
/ T o1 Oxa T Ox,
do)| |emarh| |02 OB OE
fr(a) grad’ f,, s % fm . a.fm
_8X1 aXQ o 8Xn_ a
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Definicié
Ha n = m, akkor az f fliggvény az n dimenzids euklideszi teret 6nmagaba képezi le. llyenkor a
derivaltmatrixot Jacobi-matrixnak nevezziik, determinansat pedig Jacobi-determinansnak.

Ertelmezhetnénk tobbértékii fiiggvény parcialis derivaltjait, aminek egy pontbeli értéke egy
vektor lenne, nevezetesen a k-adik valtozé szerinti parcidlis derivalt a derivaltmatrix k-adik
oszlopa lenne.

S6t irdnymenti derivaltat is értelmezhetnénk, és itt is igaz, hogy ha f : D C R” — R™
(totélisan) derivalhaté a-ban, akkor ott minden e irdny menti derivéltja is létezik, és

df ,
@a—f(a)-e.

Példaul, ha n = m = 3, akkor f : R3 — R3 transzformacié esetén a Jacobi-matrix

Ox 0Oy 0z
A o, 0fh 0fh| O, h,h)
T lox 9y 0z| — alx,y,z) |,
b o | Tl
Ox Oy 0zl],
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Tétel (Derivalt és miiveletek)
Legyen D CR", acintD, f,g: D — R™ jlletve A : D — R derivdlhaté a-ban!
Ekkor f + g, A\f és ha \(a) # 0, akkor f/\ is derivalhaté a-ban, és

1 (f+g)(a)=f(a)+g'(a)

2. (A-F)(a) = F(a)X(a) + A(a)f'(a),

f\' . Xa)f'(a)— f(a)\N(a)
¢ (5) @y
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Tétel (Osszetett fiiggvény derivalhatésaga (lancszabily))

Legyen g : Domg C R" — R, illetve f : Doms C RK — R™, és a belsé pontja Domg-nek,
illetve b = g(a) belsé pontja Dom¢-nek. Ha g totdlisan derivdlhaté a-ban, illetve f totélisan
derivalhaté b-ben, akkor f o g : Dom¢.g C R" — R™ totalisan derivdlhatdé a-ban, és derivaltja
itt

(fog)(a)=f'(b)g'(a) = f'(g(a))g'(a).
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Feladat
Adjuk meg az f(x,y) = e In(x2 + y2 + 1) derivaltjat! Térjiink 4t polérkoordinatékral
Egy tetszbleges f(x, y) derivalhaté fiiggvény derivaltjat adjuk meg poléarkoordinatakkal!

Megoldas.
f'(a) =

2 2 2 2 2x 2 2 2 2 2 2}/
[2Xyexy|n(x +y +1)+eXym X exyln(x +y +1)+eXyX2—|-y2—|-1:|

cosp —rsing
sing rcosy

cosp —rsing|
sinp rcosp |

g(r,p) = (rcosy, rsin ) derivéltja g'(r, ¢) = L igy (fog)(r,e) =

f'(g(r,0))g/(r,¢) = [filrcos, rsing) f/(rcosp, rsinp)]

2rcos¢rsinWe(rcos«pﬂrsinwIn(r2+1)+e(rcos¢)2rsin¢2rcos‘ﬁ u .
_ ,‘2+]_ Cos ¢ —rsingp —
N (r cos <p)2e(r::cs ©)2rsin @ |n(r2 +1) +e(rcos Lp)zrsingp2rs'n50 |:Si”69 ’COSW:|
r2+1
3 052 s . .
= re” S PS¢ 13rginpcos® pIn(r? +1) + In(r? 4+ 1) cos (1 — 3r2sin? ) O
r2+1
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Példa
Ha a kiils fiiggvény RX-bdl R-be képez (m = 1), akkor derivaltmatrixa, azaz a gradiensvektor
transzponaltja

f' = (gradf)’,
és az Osszetett fliggvény derivaltmatrixa:
(fog) = (gradf)” - g'.

Alkalmazzuk az x = (x1, ... x,) jelolést g valtozdjara, és
y=01,--,y) = (gu(x),...,8k(x)) = g(x) jelolést f valtozdjara. Ekkor

(081 Og1 O]
gxl gx2 gxn
ogya - [2F0F OFT |G R GE
Oy10y2 " Ovilg(a) | - SR
98k 08« 08
LOx1 Oxo  Oxpl,
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Példa
Ekkor az osszetett fiiggvény derivéltjdnak (ez egy sormatrix) i-edik eleme az dsszetett
fuggvény parcidlis derivaltja az i-edik valtozdja szerint. Ez matrixok szorzasaként

f'
o8| —rlgag,@).  i=12..m
vektorok skaldris szorzataként
o(f
WOB _yradf(gla)-glla).  i=12....n
ox; a !
illetve részletezve
ofog)| _ of| O of | e _i of | Og
Ox; a 8y1 g(a) Ox; a Oyk g(a) ox; a = Oyj 2(a) Ox; a :

Az osszetett fliggvény parciélis derivaltjait felirva rendre i = 1,2,..., n esetén, megkaphatjuk a
f o g gradiensét is:

grad(f o g) = (gradf - D1g,gradf - Dag, ... ,gradf - D,g).
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Példa

lrjuk fel az el6z6 lancszabalyt n = 1 és tetszéleges m esetére. Alkalmazzuk az x jelélést g
valtozdjara, és y = (y1,...,yk) = (g1(x), ..., 8k(x)) = g(x) jelolést f valtozdjara.
Ekkor

(fog)(a) = f(g(a))g'(a)

egy oszlopmatrix, nevezetesen

k 8f1 ,
[0f O Ofi 2\ oy &0
o Oy T Oy 21 |5 " 8l
o Oh O Gl I (28] g
By, By oy . gz. - |5 dy; &

R — — DR e — k
LOy1  Oy» Yk d g(a) 3

of, 0f,  of g/(a)
(5, %)
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Példa

Az el6z6 példak alapjan, ha n = m =1, tehat az f(y1,...,yx) kiilsé figgvénybe az y; = gj(a)
(j=1,...,k) belsd fuggvényeket helyettesitjik, akkor f o g derivaltja
g1( ) .
of of gz /
(FoeV(a)= 5| - ()]
M Iy g(a) g y-’ g(a) !
gL(a)
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Példa

Legyen most k =1 és n és m legyen tetszbleges! Alkalmazzuk az x = (x1,...,x,) jelolést a g
valtozdjara, és y = g(x) jelolést az f valtozdjara. Ekkor
f(g(a))
,(g(a))| [0g 0g g
fog)(a)= === =
(Fog)ta) : {axl o, aan
fm(g(a))
r og og g | 1
fl - fl - fi :
(600 5o, @) 55, - lele) 5o
oo 98 piatan. 98 o(an. 08
|- 55 A 55 et 55|
og og og
, - —_— , - —_— / .
e 55| e@) | e SE| |
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Ha az x = x(t),y = y(t),z = z(t), t € [t1, to] térgorbe ("Gt") illeszkedik a z = f(x, y)
feltletre, akkor
z(t) = f (x(t), y(t)), t € [t1, ta].
Ha f, x és y differencialhatd, akkor a lancszabaly szerint z is, és
Z(t) = £xX'(t) + fy/(1),

azaz

£ () + £y (8) — 2(8) = O,
Tehét a feliileti gorbe (x(t), y'(t), Z'(t)) érintévektora és az érintésik (£, f), —1)
normalvektora merdlegesek egymasra (skalarszorzatuk nulla).

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy ha f totélisan differencidlhaté, akkor egy differencialhaté
felileti gorbe érintdegyenese valdban a z = f(x, y) felilet megfelel6 érintésikjaban halad.
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(Implicit megadasi gorbe) Azon (x,y) pontok Osszességét, amelyek kielégitik az F(x,y) = ¢
egyenletet, az F fiiggvény c-hez tartozé szintvonaldnak nevezzitk. Tehét, ha y = f(x) = y(x)
az F fluggvény c-hez tartozé szintvonala, akkor F(x,y(x)) = c.

Ha F, f totélisan derivalhatd, akkor mindkét oldalt x szerint derivalva és a lancszabalyt
alkalmazva kapjuk:

F. + F; -yl =0.
Ha F)’, =+ 0, akkor
F/
! X
Ye=—%r
Feladat

1. Hatérozzuk meg az F(x,y) = xye” figgvény P = (1, —2) ponton atmend szintvonalanak
az egyenletét!

2. Irjuk fel ennek a szintvonalnak az xp = 1 pontbeli derivaltjat!
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(Implicit megadasa feliilet)

Azon (x,y,z) pontok Osszességét, amelyek kielégitik az F(x,y, z) = c egyenletet, az F
fuggvény c-hez tartozé szintfeliiletének nevezziik.

Tehat, ha z = f(x,y) az F fliggvény c-hez tartozé szintfeliilete, akkor

F(X7y7f(X7y)):C7 V(X,_}/)EDOI’T]{.

Ha a z = f(x,y) és F differencidlhaté és még feltessziik, hogy F. # 0, akkor
F(x,y,f(x,y)) = ¢ mindkét oldalat derivilva a lancszabaly értelmében rendre x, illetve y
szerint kapjuk, hogy:

D:iF D>F
DiF + D3F - Dif =0 = Dif = —Z-_ és DoF + D3F - Dof =0 = Dof = — >
DsF DsF

Tudjuk, hogy a z = f(x,y) felilet P-beli érintésikjanak egy normélvektora az
DiF  DoF
-1 =(-—=—=,———+=,-1
(x7 o )‘P ( D3F’ D3I_—7 > )
Tehat gradF(P) mer6leges a P-n athaladé szintfeliletre. Igy a P-n athaladé szintfeliilet P-beli
érintésikjanak normalvektora gradF(P), azaz az F(x,y, f(x,y)) = c szintfelilet
P = (xo0, Y0, z0) pontbeli érintésikjanak egyenlete:
OF

Ox

, igy egy masik normalvektor a (D1F, D2F, D3F)|p.
P

oF OF
x= )+ 5| )+ G| (2 m)=o
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Feladat

F(X,y,Z):X2—y2+2Z2, P:(1717_1)

1. Irjuk fel F-nek a P ponton 4thaladé szintfelilletének az implicit egyenletét!

2. [rjuk fel a P ponton athaladé szintfeliilet P-beli érintésikjanak az egyenletét!
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Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Legyen Dom¢ konvex, és f (totalisan) derivalhatd, és legyen a belsé pontja Dom¢-nek. Ekkor
V olyan h-hoz, melyre a+ h € Dom¢ : 30 < & < 1 dgy, hogy

fla+h)—f(a)="f(a+&h)-h

Megjegyzés
a—+ &h az a és a + h végpontl szakasz egy pontja, igy a konvexitds miatt a + {h € Domy.

Kovetkezmény

Legyen D C R" konvex és nyilt! Ha az f : D — R fiiggvény totalisan derivalhaté D-ben és
gradf(x) = 0, akkor f allandé.
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Az n-véltozés fuggvény barmely parcialis derivaltfiiggvénye (jbdl n-valtozos fliggvény. Ezért
beszélhetiink ennek a fiiggvénynek is a parcialis derivaltjairdl. Igy jutunk el a masodrendii
parcidlis derivaltakhoz.
Példa kétvaltozods fliggvény esetére:
f(x,y) = e cos2y + x> — y2.
Ekkor
fl(x,y) = 2e* cos 2y + 2x, f(x,y) = —2e?Xsin2y — 2y,

2
o= (), =2 (m) - O e cosy 2

dx \ Ox Ox?2

0 (Of 0*f
" __ n’ _ _ . Aa2x .
fry = (fy)y Oy (8}/) dy? de™ cos2y =2,

foc és fy, a tiszta masodrendii parcialis derivaltak.

2
fll = (f’); 0 (87‘) of _ —4e?%sin 2y,

v xly = Ay \dx - Oy Ox
o [of 0°f
f”_f"_<>_ = —4¢*sin2y.
= () Ox \ Oy Oy Ox e smnay
foy és fy. a vegyes masodrendii parcidlis derivltak.
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A masodrendii parcidlisak Gjra kétvaltozos fliggvények! Vegyiik észre, hogy a vegyes
masodrendii parcidlis derivaltak megegyeznek, tehat az eredmény nem filigg a differencialas
sorrendjétél. Ez nem véletlen. Latni fogjuk, hogy elég "szép" fliggvény esetén ez mindig igy
van. (Young tétel (230).)

Masrészt vegylik észre, hogy most a tiszta masodrendii parcialis derivaltak 6sszege minden
(x,y) pontban nulldt ad, azaz £ (x,y) + f,,(x,y) = 0. Tehat f megoldasa az ligynevezett
sikbeli Laplace-differencialegyenletnek:

o "o
Au = Uy + uy, = 0.

Ha ez a tulajdonsag teljesiil, a fliggvényt harmonikus figgvénynek nevezziik. Tehat a sikbeli
Laplace egyenlet megoldasai a harmonikus fliggvények. Nagy szerepet jatszanak az ilyen
fiiggvények a komplex fiiggvénytanban és a potencialelméletben. Es most altalanossagban is
definidljuk a masodrendii parciélis derivaltakat!
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Definicié
’ of
A g(x)=1f(x)= e n-valtozés fliggvény x; valtozé szerinti parcidlis derivalt fiiggvényét
1 X.

Iix
az f i-edik és j-edik valtozdja szerinti masodrendi parcialis derivaltjanak nevezziik (ha létezik).
A kovetkezo jeloléseket hasznaljuk:

881‘
g i o [ Of O%f
f,/ = e = L=— (= = :DDIf:DIf
XN Ox; ox; Ox; <8xj> Ox;j0x; J J

Magasabbrendii parcialis derivéltak értelemszeriien definidlhatdk.
Ha i = j, akkor tiszta, kiildnben vegyes masodrendii parcialis derivaltrél beszéliink.
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Definicié
Ha f (totalisan) derivalhaté valamely B(a)-ban, és (els6rendii) parcialis derivaltjai (totalisan)
derivalhaték a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer (totélisan) derivalhaté a-ban.

Magasabbrendii derivalhatésag értelemszeriien definidlhatd.

CSAK VAZLAT (PG)

Derivalt (182.-232.)-Magasabbrendii derivaltak (225.-232.)

228



Feladat
Mutassuk meg, hogy £ (0,0) # £/.(0,0), ha
xy(x* = y?)
f(X7y): X2+y2 ) ha (X7.y)#(070)7
0, ha (x,y) = (0,0)!
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A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett, nem kell a derivalas
sorrendjére figyelni.

Tétel (Young)
Ha f kétszer (totélisan) derivalhaté a-ban, akkor Vi, j € {1,...,n} esetén

O
a N 8x,-8xj

o*f
8Xj8X,‘

a

Hasonlé mondhaté magasabbrendii vegyes paricalisakra is. Ha példaul f kétvaltozés fiiggvény
haromszor (totalisan) derivalhatd, akkor

foo (@) = (@) = £ (a).

Vagy ha f haromvaltozds fliggvény haromszor (totélisan) derivalhatd, akkor

fin(a) = £ (a) = F1(a) = F(a) = f24,(a) = 24 (a).
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Az r-szeres folytonos derivalhatdsagot az egyvaltozds esethez hasonldéan az r-edik derivalt
folytonossagaként lehetne definidlni, de az ehhez sziikséges fogalmakra nincs sziikségiink, ha a
kovetkezo definiciot mondjuk.

Definicié
Azt mondjuk, hogy f r-szer folytonosan derivalhaté a D C Dom¢ C R” nyilt halmazon, ha

r-edrendii parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak D-n.
Jelolés: f € Cf,.

Megjegyzés
Ha D € Dom¢ C R" nyilt, f € Cf,, és a € D, akkor f r-szer derivalhat6é a-ban.
Ha g < r, akkor C}, C Cg.
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Megjegyzés (Masodrendii totélis derivalt)
Legyen most f n-valtozés valds értékii fliggvény, amely a-ban kétszer totalisan derivalhaté. A
fentiek szerint ekkor

f'(a) = grad” f(a) € RM*".
Mivel R'*" egy n-dimenziés vektortér (ami izomorf R™-nel), ezért f kétszeres derivalhatésaga
miatt £’ derivalhaté valamely B,-n, igy f’ itt értelmezve van és azonosithaté B, C R"-t R"-be
képzo fiiggvénnyel. Ennek koordinatafiiggvényei f parcidlis derivaltjai, melyek f kétszeres
derivalhatésdga miatt totélisan derivalhaték a-ban, igy (211) Tétel szerint 1’ is totélisan
derivilhaté a-ban. Ekkor f’ derivaltja a-ban (azaz f’ Jacobi-métrixa)

FPF P Of T
(")T(l2 Ox1xo  Oxixp
Pf P 0
flla)= |Oxx1  0x3 " Oxaxn
Pf OPf o2 f
LOxpx1  OxpXxo Bix,% 1,

Ezt f Hesse-matrixanak hivjuk, ami a Young-tétel (230) miatt szimmetrikus.
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Definicid
Ha DCR" acintD, és f: D — R a-ban k-szor derivalhatd, akkor a

d“f(a,h)= > Di.if(a)hy...h;

ity ik=1

értéket az flggvény a-beli k-adik differencialjanak nevezziik.

Megjegyzés

k =1 esetén df (a, h) = f'(a) - h,

k = 2 esetén d*f(a,h) = h' - f"(a)-h = (h,f"(a) - h).

Tétel

Ha D C R" nyilt, f : D — R k-szor derivalhaté, x € D, h € R", és gi(x) = dkf(x, h), akkor
1. k > 1 esetén d“f(x, h) = dgx_1(x, h);
2. Régzitett a € D esetén F(t) = f(a+ th) derivalhaté k-szor, méghozza

F(t) = d*f(a + th, h).
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Feladat

Hatérozzuk meg az f(x,y) figgvény a ponthoz tartozé elsé-, masod- és harmadrendii
differencialjait!

1. f(x,y) =sin(2x) + cosy, a = (0,0)
2. f(x,y)=xe+1, a=(1,0)

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalt alkalmazasa (233.-267.)-Taylor-polinom (233.-237.)

234



Tétel (Taylor)
Legyen D C R" nyilt és konvex, f : D — R (k + 1)-szer derivélhaté, a,x € D, h = x — a!
Ekkor létezik £ €]0, 1] amire
df(a.h) |, d“f(a.h) | d“'f(a+ chih)
11 k! (k+1)!
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Feladat

Hatérozzuk meg az f(x,y) fiiggvény a ponthoz tartozé harmadrendii Taylor-polinomjat, és az

elsérendli Taylor-polinomhoz tartozé maradéktagot!
1. f(x,y) =sin(2x) + cosy, a = (0,0)
2. f(x,y)=xe+1, a=(1,0)
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Feladat

Hatarozzuk meg 0.99193 értékét kozelitSleg!
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Definicié
Legyen a belsd pontja Dom¢-nek! Azt mondjuk, hogy f-nek lokalis minimuma (illetve
maximuma) van a-ban, ha 3B(a) C Dom¢, hogy

f(a) < f(x) (illetve f(a) > f(x)) (x € B(a))

Szigori egyenlStlenség esetén szigori lokalis minimumrdl (illetve maximumrdl) beszélink.

Tétel (Lokalis széls6érték sziikséges feltétele)

Legyen a belsé pontja Dom¢-nek! Ha f-nek lokalis szélsGértéke van a-ban, és létezik
valamelyik véltozé szerinti parcialis derivaltja, akkor az Q.

Kovetkezmény

Ha f-nek a-ban lokdlis széls6értéke van, és ott (totalisan) derivalhatd, akkor

gradf(a) = 0.
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A kovetkezd példa azt mutatja, hogy a feltétel nem elégséges.

Példa
Tekintsiik az

F(x,y) = (v = x*)(y — 2x%)
fuggvényt!

fi(x,y) = =2x(y — 2x%) —4x(y — x*),  fj(x,y) =(y — 2x°) + (y — x°)

Mivel mindkett6 folytonos, f (totalisan) derivalhatd, és gradf(0) = 0, mégis f-nek nincs
lokalis szélséértéke (0,0)-ban, mert £(0,0) = 0, ugyanakkor a fiiggvény a (0,0) pont minden
kornyezetében felvesz pozitiv és negativ értéket is.

Ugyanis az y = 2x? parabola feletti pontokban, és az y = x? parabola alatti pontokban
f(x,y) > 0. A két parabola kozott viszont f(x,y) < 0.

Ennek ellenére, ha a feliiletbdl az x,y sikra merdleges, az origdn atmend sikokkal kimetsziink
feliileti gorbéket, akkor f-nek minden ilyen fellleti gorbe mentén lokalis minimuma van.
Ugyanis a metszetgorbe pontjaiban a figgvényérték pozitiv, legalabbis az origd egy atszirt
kornyezetében.
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Definicié
Az A € R"™" kvadratikus matrixot pozitiv (negativ) definitnek nevezziik, ha minden
x € R"\ {0} esetén

xTAx = (x,Ax) > 0 <XTAX = (x, Ax) < 0) .

Ha a > (illetve <) helyett > (illetve <) szerepel, akkor pozitiv (illetve negativ) szemidefinitnek
nevezziik a matrixot.
Végiil azt mondjuk, hogy a matrix indefinit, ha nem szemidefinit.

Megjegyzés

Az egyvaltozés esethez hasonldéan adunk elégséges feltételt lokalis szélsGértékre, ami most egy
szlikséges feltételt is tartalmaz.

Egy n-valtozés fliggvény masodik derivaltja a Hesse-matrix lesz. A Hesse-matrix pontosan
akkor pozitiv (negativ) definit, ha d?f(a, h) > (<)0 minden h # 0 esetén.

A H Hesse-matrix pontosan akkor indefinit, ha dx,y € R”, amire

d*f(a,x) = x" Ax = (x, Ax) < 0 < (y, Ay) = y" Ay = d*f(a,y).
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Tétel (Lokalis széls6érték masodrendii feltételei)

Legyen f kétszer (totalisan) derivalhaté a-ban!
1. Ha f'(a) =07 és f"(a) pozitiv definit, akkor f-nek a-ban lokalis minimuma van.
2. Haf'(a) =07 és f"(a) negativ definit, akkor f-nek a-ban lokalis maximuma van.

3. Ha f"(a) indefinit, akkor f-nek a-ban nincs lokalis szélséértéke.
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Definicié
dil1 ... din

Legyen A= | ' .. 1| €eR™" é1<i<n! Az A matrix i-edik sarokminorjanak
dnl ... dnpn

nevezziik, és M;-vel jeloljilk a bal fels6 i x i tipusd matrix determinansat.

air ... aij
M; = det

i1 ... djj

Tétel (Sylvester-kritérium)

A € R™" szimmetrikus matrix pontosan akkor
» pozitiv definit, ha M; > 0
> negativ definit, ha (—1)'M; > 0

minden i =1,..., n esetén.
Tovabba, ha létezik i,j dgy, hogy M; < 0, és (—1)jMJ- < 0, akkor A indefinit.
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Feladat
Keressiik meg az

f(x,y,2)=x3+y3+22—3x—3y —3z+1

fuggvény lokalis széls6értékhelyeit.
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A 241 Tétel kétvaltozos fliggvény esetében a kdvetkezot adja.
Tétel (Lokalis széls6érték masodrendii feltételei)

Legyen f kétszer (totalisan) derivalhaté (x, y)-ban!

Ha f'(x,y) = 0 és det f”(x,y) > 0, akkor itt van lokalis széls6érték, méghozza ha
fo(x,y) >0, akkor lokdlis minimum

{f)ﬁ;(x,y) < 0, akkor lokalis maximum.

Ha det f"(x,y) < 0, akkor itt nincs lokdlis szélsGérték.

Megjegyzés

A Hesse-métrix szimmetridja miatt ha det(H) > 0, akkor £, = 0 nem lehet, tovabb3 ilyenkor
fox €s f,, azonos eldjelii.

Ha f' = 0 és det(H) = 0, akkor a tétel alapjan nem deril ki, van-e széls8érték.
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Feladat
Keressiik meg az f(x,y) = x> — 2x + y3 — 3y fiiggvény lokalis széls6értékeit!

Feladat

Hatarozzuk meg az f(x,y) = x2y> lokalis szélséértékeit!
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Feladat

4

1. Hatérozzuk meg az f(x,y) = y?(1 — x> — y?) fiiggvény lokalis szélsértékhelyeit!
2. Hatarozzuk meg a fiiggvény minimumat és maximumat — ha létezik — az x*> + y?> < 1
tartomanyon!
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Feladat

1. Hatérozzuk meg az f(x,y) = x3 + y3 — x — y fiiggvény lokalis szélséértékeit!
2. Létezik-e f-nek legnagyobb és legkisebb értéke az

A={(xy)  x,yeRi0<y<1-x;0<x<1}

tartomanyon? Ha igen, keressiik meg!
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Keressiik az f(x,y) = 10(x* — y3) fiiggvény szélséértékeit a g(x,y) = x? + 2y? = 2 feltétel

mellett.

A

N

L
S

f(va) =—80

(=)bM+]
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Definicié
Legyen n > 2, D C R" nyilt, f,g : D — R folytonosan derivalhat6, a € D és c € Rang!

Azt mondjuk, hogy f-nek feltételes lokalis maximuma (minimuma) van a-ban a g(x) = ¢
feltétel mellet, ha g(a) = c és f|,1(.) fliggvénynek a-ban lokélis maximuma (minimuma) van,

azaz létezik B(a) C D Ggy, hogy x € B(a) N g~ 1(c) esetén f(a) > (<)f(x).

Tétel
Ha a definiciobeli f-nek feltételes lokalis szélsGértéke van g = c feltétel mellett a-ban, akkor
gradf(a) és gradg(a) linedrisan ésszefiiggbek.
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Megjegyzés
> Tehét létezik (\r, \g) € R2\ {(0,0)}, amire Argradf(a) + Aggradg(a) = 0.

» Ekkor gradg(a) # 0 esetén létezik A € R, amire gradf(a) = Agradg(a). Ezt a M-t fogjuk
Lagrange-féle multiplikadtornak nevezni.

> Lokalis maximum esetén \ > 0, lokalis minimum esetén A\ < 0.

» g 1(c) tobbnyire nem nyilt, esetleg egyaltalan nincs belsé pontja, igy egyszerii szélsérték
keresésre nem alkalmazhaték a korabbi tételek.

Feladat

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 10(x* — y3) fiiggvény feltételes lokalis szélséértékhelyeit a
g(x,y) = x% + 2y? = 2 feltétel mellett.

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalt alkalmazasa (233.-267.)—Feltételes széls6érték (250.-254.) 252



Tobb feltételre is kimondhatd a tétel.
Tétel

Legyen n > k, D C R" nyilt, f : D — R és g : D — RK folytonosan derivalhaté, a € D és
c € Rang! Ha f-nek feltételes lokalis szélsGértéke van a-ban a g(x) = c feltétel mellet, akkor

/
gradf(a), gradgy(a),. .. ,gradgk(a) linedrisan Ssszefiiggbek, azaz A = l;,((z))l e R(k+1)xn

esetén Rang A < k.

Megjegyzés
> Ha Rang g’(a) = k, akkor ez is felirhaté Lagrange-féle mutliplikatorokkal:
L e RY¥k: f'(a) = L-g'(a), azaz L = [)\1 . /\k} jeléléssel n + k ismeretlen
gradf(a) = Aigradgi(a) + - - - + Acgradgk(a) (n egyenlet) és g(a) = c (k egyenlet).
> Utdbbit tgy is irhatjuk, hogy F: D x RK — R, F(x,\1,...,\¢) = f(x) + S5, Nigi(x)
fiiggvény dsszes parciélis derivaltja 0, azaz gradF(a) = 0 € R™K,
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Feladat

Hatarozzuk meg az f(x,y,z) = xy?z3 fiiggvény feltételes lokélis szélsdértékhelyeit a
gi(x,y,2) = x> +y? + 2?2 =4 és go(x,y, z) = (x — 1)® + y? + 2% = 4 feltételek mellett.
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Kifejezhets-e y az x fiiggvényében egy f(x, y) = 0 implicit egyenletbdl?

o

Példaul az f(x,y) = x2 + 2y? — 2 = 0 egyenlettel adott gérbe nem egy y = g(x) fiiggvény
grafikonja, de darabjai igen.

[\
7
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Kifejezhetb-e y az x fiiggvényében egy f(x,y) = 0 implicit egyenletbdl?

Példaul az f(x,y) = x? 4+ 2y? — 2 = 0 egyenlettel adott gérbe nem egy y = g(x) fiiggvény
grafikonja, de darabjai igen.

X2

A kék rész példaul y = 4/1 — 5
%2
A piros rész pedig y = —/1 — 5
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Tétel

Legyen D CR", | CR nyilt, ac D, be |, f : D x | — R folytonos dgy, hogy f(a,b) = 0!
Ha minden x € D esetén hx(y) = f(x,y) szigordian monoton, akkor létezik B(a) C D és
g : B(a) — | folytonos dgy, hogy x € B(a) és y € | esetén

f(x,y) =0 <= y = g(x).

Megjegyzés

Ha D=1=R, f: R? = R (gy, hogy f(x,y) = x% + 2y? — 2, akkor hy nem monoton.
Ha D =R, de I =[0,00[ (vagy | =] — 00,0]), f : R x | — R dgy, hogy
f(x,y) = x? 4+ 2y? — 2, akkor hy szigordan monoton névé (monoton csdkkend).

Feladat

1.n=1 D=R, I =]0,00[, f(x,y) = x+¢€*— (y + Iny) esetén mit mond a tétel? (példaul
f(0,1) = 0)

2.n=1 D=R, I =]0,00], f(x,y) =x+¢€*—(y +2Iny) esetén mit mond a tétel?
(példaul £(0,1) = 0)
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Tétel (Implicit fuggvénytétel (1-dimenziéban))
Legyen D C R", | CR nyilt, ae D, be I, f : D x | — R folytonosan derivalhaté gy, hogy
f(a,b) =0!

Ha Dpy1f(a, b) # 0, akkor létezik B(a) C D, B(b) C | és g : B(a) — B(b) folytonosan
derivalhaté dgy, hogy x € B(a) és y € B(b) esetén

f(x,y) =0 <= y = g(x).
1

Tovdbbd, g'(x) = — 5~

[Dif(x,g(x)) ... Daf(x,g(x))].
Megjegyzés
» Ha f k-szor folytonosan derivalhatd, akkor g is k-szor folytonos derivalhaté.

» Ha f folytonos derivalhatésagat csak (a, b)-ben tessziik fel (egy géombkornyezetben

derivalhatd), a tétel akkor is igaz marad, de g folytonos derivalhatésagat is csak a-ban
tudjuk biztositani.
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Tétel (Implicit fliggvénytétel (k-dimenzidban))
Legyen D C R", | CR¥ nyilt, ac D, b€ I, f: D x | — R¥ folytonosan derivalhaté dgy, hogy
f(a,b) = 0!
Ha A= [Dny1f(a,b) ... Dy xf(a,b)| reguliris, akkor létezik B(a) C D, B(b) C I és
g : B(a) — B(b) folytonosan derivalhaté gy, hogy x € B(a) és y € B(b) esetén
fx,y) =0 < y=g(x).
Tovébbs, g'(x) = —A~1 [Dif(a,b) ... Dyf(a,b)|.

Megjegyzés
» Ha f k-szor folytonosan derivalhatd, akkor g is k-szor folytonos derivalhaté.

» Ha f folytonos derivalhat6sagat csak (a, b)-ben tessziik fel (egy gdmbkornyezetben
derivalhatd), a tétel akkor is igaz marad, de g folytonos derivalhatésagat is csak a-ban
tudjuk biztositani.
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Definicié

Azt mondjuk, hogy az Xy matrixsorozat hatarértéke az A matrix, ha elemenként

lim Xk (i,J) = A(i, ).

A D C R™"™ halmaz torlédasi pontjanak nevezziik az A € R"*™ matrixot, ha létezik

D\ {A}-beli matrixsorozat, melynek hatarértéke A.

Legyen D C R™™ halmaz torlédasi pontja az A € R"*™ matrix, f : D — RP*9 és B € RP*9,
Azt mondjuk, hogy )liLnA f(X) = B, ha minden D\ {A}-beli Xy sorozatra

Xk > A = f(Xk) — B.

Legyen A€ D C R™™, f: D — RP*9. Azt mondjuk, hogy f folytonos A-ban, ha minden
D-beli Xy sorozatra Xy — A = f(Xx) — f(A).

Tétel

A matrix determinans folytonos fiiggvény. (Id Leibniz-formula)

A mdatrixinvertalds folytonos fiiggvénye a regularis matrixoknak. (adjungdlt transzponaltja
osztva a determinanssal)
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Definicié

Legyen D C R” nyilt!

Az f : D — R" fiiggvényt regularisnak nevezziik, ha folytonosan derivélhatd, és det(f’(x)) # 0
teljestil minden x € D esetén.

Az f : D — R" fiiggvényt lokalisan invertalhatonak nevezziik, ha minden a € D pontnak van
olyan B(a) C D gébmbkornyezete, melyre f|g(,) invertalhato.

Tétel (A lokalis invertalhatésag elégséges feltétele)

Ha D C R" nyilt, és f : D — R" regularis, akkor lokalisan invertalhaté.

Megjegyzés

> Ay = f(x) egyenlet (egyenletrendszer) megoldhatd, azaz x kifejezhetd y-bdl (lokalisan).
Példaul az f(x) = x® + x> 4+ 3x = y egyenlet (mivel f’(x) > 0) megoldhaté lokalisan
egyértelmiien, azaz ha f(a) = b, és y kozel van b-hez, akkor létezik pontosan 1 db x az a
kozelében, amire f(x) = y.

> Ha a tételbeli f fliggvényrdl csak egy a pontban tessziik fel, hogy derivaltmatrixa regularis
(de f folytonosan derivalhaté D-n), akkor mondhatjuk, hogy létezik B(a), amin f
invertalhaté.
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Tétel (Inverzfiiggvény regularitasa)

Ha D C R" nyilt, és f : D — R" regularis és invertalhato, akkor R = Rang C R" is nyilt, és f
inverze is regularis. Tovabbs barmely a € D esetén (f~1) (f(a)) = (f'(a))*

Megjegyzés

Példaul az f(x) = x® + x3 4 3x = y egyenlet x megoldisa folytonos s6t regularis fiiggvénye
y-nak.
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Az el6z0 tételek szerint konnyen lathatd a kovetkezd.
Tétel (Inverz fuggvénytétel)

Ha D C R" nyilt, és f : D — R" regularis, akkor lokalisan invertalhatd, és a lokalis inverzek is
regularisak.

Megjegyzés
> A tétel szerint minden a € D esetén létezik B(a) = U C D és V C R” nyilt dgy, hogy
g = fly : U — V bijekcié, amire g_1 : V — U szintén regularis.
P> A bizonyitasokbdl lathatdéan, ha a tételbeli f fliggvényrdl csak egy a pontban tessziik fel,

hogy derivaltmatrixa regularis (de f folytonosan derivalhaté D-n), akkor mondhatjuk,
hogy létezik B(a), amin f invertalhatd, és inverze regularis f(B(a))-n.
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Az el6z0 tételek szerint konnyen lathatd a kovetkezo.
Tétel (Inverz fuggvénytétel)

Ha D C R" nyilt, és f : D — R" regularis, akkor lokalisan invertdlhatd, és a lokalis inverzek is
regularisak.

Megjegyzés
» Az Implicit fiiggvénytétel (k-dimenziéban) is levezethetd a fenti tételbél. D C R”, | C R¥
nyilt, a€ D, b€ I, f : D x | — R folytonosan derivalhaté tgy, hogy f(a, b) = 0! Ha
A=[Dn1f(a,b) ... Dyixf(a,b)| reguléris, akkor F : D x | — R,
Ih 0
5 A], ahol B = [D1f(a,b) ... D,f(a,b)|.

F’ folytonos, det F' = det A # 0, igy alkalmazhaté az inverz fliggvénytétel. Létezik
U= B(a,b) C Dx Ié V C R™k nyilt gy, hogy G = F|y : U — V bijekcié, amire
G 1:V = U regularis.

Jeldlie h: V — I a G 1(x, f(x,y)) = (x,y) fiiggvény utolsé k koordinatafiiggvényébdl
allé vektorfuggvényt. Ekkor h(x, f(x,y)) =y, és g(x) = h(x,0) a keresett fliggvény.

F(x,y) = (x, f(x,y)) derivilhaté, F' = [
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Formalisan bevezetjiik a V = (Dy, D2, D3) jelolést. Legyen tovabba D C R3 nyilt, és az
f : D — R fiiggvényre hasznaljuk a skaldrmezd, mig a f : D — R3 fiiggvényre a vektormezd

elnevezést.
A

)=

T

~\~
([

.

-

N
?

Definicié
Az f : D — R derivalhaté skalarmezé gradiensének nevezziik a
gradf = (D1f, Dof, D3f) vektormez6t.

alarral valdszo bal oldalon a vektor, jobb oldalon a skaléar.
gradf =V f.
A gradiensvektor a-szjintalakzatra (kétdimenziéban szintvonal)

erblepes, a ndvekvd szintalakzatok irdnydba mutat, hossza a
szintalakzatok-ndvekedési sebessége.
Az abran az f(x,y) = x*—y3 fiiggvény néhany szintvonala, és
néhany gradiensvektora lathaté. gradf (x,y) = (4x3, —3y?)
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Formalisan bevezetjiik a V =

7T NN

—» ]

Definicié
Az f : D — R3 derivalhat6 vektormezd divergencidjanak nevezziik
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konstans vektormezd
forrdsmentes

a divf = D1f; + Dofy + D3f3 skalarmez6t.

Skalérszorzat. divf = (V,f).

(D1, Dy, D3) jelolést. Legyen D C R3 nyilt, és hasznaljuk az
f : D — R fiiggvényre a skalarmezd, mig a f : D — R3 fiiggvényre a vektormezd elnevezést.

AT

A divergencia a kidramlas - bearamlas. Pozitiv ha forras, negativ

ha elnyel6. Két dimenzidban divf = Dif; + Dfs.

2
(% —0.18,% — 0.18) vektormezé lathato,
Piros a forras, kék az elnyeld. lef(X y)=x —|— y
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f(x,y) = 0.05(3y, 2x)

is forrdsmentes
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f(x,y) = 0.05(3x,2y)

allandé forras
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Formélisan bevezetjiik a V = (D1, Dy, D3) jeldlést. Legyen D C R3 nyilt, és hasznaljuk az
f : D — R fiiggvényre a skaldrmezé, mig a f: D — R3 fiiggvényre a vektormezd elnevezést.

konstans vektormez6
orvénymentes

Definicio

Az f : D — R3 derivalhat6 vektormezé rotacidjanak
nevezziik a

rotf = (D2fs — D3f2, D3fy — D1f3, D1fo — Dafy)
vektormezot.

Vektoridlis szorzat. rotf =V x f.

Az 4bran az f(x,y) = 135(y® — 13y, x3 — 13x)
vektormez6 lathaté. Két dimenziéban a rotacid
skalarértékii rotf(x,y) = Difo — Dafy. Piros a
pozitiv, kék a negativ.

rotf(x,y) = 3x% — 13 — (3y? — 13) = 3(x? — y?)

N 2 2A2TRANA A 3 3 3
I R A \)az f(X7y)_m(X _13X,y _13y)
¥ v nypve vosyektormezd is Orvénymentes

KN v

NoA A A2

N 227 A

~ 2 a2z P
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Formalisan bevezetjiik a V = (D1, D2, D3) jelolést. Legyen D C R3 nyilt, és hasznaljuk az
f 1 D — R fiiggvényre a skalarmezé, mig a £ : D — R3 fiiggvényre a vektormezé elnevezést.

Definicié
Az f : D — R kétszer derivalhatd skaldrmez6 Laplace-operatordnak nevezziik a
Af = Di1f + Doof + D33f skalarmezét.

Skalaris szorzat A = (V, V).

CSAK VAZLAT (PG)
Derivalt alkalmazasa (233.-267.)-Differencialoperatorok (263.-267.)

266



Gradiens, divergencia, rotacié

Tétel
Haa€R, f,g:DCR3 =R ésv,w: D — R3 derivilhatéak, akkor

grad(f + g) = gradf + gradg;
div(v + w) = divv + divw;

grad(af) = agradf;
div(av) = adivv;
rot(v + w) = rotv + rotw;
A(f +g)=AOF+ Ag;
divfv = vgradf + fdivv;

rot(av) = arotv;

A(af) = aAf;

rotfv = v x gradf + frotv;
div(v X w) = wrotv — vrotw;

Af = div(gradf),

rotrotv = graddivv — Av;
Av = grad(divv) — rot(rotv));

vVvVvvyVvVvVvyyy
vVvvyvVvVvyyypy

ha f és v kétszer derivilhatd, akkor

» divrotv = 0; » rotgradf = 0;
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Megjegyzés
Kétvaltozés fliggvények integraljat kettOs integralnak is nevezziik.

Két dimenzidban téglanak olyan téglalapokat neveziink, melyek oldalai tengelyparhuzamosak.
Ilyenen az integralt az egyvaltozds esethez teljesen hasonléan értelmezziik.

CSAK VAZLAT (PG)
Integrél (268.-324.)-Kétvaltozés fiiggvények integralja (268.-289.) 268



A tovabbiakban feltessziik, hogy a < b és ¢ < d, illetve f : @ — R korlatos, ahol
| =[a,b] CR, J=][c,d] CR és c R2.

1 (X5~)/7)

Q.

Néhany tovabbi definicio.

» Osztépontoke: (xk,y;), ahol
k=0,1,...,pilletve | =0,1,...,qg
ugy, hogy
a=xg<x3<--<xp=>b,illetve
c=y<n<--<y,=d.

> I = [xe—1, x| illetve J; = [y—1, y/] ls X J5
jelolésekkel a k, I-edik résztégla
Ik % Jj mértéke (terilete)
A = (k= xk-1)(y1 = y1-1) >0,
ahol k=1,...,p, 1 =1,...,q.

D

(%0, ¥0)
a b
» Q=1 xJegy felosztasa F = {xg, X1,...,Xp} X {0, ¥1,...,Yq} az osztépontok halmaza.
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> Also kozelité osszeg, vagy alsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

p

SF = Z ka/Ak,, ahol my = inf{f(x,y) : x € I,y € Ji}.
k=11=1

> Fels6 kozelitd osszeg, vagy felsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

p
Z Z My Ay, ahol My = sup{f(x,y): x € lx,y € J;}.

Az egyvaltozoés esethez hasonlé tételeket is kimondhatunk. Ezek bizonyitdasa megegyezik az
ottaniakkal.

> sp < Sk

> F1 CF; = sp <sp, < Sk < SF .

» F1 és F tetszOleges felosztasok esetén sp, < Sf,.
>

Jh = sup{se} € R és IH = inf{Sr} € R. Ezeket rendre alsé illetve fels6
Darboux-integralnak nevezziik.

> h<H.
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Definicié
Legyen f : Q@ = I x J — R korlatos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté Q-n,
ha h = H. Ezt a kozos értéket az f figgvény Q-n adott Riemann-integraljdnak (roviden

integraljanak) nevezziik és
J[ feeyyacy,
Q

/f vagy /f(x,y) d(x, y) vagy //f
Q Q Q

illetve

médon jeloljik.

Tétel (Riemann-kritérium)

Az f: Q@ =1 x J — R korlatos fiiggvény pontosan akkor Riemann-integralhaté Q-n, ha
minden € > 0 esetén létezik F felosztds, hogy Sp — sp < €.
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Most is igaz a kovetkezo.

Tétel
Haf: Q= 1xJ — R folytonos, akkor Riemann-integralhaté Q-n.
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Az integral kiszdmolasa. Kettds integral kétszeres integralld alakitasa.

Tétel (Fubini-tétel téglén)

Legyen f : Q =1 x J — R korlatos, ahol | = [a, b] és J = [c,d]!
Ha f Riemann-integralhaté Q-n, és minden x € | esetén az y — f(x,y)

d
Riemann-integralhaté J-n, akkor g(x) = / f(x,y)dy is Riemann-integralhatd I-n, és
C

Tehat ekkor
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Megjegyzés

Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljesiil, igy ekkor igaz a tétel allitasa, s6t ekkor forditott
sorrendben is igaz, azaz ekkor

b d d b
//f:/ /f(x,y)dy dx:/ /f(x,y)dx dy.
Q x=a VYy=c y=¢c X=a
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Megjegyzés

Ha az y — f(x,y) Riemann-integralhaté J-n nem teljesiil minden x-re, akkor helyette az alsé
vagy a fels6 integrallal szamolhatunk, vagyis ekkor

b [ d
//f:/ fxydy dx—/ /fxydy dx,
Q X=a X=a =C

illetve

/ f—/ /fxy ) dx dy—/d /bf(X,y)dX dy.

y=c \x=a

f Riemann—integralhatosaga Q—n ilyenkor is feltétel, de ebbdl kovetkezik példaul
d

g(x) = / f(x,y)dy Riemann-integrilhatésaga /I-n.
y=c
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Feladat
Legyen | =[0,1], J =[1,2] és T = I x J! Hatdrozzuk meg az

/ 3xe ¥d(x,y)

T

integralt, ha létezik!
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Feladat
Legyen | = [1,2] és T = I?! Hatarozzuk meg az

//y cos 2xyd(x, y)
:

integralt, ha létezik!
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Kovetkezmény
Hag:l—R, h:J— R folytonos, és f : Q =1x J — R dgy, hogy f(x,y) = g(x)h(y), akkor

[ [sfr

Q /
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Feladat
Legyen T = [0,1] x [—2,0]! Hat4rozzuk meg az

// xye?’XJ“y2 dT
:

integralt, ha létezik!
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Most definiadljuk az integralt tetszéleges korlatos halmazon.

V4
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Most definiadljuk az integralt tetszéleges korlatos halmazon.

V4
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Definicié
Legyen T C R? korlatos halmaz, és f : T — R korlatos fiiggvény. Ekkor léteznek /I, J C R
kompakt intervallumok, hogy T C I x J. Terjessziik ki f-et, azaz legyen

f(x,y), ha(x,y)eT,
0, ha (x,y) ¢ T!

Ha g integralhat6 | x J-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhaté T-n, és a most definialt

integral értéke a g integralja lesz.
// f //
T

IxJ

glx,y) = {

Megjegyzés
Kénnyen ellendrizhetd, hogy az integral (és az integralhat6sag) nem fiigg | és J vélasztasatol.
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Definicié
A T C R? tartomanyt normaltartomanynak nevezziik, a kdvetkezd két esetben.

> x tengelyre vonatkoztatott normaltartomany
| = [a, b] C R kompakt intervallum, ¢, d : | — R folytonos fiiggvények gy, hogy
c(x) < d(x) minden x € | esetén és

T={(x,y) eR?:x el c(x)<y<d(x)}

/\.y
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Definicié
A T C R? tartomanyt normaltartomanynak nevezziik, a kdvetkezd két esetben.

P> vy tengelyre vonatkoztatott normaltartomany
J = [c, d] C R kompakt intervallum, a, b : J — R folytonos figgvények Ggy, hogy
a(y) < b(y) minden y € J esetén és

T={(x,y)eR?:y € Ja(y) <x < b(y)}.
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Megjegyzés
A gyakorlatban akkor alkalmazhaték a kévetkezékben kimondott tételek, ha a definiciéban
szerepl6 a, b, ¢ és d fuggvények elég 'szépek’.

Most is igaz a kovetkezo.

Tétel
Ha T C R? norméltartomany f : T — R folytonos, akkor Riemann-integralhaté T-n.

CSAK VAZLAT (PG)
Integrél (268.-324.)-Kétvaltozés fiiggvények integralja (268.-289.)

283



Tétel (Fubini-tétel norméaltartomanyon)
A definicié jeloléseivel:

1. Ha f integralhaté a T x tengelyre vonatkoztatott normaltartoma- nyon, akkor

b d(x)
//f:/ / f(x,y)dy | dx,
T x=a \y=c(x)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden x € [a, b] esetén.

2. Ha f integralhaté a T y tengelyre vonatkoztatott normaltartoma- nyon, akkor

d b(y)
//f:/ / f(x,y)dx | dy,
v y=c \=aly)

feltéve, hogy a belsé integral is létezik minden y € [c, d] esetén.

Megjegyzés

Folytonos fiiggvényre alkalmazhaté a Fubini-tétel normaltartomanyon is.
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Feladat
Legyen T = {(x,y) € R2:0 < x,x2 < y <2 — x}! Hatérozzuk meg az

/ 2xydT

T

integralt, ha létezik!
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Feladat
Legyen T az y = 2\/x és az y = 2x? gorbék altal hatarolt korlatos tartomany!

1. Irjuk fel mindkét tipusi normaltartomanyként T-t!

//x—|-2ydT
:

2. Hatérozzuk meg az

integralt, ha létezik!
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Feladat
Legyen T az A= (0,0), a B=(5,0), a C = (4,6) és a D = (3,6) pontok altal meghatarozott
trapéz!

1. Irjuk fel mindkét tipusti norméaltartomanyként T-t!

2. Alakitsuk kétféleképpen kétszeres integralla az
// eﬁx+y dT
e

3. Hatarozzuk meg az integrélt, ha létezik!

kettGs integralt!
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Feladat

Az integralas sorrendjének
felcserélésével hatarozzuk meg az

1
/ V4 + x3dxdy
0

integralt!

%\I—i

Integrél (268.-324.)-Kétvaltozés fiiggvények integralja (268.-289.)
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Megjegyzés

Normaltartomanyok esetén az integralas sorrendje kotott. Kivil a hatarok allanddk, csak a
belsd integral hatarai lehetnek fiiggvények, és csak a kiilsé integral valtozdjatdl fiigghetnek. A
sorrend felcserélése a hatarok atalakitasaval jar.
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A tovabbiakban feltessziik, hogy a; < b; minden i = 1,..., n esetén, illetve f : Q@ = R
korlatos, ahol I; =[ai, b)] CR, és Q =h x --- x I, C R" tégla.
Néhany tovabbi definicié

» Osztépontok: (X1k,, X2kys - - - » Xnk, ), @hol minden i =1,... nesetén k; =0,1,..., p; tgy,
hogy ai = Xjo < Xj1 < -+ < Xjp; = b;.

» [, = [Xik—1, XiK;] jelolésekkel a k = (kq, ..., kn)-edik résztégla lx = hy, X -+ X Ink,
mértéke Ax = (Xllq — X1k1—1) ~~~~~ (X,,k,7 — Xnk,,—l) > 0.

> Q egy felosztasa F = {x10,X11,-- - Xip, } X =+ X {Xn0, Xn1, - - - Xnp, }

az osztépontok halmaza.
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> Also kozelité osszeg, vagy alsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

P1 Pn
SF = Z Z mgAg, ahol mg = inf{f(x) : x € It}.
ki=1 kn=1

> Fels6 kozelité osszeg, vagy felsé osszeg (F felosztashoz tartozik)

P1 Pn
Sk = Z Z My Ak, ahol My = sup{f(x) : x € Ix}.
k=1  ko=1

Az egyvaltozés esethez hasonld tételeket is kimondhatunk. Ezek bizonyitdsa megegyezik az
ottaniakkal.

> sp < Sk

> F1 CF2 = sp <sp < Sk < SF .

» F1 és F tetszOleges felosztasok esetén sp, < Sf,.
| 2

dh = sup{se} € R és 3H = inf{Sr} € R. Ezeket rendre alsé illetve fels6
Darboux-integralnak nevezziik.

> h<H.
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Definicié

Legyen f: @ = h x --- x I, = R korlatos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
Riemann-integralhaté @-n, ha h = H. Ezt a kdzds értéket az f fliggvény Q-n adott
Riemann-integraljanak (réviden integraljanak) nevezziik és

/fvagy /f(x)dx
Q Q

médon jeloljuk.

Lemma (Riemann-kritérium)

Azf:Q=Hh x---x I, —= R korlatos fliggvény pontosan akkor Riemann-integralhaté Q-n, ha
minden ¢ > 0 esetén létezik F felosztas, hogy SF — sp < €.

Tétel
Haf:Q=1Hh x---x I, — R folytonos, akkor Riemann-integralhaté Q-n.
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Tétel (Fubini-tétel téglén)

Legyen f : Q = I x --- x I, = R korlatos fiiggvény. Ha f Riemann-integralhaté Q-n, és
minden (x1,...,xp—1) € h X -+ X l,_1 esetén az x, — f(x) Riemann-integralhaté I,-n,

b
akkor g(x) = / f(x)dx, is Riemann-integralhaté Iy X --- X l,_1-n, és
an

/f _ / g(x)d(x1,- ., Xn1).
Qe

X1,...,X,,71)E/1><~~></,,,1

Megjegyzés

Ha f folytonos, akkor minden feltétel teljesiil, igy ekkor igaz a tétel allitdsa. SOt ekkor
n — 1-szer alkalmazhatjuk a Fubini-tételt, igy kapjuk, hogy

Q/f: /b (.72 (.7 f(x)dx,,) ...dxz> dxt.

Xx1=ai =az =an
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Feladat
Legyen V = [0, 1]3 az egységkocka! Hatérozzuk meg az

///x+y+zd(x,y,z)
v

integralt, ha létezik!
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Most definidljuk az integralt tetszéleges korlatos halmazon.

Definicié

Legyen T C R" korlatos halmaz, és f : T — R korlatos fliggvény. Ekkor létezik Q@ C R” tégla,
hogy T C Q. Terjessziik ki f-et, azaz legyen

_ Jf(x), haxeT,
glx)= {o, hax ¢ T!

Ha g integralhaté Q-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhaté T-n, és a most definialt
integral értéke a g integralja lesz.

[r=]

T Q

Megjegyzés
Koénnyen ellendrizhetd, hogy az integral (és az integralhatésdg) nem fligg Q vélasztasatol.
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Az n dimenzidés normaltartomanyt rekurzidéval definialjuk.
Definicié

T1 C R egydimenziés normaltartomany, ha kompakt intervallum.
T, C R" n-dimenziés norméaltartomany, ha

To={xeR":(x1,...,%n—1) € Tp_1,a(x1,...,xn—1) < xp < b(x1,...,%X—1)}

valamely T,_1 € R"~1 n — 1 dimenziés normaltartomany, és a, b : T,_1 — R folytonos
fliggvények esetén, melyekre minden (xi,...,xp—1) € Tp_1 esetén
a(xl, 000 ,X,,,l) < b(Xl, 000 ,X,,,l).

Most is igaz a kovetkezo.
Tétel

Ha T C R" normaltartomany f : T — R folytonos, akkor Riemann-integralhaté T-n.
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Normaltartomanyon vett integralra is kimondhaté Fubini-tétele.

Tétel (Fubini-tétel norméaltartomanyon)
A definicié jeloléseivel: Ha f integralhaté a T,, normaltartomanyon, akkor

bn(lenaanl)

/f(x)dx:/ / f(x)dxy | d(xa, ..., Xn—1),

Th To—1 \an(Xt,..-sXn—1)

feltéve, hogy a belsé integrél is létezik.

Megjegyzés

Folytonos fliggvényre alkalmazhaté a Fubini-tétel akar n — 1-szer is. Ekkor a kovetkez6
képletet kaphatjuk, ahol T C R" normaéltartomany, f : T — R folytonos fiiggvény.

by bQ(Xl) bn(X17---,Xn_1)
/f: / / / f(x)dx, | ...dx | dxg.
T X1=a1 \xp=a(x1) n=an(X1,--,Xn—1)
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Most is fontos az integralas sorrendje. Valamely integral hatarai csak a téle kijjebbi integralok

valtozéitdl fligghetnek.
A kovetkezd példakban haszniljuk a dV jeldlést a d(x, y, z) helyett, ami a térfogati integralra

utal.
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Feladat
Legyen V = {(x,y,z) €R3:0 < x,y,z és x + y + z < 1}! Hatarozzuk meg az

J[fxeyszav

integralt, ha létezik!
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Definicid

A T C R" korlatos halmaz. Ha a konstans 1 fliggvény integralhaté T-n, akkor a T halmazt
Jordan-mérhetének nevezziik, az integral értékét a T Jordan-mértékének hivjuk, és J(T)-vel
jeloljik.

Réviden
J(T) = / 1,
T
ha létezik.
Megjegyzés

Koénnyli megmutatni, hogy minden tégla Jordan-mérhetd, és Jordan-mértéke az egy cslicsbol
indul6 n él hosszanak szorzata. Igy példaul egy szakasz 2 dimenziés Jordan-mértéke 0.
Szintén kénnyen lathatd, hogy minden normaltartomany is Jordan-mérhetd.

A kétdimenziés Jordan-mérték a teriilet altaldnositasa. Ha példaul f : [a, b] — R folytonos,
akkor az y =0, x = a, x = b és y = f(x) &ltal hatarolt korlatos sikidom Jordan-mértéke

b f(x) b

J = //1dydx—/[y] X)dx—/f( ) dx.

a
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Megjegyzés
J(T) =0 azt jelenti, hogy Ve > 0 esetén 3Q1, Q2. .. Qp téglaknak olyan véges rendszere,

melyre >0 _; J(Qk) <&, és T C UL_; Qx.
Ezeket a halmazokat Jordan-szerint nullmértékiinek nevezziik.

Tétel (Jordan-Riemann-kritérium)

» T C R" korlatos halmaz pontosan akkor Jordan-mérhets, ha hatara Jordan-szerint
nullmértékii.

» Ha S C R" Jordan-mérhetS, f : S — R korlatos, és szakaddsi pontjainak halmaza
Jordan-szerint nullmértékii, akkor f Riemann-integralhaté S-n.
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Példa

1 +
- N 7 h 0,11 N
A Thomae-figgvény T(x) = {max{n]n < X € L}, axe(0,1]nQ,

0 ha x € [0,1]\ Q
helyeinek halmaza (Q N[0, 1]) nem Jordan-mérhetd, de T Riemann-integralhaté a [0, 1]
halmazon (fo =0).

A

szakadasi
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Ehhez hasonlét jelent a Lebesgue-mérték szerinti nullmértékiiség is.
Definicié
Azt mondjuk, hogy a T C R" halmaz Lebesgue-szerint nullmértékii, ha Ve > 0 esetén

o o0
@1, Q> ... tégldknak olyan (végtelen) sorozata, melyre g J(Qk)<e ésTC U Q.
k=1 k=1

Tétel (Lebesgue-kritérium)

Egy T C R" korlatos halmaz pontosan akkor Jordan-mérhet8, ha hatira Lebesgue-szerint
nullmértékii.

Ha T C R" Jordan-mérheté halmaz, f : T — R korlatos, akkor f pontosan akkor

Riemann-integralhaté T-n, ha T-beli szakadasi pontjainak halmaza Lebesgue-szerint
nullmértékii.
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Tétel (A Riemann-integral monoton)

Ha T C R" korldtos és f,g : T — R Riemann-integralhaté T-n gy, hogy f(x) < g(x)

minden x € T esetén, akkor
/f < /g.
T T

Kovetkezmény (A Jordan-mérték monoton)

Ha T1, To C R" Jordan-mérhetéek tgy, hogy T1 C To, akkor
J(T1) < J(T2).
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Tétel (A Riemann-integral linearis funkcional)

Ha T C R" korlatos és f,g : T — R Riemann-integralhaté T-n, akkor f 4+ g is

Riemann-integralhaté T-n, és
/U+gy:/f+/g
T T T

Ha még o € R, akkor af is Riemann-integralhaté T-n, és

/mﬂ:a/ﬁ
T T
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Tétel
Ha T C R" korlatos és f : T — R integralhaté T-n, akkor |f| is integrdlhaté T-n, és

/fg/m.

T T

Lemma

Ha T C R" korlatos és f,g : T — R integralhaté T-n, akkor m(x) = min{f(x), g(x)}
M(x) = max{f(x),g(x)} is integrilhaté T-n.

7

es
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Tétel
Ha Ty, T, C R" korlatos tgy, hogy f Riemann-integralhaté Ty-en és Tr-n, akkor T1 U To-n és

T1 N Tr-nis az, és
/f+ / f—/f+/f.

T1UT, TiNT, T
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Tétel (A Riemann-integral a tartomany szerint additiv)

Legyen Ty, T, C R" korldtos dgy, hogy int(T1) Nint(Ty) = 0! Ha f Riemann-integralhaté
T1-en és To-n, akkor T1 U T-n is az, és

/f:/f+T[f.

T1UT, T1

Kovetkezmény (A Jordan-mérték additiv)

Legyen Ty, T, C R" Jordan-mérhetd dgy, hogy int(T1) Nint(T,) = 0! Ekkor Ty U Ty is
Jordan-mérheté, és

J(T1U T2)=J(T1) + I(T2).
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Az egyvaltozds figgvényeknél tanult helyettesitéses integralt szeretnénk altalanositani.
Emlékeztetdiil.

Tétel (Helyettesitéses integral)
Legyen a < b, g € C[la B’ ésf e Cg([a’b]). Ekkor

g(b) b
/ F(x) dx = / F(g(t))g(£) dt.
g(a) a

Az els6 fontos valtozas, hogy a tobbvaltozds esetre kiterjeszthetd alaknal nincs irdnyitva az
integralasi tartomany.

Ha g szigoriian monoton novo, akkor ez semmilyen valtozast nem jelent, mert ekkor

g(a) < g(b), azaz ekkor g([a, b]) = [g(a), g(b)]. Ha viszont szigorian monoton csokkend,
akkor g(a) > g(b), azaz ekkor g([a, b]) = [g(b), g(a)]. Viszont ekkor g'(t) < 0, ezért
altalanosan a formula

fdx= [ F(e(e) |g(0)]de
&([a,b]) [a,b]
alakba irhaté szigorGlan monoton, azaz kdlcsonosen egyértelmii g esetén.
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Az egyvaltozos fliggvényeknél tanult helyettesitéses integralt szeretnénk altalanositani.
Emlékeztetdiil.

Tétel (Helyettesitéses integral)
Legyen a < b, g € C[%a,b]’ ésf e Cg([ab]). Ekkor

fdx = [ Fle(e) |g(0)|de
&([a,b]) [a,b]
alakba irhaté szigorGlan monoton, azaz kdlcséndsen egyértelmii g esetén. n-valtozds esetben
[a, b] helyett irhatunk A C R" kompakt halmazt (ilyen példaul egy norméaltartomany), és ekkor
g : A — R” kolcsondsen egyértelmii, folytonosan derivalhaté transzforméacio.
Ekkor g derivaltja a Jacobi-matrix, a képletbe pedig a Jacobi-determinans abszol(t értékét
irjuk.
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Tétel (Integraltranszformacio)

Legyen E C R" nyilt halmaz, g : E — R" folytonosan derivalhaté! Ha A C E kompakt és

Jordan-mérhetd, glint a injektiv és f : g(A) — R folytonos, akkor a kbvetkezd integralok
léteznek és egyenlSek.

[ fixdx= [ flg(e)) ldetg/(8) d.
A

g(A)

Megjegyzés

A Tételben elég f Riemann-integralhatésaga g(A)-n a folytonossag helyett. Vagy a masik
oldali integral |étezése.
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Feladat

Hatarozzuk meg az xy = 1 és xy = 2 hiperbolak, és az y = x és y = 2x egyenesek altal
hatarolt H korlatos tartomany teriiletét.

/\.y

W
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Feladat

Hatarozzuk meg az xy = 1 és xy = 2 hiperbolak, és az y = x és y = 2x egyenesek altal
hatarolt H korlatos tartomany teriiletét.

/\.y AV

V=

W
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Feladat

Hatarozzuk meg az xy = 1 és xy = 2 hiperbolak, és az y = x és y = 2x egyenesek altal

hatarolt H korlatos tartomany teriiletét.

/\.y AV

V=

W

2 2

1 1 In2

T:/ld(x,y): / 1d(><,y):/Zd(u,v)://jdudv:—n2
H 11

g(A) A
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Kovetkezmény (A Jordan-mérték eltolas-invarians.)

Ha T C R" Jordan-mérheté és ¢ € R" tetszéleges, akkor T + ¢ is Jordan-mérhetd, és

J(T+¢)=J(T).

Tétel
Ha T C R" Jordan-mérheté és A € R, akkor A\T = {\x|x € T} is Jordan-mérheté és
JAT) = [A"T(T).
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Polartranszformacio

Tegyiik fel, hogy a T C R? korlatos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € R olyan,
hogy x?> + y?> < R?, ha (x,y) € T, és legyenek az (ij valtozok r és ¢ tgy, hogy x = rcosp és
y = rsingp, ahol r € [0, R] és ¢ € [0,27], azaz A = [0, R] x [0, 27] és

_(x(r,@)\ _ [rcosg
8(r¢) = <y(r,cp)> o (rsin go) :

Ekkor a Jacobi-determinans

/ !/ .
/ _ Xt x| _|cosp  —rsing| ) Y
detg'(r,¢) = yi vl T lsing  reosy =rcos @+ rsin“p=r.

27-[4\ y'i,,,

> A b

S
7

I
I
I
I
I
1
X

... |
T

W
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Feladat
Legyen T = {(x,y) € R? : x < 0,x%> 4 y2 < 9}!

/cos(x2 +y?)dT =?
a

Most az integrandus problémas, ezért alkalmazzunk polartranszformaciot.

/\3 A
3
)
-
. g A
L4 %
2 |
N N
-3 3
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Feladat
Legyen T = {(x,y) €R?:0<y,1 < x?+4y? <4}l

1
/<x2+y2>2”:?
/

Most az integrandus problémas, ezért alkalmazzunk polartranszformaciét.

és\iﬁ
1 2 A
112
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Feladat

Legyen T = {(x,y) € R?: y,1 < x? 4 y? < 4}

%\x

/4xy3 dT =7

Alkalmazzunk polartranszformaciét.

A A

T
AR 2
1 T > £
\ s
> | 3
/7'('6\, \l \
1 2 1

~
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Feladat
Legyen T = {(x,y) €R?:0<y < x,x? +y? —2x < 0}/

/2 +ydT =7
T
Alkalmazzunk polartranszformaciét.
2 ,
.7 T
+, R
- g "~

I

~

~
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Henger koordinatak

Tegyiik fel, hogy a T C R3 korlatos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € RT és
71,20 € R olyan, hogy x? + y? < R? és z; < z < z5, ha (x,y,z) € T, és legyenek az (j

valtozdk r, ¢ és z Ggy, hogy x = rcosy, y = rsing és z =z, ahol r € [0, R], ¢ € [0,27] és
z € [z1,20], azaz A= [0, R] x [0, 27] X [z1, z2] és

x(r,p, z) r cos
g(r,p,z) = y(rip,z) | = | rsine
z(r, ¢, 2) z

Ekkor a Jacobi-determinans

Xp X, X cosp —rsinp 0
detg'(r,p,z) = |y, y, yi| =|sing rcosp 0=
7, z, Zz 0 0 1

=1-(rcos®p+rsin®p)+0+0=r.

Tulajdonképpen a Fubini-tétel alkalmazésaval, az integralt egy z szerinti, és egy (x,y) szerinti
integralbdl rakjuk 6ssze, majd utdébbit polarkoordintatazzuk.
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Feladat
Legyen V = {(x,y,z) €R3:1< x> +y?2<4,0<z<8—x2 — y?}

/V//x2dV:?
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Feladat
Legyen V = {(x,y,2) ER3:2< x>+ y>? < R2 1 < z< e}l

[ v =
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Gombi koordinatak

e
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Tegyiik fel, hogy a T C R3 korlatos halmazon szeretnénk integralni. Legyen R € R olyan,
hogy x? + y? 4+ z2 < R?, ha (x,y,z) € T, és legyenek az (j véltozék r, ¢ és 1 tigy, hogy

x =rcospsind, y = rsinpsind és z = rcos¥, ahol r € [0, R], ¢ € [0,27] és ¥ € [0, 7], azaz
A =0, R] x [0,27] x [0, 7] és

x(r, 9, ) rcos sin
g(r,0,0)=|y(r,9,¢) | = | rsinpsind
z(r, 9, ¢) r cos 1

A valtozdk sorrendjét azért cseréltiik fel, hogy a Jacobi-determinans pozitiv legyen. Ez csak
esztétikai kérdés, hiszen nekiink Ggyis a Jacobi-determinans abszolut értéke kell. A
Jacobi-determinans

X, Xy X, |cosgsintd rcospcosy —rsingsiny
detg'(r,0,0) =y, yy y,|=|singsind rsinpcos? rcospsind |=
z zy 2z, cos ¥ —rsin? 0

= cos ¥(r? cos® psin® cos ) 4 r? sin® psin ) cos V) —
— (—=rsin®)(r cos® psin® 9 + rsin® psin® ) + 0 =

= r?sin cos® ¥ + r’sin¥sin® 9 = r?sin¥.
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Feladat

Szamitsuk ki az R sugar(i gébmb térfogatat!
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Definicié

Ha D C R nyilt, o < f3, akkor a @ : [, 3] — D folytonos fiiggvényt, illetve az értékkészletét

gorbének hivjuk. Ha F = {a =ty < --- < tx = B} az [a, ] intervallum egy felosztasa, akkor
k

azt mondjuk, hogy Z l@(ti) — @(ti—1)| a hozzatartozd poligon hossza. Ha a poligonok

hosszainak halmazalfelliilrél korlatos, akkor a gorbét rektifikdlhaténak nevezziik. A gorbe
hossza jelentse a szuprémumot.

Azt mondjuk, hogy a fenti gorbe szakaszonként sima ha folytonos, és létezik olyan felosztas,
hogy a kompakt részintervallumokon folytonosan derivalhaté.

y

Tétel

Ha D C R3 nyilt és 6sszefiiggs, akkor barmely két

poligon pontja osszekétheté poligonnal.
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Definicid

Legyen D C R3 nyilt, f : D - R, a < 3, @ : [or, B] — D rektifikalhaté gorbe.

A &; € [ti—1, t;] reprezentanspontokhoz tartozé
integralkozelito osszeg jelentse a

k
o=>_le(t) — e(ti-1)|f(p(&)) szamot.
i=1
Ha
AeR:Ve>0:3F>0: AF < = |o—I| <¢,

akkor azt mondjuk, hogy az f skaldrmez6
integralhatd a ¢ rektifikalhaté gorbe mentén, és az
| értéket f skaldrmez6 ¢ gorbe menti integraljanak
nevezziik. Ezt igy jeloljik: [ = /f

®
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Tétel

A definicié jel6léseivel, ha @ szakaszonként sima, akkor rektifikalhaté. Ha még f folytonos,
akkor integralhaté a @ gorbe mentén, és a vonalintegral

B

/f:/fW(t))!«p’(t)\dt.

[0
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Feladat
Szamoljuk ki az f(x,y) = xy fuggvény @(t) = (1 — t,t), (t € [0,1]) gérbe menti integraljat!

Feladat

Szamoljuk ki az f(x,y) = xy figgvény @(t) = (1 —sint,sint), (t € [0, 5]) gorbe menti
integraljat!
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Feladat

Szamoljuk ki az f(x,y) = xy fuggvény @(t) = (cost,sint), (t € [0, 7]) gorbe menti
integraljat!

Megjegyzés

Az f =1 fliggvény gorbe menti integralja a gorbe ivhossza.

CSAK VAZLAT (PG)
Alkalmazasok (325.-347.)-Vonalintegral (325.-343.)

329



Tétel
HaleR, a <<, f ésf két skaldrmezéje a D C R3 nyilt halmaznak, melyek
integralhatéak a @1 : [a, 5] — D és @y : [8,7] — D rektifikdlhaté gérbék mentén, akkor
> az f3 = f; + f, skaldrmezé is integralhaté a @1 gorbe mentén és / f3 = / 1+ / fa;
p1 $1 ¥1
> az fy = Ay skalarmezé is integralhaté a @1 gorbe mentén és / fa = A / fi;

(4} p1
> ha p1(8) = w2(0), akkor @3 = @1 U ¢, is rektifikalhatd, és f integrdlhaté a @3 gérbe

mentén, méghozza | A = | L + / fi;
3 Y1 ¥2
» ha @ [—B,—a] = D, @a(t) = @1(—t), akkor @a is rektifikalhato, és fi integralhaté a
@4 menténis, és | f1 = —/fl_
P4 1
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Definicié
Legyen D C R3 nyilt, v: D — R3, a < 3, ¢ : [, B] — D rektifikilhaté gorbe. Tovabba
F={a=1ty < <ty =p} az [a,[] intervallum egy felosztésa. A &; € [ti_1, ti]

reprezentanspontokhoz tartozé integralkozelitdé osszeg jelentse a
k

o= Z((p(t/) —@(ti—1), v(p(&))) szamot.
Ha =
AeR:Ve>0:3>0: AF < = |o— | <¢,
akkor azt mondjuk, hogy a v vektormezd integralhato a ¢ rektifikdlhaté gorbe mentén, és az /

értéket v vektormezo ¢ gorbe menti integraljanak nevezziik. Ezt igy jeloljik: /= [ v
©
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Definicié
Legyen D C R3 nyilt, v: D — R3, a < B, ¢ : [a, B] — D rektifikalhaté gorbe.Ha
o(a) = @(5), akkor azt mondjuk, hogy @ zart gorbe, mig az /v vonalintegrilt,
]
korintegralnak nevezziik, és hasznaljuk a ;Igv jelolést.
@
Tétel

Ha D C R3 6sszefiiggs és nyilt, v : D — R3 vektormez6 a szakaszonként sima D-beli gérbék
mentén integralhatd, akkor a kévetkezé allitasok ekvivalensek.

1. a szakaszonként sima gérbe menti integral fiiggetlen az ittél (csak a végpontoktdl fiigg);

2. a szakaszonként sima zart gérbe menti kérintegral O;
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Tétel

A definicié jel6léseivel, ha v és @ folytonos, akkor a / v vonalintegral létezik.

®
Ha még ¢ szakaszonként sima, akkor
B
[v=[wle). ¢
© a
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Feladat
Szamoljuk ki az v(x,y,z) = (y, z, x) fuggvény @(t) = (cost,sint,t), (t € [0,4n]) gorbe
menti integraljat!

Feladat

Szamoljuk ki az v(x, y, z) = (y, z, x) fiiggvény @(t) = (cos t?,sin t2, t?), (t € [0,2/7]) gorbe
menti integraljat!
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Feladat

Szamoljuk ki az v(x,y,z) = (y, z, x) fuggvény e(t) = (1,0, t), (t € [0, 4x]) gorbe menti
integraljat!
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Tétel

Hal€R, a <8<, vi és vy két vektormez8je a D C R3 nyilt halmaznak, melyek
integralhatéak a @1 : [a, 5] — D és @y : [5,7] — D rektifikdlhaté gérbék mentén, akkor

> az v3 = vi + v» vektormezd is integralhaté a @1 gérbe mentén és / v; = / vi + / Vo,
p1 p1 p1
> az vy = A\vy vektormezd is integralhaté a g1 gorbe mentén és / vy = )\/ vi;
$1 p1

» ha @1(B) = w2(5), akkor w3 = @1 U @, is rektifikilhatd, és vy integralhaté a 3 gérbe

mentén, méghozza | vi = [ vi + [ vi;

p3 p1 p2

» ha s [—0,—a] = D, @4(t) = @1(—t), akkor @4 is rektifikalhatd, és vy integralhaté a

@4 menténis, és [ vy = — | vy.

P4 Y1
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Definicié
Legyen D C R3 nyilt. Azt mondjuk, hogy az f : D — R skalarmezd primitiv fiiggvénye vagy
potencialfiiggvénye a v : D — R3 vektormezdnek, ha

gradf = v.

Ha a v vektormezének van primitiv fiiggvénye, akkor konzervativnak vagy potencidlosnak
nevezziik.

Tétel

Legyen D C R3 nyilt és 6sszefiiggs, f : D — R skaldrmezd primitiv figgvénye a v : D — R3
vektormezének. Ekkor a g : D — R skalarmezé pontosan akkor primitiv fliggvénye v-nek, ha
f — g konstans.

Megjegyzés

Ha D C R3 nyilt, v : D — R3 konzervativ vektormezé derivalhaté, akkor drvénymentes.
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Feladat

Potencialosak-e a

_ x? 2 2
V(Xayaz)_ yz—xy,xz—?—&—yz Xy +y°z

és a
W(X7Y7Z) = (y+5in(y) 'eZ,X : COS(y) ’ eZ,X 'Sin(y) ’ ez)

vektormez6k? Ha igen adja meg a primitiv fliggvényeket!
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Tétel (Newton-Leibniz-formula (vonalintegral))

Ha D C R3? 6sszefiiggs és nyilt, o < 3, a v : D — R3 folytonos vektormez8 primitiv fiiggvénye
az f : D — R skalarmez8, akkor minden D-beli szakaszonként sima ¢ : [o, B] — D gérbe
mentén integralhatd, és

/v _ f(b) — f(a).

173

Kovetkezmény

Ha D C R? 6sszefiiggs és nyilt, v : D — R3 konzervativ vektormezd, akkor

» a szakaszonként sima gérbe menti integral fiiggetlen az (ttél (csak a végpontoktdl fiigg),

» a szakaszonként sima zart gérbe menti kérintegral 0;
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Definicié

Legyen D C R3 6sszefiiggd és nyilt, és v : D — R3 vektormez olyan, hogy minden D-beli ¢
szakaszonként sima zart gorbére vett korintegralja 0. Legyen tovabba a € D rogzitett.

Ha x € D esetén ¢ : [a, B] — D egy olyan szakaszonként sima gorbe, melyre ¢(a) = a és

©(B)x, akkor az f(x) = / v figgvényt a v integralfiiggvényének nevezziik és bevezetjik az

7]
X

/ v jelolést.

a

Tétel

A definicié jeloléseivel, ha a v vektormezé folytonos, akkor az integralfiiggvény egyben primitiv
fliggvény is.
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Definicié
A D c R3 nyilt halmazt csillagtartoméanynak nevezziik, ha létezik a € D Gigy, hogy minden
x € D esetén az a-t és az x-et 0sszekdtd szakasz D-ben halad.

Kovetkezmény
A D csillagtartomanyon értelmezett folytonosan derivalhaté vektormezd 6rvénymentes, akkor
létezik primitiv fliggvénye.
Példa
, =X / Y ”
Vizsgéljuk a v(x,y) = % képlettel definialt vektormezét!
xX“+y
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Lemma

Ha D C R? nyilt, ¢ : [, B] — D rektifikalhatd, pozitiv irdnyitasii zart gérbe, mely nem metszi
sajat magat, T a ¢ &ltal hatérolt tartomany, és v : D — R? folytonosan derivélhaté, akkor

(1) /B ue(©)er(e)de =~ [[ DT,
T

2) /ﬁvz(«p(t)ypg(t)dt — // DuvodT.
o T

Tétel (Green-tétel)

Ha D C R? nyilt, ¢ : [, B] — D rektifikdlhatd, pozitiv irdnyitasii zart gérbe, mely nem metszi
sajat magat, T a ¢ &ltal hatérolt tartomany, és v : D — R? folytonosan derivélhaté, akkor

%V:/ D1V2—D2V1dT.
14 T
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Megjegyzés (Newton-Leibniz-formula 2D)

A v vektormez6 ivhossz szerinti integraljanak nevezziik a koordinatankénti gorbementi

integralt, azaz /vds: (/ vl,/v2>.
® ®

7]
A Green-tételben szerepld @ gorbérdl tegyiik fel, hogy ¢’(t) # 0, és jeldlje

Ezekkel a jelolésekkel, ha f : D — R folytonosan derivalhatd, akkor az (fn)vektormezé ivhossz
szerinti integralja

[ mas- ( [ /f) _ ( Jfoirom ] D2fdr) - [[smarar

T

a kifelé mutatd normal egységvektorat.
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Definicid

Ha D C R3 nyilt, A C R? Jordan-mérhetd, akkor a r : A — D folytonos fiiggvényt, illetve az

értékkészletét feliiletnek hivjuk.

Ha r folytonosan derivalhaté és az adott integral létezik, akkor definialjuk a kovetkezOket.

> felulet felszine: /\Dlr X Dor|dA;
A
» f: D — R skaldrmezd feliileti integralja: /f = /(fo r) - |Dir x Dor|dA;
r A

» v: D — R3 vektormezé feliileti integralja: /v = /(v or,Dir x Dor)dA;
r A

» v: D — R3 vektormezd felszin szerinti integralja: /vds = /vl,/v2,/V3
r r r

r
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Tétel (Stokes-tétel)

Ha D C R? nyilt, A C R? Jordan-mérhetd, az r : A — D folytonosan derivalhaté feliilet hatara
@ : [0,1] — D zart gérbe, mely nem metszi sajat magat, és a feliilet normalvektoraval szembé!
nézve pozitiv irdnyitast, akkor a v : D — R3 folytonosan derivalhaté vektormezdre

%v:/rotv.
(7] r
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Tétel (Newton-Leibniz-formula 3D)

Ha D c R3 nyilt, A C R? Jordan-mérhets, az r : A — D folytonosan derivalhaté feliilet a
K C D kompakt halmaz hatdra, és f : K — R szintén folytonos derivdlhatd, akkor

/(fn)ds: /gradde,
K

r

ahol n(r(x,y)) az r feliilet adott pontjaban a kifelé mutaté normal egységvektor.

Megjegyzés

Az r feliilet folytonos derivalhatésaga helyett elég feltenniink a 'szakaszonként’ folytonosan
derivalhatésagot, vagyis a kovetkezot.

Legyen r folytonos, és véges sok folytonosan derivalhaté felillet egyesitése, azaz az A-t
felosztjuk véges sok Jordan-mérhetd részre, melyeken f folytonosan derivalhaté.
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Tétel (Gauss-Osztrogradszkij-tétel)

Ha D c R3 nyilt, A C R? Jordan-mérhets, az r : A — D folytonosan derivalhaté feliilet a
K c R3 kompakt halmaz hatara, ésv : K — R3 szintén folytonos derivalhato, akkor

/v:/<v,n>:/divvdK,
K

r r

ahol n(r(x,y)) az r feliilet adott pontjaban a kifelé mutaté normal egységvektor.

Megjegyzés

Az r feliilet folytonos derivalhatésaga helyett elég feltenniink a 'szakaszonként’ folytonosan
derivalhatésagot, vagyis a kovetkezot.

Legyen r folytonos, és véges sok folytonosan derivalhaté felillet egyesitése, azaz az A-t
felosztjuk véges sok Jordan-mérhetd részre, melyeken f folytonosan derivalhaté.
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VEGE

Koészonom a figyelmet!

Pataki Gergely
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