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Torténet

» 1859 Bernard Riemann - a sejtés
megfogalmazasa
- a matematika ,Szent Gralja” - ,
» 1900 International Congress of Bernard Riemann
Mathematicians (1826-1866)
- David Hilbert: a 23 megoldandod probléma egylke

» Clay Mathematics Institue
> Millenium Prize Problem”

David Hilbert
(1862-1943)




Mirol is sz6l a Riemann-sejtés?

» Riemann-féle zeta-fliggveny:
— 1
C(s) = ns Re(s) > 1

n=1

» A Riemann-sejtés a zeta-fliggvéeny
zérushelyeirol szol

» Az elsd 10° zérushelyre szamolassal igazolt




Egy mondat a Riemann-sejtésrol

,If I were to awaken after having slept for a

thousand years, my first question would be:
Has the Riemann hypotesis been proven?”

David Hilbert




A Riemann-féle zeta-fliggveny

1
C(s) = s Re(s) > 1
n=1
» Egyvaltozos fliiggvény

» ET=Re(s)>1

» Konvergens sor




A Riemann-sejtés

A Riemann-féle zeta-fliggvény minden nem
trivialis gyokenek valos része 1/2.
Tehat a nem trivialis gyokok az

1 .
>+ it Kkritikus egyenesen vannak

te R
i: képzetes egyseég




A Liouville-fliiggvény

Liouville-fuggvény:
M) = (~1)2

w(n) n multiplicitassal vett primfaktorai

Tehat:
A2)=2(3) = A(5) = A(7) = A(8) = —1
A1) = A(4) = A(6) = A(9) = A(10) = +1

Alxy) = A(x)A(y)



Riemann-sejtés ekvivalens alakja

1899 Landau:
A Riemann-sejtés ekvivalens megfogalmazasa:

| A+ A2) + - + A(n)
lim - —
n— o Ztg

n2

0

Minden rogzitett &£ > () esetén.




CHT és Riemann-sejtés

Centralis hatareloszlas tetele:

Hi, M2, M3 fllggetlen, azonos eloszlasu
. . 1

valvaltozok, pw, =1) =P, =-1) = >

B L Sl 15 T el 1%
lim T
TL— G -

n2

= N(0,1)

N (0,1) standard normal-eloszlas




CHT és Riemann-sejtés

+ oy + e+
CHT: 1im =27 T/ a0(0,1)
n—Co

n2

Ha a nevez6 nagyobb: 0-hoz tart.

—

Riemann: lim

11— ©O i+£

MO +A@) 4 +Am)



,random walk” - bolyongas

CHT: fliggetlen, a.e. valvaltozok
Es Riemann?

A0}z, =11, -1), (=1, 1, (-1,1), (=1, -1),(1, 1), ..}

Bolyongas.




,random walk” - bolyongas
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,random walk” - bolyongas




A Primszam-tétel

Primszamok eloszlasat irja le:

- m(n)
lim

n-oon/ln(n) =1

. neN
Vagyis: n

m(n)~ In(n)

Ahol T(n) az n-ig eléfordulé primek szama,
azaz a primszamlalo-figgvény.




A Primszam-tétel ekvivalens alakja

A primszam-téetel Landau-féle
megfogalmazasa:

A +A+ -+ A(n)
lim —

n—oo n

0

A Riemann-sejtés ekvivalens alakja:

A+ A+ + A(n)
lim =0

1
n—oco =
n2+8




Utban a Riemann-fiiggvény felé

A Dirichlet-sorozat:

S=0c+1-t o,t,eR

GO

1 1 1
D=ttt
n=1

Re(s) > 1 esetén analitikus fv-t general:
—zeta-fuggveny




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Dirichlet-sorozat s=1 esete:

Co

Zl—1+1+1+
n 2 3

n=1

harmonikus sorozat — divergens




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Euler és a zeta-fliggvény:
Preciz szamolas s = 2,3, ...,15,16 esetekre

Pl.:

PR P
¢(2) = 4 9 16 6




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Az Euler-szorzat formula

— explicit kapcsolat a primszamok és a zeta-
fliggveny kozott

n=| |piei nEN
pi

E?I'EN

p; primszam




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Euler-produkt és Riemann-fliggvény:

Sl

|

vegtelen végtelen
sorozat produktum
(minden p rimre)

}




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Tetel:

A Dirichlet-sorozat analitikusan kiterjesztheto
a C\{1}tartomanyra.




Utban a Riemann-fiiggvény felé

A Riemann-féle levezetés kiindulopontja a
Gamma-fuggvény:

I'(s) :/ ettt
J0 seC

\ Y } teR

Euler-integral

Zérushelyek: s = 0,—1,—-2,...

Residuum helye: s = —n értéke: (—Tj’)”




Utban a Riemann-fiiggvény felé

A felhasznalt 6sszefliggés:
WeierstraB-formula




Utban a Riemann-fiiggvény felé

A fenti 6sszefliggések alapjan levezetheto:

0yt [ ) (2 )

I (z) = Z e”" "™ Jacobi theta-fliggvény




Utban a Riemann-fiiggvény felé

Az igy kapott Riemann-fliiggvény:
» meromorf
» s=1-nél polusa van, a reziduum 1

» vizsgalhatdak a zérushelyek a komplex
szamsikon

Vagyis a Riemann-fliggvény kiterjesztheto a
teljes komplex szamsikra s=1 kivételével.
s=1-ben a reziduum van, melynek értéke 1.




A Riemann-fliggvény zérushelyei

Trivialis zérushelyek:
A Gamma-fv polusai: s=0, -1, -2, -3, ...
1

T2

r(z)

(s) ~

Igy a Riemann-fv trividlis zérushelyek az
s=-2, -4, -6, ... paros negativ egészek
Megj.: s=0 kiesik

Ep— miatt




A zeta-flggvény tulajdonsagai

Osszefoglald - ami tény:

» Re(s) > 1 esetén nincs zérushelye a fliggvénynek

» A fiuggvény egyetlen polusa az s=1, itt a
reziduum 1

» A trivialis zérushelyek a paros negativ egeszek

» A nem trivialis zérushelyek a 0 <Re(s) <1
tartomanyon talalhatéak

Es a sejtés:
» A nemtrivialis zérushelyek a re(s) =% kritikus
egyenesen fekszenek




A Riemann-sejtés

A Riemann-sejtés:

A zeta-fliggvény 6sszes nem-trivialis

. r ..
zerushelye a Re(s) = 5 kritikus egyenesen van.




Ami belathato...

Hardy-tétel:

A zeta-fliggvénynek vegtelen sok zérushelye

van a Re(s) = > kritikus egyenesen.




Ha nem csak sejtés...

A Primszam-tétel erositése
Primszam tetel:

mT(x) = Iﬂjt;) + 0 (%)

Definicid: Li logaritmikus integral:

Li(z) := /; & m(x) ~ Li(x)

log t
Ha Riemann =

m(z) = Li(z) + O(v/zlog z)




Hol is tartunk most?

Az bizonyitott hogy végtelen sok nem-trivialis
zérushely van a kritikus egyenesen.

A nehézség belatni, hogy minden nem-trivialis
zerushely ott van.

Szamitogépes algoritmus:
A zérushelyek komplex értékek szerinti

leszamlalasa a 0 < Re(s) < 1 tartomanyon
— argumentumvizsgalat




Készonjuk a figyelmet!
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