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Bevezetés

Klasszikus dinamikai rendszerek sztochasztikus tulgjdonsdgainak kutatasa tobb
mint fél évszazados multra tekint vissza. Ez id6 alatt szamos numerikus vizsgalatot
végeztek, és tobb-kevesebb elméleti hatteret is igyekeztek szolgdltatni azok
aldtdmasztasara. Szimuléacios eredmények sora hivia fel a figyelmet egy Ujfgta
jelenségre, az Ugynevezett sztochasztikus &menetre. Ez a jelenség olyan rendszerekben
figyelhet6 meg, melyeket integrdhatd viselkedésii rendszerek perturbaciojaként
kaphatunk. Az é&menet az integrahatd viselkedést folytonosan ergodikussa
transzformdlja.

Kevert dinamikaval rendelkeznek a tipikus Hamiltoni rendszerek, fazisportréuk
jellemzden kaotikus tartomany(ok)ban elhelyezkedd rendezett szigetekbol all. Mivel a
teljesen integralhatd és a teljesen kaotikus dinamika vizsgdlatéhoz kilonbzé analitikus
eljérasok hasznalatosak, a hataresetektsl tavol mindkét megkozelités érvényét veszti. A
kevert fazisteri rendszerek szigort matematikai tanulmanyozésa ezért nehézkes feladat.
Ehhez hasonl6an a numerikus vizsgdlat sem konnyi, hiszen pl. minél kisebb egy sziget,
annd nehezebb szimuléciok soran észrevenni, tovabba a szimulécidk véges mivolta is
megneheziti a helyes megfigyelést. Szamos probakozas ismert az irodalomban [9,10]
olyan rendszerek keresésére, amelyek megfelel6 analitikus vizsgalatot tesznek lehetove.

A biliardok [1,2] olyan dinamikai rendszerek, melyek a biliard jatékhoz
hasonl6an, egy tartomanybdl, és az azt hatérol6 gérbébdl, illetve a tartoméanyon sarlédas
nélkil mozgo toémegpont(ok)bdl alnak. A jatéktol eltéréen a sarkokban nincsenek
lyukak, és a matematikai bilidrdok fala sem feltétlenll négyszogletes. Ezen felll afalak
dtal hatarolt tartomany sem feltétlenil konvex és nem is fetétlendl sik.
Altaldnossagban beszélve a tdmegpont konstans sebességgel halad a tartomany
geodetikusai mentén, mig € nem éi a falal. Ekkor Ugy pattan vissza teljesen
rugalmasan, hogy sebességvektoranak tangencidlis komponense megmarad, mig a
normalis komponens el6jelet valt. Ez az optikabdl is jol ismert szabdly, azaz a beesési
és a visszaverodés szog megegyezik. A reflexiét tekinthetjik Ggy is, hogy az adott
pontbeli normalisra tikrézzik az egész biliardot, és a palya egyenesen halad tovabb a
tikrozott biliardban. Ez alapjan akér azt is mondhatjuk, hogy tulagjdonképpen egy
egyenes palyavan abiliard fala kdze speciadlisan behajtogatva.

Taan igy mér kdnny belatni, miért kevésbé érdekesek a poligondlis biliardok,
melyekben az Utkdzés pont kis bizonytalansaga a fal mentén az (tk6zés utan sem
valtozik, a beérkez6 parhuzamos payak Utkdzés utan is parhuzamosak maradnak.
Erhets mddon érdekesebbek az ovdlis biliardok, amelyekben az Utkdzés helyétdl
nagymertékben fligg a beérkezé pélya kis kdrnyezetének visszaverddés utani sorsa. A
parhuzamos palydk az Utkozés utdn fokuszlddhatnak, illetve defokuszdl ddhatnak, de
semmiképp sem maradnak parhuzamosak.

Tovabbi vizsgaatokhoz érdemes bevezetni az itt haszndlatos fazistér fogalmat.
Mivel a tomegpont sirlédas nélkil halad a falak kdzott, sebessegvektoranak hossza
dllandd marad. Ezzel a kikotéssel elég egy paraméter a sebesség megadasdhoz. A
témegpont helyét 2 dimenzidban altalanosan két koordindtaval Iehet megadni. De mivel
az Utkozések kozott egyenes vonall egyenletes mozgast végez, nem veszitlink
informaciot azzal, ha csak az Utkdzeések helyét és a kilépd sebességvektor iranyat
jegyezzik fel. (Igaz ezzel diszkrét ideji dinamiké kapunk.) Konvex biliard esetén, a
keriileten egy rogzitett referencia-ponttl mért tavolsag elég a paraméterezéshez. igy a4
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dimenziés fézistér 2 dimenzids metszete elég informécioval szolgél a vizsgaatokhoz.
Tehat a két faziskoordinatét afallal torténd Utkozés helye és a kilépd sebesség érintével
bezért sz6ge fogja megadni. Bar szdmos paraméterezés | ehetséges, és az irodalomban is
tobbféle ismert, diplomamunkamban egyféle jeldlést fogok hasznalni. A koradbbi cikkek
eredményeit ezekre a koordindtékra transzforméva fogom kézolni. Az adtalam vizsgélt
konvex, ovalis hilidrdokban ezek a kdvetkezoképp definidlhatdak:

A golyd minden egyes visszapattanasahoz két valtozot rendelhetiink (lasd 1.
dbra): az egyik (0 < k < |, ahol || jeldli bilidrd T faldnak hosszét, és keR) a
visszapattanés helyének egy rogzitett P1 ponttdl pozitiv iranyban mért tavolsaga. Ezt
nevezem kerileti paraméternek. A masik (0 < ¢ < n)
pedig a visszaver6dés iranya és a fal — Oramutatd
jarésaval ellentétes iranyba mutatd — érintéjével bezart
sz0g. Ezt nevezem visszaverédési szognek. Az igy kapott
N cilinder az ©sszes lehetséges visszaverodest
tartalmazza. A cilinder egyértelmiien leképezheté a sik
egy tartomanyéra, gy hogy minden pont egy kovetkezo
Utkdzést egyértelmilen hatdrozzon meg. Ezzel a
trajektoria pontjainak koordinatait adja meg a sikon. Ezek 1. dbra A két koordinata
adapjdn a siknak ezen a tartoményat tekinthetjuk
fézistérnek.

Biliardokban létezik egy természetes, a Lebesgue-mértékre abszolit folytonos
invaridns mérték [2], melynek slirtiségfliiggvénye a visszaverédés szogének (o)
szinusza. Ergodikus komponensek alatt, mindig az erre a mértékre vonatkozo ergodikus
komponenseket értem. Ezért numerikus szimuléciokban ezek jO kozelitéssel, mint a
fazistér egy tartomanyét siiriin bejaro payak figyelhetoek meg.

Az dtalam vizsgdlt rendszer a kevert dinamika jelenségeinek vizsgéatara jott
létre. Ez a konvex, ovdlis biliard folytonosan transzformahat6, melyet ké vatozo
paraméterez. A rendszer ebben a forméban alkalmas a sztochasztikus atmenet
tanulmanyozéséra.




Il. El6zmények

Az el6zményként szolgdld cikkek a sik egy konvex tartomanyaban mozgd
tomegpont viselkedésének numerikus vizsgdatairdl szamolnak be. Ez a tartomany egy
egy paraméterrel megadhato, folytonos transzformacioval deformdhato, sztochasztikus
amenetet képezve az integrdhatd és az ergodikus viselkedés kozott. Mindkét hatareset
jol ismert, tanulmanyozott rendszer. Az egyik hatéresetet a korbilidrd, a masikat a
Bunimovich-féle stadion [4] biliard adja.

I1. 1. A Benettin-Strelcyn biliard [3]

Legyen Q egy kompakt konvex tartomany, amit az egyszer differencidhat6é I’
hatérol. Ezt a hatart négy korivbol alitjuk 6ssze, Ugy hogy azok paronként kdzos
érintével rendelkezzenek. Ezt Ugy érjuk el, hogy az ivek egy rogzitett négyzet sarkaiban
(P1,P2,P3,P4) érintkeznek. A folytonos amenetet 0 < § < 1 paraméterezi, ami a P1P2 iv
kozéppontjanak a P1P2 szakasztdl mért tdvolsdga. Ez sziimmetria okokbdl a P3P4 iv
kozepének a P3P4 szakasztol mért tavolsagais. Ekkor 6=1 jelenti akort, és6=0 jelenti a
stadiont. Az aldbbi dbrén jol latszik, hogyan valtoznak a kozos érintok és az ivhosszak,
& flggvényében. Ha 6-t csokkentjik, a P1P2 és a P3P4 (vilagosszirke) ivek sugarai
csokkennek, mig nyilasszogik ndvekszik, ezzel ellentétben a P2P3(sotétszirke) és PAP1
ivek sugarai ndnek, de nyilasszoguk csokken.
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2. bra A Benettin-Strelcyn biliard geometridjanak valtozasa é fliggvényében (1=6,> 6,> 6:=0)

A korbiliard fézistere invaridns téruszok unigja, amelyekben a mozgas (kvézi-)
periodikus. Tovabba létezik megmaradd mennyiség (jelen esetben pl: a visszaver6dés
szoge (@), vagy az L=x*sin(f)-y*cos(f) kifgjezés, ahol x ésy a tdmegpont Descartes
koordinaté, ill. f a sebességvektor x tengellyel bezért szoge), a korbilidrd teljesen
integralhatd viselkedést mutat. A stadion ezzel szemben erés sztochasztikus
tulgjdonsdgokkal rendelkezik. Mivel a stadion ergodikus [4], az amenet végére az
invarians téruszok eltiinése garantélt. Tovabba az atmenet folytonossaga az ergodikus és
az integralhatd6 komponensek egymaés kérara torténd novekedését/csokkenését sugallja,
bar a 0<d<1 koztes esetek ergodikus tulajdonsagairdl nincsenek elméleti eredmények

A cikk ir6i |ényegében a bevezetésben bemutatott paraméterezéssel éltek. Eqyik
legfobb vizsgdlati modszerik a grafikus analizis volt. A geometria valtoztatdsénak
fazistérre gyakorolt hatasat kisérték figyelemmel igy. A szimuldlt palyék vizsgaatahoz
csak a visszapattanasokhoz rendelt koordindtakat szamolték ki, majd ezeket abrézoltak.
Adott 5 mellett tobb kezdeti feltétellel inditottak palydkat egyszerre, igy kaptak az egyes
geometriakhoz tartozo jellegzetes fazisportrékat (pl.: 3. &ora).




A fézistér legjellegzetesebb elemei:

e Az n (tkozés datt zarodd periodikus palya, a fazistérben n db izoldlt pontként
jelenik meg.

e Ezzel szemben a kvézi-periodikus palya pontjai mind egy hatarozott, zart gorbén
helyezkednek el (siiriin).

e A sztochasztikus trgjektériak pontjai pedig egy hatarozott tartoményt toltenek meg
(stiran).

3. Abra A féazistér abrézolasa 6=0,6 esetén, az 1978-as cikkben [3]

(az abran a kiilonbozs betik és szimbdlumok kiildonbozs trajektoriak pontjait abrazoljak)

Stadion hataresetben a fazisteret egyetlen ergodikus komponens tolti ki, azaz
majdnem minden kezdeti feltétellel inditott pdlya bejarja a teljes fazisteret (a periodikus
payak nullmértekii halmazt alkotnak). A kaotikus fazisportré a legkisebb perturbéciora
azonban megvaltozik, két sziget jelenik meg. Ez a két sziget a ketté periddust stabil
paya kordl kialakulo integralhatd tartomanyt reprezentdja. Ez a palya a 4. dbra
jeloléseivel a P1P4 és a P2P3 ivek felezépontjai kozott pattog oda-vissza, 90°-0s
visszaver6dési szoggel. Ennek megfelel6en a palya képe a fazistéren a P1P4 és a P2P3
szakaszok feléndl, 712 szognél figyelhet6 meg (kék pontok), a korilotte kialakul 6 sziget
kozéppontjakeént.

Kis mértékben ndvelve o-t, a stadionhoz kdzel (6~0) még mindig csak két sziget
figyelhet6 meg. Tovabb novelve viszont egyre tobb sziget jelenik meg. Bennik
periodikus és kvéazi-periodikus padyak taldhatdak. Ellendérizhetd, hogy egyszerii
periodikus palyak adjak a szigetek kozepét. Ezek koré rendezédnek a (kvazi-)periodikus
paydk pontjai. Pontosabban a szigetek pozitiv mértékli része invarians payakkal
fedhetd le. Tehdt a szigetek bels szerkezete ilyen értelemben rendezett. Tehét az egyre
nagyobb szamban megjelend szigetek képviselik arendezett fazist.

A szigeteket sztochasztikus tenger veszi, korll, ami 0<0,75 esetén egy
ergodikus komponenshez tartozé pontokbdl dl. A tenger majdnem minden pontjara
igaz, hogy az onnan inditott palya strtin bejarjaa kaotikus tartomanyt. Amint ¢ eléri ezt
a kritikus értéket, a tenger szétvalik két, majd a kérhdz tovabb kdzeledve egyre tobb
invaridns komponensre. Ezen komponensek pontjai ndvekvé szamu, egyre keskenyebb
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(vizszintesnek egyre inkabb nevezhets) savba rendezédnek. Bér nyilvanvalé, de a cikk
meégsem emliti, hogy a keskenyedé savokban a szigetek mérete szintén jelentos
mértékben csokken. A ¢ tovabbi nbvelésével az egyre tobb keskeny savbdl alo
fazisportré, egyre inkabb a kor, vonalas fazisképére hasonlit.

Kor hatéresetben minden palya megérzi a visszaver6dési szogét, azaz az egyik
koordinatga rogzitett. Ezért barmely pdlya pontjai a fazistér egy-egy rogzitett szogi
egyenesen fognak elhelyezkedni. Ezaltal a fézisportré végtelen sok parhuzamos
vonalbadl fog feléplini. Egy-egy vonalhoz tartoz6 pdlyék vagy véges sok pontbdl, vagy
avonalon siiriin elhelyezkedé megszamlad hat6an végtelen sok pontbdl allnak.

Osszességében a cikk felvazolta a geometria véltozésaval jard féazistérbeli
vétozésok fobb vondsat, ill. a kvalitativ vatozédsokat. Bér azt a cikk nem
hangstlyozza, de a dinamika csak a stadion hatéresetben ergodikus teljesen. Ez a
legfontosabb killonbség az dltalam vizsgdlt bilidrdcsaladhoz képest (I&sd késobb: 1V.
fejezet).

0

P1 P2 P3 P4 P1

4, dbra A 2 periddusu sziget a fazistérben (balra, a programom abrajan) és a stabil 2 periédusi
palya, ami koril a sziget sziiletik (jobbra). A baloldali dbrén a szigetek k6zepén egy-egy (nehezen
és7revehetd) kék nont Ahrazolia a iobholdali Abra kék s7innel idélt traiektériaiat.

A grafikus analizis sordn megfigyelt legfontosabb jelenség az integrdhat6 és az
ergodikus komponens(ek) egyittes |étezése volt, sot kimutattdk tobb kilonbdzo,
invaridns ergodikus komponens egyidejli |étezését is. Bar a cikk ezen eredményei és
sugallatai mind numerikus vizsgélatokon alapulnak, mas elméleti eredmények fényében
mégis alkothatunk ezek alapjan egy — ezeket magyardzo6 — heurisztikus képet.




[1. 2. A Benettin-Strelcyn biliard felGlvizsglata [5]
Néhany évvel késobb jelent meg Hénon és Wisdom kiegészit6 jellegi cikke.

Az irodalomban a legtbbb gyakran vizsgdlt dinamikai rendszer olyan
egyenletekkel irhatd le, amelyek megfelel6en sokszor differencidhatdéak (reguléris
eset), hogy aKAM-tételt [6, 7] alkalmazni |ehessen. A tétel szerint elliptikus periodikus
palyak korll szigetek alakulnak ki, bizonyos nem-degenerdltsagi feltételek teljesiilése
esetén. Adott terUlettartd leképezés fix-pontjanak sziik koérnyezetében a dinamika
linedris rendben egy forgatdsnak felel meg. A nem-degenerditsagi feltételek ezen
forgatés szbgére (az Un. forgatasi szamra) vonatkoznak. Ez atétel nagyon hasznos lenne
tobb jelenség leirasdhoz. De a bilidrd hatarvonaldnak gorbllete nem folytonos, négy
pontban is szakadasa van. Ez diszkontinuitasokat idéz el6 a hozzéarendelt |eképezés
elsérendi derivatjaban is, ezért az emlitett tétel nem alkamazhatd. A korabbi cikk
szerint a kaotikus tartomanyban nincs szembetiing kildnbség a regularis esethez képest.
A felllvizsgdat szerint viszont, az invarians gorbék tulgjdonsagai ettél jellegiikben
eltérnek.

Néhany millié pont szimuldésaval és grafikus andizis segitségével
pontositotték az el6z6 cikk szimul&cids eredményeit. A kaotikus tenger kettévdasat 6k
is 0 0,75 és 0,76 kozotti értekénél figyelték meg. A cikk szerint az ilyen jellegi
kUlonvélasoknal egy-egy transzverzdlis invarians gorbe feltételezése indokolt, ami a
komponensek kozott helyezkedik €. igy a transzformécio soran, a korhdz kozeledve a
novekvo szamu egyre vizszintesebb és keskenyebb savok mellett, névekvdé szamu
invarians goérbe is megjelenik. Ez a kép mér nagyon hasonlit tébb, a KAM-tétellel
leirhatd, vizsgdlt rendszer viselkedéséhez. A tétel szerint egy integrédlhaté rendszer
perturbécigjat alakjuk torzuldséval ugyan, de tobb invaridns gorbe is tllélheti. Ezek a
talélok pozitiv mértékii halmazt képeznek. Ezért szdmitottak a cikk irdi a koztes
esetekben pozitiv mértékii transzverzdlis invarians gorbehalmazra. Ett6l azonban a
numerikus eredmeények |ényegesen eltérnek, koztes esetekben csak véges szamu
transzverzdlis invarians gorbét kaptak. Ez az eltérés nem megleps, ha figyelembe
vesszik, hogy atétel nem akalmazhat6 (a leképezés kell6 szami derivé hatésaga nem
biztositott).

Vizsgdataik soran, a derivalt szakadasait
okozO6 pontok — az ivek taldkozas pontja —
hatésara koncentréltak. Diszkontinuitédsi vonalnak
nevezik azon pontok halmazdt a fézistérben,
amelyeknek a kerlileti koordinatga az egyik ilyen
pontot (P1,P2,P3,P4) hatarozza meg.
Tapasztalatak szerint a fazistér  barmely
tartomanyan, ami két ilyen vonal kozott van, a
leképezés  anditikus. Ezek a  vonaak
nyilvanvaloan befolyasoljak a szigetek sorsét is.
Figyelemreméltonak taldtdk, hogy egyik sziget X .08
sem lépi a a diszkontinuitési vonalakat, bar
gyakran érintik azokat. Ezért a grafikus andlizis
sorén ezeket a vonalakat szaggatott vonallal
jelolték (5.abra).

5. Abra Részet afazistérbal, 3 ergodikus
komponens |athatd, 0=0,85
(a ’82-es cikk alapjan)




A diszkontinuitastol valo tartdézkodasnak két fontos kovetkezménye van. Az
els6, hogy a kettéperiodusi paya (az egyenesedd ivek kodzepén, a normalisok
egyenesén oda-vissza pattogo trajektoria, 1asd: 11. 1. fejezet vége, illetve a IV. fgjezet)
koruli szigetet leszamitva, minden sziget regularis tartomanyban marad, ahol nem
taldlkozhat a szakadasokkal. Ezért a regularis esethez hasonlé dtaldnos képet fogja
nyUjtani a szigetek sorsa. Ezt igazoltak tapasztalataik, azaz a sziget belsejében 1évo
kezdeti feltételek pozitiv mértékti halmazara invarians gorbén marad a paya A
masodik kovetkezmény, hogy a szigetek széle nem érintheti a diszkontinuitést.
Heurisztikus magyarédzatuk szerint, az invarians gérbéken siiriin vannak a trgjektéria
pontjai, €s ha az a szakadast okozd pontokat érinti, sehol sem lesz a leképezés
differencialhato. igy egy simainvarians gorbe nem |épheti &t a diszkontinuitésokat.

Néhany invaridns gorbe mégis talélheti a
szakadassal valo taldkozast. Ezek torténetesen a
transzverzalis invarians gorbék, amelyek az ergodikus
komponenseket valasztjak €. Ezt pedig a cikk iroi az
Ggynevezett , kiolto-pdyékkal” magyarazzak. Szerintik a
diszkontinuitas atlépése csak akkor lehetséges, ha ennek |
karos hatasait valami kioltja. Erre az olyan palyaknak van
eselye, amelyek két diszkontinuitasi pontot is érintenek.
Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az e€lst (tkdzés karos
hatasat, a masodik igyekszik ellensilyozni. Az ilyen
jellegii pdlyékra mutat a 6. abra két egyszerii példé.
Termeészetesen a két sarokkal valo Utkozés kozott tobb
koztes pattanas is lehetséges, illetve a két
diszkontinuitassal valé talakozas nem feltétlendl jelent
keét kilonbozo6 sarkot.

6. Abra Példak a kiolt6-palyakra

A szimulaciok alapjan kijelenthet6, hogy a kaotikus tartomanyok hataran vannak
ilyen pdlyékat reprezentd é pontok. A numerikus eredmények tovabba azt is mutatjak,
hogy a transzverzdlis invarians gorbék, amennyiben |éteznek, kioltd palyak pontjait
tartalmazzak. Ennek viszont a forditottja nem igaz. Adott ¢ értékre végtelen szamu
kiolto pdlyalétezik, de kdzulik csak véges szamu fekszik invarians gérbén. Nem csoda
hét, hogy az €l6z6 cikk vizsgélata soran nem tiintek fel, hisz véletlenszer(i kezdeti
feltételekkel nem lehet 6ket megtaldlni. Ez fontos eltérés areguléris esethez képest, ahol
barmilyen kezdeti feltétel mellett tobb invarians gorbe is taldhato.

A kiolté pdyédk lée szikséges, de nem elégséges feltétel invarians gorbék
|étezésére, és az ergodikus komponensek kilonvalasara. A cikk tanulsadga szerint egy
adott tipusi kiolto-palya pontjai, csak ¢ bizonyos értékei esetén fekszenek invarians
gorbén. Ettol eltéré esetekben a kilonbozé kaotikus komponensek 6sszeolvadnak, és
ezdlta megkuldnboztethetetlenekké valnak.




[l.3. Atokbiliard

A sik egy Q tartomanyét hatéroljaT”, ami két korivbol és két egyenes szakaszhol
epul fel a kovetkezoképp: a két iv sugaral R, ésr, (R>r), kozéppontjaik egymastol d
tavolsagra helyezkednek el. Az iveket kozos kilso érintdjuk &dtal meghatérozott
egyenes szakaszok kotik Ossze (l&sd 7. ébra). Az igy feléplulé geometridt hivjak
tokbiliardnak. A tokbiliarddal kapcsolatos vizsgdlatok sordn a d tévolsagot, illetve a
sugarak nagysagat szoktak varidni [8, 11]. Ezek alapjan a stadion is egy specidis
tokbiliard, ahol az ivek sugarai egyenlok.

7. Abra A tokbiliard oeometridia

Bunimovich megmutatta[4], hogy a stadionban a Ljapunov-exponens majdnem
mindenhol pozitiv, és hogy a stadion ergodikus. A tokbilidrdok is ergodikusak és
hiperbolikusak. Bunimovich munkga a mindkét esetben miikédé mechanizmusra is
ravilagitott. Mindkét biliardban a parhuzamos palyak Utkdzés utan eleinte konvergalnak,
fokuszalddas utan viszont széttartanak. Ez fézistérbeli terjeszkedést is jelent,
amennyiben tovabb divergaltak, mint ameddig fokuszal édtak. Ez a folyamat jellemzé a
stadion és a tok esetére is. Ezért lehet mindkét esetben bizonyitani a hiperbolicitast
Bunimovich médszerével.

A stadion és a tok méasban is hasonlit egymasra. Mindkét rendszerben vannak
kvézi-integralhatd payak, amelyek ugy viselkednek, mintha egy-egy integrahaté
trajektoriat kovetnének. Ezek a palyak véges, de tetszélegesen hosszu idot tolthetnek
integrdhatd payak kozelében, mieldtt bejarnak a teljes fazisteret. Ezért az ilyen
mechanizmusok késleltetik, lassitjak a keverést, és ezaltal a korrelacidk lecsengését.

A stadionban ilyen jelenség pl. az Un. surranas, amikor a palya a koriv alaku
fala elég kis szogben taldkozik, és igy a fa mentén Ugy surran végig, mintha egy
korbiliardban lenne (lasd 8. dbra). A palya egészen addig, amig a kdriven marad,
integrd haténak tekinthetd. Ez ajelenség atdkben isjelen van.

A stadion bili&rd méasik fontos kvazi-
integralhatd jellegzetessége az iveket 6sszekotod
egyenes oldalakon torténé egyméssal szembe,
oda-vissza pattogés (lasd 8. abra). Ekkor az
Utkozések szdge nem vatozik egészen addig,
amig az egyik ivvel nem taldkozik apdya. Ez a
jelenség a kvazi-integralhatd palyakban veéges,
de tetszélegesen hossz( integrahatd szakaszt
teremt. Ezzel szemben a tokben az ilyen jellegii
szembepattogas nem |ehet tetszolegesen hosszy,

8. dbra A surranés (piros palya) ésa
szembepattogas (kek palya) stadionban
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ezért ez a fajta kédeltetés kisebb szerephez jut csak. Nem csoda, hisz a kiilonbdz6
sugarl iveket 6sszek6td egyenes szakaszok nem parhuzamosak.

A tokbiliard azonban rendelkezik egy maés jellegi
tulgjdonséggal. Mivel az egyik iv nagyobb lehet, mint félkor,
egy Ujfata késleltetés mechanizmus jut szerephez. Ezen az
iven bizonyos nagyszOgii  pattandsok egy darabig
viselkedhetnek Ugy, mintha egy kérben az atméré kdzelében
pattogndnak oda-vissza. Ez a viselkedés egészen addig tart,
amig a tomegpont nem pattan tovabb a kovetkezo ivre.
Egészen eddig nem vesz tudomast a geometria tobbi részérdl,
nem hat ra a tobbi iv. Erre a jelenségre mutat példat a 9. abra.
Ez a mechanizmus lassitja a korreléciok lecsengését, kédlelteti
a fazistér teljes begardsdt. A surrandstol eltéréen ezek a 9. &bra Szembepattogas
visszaverédések nagyszogiek (kozel 90°-osak), és igy az t6Kben
invarians mérték sartségfiiggvényének megfeleléen nagyobb
mértékiiek is egyben.

Tehdt atokbilidrd kvalitative més, mint a stadion, hiszen itt a kvazi-integral hatd
mozgasokért méas geometriai jellegzetesseg felelés, mint a stadionban. Mindkét
geometridban lassabb a korrelécidk lecsengése exponencidlisnal, kvazi-integrahato
mozgasoknak kdszénhetéen. A tokben és a stadionban is alapvetéen a szembepattogas
hatarozza meg a lecsengés Utemét, hiszen a surrands mértéke eggyel kisebb
nagysagrendi. A két jelenség egylttes hatasa, hogy a lecsengés mindkét esetben
polinomidlis, pontosabban 1/n nagysagrend [8, 11], ahol n az iteraciok szama.

Tovébba fontos megemliteni, hogy a stadion kis perturbaciéja (a Benettin-
Strelcyn transzformécié értelmében 6~0, de 0#0) a szembepattogas kvazi-integrahato
viselkedését integrdhatova teszi, hiszen a majdnem egyenes ivek fokuszalni kezdenek.
Az eddigi késlelteté mechanizmus, az oda-vissza pattogas a 2 periddusi szigeten bel Ul
periodikus és kvéazi-periodikus palyakka vatozik. Ugyanez a tokben masképp miikodik.
Hasonl 6, kis perturbacidk (I&sd késobb) hatéséra a szembepattogas szerepe kvalitative
nem valtozik.
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I11. A kétparaméter es biliardcsalad vizsgalata

[11.1. A geometria

Az el6zményben 6sszefoglalt cikkek folytonos &menetet vizsgdltak rendezett és
rendezetlen fézisteri rendszerek kozott. Grafikus analizis alapjan vontak le
kovetkeztetéseket a kevert féazistérrol. Az dtaluk vizsgdlt modell fontos tulgjdonséga,
hogy teljesen ergodikus viselkedést csak a transzformacios paraméter egyik
szésoértékénd, azaz a stadion hatéresetben |é&ttak. Ezek alapjan jogosan merulhet fel a
kérdés, hogy ezek a tanulsdgok mennyire atalanos érvényiek, mi az, ami a
transzforméci0 sajétossaga, és mi az, ami attdl fuggetlen.

A tokbiliard hasonlé tulgjdonsagokat mutat [8], mint a stadion, és szintén
attranszformalhaté korré. Azaz szintén akamas a rendezett-rendezetlen &menet
vizsgdlatara. S6t megfelelé paraméterezéssel hatéresete a kor-stadion amenet is, amit
mar tobben vizsgaltak. Ezért vélasztottam ezt az altalanositott transzforméciot
diplomamunkam targyaul.

A tok-stadion-kor transzformacié a kovetkezd T
paraméterekkel  kontrolldhatd: Adott a sk Q i PR \
tatomanya, amelyet a négy korivbol felépllé T \
haté&rol. Minden Kkoriv egy specidis hartrapéz
szomszédos cslicsait koti dssze. A P1P2P3P4 hirtrapéz
(lasd: 10. &bra) hosszabbik alapja és két szara
egyenléen egységnyi hosszisagl. gy a trapéz
megadésira mér csak egy szabadségi fok marad. A b T o,
0<b<1 paraméter a hurtrapéz negyedik oldalhosszanak ' 4 4
felét — és ezzel magat a hartrapézt — hatédrozza meg. P4 P1
Tehat a hartrapez keét lehetséges hatara az egyenld 15 Apra A b paraméter altal meg-
oldall hdromszog (b=0), illetve a négyzet (b=1). Az hatarozott néhany |lehetséges
igy kapott hirnégyszdg természetesen még csak a hartrapéz
keretét adja a transzforméaci énak.

— o — ]

N~
T,

-

=

A négy koriv aP1, P2, P3, P4 pontokban paronként kzos érintével kapcsol odik.
Sugaraik nagysagét pedig a méasodik 1<c val0s paraméter haté&rozza meg. Ez az, ami a
Benettin-Strelcyn-féle  @menethez hasonléan a rendezett-rendezetlen amenetet
paraméterezi. Ertéke hatarozza meg a P1P2, illetve P3P4 (a tovabbiakban nagy, vagy
Kiegyenesedd ivek) és a PAP1 (a tovdbbiakban kbzepes iv) sugarainak ardnyat, és ezzel
a P2P3 iv (a tovabbiakban kis iv) nagysagét is (a fliggés jol lathato a 11. &bran). igy
tehdt az egyik hatéreset, mikor a sugararany éppen egy, és a korivek a hartrapéz koéré

P3 2

P4 P4 P1 P4 P1 P4 1

= :3
=1 ¢ c=5 =1000

11. Abra A c sugérarany paraméterezi az atmenetet korbél tokbe, adott b mellett (itt b=1/3)
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irhat6 kort alkotjék, ez ateljesen integra hato viselkedési korbiliardot jelenti.
A méasik hatareset, amikor c=w, ekkor a P1P2, illetve a P3P4 ivek teljesen
kiegyenesednek. Ez pedig ajol ismert tokbiliardot adja.

Mivel a két paraméter egymastol flggetlen, barmilyen b érték mellett kapott
eredmeény 6sszehasonlithatd mas eredményekkel. A maéasodik, azaz a ¢ paraméter
lehetséges értékei végtelen halmazt képeznek. Ez azt jelenti, hogy a Benettin-Strelcyn
transzformécié paraméteréhez képest a ¢ paraméter tere ki van nyUjtva. Ez pedig a
vizsgdlat szempontjébdl praktikus, hiszen az ergodicités kiaakulasdt kivantam
tanulmanyozni, ami varakozasaim szerint még a hatareset elérése el6tt megtorténik. A
nyUjtott paramétertér pedig részletesebb vizsgéatot enged.

Ezzel a transzformaciéval a paramétertér barmely pontja meghataroz egy
konkrét geometriat, ezért barmilyen gorbe mentén vizsgdhatjuk a fazistér valtozésait.
Célszertien a korbol barmilyen tok transzformalhato, illetve a transzformacid barmilyen
atvonalon haladhat. A 12. dbra egy lehetséges Gtvonalat dorazol, ajel6lt pontok mellett
szemléltetésil az adott geometria fazisportrégét dbrézoltam (a féaziskép flggoleges és
vizszintes koordindtd a kévetkezok: a visszaverodés szoge, ill. a kertlet mentén P1-tol
meért tavol s&g).

A 3T
(0,4:12)
T
=
"l 5
‘ £
H'I";
g
., v
Irl Q
a Irl
0:1 korbiliard > |

I1;1
12. Abra A paramétertér barmilyen gorbéje mentén vizsgéal ddhatunk. A b=1 specidlis esetben a Bennettin-
Strelcyn-féle transzformaciot kapjuk vissza. A c=1 egyenes minden pontja korbiliardot ad. (a fazisportrék
vizszintes tengel yének maximuma az adott geometriat hatarolé I" gorbe teljes ker il ete)

A  kapott transzformacidhalmaz a Benettin-Strelcyn  transzformécié
dtaldnositésa. A kapott kétparaméteres biliardcsalad a kordbbi eredmények (j
megvil &gitasba helyezéséhez, illetve altalanositasahoz igen hasznosnak bizonyult.
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[11. 2. A program, és a kiértékelés modszerei

_A___program___(lasd: | DVD-melleklet, /progarm/program2.zip,  vagy
http:/Awww.renyi.hu/~bp/miki/program/program?2.zig) irasakor az  elsddleges
szempontok a pontossag és a gyorsasag volt. A pontossdg fontos volt, hiszen — a cikkek
tanulsaga szerint — meg kell tudni kilénboztetni kilénbdzé ergodikus komponenseket
egymastol. A C++-ban megirt algoritmus 64 bites Iebegdpontos vatozokkal szamol,
ami a cikkek szamolési pontossagat meghaladja. Egy-egy iteracios |épésben az egyenes
vondl pldya és a  Dbili&rdaszta metszéspontjd szamolja  derékszogi
koordinétarendszerben, majd a visszaverédésnél egy () egysegvektort, ami a reflektalt
palya iranydba mutat. Minden |épés végén az Utkdzés két koordinétgjat kapjuk, azaz a
visszapattanas helyét és szogét.

Ami a szamolas sebességet illeti: a cikkek szerzoi egy-egy kezdeti feltételbol
inditott palyat 10 milliés nagysagrendu iteracids |épésig kovettek. Ez a programommal
korul-beltl 2-2,5 perc adatt szimuldhatd le egy ma élagosnak szamitdé asztali
szamitbégépen. Ez lényegesen gyorsabb, mint a kordbbi szimulécidk, ezért sokkal
részletesebb vizsgdatra nyilik lehetoség.

Eleinte a kiértékelést kilon programokkal probaltam megoldani, de ez sokkal
lassabbnak bizonyult, mint maga a szimulacio, és tdébb ismétlods |épést is tartalmazott.
Ezért hataroztam Ugy, hogy a kapott adatok kiértékelését is megoldom a sgat
programomon belil. Teh& kibovitettem az adatok &brézolésaval, a geometriét
megjelenité vazlattal, illetve a fazistéren vald tgekozddast segitdé eszkozokkel. A
megjelenitett fazisterek normaltak, azaz a kerlleti paraméterek a teljes kerilettel le
vannak osztva. Ezzel a kulonboz6 geometriak fézisportréi  kdnnyebben
Osszehasonlithatdk. Szintén az dsszehasonlithatdésagot segiti, hogy ezek az dbrék, ugy
mint az adatok és a vézlatok, elmenthetoek, illetve késobb visszatdlthetoek. Tehdt nem
szilkséges annyiszor szimulani, ahanyszor csak kérdés meril fel az adott geometriaval
kapcsol atban.

R el ot
13. Abra A programmal szimulalt faziskép (1 millié pontot abréazol), vizszintes tengelyen: a P1-
to1 mért kerlleti paraméter, fliggdleges tengelyen: a visszavergdési szog(0° -t6l 180%-ig)
(a koordinatak leolvasasa a programon beliil torténik, lasd késghb)
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http://www.renyi.hu/~bp/miki/program/program2.zip

A t§ékozodast segitd eszkdzok sokat konnyitenek
dolgunkon, ezért a faziskép mellé mé&r indokolatlan lenne
koordindtarendszert rgjzolni, vagy léptéket mellékelni. llyen
eszk6z pl. a koordinatak leolvasasat végzé kis algoritmus,
ami az egérmutatdé aktudlis pozicioja alapjan az aktudlis
Descartess és féziskoordindtékat is megjeleniti a
kezelofellleten. Az aktudlis  fazispont  kerUleti
koordindtganak megfelelé pontot, a geometriat vazol 6 dorén
egy kék pottyel jeloli a program (l&sd 14. &bra), a
szingularitasok helyét pedig piros vonalal. Ezzel a fazistér
jellegzetessegeinek valds térbeli helyérol kapunk képet, 14. Abra A geometriat
illetve szigetek, vagy transzverzalis invarians gorbeket  aprazolg vazat és az aktudlis
okoz6 palyak és a szingularitasok viszonyérdl szerezhetiink poziciot jelélé kék pont
els6 benyomasokat.

Az egérmutatd dtal meghatarozott koordinatak — mint a
fazistér barmely koordinatgja - kezdeti feltételként is
szolgahatnak néhany iterécios lépésnek. Az igy kapott — az
egérmutatd helyétol fliggé — rovid pdlya a vézlaton szintén
megjelenithet6. A pélya hosszét, azaz az iteraciok szamat a
kezel6fellleten szintén be lehet dlitani, ami a periodikus palyak
felderitését és osztdlyozasat nagymeértekben el6segiti. Ezzel mar
azok a pontok is felderithetoek a fézistérben, amelyek a
szingularitassal valo taldkozasok valamely 6sképei, de utahat
tobb sziget egymés kozotti  kapcsolatara, illetve segithet
megérteni egy-egy periodikus palya megsziinését a geometria
valtozasaval. Termeszetesen a vazlat ebben a formadban iS 15 Apra Azaktudlis
elmenthetd, és késdbb, példaul egyezé periddust palydk mas-mas pontbdl inditott
geometriak mellett is 6sszehasonlithat6ak lesznek. rovid palya

A fézisportrén val 6 tgjékozodast, és a jelensegek megeértését szolgdlja tovabba az
opciondlisan megjelenitheté racs. Ez jellegzetes vonalak &brézolésat jelenti a
fazisképen. Azon fazispontokat, amelyek szoge 45°, 90°, 135° piros vonal jeldli. Azokat
apontokat pedig, amelyekbdl indulva az elsé visszaverédés valamelyik szingularitasban
torténik, zold vonal jelzi. Ez a fajta jel6lés attekinthetobb megfigyelést tesz |ehetové és
ravilagit a szingularitdsok szerepére.(16. &ora)

16. Abra Fézisportré racs nélkiil ésréccsal
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Ezen funkciokkal kdnnyen rendszerezheto, és jol attekintheté adatbézist tudtam
|étrehozni a kilonb6zé geometridkhoz tartozo fézisportrékbdl. Az elmentett fazisképek
nevében el6szér a b paraméter, majd a sugérarany is szerepel, ami a bongészést
konnyebbé teszi. Sot a fazisportré valtozasairdl készilt képek abc sorrendben (b és ¢
szerint lexikografikusan) kovetkeznek egymés utan, ezért a képnézegets szoftverek
tobbségével Ugy vizsgdlddhatunk, hogy egyszertien csak sorban nézegetjik az egymast
koveto képeket.

Amennyiben az adott geometridban mas kezdeti feltétellel is szeretnénk egy
payét inditani, lehetéseg van az adatok egy fazisképen valo abrazolasara. Sot, ezt akér
Ggy is elérhetjik, hogy a kezdeti feltételt az egér segitsegével adjuk meg. A kérdéses
kezdeti feltételt dbrézolo fazispontra duplan kattintva a szimulacié az adott pontbdl
indul. Ezeket természetesen més-mas szinnel rajzoltathatjuk. Ez igen hasznos, példaul
szigetek belsb szerkezetének felderitésére.

Grafikus analizis soran lehetéség nyilik az aktualis pontbdl indul6 palya mentén
jelezni a kovetkezd alkalmat, amikor a szingularitas kozelébe ér a pdlya. Ez a funkcid
csak kdzvetve segiti az alakzatok osztdlyozasét, és a fazistér feltérképezését, el sbsorban
ellenérzo szerepe van.

Ehhez hasonld, a kiértékelést segité eszkdz az adott pontbdl inditott palya
periodusat becsilé algoritmus. Ez arész az elsé harom visszatéres iteracios |épéseinek
szamdbdl szamol legnagyobb kdzos osztét, igy egy becslést adva a pélya periddusara.
Azt nevezem visszatérésnek, amikor az adott Utk6zés utani faziskoordinaték
megfelelden , kozel” lesznek a kezdeti feltételhez. Ezért is nevezem ezt a funkciét
periodus-becslésnek, mert a palya mentén nem a kezdeti feltétellel teljesen egyezd
faziskoordinatakat jelzi, hanem csak egy kis kornyezetik kovetkezo6 felbukkanasat. Erre
azért van szikség, mert egyrészt a kattintds pontossaga egy pixelnek megfelelé
fazistertilet, azon belll nincs lehet6ség tovabbi finomitasra (csak nagyitas Utjan, lasd
késdbb). Mésrészt hogy az esetleges numerikus hibak ellenére is meg lehessen
allapitani, hogy egy-egy sziget milyen palya koérdl alakul ki, és ne csak a vazlat alapjan
kialakul6 szemléetre alapozzunk. Ezt a fajta ,,k0zelséget” az érzékenység paraméterrel
lehet bedllitani.

Ezzel a becslilt, vagy a manualisan megadott periddussal pedig képes a program
a paya dstabilitésdt kiszdmolni. Ez egy fontos elérelépés az eddigi szimuléacios
eljarasokhoz képest. Linearis rendi stabilitas-vizsgdathoz a dinamika érint6-
|éképezését kell kiszamolnunk. Ezt viszont nem a fézistér koordinataiban, hanem egy a
biliard-irodalomban gyakran haszndt konvencidénak megfeleléen az an. ortogonalis
szelés koordinataiban szamoljuk. Ennek a konvencionak az elénye, hogy egy vetitéssel
lényegében kitranszformaljuk a siiriiségfiggvenyt, és az Uj koordinatakban terilettartd
leképezéshez jutunk. Az ortogonalis szelés dr, dv koordindtéinak jelentése a kovetkezo.
Tekintslk az Utkdzést épp elhagyo trajektoriét, és (1) toljuk el a sebességre merdleges
irényban dr-rel (igy egy az eredetivel parhuzamos trajektoriat kapunk); (2) inditsuk el a
trgjektoriat az eredeti kiindulo-pontbdl, v+dv*a sebessegvektorral, ahol a dv
infinitezimdlis, a pedig merdleges v-re, az eredeti sebességvektorra. Stabilités (s) aatt,
az elemi dr,dv perturbacio egy periddus aatt torténd megvatozasa (linearis rendben)
leird, transzforméciés matrixnak a nyomét értem [2]. Mivel a leképezés terlilettartd, a
transzforméciés matrix egysegnyi determinansu lesz.
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Az elemi perturbéci6 a kovetkezoképp vatozik [2]:
e Szabad reptilés soran:
dr’ dr + zdv 1 z\dr
[dV'J - ( dv ] - (0 1j[dvj
ahol 7 aszabad repllésideét/hosszat jeldli.
e Utkozésnél pedig:

1 0
dr [ ok dr dr
dv’ T = dr +dv |~ dv
sin(e) 2K 1
sin(p)
ahol K a fal gorbuletét jelenti (K= _—1 ahol r az aktudlis iv sugara, és 0>K,
r

hiszen az ivek normdlisa kifelé mutat, igy a trgjektdria egy negativ gorbiletet
érez), ¢ pedig apdlyaérintovel bezért szége.

Ezekbdl az épitbelemekbol barmilyen pdya mentén szémithaté a
transzforméci s matrix, illetve a perturbécié megvaltozasa. Egy iteracids |épés alatt egy
szabad replilés és egy Utkozés torténik, ez a kovetkezd matrixszal irhato le:

1 0 1 T
(dr”j ~ [1 Tj(drj ~ [drj
dv”’ 2K 0 1)\dv 2K 2K r dv
: 1 : 1+—
sin(e) sin(e) sin(e)

Tehat a pdya mentén minden szabad repllés és Utkdzés matrixat sorban
Osszeszorozva kapjuk a payara vonatkozé transzformaciés métrixot, ami az elemi dr,dv
perturbacio megvaltozasat irja le. Periodikus palya mentén egy periddust szamolva a
Kiindulasi pont kornyezetébe torténd elsd visszatérés leképezést kapjuk meg lineéris
rendben. Az egységnyi determinansi méatrixnak a sajatértékel és az egysegkor kozotti
viszony hatarozza meg a palyak jellegét. Ha a sgjatértékek az egységkoron talahatd
komplex konjugdltak, a métrix nyoma |s|< 2, és az adott palya elliptikus. Ha sagjatértékek
valésak, a nyom |g>2, a pélya hiperbolikus. Degenerdlt sgjatértékek esetén pedig a
nyom éppen s=2, és a leirt trajektdria parabolikus. A program ezen funkcidja az egér
jobb gombjanak lenyomésaval miikodtethetd, az aktudlis fazispontot megadva kezdeti
feltételnek. Ez a vizsgdlatok sorén, a jelenségek okainak kutatdsdban nagyon
hasznosnak bizonyult. Mar a cikkek szerzéi is ramutattak, hogy a szigetek kdzéppontjai
periodikus pdyékhoz tartoznak. Ennek a funkcionak nem titkolt célja, ennek az
Osszefliggésnek az aldtdmasztésa volt (lasd V. feezet), illetve a szigetméret és a
periodikus pdlya stabilitésa kozotti kapcsolat vizsgalata.

A kovetkez6 funkci6 mar sokka inkdbb az ergodikus komponensek
tanulmanyozésat segiti. Ha az ,, Lg(Tr) graph to Ljapunov exponent” jel6l6négyzet be
van jeldlve, a jobb gomb fazisképen torténd kattintaséval Ujabb funkcid csalogathato
el6. Ekkor egy Uj ablak jelenik meg, amelyen egy grafikon és néhany kezel 6szerv
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taldhatd. A grafikon a faziskép adott pontjdbll FEEEEEESSSR—————II -8
inditott pdlya mentén szamolt métrixok nyoméanak |"*""
természetes alapu logaritmusét dbrézolja az iteracios

lépések  szamanak  flggvényében. Ennek a

flggvénynek a meredeksége hatarozza meg az un.
Ljapunov-exponenst, ami a ké&osz egyik fontos
mérészama. Ergodikus, hiperbolikus esetben barmely /
trgjektéria — ami siriin bgjarja a fézisteret — e
matrixanak nyoma exponencidlisan novekszik, | .-

exp(it) itemben, ahol t a lépések szama, ill. 1 a oo
Ljapunov-exponens. Ez a méroszam az adott ffiw ek weskse (0 | - |
ergodikus komponensre jellemzé. Stabil periodikus

palyakon viszont zérus, hiszen stabil pdlyak mentén  17. dbra Felugré-ablak a Ljapunov-
amatrixok nyoma nem novekszik. exponens meghatarozasahoz

A grafikon dbrézolaséra tobb okbdl is szikség
van. Elészor is a kezdeti ingadozasok, tranziens SEEE=EESEREREEEC =D
j el enSégek észleléséhez, €s a meredekSég i:aci:f:'q&o_}*_-” L
szémolésandl ennek elkeriléséhez. Mésodszor pedig — |*isss
toébb ergodikus komponens egylttes jelenlétére is el
szamitunk. Kulonbdzé komponensekben pedig nem rd
zérhatd ki kulonbozé meredekségek megjelenése. e
Ennek megfelelé kezelésehez érdemes a grafikonra -
hagyatkoznunk. Alapértelmezésben a Ig(tr)max, azaz -
a legnagyobb szamolt érték lathato a grafikon bal
felsd sarkaban. Ha a gorbe kilégna, a flggoleges
tengely maximumaaz Y max felirat mellett atallithato.
Ezen az ablakon taldhat6 még az egyenes-illeszt6
gomb: , fit linear ” felirattal. A gomb lenyomésa a
felsd és aso csiszkaval hatarolt tartomanyra illeszt 18. 4bra Egyenes-illesztés adott
egyenest. Ennek eredménye az ablak bal felss sarkaba tartomanyra
kerdl kiirasra.

A szadmolas gyorsitasa és a tulcsordulasok elkertilése miatt mind az abrazolas,
mind a szdmolas kisebb blokkok segitségével torténik. Egy-egy blokk a blokkméretnek
megfelelé szamu iteracios |épést fog Gssze egy transzformaci 0s matrixszd. A kovetkezo
blokk szamolasat az €6z6 blokk végpontjabdl kezdi. Az igy kapott métrixok révid
trajektoria-szakaszokat irnak le. Igy tulajdonképpen a blokkszamnak megfeleld szamu
blokkméret-hosszi pdyadarabokat kapunk. Més illesztések  meredekségeinek
Osszehasonlitasahoz szamolja a program a blokk-fliggetlen meredekséget, ami a
blokkok szamatdl és méretétol fliggetlen. Ehhez a ,, write” feliratl gombbal az aktudlis
meredekséget el is térolhatjuk. (ez a blokk-fliggetlen mérészam a ,, ljap.dat” nevii fgjlba
kerll kiirasra az adott geometria b és ¢ paraméterel utan)

A szimuldt faziskép felbontasa gyakran nem teszi lehetévé finomabb részletek
eszrevétel ét, vagy a periodus-ellenérzés, stabilitas-vizsgaat, vagy a Ljapunov-exponens
szémitasahoz kellé pontossagu kezdeti feltétel, kattintassal torténd megadését. Eppen
ezért rendelkezik a program nagyités funkcioval is (egy nagyitott képet mutat be a 19.
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abra). A fazistér barmely tartomanya megjelenithet6 részletesebben is, csak az egér jobb
gombjét lenyomva tartva ki kell jelolni a kérdéses terlletet. Természetesen a program
Osszes funkcigja miikddik a nagyitott képen is, azaz mind a tgékozédast, mind a
kiértékelést segité eszk6zOk haszndhatoak. Tehét elképzelhetd, hogy a fazistér eredeti
felbontésdban nem tinik fel egy kis sziget, amire ranagyitva folytathatjuk a szimuléciot,
sot a feltart kis sziget belso szerkezetét is fel tudjuk deriteni, a benne Iévé periodikus
palyak numerikus vizsgélataval egytt. Errél az ) szigetrél azonnal megtudhatjuk, hogy
milyen periodikus palya korul aakult ki, és hogy az vazlatosan hogy néz ki a valds
térben. Ezen informécidk elmentésével az adott sziget ndvekedését, zsugorodésit,
sziletését, eltiinését figyelemmel kisérhetjlk, illetve azok kortilmeényeit vizsga hatjuk.

Az igy keésziilt nagyitott képet is e tudjuk menteni, mert a program az adott
tartomany adataival egyutt menti el a bitképet, hogy késébb ugyanolyan felbontéssal
tolthessiik be és elemezhessiik tovabb.

19. Abra A fazistér egy része kinagyitva, a nagyitott f4zisképbe pedig tobb kiilonbozs palyat
szimuléltam, kiilonbézs szinekkel (dsszesen kb. 10° db pontbdl vett részet)

A kiértékel6 funkcidkkal bovitett szimulécidés program igy gyors, pontos
szamolast és azonnali kiértekel ést, illetve késobbi Gsszehasonlitast tesz lehetévé. A b=1
esetre vonatkozo cikkek eredményeit és minden emlitett jelenségét a program igazolta,
a lekozolt &brékat visszaadta. A  kor-tok-stadion transzformécio vizsgéatéhoz
megfelel 6, praktikus eszk6z.
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V. Eredményeim

IV. 1. Erdekes, G tartomany

A Benettin-Strelcyn-féle &menet altalanositasaként kapott transzformacio egy
jelenségekben gazdag, Uj tartomany vizsgdlatat teszi lehetové. A tipikus (b<1)
geometria a stadion esetétol lényegesen eltér. El6szor is a kornek végtelen sok
szimmetriatengelye van. A négyzetre felhGzott ivekbol 16 elrendezésnek viszont mér
csak két tengelye van (a négyzet oldalfelez6i). Amennyiben b<1, atrapéz — és ezzel az
ameneti tok is— csak egy szimmetriatengellyel rendelkezik. Ez kihat a fazisportrérais.

A négyzet aapu geometridknd (b=1) a stadiontdl a kor felé haladva a
kiegyenesedo ivek lehetove teszik egy elliptikus sziget kialakulésédt a 2 periddusi paya
korll. Ez a pdlya a nagyobb sugarl iv kdzepe és a szemkozti iv kdzepe kozott pattog
oda-vissza. Ebben a geometriaban ez az utolsdként eltiind sziget a stadion felé, azaz az
egyetlen sziget, ami elég nagy sugéraranyna elrontja az ergodicitést (I&sd 20.4bra). A
sziget — ¢ novelésevel — fliggoleges iranyban egyre inkabb 6sszehlzodik a fazistérben,
azaz az éintére meréleges irdnytdl egyre kisebb mértékben eltéré pdlyak alkotjak azt.
Hataresetben ez a sziget egy vonala zsugorodik, ami kizarélag a majdnem egyenes
iveken torténd merdleges visszaverodést reprezentdlja. Ez a jelenség b legkisebb
valtoztatasaval is megvatozik. A 2 periédusl sziget nemcsak a féazistér fliggoleges,
hanem vizszintes irdnydban is 6sszehlzodik. Ez praktikusan azt jelenti, hogy a sziget
paya nemcsak egyre kisebb szOgeltéréssel rendelkeznek, de az tkozések a valds
geometria egyre kisebb tartomanyan torténnek. Ennek a magyarazata egyszerti: mindkét
esetben a sziget kozepét jelentd palya olyan pontokban Utkézik a fallal, ahol a
szemkozti érintok parhuzamosak. Ez a két pont — b=1 mellett — sugéraranytdl
flggetlentl a majdnem egyenes ivek kozepe. Ezzel szemben b<1 esetén a sugéraranytol
flgg6en a nagy ivek mentén, valamelyik szingularités felé vandorol nak.

o=1 \ b=, 80

20. Abra Ez a kiil6nbség a négyzet és a trapéz alapl geometriak kozott (az dbran a sugararanyok
megegyeznek). A fazisképeken a szigetek (kék) kdzéppontjai a 2 periddusi palyék pontjai.

A masik fontos kildnbség, hogy b=1 esetén a kozepes iv (P4P1) maximdélisan
félkor lehet, ezzel szemben az &meneti tokben (b<1) az nagyobb is lehet. Ezért értheto,
hogy mig a stadionndl a sziget megsziinése csak hataresetben torténik meg (ami egyben
az ergodicitas kialakulasét is jelenti), addig b<1 esetén ez mar véges sugararany mellett
megval 0sul. Ezen sziget megsziinése, és a P4P1 iv félkornél nagyobbra nbvekedése egy
érdekes, jelenségekben gazdag, a Benettin-Strelcyn biliardhoz képest (j tartomanyt fed
fel. A kérdéses tartomény b-vel 1-hez koOzelitve egyre nagyobb sugararany felett
helyezkedik €l. A tovabbiakban ezen tartomany vizsgal atainak tanulsagait mutatom be.
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V. 2. Ergodicitas véges esetben

El6szor is igyekeztem ezt a tartoményt feltérképezni, és a jellegzetességeket
megkeresni. Az egyik legszembetiinébb dolog az volt, hogy feltiinben sokszor adddott
teljesen betoltott fézisportré, hatéresethez kozeli geometridkra. Ez a fézisképek
felbontésa ergjéig ergodicitast sgjtet. Ugy vélem minden b<1-re létezik véges c(b),
amire minden (b,c) pé&r, ha c>c(b), ergodikus geometriat hat&roz meg. Ez fontos
kilonbség a stadionhoz képest, mert mint az el6zmenyekbdl kittinik, stadionban csak
hatéresetben van ergodikus viselkedés, véges sugarardny mellett mindig van
integralhatd komponens. A véges c(b) sugarardny folotti ergodicitas feltétel ezését
igyekszik aldtamasztani szamos szimulacios eredmeény, heurisztikus érvelés és némi
szamités.

A tapasztalat azt mutatja, hogy elég nagy sugararany (és b<1) esetén a dinamika
bizonyos értelemben tetsz6legesen kdzel van a c=w, azaz a tok dinamikajahoz.
Pontosabban a tok-dinamikanak ismert a kdvetkezo tulgjdonsaga. Vegyuk a fazispontok
olyan halmazét, amelyek épp elhagyni készllnek a kicsi (P2P3), vagy a kézepes (P4P1)
ivet. Az elsd visszatérés leképezés erre a részhamazra egyenletesen hiperbolikus. Elég
nagy, véges c-re ez a részhalmaz szintén definidhatd Ugy, hogy a kis (vagy kozepes)
ivet épp elhagyo trgjektoriat addig kovetjuk, mig elészor vissza nem tér. Mivel az
egyenletes hiperbolicitas nyilt tulajdonsag, igy az elso visszatérés leképezés véges, de
elég nagy c-re szintén egyenletesen hiperbolikus lesz. Méasrészt vegyuk észre, hogy elég
nagy sugararanyna az ilyen payak csak véges sokszor pattannak a majdnem egyenes
iveken, kivéve, ha az érintovel elég kis szoget zarnak be. Ilyenkor ez a leképezés csak
véges sok iterdltbdl fog alni. Ez a b<l eset kildnleges tulgdonsaga. Hacsak az
érintdvel bezart ¢ szog nem tul kicsi, az ilyen palyak C' értelemben tetszélegesen kozel
vannak egy tok-trajektoridhoz. Osszefoglalva: a tok dinamikai viselkedése jellemzé a
fézistér azon részére, ahol ¢ nem tdl kicsi (pontosabban ¢ > ¢ ¢, €S| 7 —¢| > @ b, ahol
¢ b tart anullahoz, hac tart a végtelenhez, minden b<1-re).

Ahhoz, hogy véges c-nél ergodikus viselkedést 1assunk, meg kell vizsganunk,
mi torténik a kis (¢) szoglii palyakkal. Ezek a trgjektériak legalabb néhany Utkozés
ergéig a fa kozelében maradnak, ezért ,.surrano-pdyaknak” fogom oket hivni.
Szimulaciok alapjan azt mondhatjuk, hogy elég nagy sugérarany mellett ezek a palyak
véges idon belll elhagyjak a kisszog, ,,surrand” tartomanyt. Tudjuk, hogy a ¢ egy iven
val 0 tobbszori reflexio sorén dlandd marad. Ezért avizsgdlat targyét az ivvéaltas kozben
torténd valtozés képezi. Alapvetden kétféle ivvaltast kell megérteni: a nagyobb ivrol
Kisebb ivre, illetve kisebb ivrél nagyobb ivre torténé pattanéast. A két eset geometriai
megfontolésaira alapozom az adbbi, a ,,surranas” eltiinésére vonatkozo heurisztikus
érvelésemet.

El6szor vizsgdjuk meg kozelebbrél a nagyobb ivrél a kisebb ivre torténo
mozgast (lasd 20. abra):

Jel6ljuk a nagy ivvel torténé utolsd Utkdzés helyét A-val, a két iv taldlkozasi pontjétél
meért szogtévolsagét f—val (ahol 0 < S < 2¢), és a pdlya érintovel bezért szogét p-vel.
Tovébba jeldljik B-vel a korivek O; és O, kozéppontjai dtal kijeldlt egyenes és a
trajektorianak a metszéspontjét, C-vel pedig a kis ivvel torténé elso Utkozés helyét. Az
ivdltés utéani megfelelé6 koordinatak legyenek rendre S’ és ¢’. Haszndlom még az
a=0,B segédvaltozot is.
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irjunk fel egy-egy sinustételt az O,AB e i o -
haromszdog két szogére: a n/2—¢ ésan/2—- OBC =) _ .

(b—¢) szogekre, ill. az O,BC hé&romszog e “% !ﬁ
w2-p’ é al2-(f-¢’) szogeire. gy ! . 0,

kapjuk a kovetkezé egyenl etrendszert:

R-r+a  cosp)

R cos(8-¢) OyBA = w2~ (F-p)
a__ cody)
r cos(B —¢')

21. Abra Az iwéltas vazata

Kihaszndlva, hogy #/2—(f—¢) és nl2—("—¢ ’) kiegészité szogek, ezért sinusuk
megegyezik, tovabba 6sszevonva és rendezve:

r , r
Feosle)+ (1— E) cos(8 - p) = cogp)
X2
A cos(x) ~ 1—7 helyettesités, és néhany egyszeriisito 1épés utan a kdvetkezo
egyenletet kapjuk:
, R
o' =(T—1j-ﬂ~(2¢—ﬁ)+¢2

Amennyiben a sugarardny nagy, azaz c—, R/r mellett az 1 elhanyagolhato, igy
akovetkezo egyenletet kapjuk, ami ¢ -nek ¢ -t6l valo fliggése:

¢’2=TR-ﬂ~(2¢—ﬂ)+<02

Mivel 0<f<2¢, a z&0Gjelben [évé mennyiség pozitiv, ezért a nagyobb ivrél a
kisebbre vatasnd ¢ <¢ '. Amennyiben a nagy iven torténd utolsd pattanas nem éppen
az ivek érintkezés pontjana torténik (5#£0), a ndvekmény a sugarardnnya arényos,
tehét ¢ jelent6s mértékben megné.

A kis ivrél a nagyra torténd mozgést hasonlé gondolatmenet aapjan
kozelithetjik meg. Most a palya ivvatas uténi paramétereit két vesszovel jelolom. Az
els6 |épéseket atugorva és kicsit masképp rendezve, ¢ *-re ezt kapjuk:

9"’ =9’ —(1—LRJ-ﬂ-(2¢—ﬂ)
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Amennyiben a ¢ elég nagy, az r/R elhanyagolhatd, igy kapjuk a kis ivrél a
nagyra vatéas soran torténé szégvaltozast:

9" =9" - B-(20-B)

Mivel 0<p<2¢, a zaréjelben 1évé mennyiség pozitiv, azaz a nagyobb ivrél a
Kisebbre torténé véltasnd ¢ > ¢ . Haf # 0, akkor ez mindenképp csokkeneést jelent.

Tehat a nagy—kics valtasna a trajektoria és az Utkdzési pontban hizott érinté
ata bezért sz6g nagy valosziniséggel a sugéraranytdl figgdé meértékben nd, mig
kis—nagy vdatasna ez a sz0g a sugararanytdl flggetlentl valoszintleg csokken.
Vegyuk viszont észre, hogy ez a csokkenés a sugararénytdl fliggetlen, mig a ndvekmény
mértéke a sugararannyal arényosan egyre nagyobb. Osszességében — a két effektus
versenyét tekintve — a novekedés mindenképp lekorozi a csokkenést. Az atalam
vizsgdlt tokhoz kozeli tartomanyban, ahol ¢ elég nagy, ez viszonylag gyorsan torténik.
Szdmoldsaimat szimulécios eredmeények is igazoljak (pl. 22. &bra). Az &bra
megértésehez azonban sziikséges tudni, hogy (1) a tokhoz kozeli geometridkban a nagy
ivek nyilasszbge a sugararanynak megfeleléen kisebb, mint a kis iveké; (2) az dbra
vizszintes tengelyén nem a fentebb hasznalt f koordinata, hanem az ivhossz szerepel,
ami az el6bbinek az aktudlis iv sugaraval vett szorzata.

W+ ) —

10° — —+

P2 [=F L B3 AV BV r4 ks fv Pl Ragyr v | Sl
22. dbra A kilénbodzd szinek mind ugyanannak a trajektérianak egymast kdvetd szakaszait abréazoljak. A

palya érintével bezart szoge kezdetben 1° volt (a geometria b=0,56; c=10). A vizszintes tengelyen a

keruleti paraméter lathato, ami az iveken mért tavolsag, azaz ivhossz, és nem kdzvetlenil a g szog.

Az dbran is latszik, hogy egy tipikus surran6-pdya szoge a kis ivrol nagy ivre
torténd valtés soran korlatos meértékben csokken, ugyanakkor kevesebbet is fog pattanni
az adott nagy iven, mint el6zéleg a kicsin (a nyilasszogek ardnydnak megfelel6en).
Majd nagy ivrol kis ivre vatasna a szog jelentds mértékben megno, ezért egysegnyi
nyilasszogre kevesebb pattanés jut. Megtéveszto lehet, hogy a kis iven dsszességében
tobb pattanast latunk, mint el6zéleg a nagyon. Ennek magyarézata, hogy a kis iv
nyilasszoge |ényegesen nagyobb, mint a nagy ivé. Ezutan a pdlya Ujabb nagy ivre tér &,
ami Ujabb (korl&tos mértékii) szogcsokkenéssel jar.

A két &menet hatdsanak kildnbsége el6szor akkor tiinik szembe, mikor a pdya
eloszor é a kiindulési helyének kdzelébe. Ezt a kiilonbséget jOl érzékeltetik a kapott
szogek a 22. dora PAP1 szakaszén, ahol az elsd és a negyedik dthaladas Iényegesen
eltéré szogekkel torténik.
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Az aabbi adbran pedig a fazisportré lathato, ugyananna a geometrianal, mint
amit a 22. abra elkészitésenél haszndltam, illetve a hozza tartoz6 geometria vazlata.
Lé&thatd, hogy a bilidrd még viszonylag tavol van a tok hatéresettol, viszont a fazisteret
mar a trgjektoria bejérja (az €l6z6 abra palygat folytattam 30 millid iteracios |épéssel,
ez |&hat6 alébb).

1807

135"

90’

45"

20°
10

P2 P3 P4 Pl P2
23. dbra Fazisportré és a geometria vazlata b=0,56; c=10

Azt, hogy a surran6-palyak nem rontjék el az ergodicitést, egy tovabbi eredmény
is alatdmasztja. Adott geometriand vizsgdtam a kaotikus tengerbdl inditott palydk és
egy-egy surrané-pélya Ljapunov-exponenset killonb6z6 hosszisagu trajektoridk esetén.
Méréseim eredmeényét, a tengerbdl véletlenszertien inditott 6t palya exponenseinek
atlagat és egy surrandpdlya exponensét dorézolja a 24. dora. Az iterécidk szamanak
novelésevel ezek a méroszamok egyre kozelebb kerliltek egyméshoz. Lathatd, hogy a
révidebb palydknd mért értékek eléggé eltérnek a tipikus és a surranopalyak esetén. A
kilonbseég az iteracio-szam novelésével rohamosan cstkken. Tovabbi tanulsag, hogy
50000 iteraciond mar a relativ kilénbség nem haladja meg a 0,5%-ot, ami a tipikus
payak adatainak szorasa, ekkora iteracio-szam mellett. A Ljapunov-exponens aapjan
tehdt méar néhany tizezer |épés utan nem kil 6nboztethetbek meg a surrandpayék a tébbi
trajektoriatol.
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24, abra A tipikus- ésa surranépalya Ljapunov-exponense (hasonlé abraimon a szines pontok a mért
pontok, az ket Osszekotd vonalak pedig csak szemléltetési célt szolgalnak)
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A meredeksegek kozti kilonbség cstkkenése érthetéveé valik, ha belegondolunk,
hogy mi is torténik. A surranépalydk eleinte kis szbggel verddnek vissza. Ez a szog
felnbvekszik és a palya kezdi begéarni a teljes fazisteret. Tehd a pdlya kezdeti,
alacsonyszogli szakaszét leszamitva a trajektoria nem is igazan surranopdlya. Ez azt
jelenti, hogy a métrixnyom novekedésében a kezdeti, tranziens szakasz jaruléka a
|épésszam novel ésével egyre csokken. Ezt érzékelteti a kovetkezo abra.
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25. abra Kildnbtzé hossziisagul, azonos kezdeti feltétel 7 surrandpalyak matrixnyomainak

logaritmusa. A palyak hossza rendre: 50, 500, 1000, 1500, 5000, 50000 iteracids |épés, a fliggsleges
tengelyen felvett maximalis értékek sorra: 1, 16, 88, 493, 2984, 37421

A heurisztikus érvelés és a szimuléciés eredmények alapjan bétran kijelenthetd,
hogy nagy sugararany mellet a surrands nem rontja el az ergodicitast.
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V. 3. EQyszerii szigetsors

A Kkettoperiodusi pdlya megsziinése, és a P4P1 iv félkorné nagyobbra
novekedése utani tartomanyt tovabb vizsgdlva, tobb hasonlosagot vettem észre a
szigetek viselkedésében, a két paraméter fliggvényében. Belathato, hogy a szigetek egy-
egy periodikus palya korll jonnek Iétre. Viszont nem minden periodikus palya kordl
alakul ki sziget. Mindez er6sen 0sszefiigg a palya stabilitasaval. Az aabbiakban az erre
vonatkoz6 szabalyszertiségeket vizsgadlom.

A (b,c) tér tobb (6sszesen mintegy 5 ezer) pontjdban 10 millié pontbdl alé
fézisképeket készitettem, ugyanazokkal a kezdeti feltételekkel, mintegy feltérképezve a
teljes paraméterteret. Az altalanos geometriakhoz tartozo fazisportré bonyolult, szamos
szigetet és akar tobb kaotikus tengert is tartalmaz. Ha viszont a P4P1 iv félkorné
nagyobb, a fézisportré mindig csak egy kaotikus tengerbsl és a benne Iévo keveés
szigethol al. A (b,c) paramétertér ezen tartomanya praktikusnak bizonyult a szigetek
kial akulasahoz szilkséges korulmeények megfigyel ésére.

Egy-egy sziget méret- és alakbeli valtozasit vizsgdtam b, és c fliggvényében.
Adott b mellett c-t ndvelve, dtaldban a sziget mérete nott is meg csokkent is. Hasonlé a
viselkedés adott ¢ mellett b-t valtoztatva. Fontos megjegyezni, hogy tébb kildnbdzoé
tipusi palyanak lehet egyezd periddusa, ezért a korllottik kialakulé szigetek
kulonbozokepp felodhetnek. Az aldbbi dbran pl. 2-féle 6 periodust palya keépe is
l&thatd, a ketto kdzott az a kulonbség, hogy az egyiknek a val0s térben vett tikorképe is
hat periodust palya (ezért ,,2x6” periddust), mig a masiknak valodi tukérképe 6nmaga.
Feljegyeztem, hogy az egyes szigetek milyen paraméter-paroknd jelennek meg, vagy
tiinnek el. Ezek az adatok grafikonon megjelenitve |&thatok aldbb, a nagyobb szigetekre.
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26. abra A nagyobb szigetek megjelenése és eltiinése b és c fliggvényében, és az azok
kozéppontjaul szolgal6 palyak vazata

A méretbeli ingadozas és a megjelenégetiinés jelenségeinek megértését a mér
kordbban emlitett stabilitas-szamold algoritmus segitette el6. Méréseket végeztem a
szigetek kozepét add periodikus palya stabilitésdra vonatkozéan mind b, mind ¢
flggvényében. Egy konkrét sziget stabilitéasi tulgjdonsagait mutatja be a 27. &bra,
melyen a +2 értékek a stabil és instabil jelleget vaasztjak kilon. Tapasztalataim azt
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mutatjak, hogy a sziget kialakulasahoz nem elég, hogy |étezzen egy periodikus palya,
hanem annak stabilitédsa is szilkséges. Amennyiben a zarodo tragjektoria instabil, nem
alakul ki korulotte sziget.

m 4 peri6dusu palya

stabilitas
L |

L | |
sugéararany \_/

T T T T T T T T T T
6,5 7,0 75 8,0 8,5 9,0

27. dbra A 4 periodusi sziget kozepét add periodikus palya stabilitasanak valtozasa és a trajektoria
vazlata. A sziget csak a piros vonalak altal hatarolt, stabil tartomanyban |étezik.

Az dborén léthatd, hogy a sziget kdzepét add periodikus palya stabilitésdt még a
sziget megsziinése utan is lehet ellendrizni. Tehét a palya még mindig létezik, viszont
instabilitasa miatt m&r nem taldlhaté korilotte integralhatd tartomany. A sziget ilyen
jellegli megsziinése/szll etése tehat a periodikus padlya stabilitasara vezethet6 vissza.

A szigetek tobbféleképpen sziinhetnek meg, illetve szillethetnek. A fazisképen
nemcsak egyszeriien megjelenhetnek/eltiinhetnek, hanem oOssze is olvadhatnak tébb
szigethol, és szétszakadhatnak més szigetekké. llyen irany( tapasztalataimat egy
konkrét sziget fejlodésén keresztil mutatom be (28-32.8brak). Ahhoz, hogy tisztabban
l&thassunk, a sziget periddusanak tobbszortse aatt zarodd payak stabilitésdt volt
érdemes nyomon kovetni. A méréseket tehat azzal egészitettem ki, hogy 6sszeolvadas
elotti szigetek kozepének, illetve az Gsszeolvadt sziget kozepének stabilitasat egyszerre
vizsgdltam. Ez praktikusan azt jelenti, hogy numerikusan, vagy a vazlat segitségével
minden mérésnél meg kell keresni ezeket a pdlyakat, mert a szétszakadt szigetek nem

c=7,526 ¢=7,88
28. dbra A szétszakadast elvékonyodas elgzi meg
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tartalmazzék az Osszeolvadt sziget kozepét, illetve az Osszeolvadt szigeteknek nem
jellegzetes pontja a szétszakadas utani szigetek kdzéppontja. Egy tipikus szétszakadast
mutat be a 28. &bra, ahol nem a sziget belsd szerkezetét abrézoltam, hanem a koril 6tte
lévo kaotikus tengert.

A szétszakadt szigetek kozepét add palya periddusa az
Osszeolvadt sziget periddusanak tobbszordse (a 29. dbra esetében
duplgja). Ez a sziget viszont ma& a paya geometria
ellehetetlentlése miatt sziinkk meg. A 29. dbran a sziget
kozepéhez tartozd trajektoria megvaltozasdt szemléltetem a
sugararény novelésével. A nagy ivek egyenesedni kezdenek, mig
a kisebb ivek sugara nd. Jol latszik, hogy a palya érzékeny a
sugararény valtozasaira, el6bb-utdbb eléri az egyik szingularitést,
és azon é&haladva mar mésképpen fog visszaverédni. igy
legaldbbis nem ugyanannyi pattands utan fog visszatérni a
Kiindul6 pozicidba, az addigi periodikus paya mindenképp . -
stalakul. Kiilonbozo tipusti periodikus palyak KUIONDSZOKEDD okl mcqatoshon o
érzékenyek a geometriai paraméterek valtozasara, de egy kozos novelésére
tulgjdonsdguk mindenképp van: minél nagyobb a periodusuk,
anndl érzékenyebbek, annd kisebb (b,c) tartomanyban |étezhetnek. A sziget ilyen
megsziinését geometriai megsziinésnek nevezem, mert a sziget kdzepét ado periodikus
paya, még akkor is ha stabil lenne, geometriai okokbdl sziinik meg, ezdltal a szigetet is
eltintetve.

A szétszakadas folyamata a kovetkezé: A sugararany
novelésevel a periodikus pdya kis perturbacidi, jellemzéen
tébbszoros periodust pdyak is stabilla vanak, amelyek a c
novelésére viszont maskeént reagalnak, mint az eredeti paya. A - “
29. dbran szereplé paya példaul a 30. abra paydanak kis
perturbécigja (sot infinitezimalisan kicsi perturbécio esetén a
megfelelé  Utkdzések helyel gyakorlatilag egybeesnek). ami
viszont ¢ novelésére csak a stabilitésat vesziti el, geometriga
lényegében valtozatlan marad. Tehd a szigeten belll a
kozéppont tobb pontra esik szét, amelyek a sugararény ) ’
novelésével tavolodni kezdenek az eredeti kozépponttdl, ami 30 abra A palya
ezzel parhuzamosan elvesziti a stabilitasét (a sziget ilyen jellegi  2KeHen cnovelésere
vizsgdlatardl a 32. abra szamol be). Ez a jelenség az irodalombdl ismert, a logisztikus-
leképezésnél [12], vagy standard leképezésnél[12] tapasztalt peridduskettézodésre,
azonban itt a szingularitdésok erésen befolyasoljdk a tobbszords periddusi payak
vétozésait. Elképzelheté azonban, hogy egy hasonld, de diszkontinuitasoktdl mentes
geometridban periddus-sokszorozdédasok sorozatat tapasztalhatnank. Béar errél az
Hénon-Wisdom cikk nem ir részletesen, mostmér lathatd, hogyan befolyasoljdk a
szingularitasok a szigetek sorsat.

Ahhoz, hogy a sziget teljesen szétszakadjon, az U] kdzéppontok eltévolodasa
még nem elég. A szétszakadasnak stabilitdsi okai is vannak. A belst szerkezet
valtozasainak vizsgéata vilégitott ra, hogy a szigeten belll fokozatos atalakulas megy
végbe. Az eredeti kozéppont instabilld vdésa még nem szinteti meg a reégi,
koncentrikus belsd szerkezetet, csak a kdzéppont kornyezete alakul a. A szétszakadas
az eredeti struktUra megsziinése utan kovetkezik be. A belst szerkezet valtozasardl a 31.
abra szamol be.
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31. dbra A sziget elvékonyodasa a régi szerkezet fokozatos elti#znését jelenti

A sziget stabilitési viszonyait az adébbi dbra mutatja be. Lathatd, hogy az (j,
stabil kozéppontok és az eredeti kdzeppont stabilitasa ellentétes irdnyban valtozik,
amint a tavolodés elkezdsdik.

3,04 m  szimpla periédusu palya
1 dupla periédust palya (az eredeti kozéppontban)
2,54 dupla periodust palya (a tavolodé kézéppontban)
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32. abra A sziget periodikus palyainak stabilitasa a sugararany flggveényében, adott b mellett

A szigetek méretének véatozasdban van egy nehezen interpretahatd jelenseg.
Bizonyos (b,c) paraméter-paroknd az adott sziget mérete, a kozeli geometridkhoz
képest drasztikusan csokken. A jelenseg dtaldnos, szamos szigetnél megfigyel heto.
Tapasztalataim alapjan mindig a sziget kdzepének s=-1 stabilitési értékénél torténik.
Mégsem nyilvanval 6, hogy miért zsugorodik le hirtelen. (Nem kizart, hogy a forgatasi
szam irracionalitasaval Osszefliggésbe hozhat6 a jelenség. A kérdést nem vizsgaltam
kdzelebbrol.)
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V. 4. Ljapunov-exponens mérése

Méréseket végeztem kilonbdzé geometriak mellett, hogy néhény hasonl 6ségot
és markans kulonbséget vehessek észre. Ezeknek a méréseknek tovabbi célja a
megfigyeléseim, és azok magyarézaténak aldtamasztasa volt.

A Ljapunov-exponens elsd tulgidonsaga: dliptikus, azaz stabil periodikus
payakon mérve zérus. Ezt — bar feleslegesnek tiinik — méréseim is igazolték.

A maéasodik tulgjdonsdga mér tovabb mutat: nem periodikus palyakon mérve
pozitiv. Méréseket végeztem kilonbdzé hosszlsdgu nem-periodikus trajektoridkon, és
arra a megdlapitasra jutottam, hogy néhany tizezer |épés boven elegendd egy-egy
meredekség kelld pontossagl meghatarozésahoz. A kezdeti tranziens jelensegeket
kiklszobolend6 kulonbtzé geometridknal két-két egymashoz nagyon koézeli pontbdl
inditva figyeltem a |épésszam novelésével a méatrixok nyomanak novekedését. Parszéz
lépéses skddn nemcsak a ndvekmeények szortak szembetiind modon, de a két
meredekség is |ényegesen kilonbozott. Az iterécidk szamét ndvelve mind az adatok,
mind a meredekségek szérésa csokkent. A kritikus |épésszam fol6tt ez mar sokkal
kevésbé vdtozott, viszont a méréseimet egyre inkabb I|elassitotta Tehdt a
programomban a Ljapunov-exponens vizsgdlatand alapértel mezett trajektoria-hossznak
50000-et hataroztam meg (500 |épéses blokkokban, lasd I11.2. fejezet, 17. oldal) és
meéréseimet is ilyen |épésszam mellett végeztem. Persze a programban lehet6ség van
ennek ndveléséreis.

A mésodik tulajdonsag segitségével a nem-periodikus péalyak bizonyos
értelemben csoportosithatéak. Ebbél adddik, hogy a Ljapunov-exponens adott
ergodikus komponensre jellemzé. Vizsgdlataim soran azt a kérdést tettem fel, hogy
vgion ez mennyire latszik, kilonbozo kezdeti feltételekkel inditott palyakat milyen
hosszan kell kdvetni, hogy a matrixanak nyoma azonos meredekséggel nojon, azaz egy-
egy rovid trajektéria mennyire jellemz6 az adott komponensre.

A tanulség az, hogy a matrixok nyomanak |ogaritmusa még a legjobb estben is—
ha minimdlis mértékben is, de — szor, nem illeszkedik pontosan egy egyenesre. Ennek a
szorasnak a kdvetkezménye, hogy az egyenes-illesztés szintén tartalmazni fog egy
bizonytalansagot. Tehét, ha kulonb6zé pontokbdl inditott trajektoridk adatainak
meredekségeit &lagoljuk és az étlagot vesszilkk az ergodikus komponensre jellemzd
mérészamnak, akkor az adatokra torténo illesztés 1-2%-o0s hibgan belll maradnak a
komponens trajektoriainak exopnensei.

Kldnb6z6 b paraméterii geomtriak esetén, azonosan nagy sugarardny mellett
vizsgdltam tovabb a Ljapunov-exponens valtozasat. A 33. abran lathatd, hogy a
Ljapunov-exponens érzékeny a geometriai paraméterekre, még akkor is, ha csak
ergodikus esetekre szoritkozunk. Viszont a paraméterfiggés jellege a sugérarany
novelésével nem vatozik. A grafikonokon, b=1 kozel ében |athato torést ajelen 1évo kis
méretii 2 periddustl sziget hatésanak tulgjdonitom. Egyrészt a b=1 kis kornyezetét
leszamitva ekkora sugérarédnyok mellett nincsenek szigetek a fazisportrén. Masrészt a
szamos méreés igazolja, hogy szigetek jelenléte befolyasolja a mért meredekséget.
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33. &bra Teljesen ergodikus (kivéve b=1 kdzelében) geometridk Ljapunov-exponense

Végeztem méréseket olyan geometridkndl is, ahol néhany sziget is jelen van,
hogy azok hatasat jobban megfigyelhessem. Ehhez olyan geometriédkat hasznéltam, ahol
csak egy periodikus palyahoz tartozo sziget rontja €l az ergodicitast. Az ilyen sziget
vatozésat kisértem figyelemmel, mig a korulotte 1évd kaotikus tengerben Ljapunov-
exponenst mértem. A 35. abra elkészitéséhez a 34. dbran a sziirke vonalak atal hatarolt
(b,c) térben vettem fel néhany metszetet.
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34. dbra A 35. abréan lathato teriilet a (b,c) térben, és benne a 10 periddustl sziget elhelyezkedése

A kovetkez6 abra pedig a szigetek korlli tengerben mért Ljapunov-exponens
Valtozasarol szamol be. A b=0,5 kdzelében lathatd exponensek olyan geometriakra
vonatkoznak, ahol nincsenek szigetek. Erthetd modon fix b mellett a sugérarany
novelésével a mért meredekségek nének a sziget nélkili (b,c) parok esetén. Viszont
sziget megjelenésével jelentésen megvaltozik a kép. Amikor c=8 és b>0,7 — érdemes
az €l6z6 dbraval Osszevetni — a fazisképen a 10 periddust palydhoz tartozd szigetek
jelennek meg. Ez a mért exponens fliggésében egy torést okoz. A szigetek elkezdenek
novekedni, késobb Osszeolvadnak, kozben a mért meredekség novekszik. Majd az
Osszeolvadt sziget tobb részre esk szét, de a 10 peridédust szigetek megmaradnak.
Méretik viszont folyamatosan csokken. Az Osszeolvadt sziget szétesese okozza a
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letérést. A b-t tovébb ndvelve, mikozben a 10 periddusi szigetek mérete folyamatosan
csokken, a 2 periddust palya stabilla valik, korilétte Ujabb sziget alakul ki. Ez b=0,75-
nél egy Ujabb torést okoz a paraméterfliggésben. A 2 periddusl szigetek mérete a mert
exponenssel egyltt ndvekszik (ez a sugararany novelésével torténé méretndvekedésre is
igaz). Tehat ajelen 1évo szigetek mérete alapveten befolyésolja a mért meredekséget.
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35. bra A szigetméret alapvetden befolyasolja a mért meredekséget

Kicsit pontosabban fogalmazva: minél nagyobb tertletet takar ki a fazistérbol
egy szigetcsoport, annd nagyobb Gtemii ndvekedést fogunk tapasztalni az Oket
korulvevod tengerbél inditott pdlyak matrixanak nyoméaban. Mivel a Ljapunov-exponens
két kozeli palya eltdvolodasanak Utemét jellemzi, sziget jelenlétében két kezdetben
kozeli pdya gyorsabban tavolodik el egyméastol, mint sziget nélkuli esetben. Még nem
teljesen vildgos, milyen mechanizmus miatt mériink ilyenkor nagyobb exponenst. Nem
kizért, hogy a szigetek kis kornyezetében kvézi-integrdhaté viselkedés alakul ki,
melynek jaruléka a sziget méretétol, vagy akar a sziget kdrnyezetének elhelyezkedésétol
(kis, vagy nagy szogtartomany) fligg. Azonban ennek tisztazasa, illetve a mechanizmus

megértése tovabbi vizsgalatokat igényel.
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V. 5. Tengerszétvalas

Benettin és Strelcyn cikkében [3] irja, hogy a stadiont a kor felé transzformalva
a szigeteket eleinte egyetlen kaotikus tenger veszi korll. Késobb ez az egyetlen
komponens két, majd tobb részre valik szét. Az dtaluk kozolt o értékeknél én is
tengerszétvalast tapasztaltam, sot a szétvalasok helyét keresve és J—ra atszamitva,
egzaktul ugyanazokat a paraméterértékeket kaptam, mint 6k. Természetesen nem
feltétlenll szerencsés kimondani a tengerek szétvalasat, hiszen ez megkdévetelné, hogy
az egyik tengerbol inditott trajektoriak soha ne hagyhassdk el azt. Ezt azonban csak
véges szamu trajektoriandl és véges szamu pattanasnal tudjuk ellendrizni.

36. abra Tengerkettévalas b=0,95, c=1,15-ndl . A grafikon kék és fekete komponensei egymas
ellentétei. nontosabban a kék palvait visszafel é kovetve kaniuk a fekete pontiait.

A tengerkettévdlasok helyét imméa bovebb tartomanyban, a (b,C)
paramétertérben keresve a kovetkezé megdllapitasokra jutottam. A Benettin-Strelcyn
esethez kozel, b kis véltoztatasara a szétvaas helye folytonos fliggest mutat. A b=1
esettol tévolabb viszont érzékeny a geometriai paraméterek véltoztatasara, és
megfigyelése is problematikussa véalik. Tapasztalataim alapjan egyre szikebb c
tartomanyon belll torténik a tengerek ilyen jellegti szétvalasa, illetve egyre inkabb
rahlzédik a kor esetre.

Tovébbi vizsgdlodasaimhoz a kilénbozé L
komponensekben  Ljapunov-exponenst mértem.
Felmeriilt a kérdés, hogy olyan geometridknal, ahol
tébb ergodikus komponens is jelen van, vagon
l&tszik-e kilonbség a Ljapunov-exponensben is.
Tdbb olyan megfigyelésem is volt, ahol kilonb6zo §
ergodikus komponensekben KUlOonNbozo [
meredekségeket tapasztaltam. Ezek kozil egy %
lathatd a 37. &brén. Altaldanossagban azonban |
kijelenthetd, hogy ez a szabalyszeriseg nem |
igazolhaté egyértelmiien. A mért matrixnyomok R " it ™
nem mindig mutattak exponencidlis novekedést, 37. bra A kul6n ablakban |évé

még hosszabb (10°-10° iteracié) palyak esetén sem.  €gyenesek aket kuldnbozd szini

Mivel ebben atartomanyban elég sok sziget isjelen tengerbdl in?g:t; %a;l{aggoz tartozak
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van egy-egy tengerben, nem egyértelmii, hogy egy-egy kiltnbtzé meredekség minek
tulajdonithatd.

Méréseim soran azonban mas jellegi tengerszétvalasra is taldtam példat. Ekkor
egy-egy trajektoria pontjai a vizsgalt 1épésszamig (3x10°%) nem Iépnek & més ergodikus
komponens fazistartomanyaba. Ezek az esetek a kor geometriatdl tavolabb, viszonylag
nagyobb c-knél torténtek, azaz legalabb az egyik komponensben kevés sziget van jelen.
Ekkor a Ljapunov-exponens mérése egyértelmiibb kilonbséget adott. Ez alapjan
kijelenthetd, hogy az exponens korhoz kozeli geometridkban tapasztalhatd
bizonytalansdga a szigetek jelenlétének hatdsa. Tovabba valdszini, hogy kildnbozo
ergodikus komponensekben, kiilnbdzé meredekseg mérheto.

dra- SRR v

-
—_

e rozsaszin_ .-~
o —

—

38. abra A baloldali grafikonon lathato fekete és r6zsaszin komponensek 40-40 millié iteracio
pontjaibdl allnak. A jobboldali grafikon a fekete és a rézsaszin komponensbdl inditott palyak
matrixnvomainak looaritmusat abrazolia.

Hénon és Wisdom cikke [5] szerint a kiUlonbdzé ergodikus komponenseket
transzverzalis invarians gorbék vaasztjak el egyméstol. Ezen a gérbén fekszenek az
Ggynevezett kiolté-palydk pontjai is. Szimulaciéim aapjan ezt az dlitast sem
megerositeni, sem cafolni nem tudom. Annyit viszont alithatok, hogy taldtam olyan
jelenségcsalédot, ahol a tengereket legaldbbis nem transzverzdlis gorbék valasztjak el
egymastol.
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V. 6. Tovabbi érdekes jelensegek

A Kkovetkezd néhany jelenséget nem vizsgaltam kozelebbrol, ezért csak
ismeretterjeszt6 jelleggel kozlom oket. A szimulacios program alkalmas ilyen iranyd
tovabbi kutatdsok elvégzésére, magyarazatok keresésére.

Az dtalam vizsgdlt tartomanyban (1V. 1-3. fejezetek) viszonylag kevés sziget
van, sot gyakran el6fordul, hogy csak egyfajta szigetcsoport |étezik adott geometrianal.
A szigetek megsziinése és més szigetek keletkezése néha & sem fed. Tehat ergodicitéast
nem csak a lV. 2. fejezetben bemutatott, a hataresethez kdzeli tartomanyban |athatunk.
A Kkapott fazisképek aapjan tovabbi, pozitiv mértékii, koztes tartomanyokban is
ergodikus viselkedés feltétel ezheto.

A 2 periddust szigetek dtaldban tobb szigetre bomlanak, amelyek mind egy-egy
periodikus palya korll alakulnak ki. Azaz a 2 periddusi stabil palya nagyobb periédusi
stabil pdyava alakul a. A geometria alapja (dtalaban trapéz), b minél kdzelebb van 1-
hez, annal nagyobb ez a periddus, és anndl érzékenyebb c valtoztatasara.

Eléfordulhat, hogy egy-egy sziget olyan nagyra no,
hogy egyesrészei alépik a szingularitasokat. A sziget belso
szerkezete ilyenkor atalakul. Azok a trajektoridk, amelyek
atlépik a sarkokat, ataldban kaotikus savot alkotnak (lasd
37. dbra, ahol a zold vonal pontjai az egyik sarokba torténd
pattanast jeldlik). Mindazonaltal minél kisebb mértékben
|6g tUl a szingularitdsokon, anndl kevesebb, és keskenyebb
ilyen sdvot tartdmaz a sziget. B& ritka az ilyen
szembettind  jelenséy, minden  olyan  szigetben 39 ghra A sriget kevert belsd
megfigyeltem, ami elég nagy, hogy ilyen pélyékat is szerkezetii is lehet
tartalmazzon.

Bizonyos geometriaknal a fazistérnek létezik egy olyan tartomanya, amibdl
inditva a trgjektéria nagyon hosszl ideig tartézkodik ebben a tartomanyban, mintha
nehezen tudna kltornl belole. Ha V|szont atartomanyon kIVU| rol |nd|tj uk apalyat abba

40. dbra Csapda-jelenség: atrajektoria |ényegesen ,, siir idbben” pattan a fazistér egy bizonyos
tartomanyaban, mint annak barmely mas, ekkora teriiletén (az abra 5* 10° pontbdl all)
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csak ritkan tor be. Ez a jelenseg alapvetden szigetek kornyezetére jellemzé. Viszonylag
gyakori olyan geometriakndl, ahol a szigetek mérete hirtelen lecstkken, pontosabban
olyan geometridkndl, amikben van egy sziget, ami egy nagyon kozeli geometridban
|ényegesen nagyobb méretii volt.

Az ilyen ,siribb” tartomanyok Ljapunov-exponensét vizsgadlva fontos
kilonbséget vehetlink észre. A bennik mérhet6 exponens kilonbozik a tengerben
mérhet6 meredekségtol (lasd 41. dbora).

Y|l 43

' I
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41. dbra A baloldali faziskép-részet (b=0,3, c=3,5) néhany tizezer iteraciét abrazol. Jobboldalon a két
komponensben mért méatrixnyomok logaritmusai lathatéak (mindkét komponensben tébb mérést
végezve). A kevésbé meredeket mértem a ,, siir idbb” tartomanyban

Tehat dsszeségében kijelenthetd, hogy egy kaotikus tengerre nem feltétlentl egy
Ljapuinov-exponens jellemzé. EQy tengerben lehet kilonbdzé a keverési sebesség.
Ezért érthetd, hogy tobb esetben is nem exponencidlis ndvekedést tapasztatam a
matrixok nyomaban. Logaritmusuk nem linedarisan noétt, hanem torétt-vonara
emlékeztetett, mintha kilonbdzé meredekségli egyenes szakaszokbdl alt volna dssze.
Ez a kilonbdzé modon keverd tartomanyoknak koszonheté. Valoszinileg ez neheziti
meg a korhotz kozeli, tobb kaotikus savot tartamazd fazisképekben a Ljapunov-
exponens merését. Ekkor egy-egy savon belll is tobbféle exponens meérheté rovid
paydk esetén, hosszabb palyakna pedig igen Osszetett grafikont kapunk, aminek a
meredekségét nem lenne jogos L japunov-exponensként kezelni (I1asd 42. bra).

lglrimas 39

42. abra Nem exponencialis méatrixnyom novekedés
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V. Osszefoglalas

Diplomamunkdmban a kevert fazistér tulgjdonsdgait kutattam konvex
biliardokban. Ehhez egy olyan modellt hoztam |étre, amely a témaban publikalt cikkek
néhany eredményét hataresetként tartalmazza, ugyanakkor ataldnosabb vizsgdlatot tesz
lehetove. Ez a kétparaméteres csalad a Benettin-Strelcyn-féle kor-stadion atmenet
dltaldnositdsa, ami egy olyan folytonosan transzformalhaté geometridt ad, amiben a
biliard dinamika a két paramétertél flggoéen integrahatd, kevert, vagy teljesen
ergodikus lehet. Az dtaéanositds egy Uj, jelenségekben gazdag, jol vizsgadlhato
tartomanyt is feltart. Dolgozatomban alapvetéen ennek a tartomanynak a
tanulmanyozésaval foglalkozom.

El6szor is egy jOl haszndlhato, praktikus szimulacios kornyezetet fejlesztettem a
vizsgélatokhoz, ami a publikdlt jelenségeket nagy pontosséggal visszaadta. Programom
nem csak az adott geometridhoz tartozo fazisportrék gyors és pontos szimulaciojat
végzi, hanem azonnali kiértékelést is lehetove teszi, boséges eszkoztarral. Tobbek
kozott lehetoség van az irodaomban ismert vizsgalati modszerek azonnali
alkalmazasara és azok eredményeinek elmentésére és késobbi dsszehasonlitasarais.

A vizsgdat fo6 célja volt, hogy a kevert fézistér vatozésanak
torvenyszeriisegeirol teljesebb képet kapjak. Szimulacioim tébb Ujszerii jelenségre
hivjiak fel a figyelmet, de ezek kozil az ergodicités kiaakulasanak korlilményeire
koncentraltam

Numerikus eredményeim és heurisztikus érvelésem aapjan Ggy vélem,
ergodikus viselkedés tapasztalhatd a hataresethez kozeli pozitiv mértéki tartomanyban.
Amennyiben a visszapattanas szoge nem tdl kicsi, a dinamika elég kdzel van a tok
hatareset dinamikgjdhoz, ami ergodikus. Viszont a kis szogben tkdzo, a fal kozelében
marado palyak szoge érvelésem szerint véges idon belll felndvekszik és kitor a hatar
kozelébol. Ezt igazoljak a kisszdgii palydk Ljapunov-exponensére irdnyuld méréseim is.
Tehat a folytonos &menet soran nem szilkségszerti, hogy csak hataresetben lassunk
ergodicitast. Ez egy nagyon fontos kilonbség az el6zményekben targyalt cikkekhez
képest. Tovdbba ez az eredmény egyértelmien az d&talam kiaakitott modell
tulajdonsagai nak készonheto.

Fontos |épéseket tettem a kaotikus tengerben kialakuld szigetek kialakul dsanak
megértése felé. A szigetek periodikus palyak kornyezetében alakulnak ki, és —
vizsgdlataim szerint — ehhez a periodikus palyanak stabilnak is kell lennie. Ezen palydk
természetesen az aszta geometrigdnak valtoztatdsdval eldeformdddnak, ami a
stabilitasuk megvétozasaval is jar. Nagyobb deformécié esetén pedig a periodikus
palya is torzulhat, elveszitheti periodicitdsdt. Amennyiben a pdlya stabil, korllotte
sziget alakul ki. Ha azonban instabilla valik, a sziget is megsziinik. Tovdbba a sziget
megsziinését a periodikus palya geometriai megsziinése, a periodicités elvesztése is
okozhatja. A sziget dalakulasat, tobb részre szakadasat — szimulécidéim alapjan — a
periodikus trajektoria stabilitdsvesztésével parhuzamosan torténd, tobbszords periddust
palydk stabillavalasa okozza. Ez az eredeti sziget tobb részre szakadasaval jar.

Tovébb vizsgd édtam olyan geometriakndl, ahol nincs, vagy csak kevés sziget
taldhaté a fazisképen. Ebben a (b,c) tartoméanyban sikeriilt néhany jellegzetességet
észrevennem kulonbdzé padyak Ljapunov-exponensében. Bé&r tdbbszor mértem
kllonbdzé meredekségeket, kulonbdzd kaotikus tengerekben, nem egyértelmii az ezt
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meghatarozd szabdlyszertiség. Ezt a bizonytalansdgot elsosorban a szigetek hatésaval
magyarazom. Tapasztalataim alapjan a szigetek jelenléte — a szigetmérettel ardnyos
mértékben — nbveli a mért exponenst. A méretfliggés nem meglepd, hiszen mind
nagyobb tartomanyt takarnak ki a fazistérbol a szigetek, annd kisebb tartomanyon
pattognak a palyak, azaz anndl hamarabb tévolodik el egyméstdl két, kezdetben kozeli
trajektoria.

Az el6zményben téargyalt cikkek tengerszétvalasrél szamolnak be a korhoz
kozeli geometridkban. Ezen eredményeket egzaktul visszakaptam, sét a komponensek
Ljapunov-exponenseit is megvizsgdtam. Bar gyakran kilonbdzé exponenst kaptam,
egyértelmii  szabdlyszeriiseget nem tudtam megdllapitani. Ezen kivll Ujszert
tengerszétvaast is megfigyeltem, amikor a komponensek nem c=1-hez kozel, hanem a
kortol tévolabb kulonulnek €. Ilyen esetekben viszont egyértelmien kilonbdzo
exponeseket mértem a kilonb6z6 komponensekben. A kaotikus tenger ezen
elkulonilése megkérdsjelezi Hénon és Wisdom transzverzalis invarians gorbéirol
vallott nézeteit, miszerint azok valasztjak e a kilonbdz6 ergodikus komponenseket
egyméstdl. Bér az dltaluk térgyalt diszkontinuitasok hatésa egyértelmiien igazol édott, az
dtaluk elemzett kiolté-palyak szerepét a szimulacidim nem tamasztjak ala. A kiolto-
palydknak megfelelé kezdeti feltételbol inditva elso ranézésre tényleg folytonos gorbét
kaptam, viszont ranagyitva apro szigeteket |attam egymashoz nagyon kozel. Hogy egy-
egy ergodikus komponenst ilyen sziget-rendszer hatédrol nem csak az dtauk emlitett
esetekben tapasztaltam, hanem a szigetek szélén is gyakran lattam ilyeneket. Bar a
kérdés nyitott maradt, a program lehet6séget nyUjt ennek tisztazésarais.

Végul néhany tovébbi jelenseg bemutatasival igyekeztem érzékeltetni, hogy a
biliardcsalad tartogat még megvalaszolatlan kérdéseket. Vannak tranziens effektusok,
amik megnehezitik eddigi vizsgdlataim folytatédsét, viszont Uj megvilégitasba helyezik
azokat.

A témafolytatasaként potencidlt latok a kevert fazistér tovabbi vizsgalatéra és az
eredmeényeim altalanositasara mas geometriakban is. Tovabbi altalanositasként a biliard
szimmetridginak hatésat vizsgadndm, kevesebb szimmetridval rendelkezd geometria
folytonos attranszformalasaval nagyobb szimmetrigju rendszerré.

Mig az élénken kutatott un. gomba-biliard [9] mesterkélten keveri az ergodikus
és az integralhat6é dinamikat, azaz a valos térben is elkilonitheté a kétféle viselkedés,
addig az atalam kialakitott modell természetesebben vegyiti oket. llyen értelemben a
modellem kdzelebb all a standard |eképezéshez [12], vagy az elliptikus stadionhoz [10],
mint a gomba-biliardhoz. Egy hasonlosag meégis van: mind a négy modell a kevert
fazistér analitikus vizsgal atara alkalmas.
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VI. Koszonet

Mindenekel 6tt szeretném halamat és koszonetemet kifejezni témavezetomnek,
Dr. Bdint Péernek lelkiismeretes Utmutatasaért, folyamatos és féradhatatlan
segitsegnyljtésaert, illetve  jotékony  noszogatdsaiért. Hasznos — észrevételei
nagymeértékben segitették és gyorsitottak a program fejlesztését, és gordiilékennyé tették
annak tesztelését. Eredményeim értelmezésében, azok helyes megfogal mazasaban, és
TDK-munkam, illetve késdbb a diplomamunkam irasaban értékes megjegyzésel és
bolcs tandcsai nagyon sokat segitettek. Tovabba kdszonetet szeretnék mondani Dr.
Szész Domokosnak és Dr. Toth Imre Péternek ritka, ugyanakkor elgondolkodtatd
probléma-felvetéseiért. Végil, de nem utolsdsorban szeretném megkoszonni Dr. Varga
Imrének, hogy batoritott és biztatott.
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