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Bevezetés

Klasszikus dinamikai rendszerek sztochasztikus tulgjdonsdgainak kutatasa tobb
mint fél évszazados multra tekint vissza. Ez id6 alatt szamos numerikus vizsgalatot
végeztek, és tobb-kevesebb elméleti hatteret is igyekeztek szolgdltatni azok
aldtdmasztasara. Szimuléacios eredmények sora hivia fel a figyelmet egy Ujfgta
jelenségre, az Ugynevezett sztochasztikus &menetre. Ez a jelenség olyan rendszerek
sgjatja, melyeket integralhatd viselkedésii rendszerek perturbécidjakeént kaphatunk. Az
amenet az integrd haté viselkedést folytonosan ergodikussa transzformalja.

Kevert dinamikéval rendelkeznek a tipikus Hamiltoni rendszerek, fézisportréuk
jellemzéen kaotikus tartomany(ok)ban elhelyezkedd rendezett szigetekbol all. Mivel a
teljesen integralhato és a teljesen kaotikus dinamika vizsgaatéhoz kilonbdzé analitikus
eljarasok haszndlatosak, a hatéresetektdl tavol mindkét megkdzelités érvényét veszti. A
kevert fazisterli rendszerek szigorl matematikai tanulmanyozésa ezért nehézkes feladat.
Ehhez hasonl6an a numerikus vizsgalat sem konnyi, hiszen pl. minél kisebb egy sziget,
annd nehezebb szimuléciok sorén észrevenni, tovabba a szimuléciok véges mivoltais
megneheziti a helyes megfigyelést. Szamos probakozas ismert az irodalomban olyan
rendszerek keresésére, amelyek megfelel6 analitikus vizsgdatot tesznek |ehet6vé.

A biliardok™? olyan dinamikai rendszerek, melyek a biliard jatékhoz hasonl6an,
egy tartomanybol, és az azt hatarolo gorbébdl, illetve a tartomanyon surlédas nélkdl
mozgd tdmegpont(ok)bol al. A jétéktdl eltéréen a sarkokban nincsenek lyukak, sot a
matematikai biliardok fala sem feltétlenil négyszogletes. Ezen felll afalak altal hatarolt
tartomany sem feltétleniil konvex és nem is feltétlentl sik. Altalanossagban beszélve a
témegpont konstans sebesseggel halad a tartomany geodetikusai mentén, mig el nem éri
a falat. Ekkor ugy pattan vissza teljesen rugalmasan, hogy sebességvektoranak
tangencialis komponense megmarad, mig a normalis komponens elojelet valt. Ez 2
dimenzidban az optikabdl is jol ismert szabadly: a beesés és a visszaverddés szég
megegyezik. A reflexiot tekinthetjik gy is, hogy az adott pontbeli norméisra
tikrozzik az egész biliardot, és a palya egyenesen halad tovabb a tikrdzott biliardban.
Ez alapjan akér azt is mondhatjuk, hogy tulajdonképpen egy egyenes palyavan abiliard
falai kozé speciadlisan behajtogatva.

Taldn igy mér konnyda belatni, miért kevésbé érdekesek a poligonalis biliardok,
melyekben az (tk6zési pont kis bizonytalansaga a fal mentén az (itk6zés utdn sem
valtozik, a beérkez6 parhuzamos palyak Utkdzés utan is parhuzamosak maradnak.
Erhets mddon érdekesebbek az ovélis biliardok, amelyekben az itkdzés helyétdl
nagymeértékben fligg a beérkezo pdlya kis kdrnyezetének visszaverédés utani sorsa. A
parhuzamos palyak az Utktzés utan fokuszalddhatnak, illetve defokuszalddhatnak, de
semmiképp sem maradnak parhuzamosak.

A biliardokban létezik egy természetes abszolUt folytonos invarians mértek, a
L ebesque-mérték. Ergodikus komponens aatt, mindig ezt a mértéket értem. Numerikus
szimulaciokban ezek jO kozelitéssel, mint adott tartomanyt siriin beard payak
figyelhet6ek meg.

Az dtalam vizsgdlt rendszer a kevert dinamika jelenségeinek vizsgéatara jott
létre. Ez a konvex, ovdlis biliard folytonosan transzformahatd, melyet ké vatozo
paraméterez. A rendszer ebben a formdban alkamas a sztochasztikus amenet
tanulmanyozésara.



Il. El6zmények

Az el6zménykeént szolgdld cikkek a sik egy konvex tartoményaban mozgo
témegpont viselkedésének numerikus vizsgaatairél szamolnak be. Ez a tartoméany egy
folytonos transzforméacioval deformélhatd, sztochasztikus &amenetet képezve az
integralhatd és az ergodikus viselkedés kozott. Az egyik hatéresetet a korbiliard, a
masikat a Bunimovich-féle stadion biliard adja.

I1. 1. A Benettin-Strelcyn biliard®

Legyen Q egy kompakt konvex tartomany, amit az egyszer differencidhaté I
hatarol. Ezt a hatart négy korivbol alitjuk 6ssze, Ugy hogy azok paronként kozos
érintével rendelkezzenek. Ezt Ugy érjik el, hogy az ivek egy rogzitett négyzet sarkaiban
(P1,P2,P3,P4) érintkeznek. A folytonos &menetet 0 < & < 1 paraméterezi, ami a P1P2,
ill. P3P4 ivek kdzéppontjdnak a P1P2 szakasztol mért tévolsdga. Ekkor 6=1 jelenti a
kort, és 6=0 jelenti a stadiont. Az aldbbi dbran jol latszik, hogyan valtoznak a kdzos
érintok és az ivhosszak, & flggvényében. Ha d-t csokkentjik, a P1P2 és a P3P4
(vildgosszirke) ivek sugarai csokkennek, mig nyilasszogik névekszik, ezzel ellentétben
a P2P3(sttétszirke) és PAPL ivek sugarai nonek, de nyilasszogik csokken.
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1. Abra A Benettin-Strelcyn biliard geometrigjanak véltozasa o fuiggvényében (1=6,> d,> 63=0)

A korbiliard fazistere invarians toruszok unidja, amelyekben a mozgés (kvazi-)
periodikus. Tovabba létezik megmaradd mennyiség (jelen esetben pl: a visszaverédes
szoge (o), vagy az L=x*sin(¢)-y*cos(o) kifejezés, ahol x ésy a témegpont Descartes
koordinaté, ill. ¢ a sebességvektor x tengellyel bezart szdge), a korbilidrd teljesen
integralhaté viselkedést mutat. A stadion ezzel szemben erés sztochasztikus
tulgjdonségokkal rendelkezik. Mivel a stadion ergodikus®, az &menet végére az
invarians téruszok eltiinése garantdlt. Tovabbéa az atmenet folytonossaga az ergodikus és
az integrdlhatd6 komponensek egymas karéra torténé ndvekedését/csokkenését sugallja,
bar a 0<6<1 koztes esetek ergodikus tulgjdonsagairdl nincsenek elméleti eredmények

A golyd minden egyes visszapattandsahoz két
vatozét rendelhetiink: az egyik (0 <k < ||, ahol |[| jeldli
I' hosszét, és keR) a visszapattands helyének P1-tol
pozitiv iranyban mért tavolsaga (kerlleti paraméter), a
mésik (|| < n/2) pedig a visszaverédés belss normdlistdl
mért szbge (visszaverddés szoge). Az igy kapott N
cilinder az Osszes |lehetséges visszaverodést tartalmazza.
A cilinder egyértelmiien leképezhet6 a sik egy

2. Abra A két koordinata



tartomanyéra. Tovabba minden tkdzés egy kovetkezod Utkozést indukal, a trajektéria
pontjainak koordinatait meghatérozva a sikon. Ezek alapjan a siknak ezt a tartomanyat
fézistérként értelmezhetjik.

A cikk iréinak egyik legfobb modszere a grafikus analizis volt. A geometria
valtoztatasanak fézistérre gyakorolt hatasat kisérték figyelemmel igy. A szimuldlt
palyak vizsgdatahoz csak a visszapattandsokhoz rendelt koordindtékat szamoltak ki,
majd ezeket abrazoltak. Adott 6-hoz tobb kezdeti feltétellel inditottak pélyakat
egyszerre, igy kaptak az egyes geometriakhoz tartozo jellegzetes fazisportrékat (pl.: 3.
abra).

A fézistér legjellegzetesebb elemei:

e Az n (Utkozés datt zarodd periodikus palya, a fazistérben n db izoldlt pontként
jelenik meg.

e Ezzel szemben a kvézi-periodikus pdlya pontjai mind egy hatérozott, zart gorbén
helyezkednek el (siirtn).

e A sztochasztikus trajektéridk pontjai pedig egy hatérozott tartomanyt toltenek meg
(stiran).

3. Abra A fazistér abrazolasa 6=0,6 esetén, az 1976-os cikk-ben®

(az abran a kiilonbozs betik és szimbolumok kiildnbozs trajektoriak pontjait abrazoljak)

Stadion hataresetben a fazisteret egyetlen ergodikus komponens tolti ki, azaz
majdnem minden kezdeti feltétellel inditott palya bejarja a teljes fazisteret (a periodikus
paydk nullmértékii halmazt alkotnak). Kis mértékben ndvelve 4-t, a stadionhoz kdzel
(6~0) két sziget figyelheté meg. Tovébb novelve 3-t, egyre tobb sziget jelenik meg.
Benniik periodikus és kvéazi-periodikus palyak taldlhatoak. Ellenérizhetd, hogy egyszerii
periodikus palyak adjak a szigetek kdzepét. Ezek koré rendezédnek a (kvazi-)periodikus
payak pontjai. Tehat a szigetek bels szerkezete rendezett.

A szigeteket sztochasztikus tenger veszi, koril, ami 6<0,75 esetén egy payahoz
tartoz6 pontokbdl al. Amint & eléri ezt a kritikus értéket, az ergodikus tenger szétvalik
két invarians komponensre. A korhoz tovabb kozeledve egyre tébb invaridns
komponenst kapunk, amelyek egyre keskenyebb (vizszintesnek egyre inkabb
nevezhetd) savokba rendezédnek. Kor hataresetben pedig minden palya megoérzi a
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visszaver6dési sz0gét, azaz az egyik koordinatgja rogzitett. Ezért a fazisportré végtelen
sok palya képébol, azaz végtelen sok parhuzamos vonalbdl fog feléptlni.

Osszességében a cikk felvazolta a geometria véltozésaval jard féazistérbeli
vatozésok fobb vonésait. B&r ezt a cikk nem hangsulyozza, de a faziskép csak a stadion
hataresetben ergodikus teljesen. A kaotikus fazisportré a legkisebb perturbécidra is
megvaltozik, két sziget jelenik meg. Az egyre nagyobb szamban megjelens szigetek
reprezentaljak a rendezett fazist. Késsbb a tenger is tébb invarians részre szakad, ezzel
novekvd szamu, keskenyedd savot akotva a fazistérben. Bar nyilvanvalo, de a cikk
meégsem hangsulyozza, hogy a keskenyed6 savokban a szigetek mérete szintén jelentés
meértékben csokken. Végul pedig a kor, vonalas fazisképét kapjuk.

A grafikus analizis sordn megfigyelt legfontosabb jelenség az integrélhat6 és az
ergodikus komponens(ek) egylttes |étezése volt, sot kimutattédk tobb kilonbdzo,
invaridns ergodikus komponens egyidejii létezését is. Mindazondltal a cikk ezen
eredményel és sugallatai mind numerikus vizsgalatokon alapulnak, méas elméleti
eredmények fényében mégis alkothatunk ezek aapjan egy — ezeket magyardzé —
heurisztikus képet.



I1. 2. A Benettin-Strelcyn biliard feltilvizsgélata®
Néhany évvel késobb jelent meg Hénon és Wisdom kiegészit6 jellegi cikke.

Az irodalomban a legtbbb gyakran vizsgdlt dinamikai rendszer olyan
egyenletekkel irhatd le, amelyek megfelel6en sokszor differencidhatdéak (reguléris
eset), hogy a KAM-tételt®’ alkalmazni lehessen. Ez a tétel nagyon hasznos lenne tébb
jelenség leirasahoz. De a bilidrd hatarvonalénak gorbulete nem folytonos, négy pontban
is szakadasa van. Ez diszkontinuitasokat idéz €lé a hozzérendelt |eképezés elsorendii
derivaltjdban is, ezért az emlitett tétel nem alkalmazhatdé. A kordbbi cikk szerint a
kaotikus tartomanyban nincs szembetiind kilonbseg a reguléris esethez képest. A
felUlvizsgdlat szerint viszont, az invarians gorbék tulgjdonsagai ettdl jellegikben
eltérnek.

Néhany millié pont szimuldésaval és grafikus andizis segitségével
pontositottédk az el6z6 cikk szimul&cids eredmeényeit. A kaotikus tenger kettévdasat 6k
is 6 0,75 és 0,76 kozotti értekénél figyelték meg. A cikk szerint az ilyen jellegi
kulonvalasoknal egy-egy transzverzdlis invarians gorbe feltételezése indokolt, ami a
komponensek kozott helyezkedik €. igy a transzforméacio soran, a korhdz kozeledve a
novekvo szamu egyre vizszintesebb és keskenyebb savok mellett, névekvdé szama
invarians goérbe is megjelenik. Ez a kép mér nagyon hasonlit tébb, a KAM-tétellel
leirhatd, vizsgdlt rendszer viselkedéséhez. A tétel szerint egy integralhaté rendszer
perturbaciojat alakjuk torzulasaval ugyan, de tobb invarians gorbe is tllélheti. Ezek a
tuléok pozitiv mértékii halmazt képeznek. Ezért szamitottak a cikk iréi a koztes
esetekben pozitiv. mérték invarians gorbehalmazra. Ettél azonban a numerikus
eredmények |ényegesen eltérnek, koztes esetekben csak véges szamu transzverzalis
invaridns gorbét kaptak. Ez az eltérés nem megleps, ha figyelembe vesszilk, hogy atétel
nem alkalmazhato (aleképezés kellé szamu deriva hatdsaga nem biztositott).

1.0
o

Vizsgdlataik soran, a derivalt szakadasait
okozd pontok — az ivek taldkozasi pontja —
hatéséra koncentraltak. Diszkontinuitdsi vonalnak
nevezik azon pontok halmazé a fazistérben,
amelyeknek a kerlleti koordinédtdja az egyik ilyen
pontot (P1,P2,P3,P4) hatédrozza meg.
Tapasztalatalk szerint a fézistér barmely
tartomanyan, ami két ilyen vona kozott van, a
leképezés  analitikus. Ezek a  vonaak
nyilvanvaléan befolyasoljdk a szigetek sorsét is.
Figyelemreméténak taldltdk, hogy egyik sziget
sem lépi & a diszkontinuitdési vonalakat, bér
gyakran érintik azokat. Ezért a grafikus anaizis
soran ezeket a vonalakat szaggatott vonalal
jelolték (4.8bra).

<R3

.05

4. Abra Részet afazistérbél, 3 ergodikus
komponens | athat6, 6=0,85
(a ’82-es cikk alapjan)

A diszkontinuitastol valo tartdézkodasnak két fontos kovetkezménye van. Az
els6, hogy a kettéperiodusi palya (az egyenesedd ivek kodzepén, a normalisok
egyenesen oda-vissza pattogo trgjektoria, lasd: 1V. fejezet) korlli szigetet |eszamitva,
minden sziget reguléris tartoményban marad, ahol nem taldkozhat a szakadéasokkal.
Ezért a reguléris esethez hasonl6 dtalanos képet fogja nydjtani a szigetek sorsa. Ezt
igazolték tapasztalataik, azaz a sziget belsgjében |évo kezdeti feltételek pozitiv mértéki
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halmazéra invarians gérbén marad a palya. A mésodik kdvetkezmeény, hogy a szigetek
széle nem érintheti a diszkontinuitést. Heurisztikus magyarézatuk szerint, az invarians
gorbéken slirtin vannak a trgjektoria pontjai, €s ha az a szakadast okozo6 pontokat érinti,
sehol sem lesz aleképezés differencidlhatd. igy egy simainvarians gorbe nem Iépheti &t
a diszkontinuitasokat.

Néhany invaridns gorbe mégis talélheti a
szakadassal valo taldkozéast. Ezek torténetesen a
transzverzdlis invaridns gorbék, amelyek az ergodikus
komponenseket valasztjak €. Ezt pedig a cikk iroi az
agynevezett , kiolto-palydkkal” magyarazzak. Szerintik a
diszkontinuitas atlépése csak akkor lehetséges, ha ennek |
kéros hatésait valami kioltja. Erre az olyan palyaknak van
esdlye, amelyek két diszkontinuitasi pontot is érintenek.
Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy az e€lst (tkdzés karos
hatasat, a masodik igyekszik ellensilyozni. Az ilyen
jellegii pdyédkra mutat az 5. dbra két egyszerti példé.
Természetesen a két sarokkal valo Utkozés kozott tobb
koztes pattanas is lehetséges, illetve a két
diszkontinuitassal val6 taldkozas nem feltétlendl jelent
két kilonboz6 sarkot.

5. Abra Példak a kiolt6-palyakra

A szimuléciok aapjan kijelenthets, hogy a kaotikus tartoményok hatéran vannak
ilyen palyakat reprezentdé pontok. A numerikus eredmények tovabba azt is mutatjak,
hogy a transzverzdlis invarians gorbék, amennyiben léteznek, kioltd pdyadk. Ennek
viszont a forditottja nem igaz. Adott & értékre végtelen szamu kiolto pdya létezik, de
kozulUk csak véges szamu alkot invarians gorbét. Nem csoda hét, hogy az €6z6 cikk
vizsgélatai soran nem tintek fel, hisz véletlenszerii kezdeti feltételekkel nem lehet dket
megtaldni. Ez fontos eltérés a regularis esethez képest, ahol barmilyen kezdeti feltétel
mellett tobb invaridns gorbe is tald hato.

A kioltd pdyak léte szilkséges, de nem elégséges feltétele invaridns gorbék
|étezésének, és az ergodikus komponensek kiulonvalasara. A cikk tanulsaga szerint egy
adott tipusu kiolté-pdya, csak 6 bizonyos értékeire vaik invarians gorbévé. Ettol eltéro
esetekben a kilonboz6  kaotikus komponensek  6sszeolvadnak, és ezdta
megkll 6nboztethetetl enekkeé vanak.



[l.3. Atokbiliard

A sik egy Q tartomanyét hatéroljaT”, ami két korivbol és két egyenes szakaszhol
epul fel a kovetkezoképp: a két iv sugaral R, ésr, (R>r), kozéppontjaik egymastol d
tavolsagra helyezkednek el. Az iveket kozos kilso érintdjuk &dtal meghatérozott
egyenes szakaszok kotik dssze. Ezek alapjan a stadion is egy specidlis tokbiliard, ahol
az ivek sugarai egyenlok. A tokbiliarddal kapcsolatos vizsgdlatok soran a d tavolsagot,
illetve a sugarak nagysagét szokték varialni.

6. Abra A tokbiliard geometrigja

Bunimovich megmutatta®, hogy a stadionban a Ljapunov-exponens majdnem
mindenhol pozitiv, és hogy a stadion ergodikus. A tokbilidrdok is ergodikusak és
hiperbolikusak. Mindkét esetben a pé&huzamos paydk (tkozés utdn eleinte
konvergdlnak, fokuszalédas utan viszont széttartanak. Ez fazistérbeli terjeszkedést is
jelent, amennyiben tovébb divergaltak, mint ameddig fokusza édtak.



I11. A kétparaméter es biliardcsalad vizsgalata

[11.1. A geometria

Az el6zményben tsszefoglalt cikkek folytonos atmenetet vizsgéltak rendezett és
rendezetlen fazisteri rendszerek kozott. Grafikus analizis aapjan vontak le
kovetkeztetéseket a kevert féazistérrol, mig az teljesen ergodikussa csak a stadion
hatéresetben valik. Ezek alapjan jogosan merillhet fel a kérdés, hogy ezek a tanulsagok
mennyire ataldnos érvényliek, mi az, ami a transzformacio sgjatossaga, €s mi az, ami
attol fuggetlen.

A tokbiliard hasonlé tulgjdonsagokat mutat®, mint a stadion, és szintén
attranszformalhaté korré. Azaz szintén akamas a rendezett-rendezetlen &menet
vizsgdlatara. S6t megfelelé paraméterezéssel hatéresete a kor-stadion amenet is, amit
mar tobben vizsgaltak. Ezért vélasztottam ezt az dltalanositott transzforméciot a TDK-
munkam targyaul.

A tok-stadion-kor transzformacié a kovetkezd T
paraméterekkel  kontrolldhatd: Adott a sk Q i PR \
tatomanya, amelyet a négy korivbol felépllé T / \

— o — ]

I

haté&rol. Minden Kkoriv egy specidis hartrapéz : / 17 / \\‘\“
szomszeédos csUcsait koti dssze. A PLP2P3P4 hirtrapéz 1y / “\ I
alapja és két széra egyenld hosszlisagu, igy annak ¥ /4 A\ |
megadasara mar csak egy szabadsagi fok marad. A | "ff; \}'b“ |
O<b<1 paraméter a hlrtrapéz negyedik oldalhosszénak b T o,
felét — és ezzel magét a hdrtrapézt — hatarozza meg. ' 4 4
Teh& a hurtrapéz két lehetséges hatara az egyenl6 P4 P1

9' dalu hérom§zbg (b:9), iIIetvg: a négyzet ,(bzl). AZ 7 Apra Ab paraméter Altal meg-
igy kapott hirnégyszdg termeszetesen még csak a hatérozott néhany lehetséges
keretét adja a transzforméci énak. hartrapéz

A négy koriv aPl, P2, P3, P4 pontokban paronként k6zos érintével kapcsol odik.
Sugaraik nagysagét pedig a mésodik 1<c val6s paraméter hatédrozza meg. Ez az, ami a
Benettin-Strelcyn-féle  atmenethez hasonléan a rendezett-rendezetlen &menetet
paraméterezi. Ertéke hatérozza meg a P1P2 (nagy) és a PAP1 (kozepes) sugarak aranyét,
és ezzel amasik két iv nagysagét is (a fiiggés jol 1athatd a 8. dbran). Igy tehét az egyik
hatéreset, mikor a sugérarany éppen egy, és a koérivek a hartrapéz koré irhatd kort
alkotjak, ez ateljesen integral hat6 viselkedési korbiliardot jelenti.

P3 2

P4 P4 P1 P4 P1 P4 1

= :3
=1 ¢ c=5 =1000

8. Abra A c sugararany paraméterezi az atmenetet korbél tokbe, adott b mellett (itt b=1/3)



A mésik hatareset, amikor c=w0, ekkor a P1P2, illetve a P3P4 ivek teljesen
kiegyenesednek. Ez pedig ajol ismert tokbiliardot adja.

Mivel a két paraméter egymastol flggetien, barmilyen b érték mellett kapott
eredmény Osszehasonlithatd més eredményekkel. A mésodik, azaz a ¢ paraméter
lehetseges értékei nyilt halmazt képeznek. Ez azt jelenti, hogy a Benettin-Strelcyn
transzformécié paraméteréhez képest a ¢ paraméter tere ki van nyUjtva. Ez pedig a
vizsgdlat szempontjabdl praktikus, hiszen az ergodicitas kialakulasat kivantam
tanulmanyozni, ami vérakozasaim szerint a hatéresethez kozel térténik meg. A nyuijtott
paramétertér pedig részletesebb vizsgéatot enged.

Ezzel a transzforméciéval a paramétertér barmely pontja meghatédroz egy
konkrét geometriét, ezért barmilyen gorbe mentén vizsgalhatjuk a fézistér vatozasait.
Célszeriien a korbol barmilyen tok transzformdahato, illetve a transzformécid barmilyen
Utvonalon haladhat. A 9. Abra egy lehetséges titvonalat brézol, a jel6lt pontok mellett
szemléltetésiil az adott geometria fazisportrgat abrazoltam.

A

(0,4;12

Benettin-Strelcyn Diliard

korbitiard |
a;1
; b 11

9. Abra A paramétertér barmilyen gérbée mentén vizsgalddhatunk. A b=1 speciélis esetben a
Bennettin-Strelcyn-féle transzformaciot kapjuk vissza. A c=1 egyenes pedig az ehhez hasonl6
(pérhuzamos) transzformaciok kiindulépontjaként szolgalhat.

A kapott transzformécidhamaz a Benettin-Strelcyn  transzforméacio
dtaldnositésa. A kapott kétparaméteres biliardcsalad a kordbbi eredmények (j
megvil &gitésba helyezéséhez, illetve dtal dnositasdhoz igen hasznosnak bizonyult.
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[11.2. A program

A program irasakor az elsddleges szempontok a pontossag €s a gyorsasdg Volt.
A pontossag fontos volt, hiszen — a cikkek tanulsaga szerint — meg kell tudni
kUlonboztetni kuldnbdzé ergodikus komponenseket egymastol. A C++-ban megirt
algoritmus 64 bites lebegépontos valtozokkal szamol, ami a cikkek szamolasi
pontossagédt meghaladja. Egy-egy iterécids |épésben az egyenes vonalll pdlya és a
biliardasztal metszéspontjdt szamolja derékszogii koordinatarendszerben, majd a
visszaver6désnél egy Uj egységvektort, ami a reflektélt pdlya iranydba mutat. Minden
|épés végén az tkozés két koordinatgjat kapjuk, azaz a visszapattanas helyét és szogét.

Ami a sebesseget illeti: a cikkek szerzoi egy-egy kezdeti feltételbol inditott
palya 10 milliés nagysagrendii iterécios |épésig kovettek. Ez a programommal koril-
belll 2-2,5 perc datt szimuldhato le egy ma atlagosnak szamito asztali szamitogéepen.
Ez lényegesen gyorsabb, mint a kordbbi szimulacidk, ezért sokka részletesebb
vizsgdlatra nyilik lehetéseg.

Eleinte a kiértékelést kilon programokkal probaltam megoldani, de ez sokkal
lassabbnak bizonyult, mint maga a szimulacio, és tébb ismétlods |épést is tartalmazott.
Ezért hataroztam Ugy, hogy a kapott adatok kiértékelését is megoldom a sgat
programomon belll. Teh& kibovitettem az adatok &brézolésdval, a geometriéat
megjelenité vazlattal, illetve a fazistéren vald tgekozddast segité eszkozokkel. A
megjelenitett fazisterek norméltak, azaz a kertleti paraméterek a teljes kerilettel le
vannak osztva. Ezzel a kilonbtzé geometridk fézisportré  konnyebben
Osszehasonlithatdk. Szintén az dsszehasonlithatdsagot segiti, hogy ezek az dbrék, ugy
mint az adatok és a vézlatok, elmenthetoek, illetve késsbb visszatdlthetoek. Tehat nem
szilkséges annyiszor szimulani, ahanyszor csak kérdés meril fel az adott geometriaval
kapcsol atban.

A AR ¥ NS T LS 35
10. Abra A programmal szimulélt faziskép (1 milli6 pontot abréazol), vizszintes tengelyen: a
kerileti paraméter, fliggoleges tengelyen: a visszaver §dési szog
(a koordinatak leolvasasa a programon belll torténik)
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A tgékozodast segitd eszktzok sokat segitenek, ezért
a faziskép mellé mar indokolatlan lenne koordinétarendszert
rgjzolni, vagy léptéket mellékelni. llyen eszkéz pl. a
koordindtak leolvasasat végzo kis algoritmus, ami az
egérmutatd aktudlis pozicidja alapjan az aktudlis Descartes-
és faziskoordinatékat is megjeleniti a kezel6fellleten. Az
aktudlis fazispont kertleti koordinatganak megfelelé pontot,
a geometridt vazolo abran egy kék pottye jeldli a program
(Iésd 11. abra), a szingularitasok helyét pedig piros vonallal.
Ezzel a fézistér jellegzetességeinek valos térbeli helyérol
kapunk képet, illetve szigetek, vagy transzverzalis invarians 11 Abra A geometriat
gorbeéket okozo palyak és a szingularitasok viszonyardl —apraz0i6 vazlat és az aktudlis
szerezhetiink elsé benyomasokat. poziciot jel6lé kék pont

Az egérmutatd dtal meghatarozott koordinatak —
mint a fazistér barmely koordinatga — kezdeti feltételként is
szolgahatnak néhany iterécios lépésnek. Az igy kapott — az
egérmutatd helyétol fliggé — rovid pdlya a vézlaton szintén
megjelenithet6. A pélya hosszét, azaz az iteraciok szamat a
kezel6fellleten szintén be lehet dlitani, ami a periodikus palyak
felderitését és osztdlyozasat nagymeértekben el6segiti. Ezzel mar
azok a pontok is felderithetoek a fézistérben, amelyek a
szingularitassal valo taldkozasok valamely 6sképei, de utahat
tobb sziget egymés kozotti  kapcsolatara, illetve segithet
megérteni egy-egy periodikus palya megsziinését a geometria
valtozasaval. Termeszetesen a vazlat ebben a formadban iS 15 Apra Azaktudlis
elmenthetd, és késdbb, példaul egyezé periddust palydk mas-mas pontbdl inditott
geometriak mellett is 6sszehasonlithat6ak lesznek. rovid palya

A fézisportrén val 6 tgjékozodast, és a jelensegek megeértését szolgdlja tovabba az
opciondlisan megjelenitheté racs. Ez jellegzetes vonalak &brézolésat jelenti a
fazisképen. Azon fazispontokat, amelyek szoge 45°, 90°, 135° piros vonal jeldli. Azokat
apontokat pedig, amelyekbdl indulva az elsé visszaverédés valamelyik szingularitasban
torténik, zold vonal jelzi. Ez a fajta jel6lés attekinthetobb megfigyelést tesz |ehetové és
ravilagit a szingularitdsok szerepére.(13. &ora)

13. Abra Féazisportré racs nélkiil ésraccsal
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Ezen funkciokkal kdnnyen rendszerezheto, és jol attekintheté adatbézist tudtam
|étrehozni a kilonb6zé geometridkhoz tartozo fézisportrékbdl. Az elmentett fazisképek
nevében el6szér a b paraméter, majd a sugérarany is szerepel, ami a bongészést
konnyebbé teszi. Sot a fazisportré valtozasairdl készilt képek abc sorrendben (b és ¢
szerint lexikografikusan) kovetkeznek egymés utan, ezért a képnézegets szoftverek
tobbségével Ugy vizsgdlddhatunk, hogy egyszertien csak sorban nézegetjik az egymast
koveto képeket.

Amennyiben az adott geometridban mas kezdeti feltétellel is szeretnénk egy
payét inditani, lehetéseg van az adatok egy fazisképen valo abrazolasara. Sot, ezt akér
Ggy is elérhetjik, hogy a kezdeti feltételt az egér segitsegével adjuk meg. A kérdéses
kezdeti feltételt dbrézolo fazispontra duplan kattintva a szimulacié az adott pontbdl
indul. Ezeket természetesen més-mas szinnel rajzoltathatjuk. Ez igen hasznos, példaul
szigetek belsb szerkezetének felderitésére.

Grafikus analizis soran lehetéség nyilik az aktualis pontbdl indul6 pdlya mentén,
a szingularitassal torténd legkozelebbi tkozést jelezni. Ez a funkcié csak kozvetve
segiti az alakzatok osztalyozasat, és a fazistér feltérképezését, elsosorban ellenérzo
Szerepe van.

Ehhez hasonld, a kiértékelést segité eszkdz az adott pontbdl inditott palya
periodusat becsilé algoritmus. Ez arész az elsd harom visszatéres iteracios |épéseinek
szamdbdl szamol legnagyobb kdzos osztét, igy egy becslést adva a pélya periddusara.
Azt nevezem visszatérésnek, amikor az adott Utk6zés utani féziskoordinaték
megegyeznek a kezdeti feltétellel.

Ezzel a becslilt, vagy a manualisan megadott periddussal pedig képes a program
a padya stabilitésdt kiszdmolni. Ez egy fontos elérelépés az eddigi szimuléacios
eljarasokhoz képest. Stabilitas (s) alatt, az elemi dr,dy perturbacié egy periddus aatt
torténd megvéltozasit leird transzforméacios matrixnak a nyomé értem. Az elemi
perturbaci6 B gorblilete a kbvetkez6képp valtozik:

e Szabad replilés soran: B'=B/(1+1B), ahol r areplilés hosszét jeldli.

e Utkozésnél pedig a B’=B+2K/cos(p), ahol K a fal gorbiiletét jelenti az
Utk6zés helyén, illetve ¢ afal normalisatdl valo eltérés szbge.

Ezekbsl az épitoelemekbsl barmilyen palya mentén szamithaté a perturbécié
megvaltozasa, illetve a transzformacios métrix. Ennek az egységnyi determinansi
maétrixnak a sgjétértékel és az egységkor kozotti viszony hatarozza meg a payak
jellegét. Ha a sgjatértékek az egységkoron taldhatd komplex konjugatak, a matrix
nyoma |s|<2, és az adott palya elliptikus. Ha sgjatértékek valdsak, a nyom |§|>2, és a
paya hiperbolikus. Degenerdlt sgjatérték esetén pedig a nyom éppen s=2, és a leirt
trajektoria parabolikus. A program ezen funkcidja az egér jobb gombjnak
lenyomasaval miikodtethetd, az aktudlis ponton. Ez a vizsgaatok sorén, a jelenségek
okainak kutatédsaban nagyon hasznosnak bizonyult. M& a cikkek szerzéi is
megmutattak, hogy a szigetek kdzéppontjai periodikus palyakhoz tartoznak. Ennek a
funkcionak nem titkolt célja, ennek az Gsszefliggésnek az aldtdmasztasa volt (lasd 1V.
fejezet), illetve a szigetméret és a periodikus pdlya stabilitésa kozotti kapcsolat
vizsgélata
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Ha a szimul 8t faziskép felbontadsa nem lenne megfelel, a program rendelkezik
nagyitas funkcioval is, azaz barmely tartomany megjelenitheté részletesebben is.
Természetesen a program dsszes funkcidja mitkodik a nagyitott képen is, azaz mind a
tajékozodast, mind a kiértékelést segitd eszk6zok hasznalhatdak. Tehat elképzelheto,
hogy a fézistér eredeti felbontédsdban nem tiinik fel egy kis sziget, amire ranagyitva
folytathatjuk a szimulécidt, sot a feltart kis sziget belso szerkezetét is fel tudjuk deriteni,
a benne 1év6 periodikus palyak numerikus vizsgélataval egyltt. Errdl az 0 szigetrol
azonnal megtudhatjuk, hogy milyen periodikus palya koérul aakult ki, és hogy az
vézlatosan hogy néz ki a valés térben. Ezen informéaciok elmentésével az adott sziget
novekedését, zsugorodasat, szuletését, eltiinését figyelemmel kisérhetjik, illetve azok
kordlmenyeit vizsgé hatjuk.

14. Abra A fazistér egy része kinagyitva, a nagyitott fazisképbe pedig tébb kiilénbdzs palyat
szimuléltam, kiilénbdzs szinekkel (8sszesen kb. 10° db pontbdl vett részet)

A kiértékel6 funkcidkkal bovitett szimulécidés program igy gyors, pontos
szamol st és azonnali kiértékel ést, illetve késobbi tsszehasonlitést tesz lehetove. A cikk
eredmeényeit és minden emlitett jelenségét a program igazolta, a lekdzolt abrakat
visszaadta. A kor-tok-stadion transzformacio vizsgdlatdhoz megfelel6, praktikus eszkz.
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V. Eredményeim

IV. 1. Erdekes, (jj tartomany

A Benettin-Strelcyn-féle &menet ataldnositasaként kapott transzformécié egy
jelenségekben gazdag, Uj tartomany vizsgdatat teszi lehetévé. A tipikus (b<1)
geometria a stadion esetétol Iényegesen dtér. Eloszor is a kornek végtelen sok
szimmetriatengelye van. A négyzetre felhtzott ivekbosl dld elrendezésnek viszont mar
csak két tengelye van (a négyzet oldalfelez6i). Amennyiben b<1, atrapéz — és ezzel az
ameneti tok is— csak egy szimmetriatengellyel rendelkezik. Ez kihat a fazisportrérais.

A négyzet alapl geometriaknal (b=1) a kiegyenesedo ivek lehetove teszik egy
elliptikus sziget kialakulasat a 2 periodusu palya korll. Ebben a geometriaban ez az
utolsoként eltiind sziget a stadion felé, azaz az egyetlen sziget, ami elrontja az
ergodicitést (I4sd 16.Abra). A sziget — a sugararany novelésével — fiiggdleges iranyban
egyre inkdbb Osszehlzddik a fazistérben, azaz a normalistdl egyre kisebb mértékben
eltér6 pdyak akotjak azt. Hatéresetben ez a sziget egy vonala zsugorodik, ami
kizarélag a majdnem egyenes iveken torténd meroleges visszaverodeést takarja. Ez a
jelenség b legkisebb valtoztatasaval is megvaltozik. A 2 periddusi sziget nemcsak a
fazistér flggoleges, hanem vizszintes irdnydban is 6sszehlizodik. Ez praktikusan azt
jelenti, hogy a sziget padlyai nemcsak egyre kisebb szdgeltéréssal rendelkeznek, de az
Utkdzések a val s geometria egyre kisebb tartomanyan torténnek. Ennek a magyaréazata
egyszerii: Mindkét esetben a sziget kdzepét jelentd palya olyan pontokban tkozik a
fallal, ahol a szemkozti érintok parhuzamosak. Ez a két pont — b=1 és véges ¢ mellett —
sugararanytdl fluggetlenll a majdnem egyenes ivek kozepe. Ezzel szemben b<1 esetén a
sugararanytol fliggéen vandorolnak a nagy ivek mentén, valamelyik szingularitas felé.

=1 4 b=, 99

15. Abra Lényeges kiil6nbség a négyzet és a trapéz alapli geometriaknal (a sugararanyok
megegyeznek)

A masik fontos kildnbség, hogy b=1 esetén a kozepes iv (P4P1) maximdélisan
félkor lehet, ezzel szemben az &meneti tokben (b<1) az nagyobb is lehet. Ezért értheto,
hogy mig a stadionndl a sziget megsziinése csak hataresetben torténik meg (ami egyben
az ergodicitas kialakulasat is jelenti), addig b<1 esetén ez véges sugdrarany mellett
megval 0sul. Ezen sziget megsziinése, és a P4P1 iv félkornél nagyobbra nbvekedése egy
érdekes, jelenségekben gazdag, a Benettin-Strelcyn biliardhoz képest (j tartomanyt fed
fel. A kérdéses tartomany b-vel 1-hez kdzelitve egyre keskenyebb. A tovabbiakban ezen
tartomany vizsgalatainak tanulsdgait mutatom be.
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V. 2. Ergodicitas véges esetben

El6szor is igyekeztem ezt a tartoményt feltérképezni, és a jellegzetességeket
megkeresni. Az egyik legszembetiinébb dolog az volt, hogy feltiinben sokszor adddott
teljesen betoltott fézisportré, hatéresethez kozeli geometridkra. Ez a fézisképek
felbontésa ergjéig ergodicitast sgjtet. Ugy vélem minden b<1-re létezik véges c(b),
amely ergodikus geometridt hataroz meg. Ez fontos kil 6nbség a stadionhoz képest, mert
mint az el6zményekbdl kittinik, stadionban csak hatéresetben van ergodikus viselkedés,
véges sugarardny mellett mindig van integrdhaté komponens. A véges c(b) sugérarany
fol6tti ergodicitas feltételezését igyekszik aldtamasztani szamos szimulacios eredmeny,
heurisztikus érvelés és némi szamitas.

A tapasztalat azt mutatja, hogy elég nagy sugérarany (és b<1) esetén a dinamika
bizonyos értelemben tetszélegesen kdzel van a c=w, azaz a tok dinamikaahoz.
Pontosabban a tok-dinamikanak ismert az aldbbi tulgjdonsdga. Vegyik a fézispontok
olyan halmazat, amelyek épp elhagyni készlilnek a kicsi(P2P3), vagy a kézepes(P4P1)
ivet. Az elsd visszatérés leképezés erre a részhamazra egyenletesen hiperbolikus. Elég
nagy, veges c-re ez a részhalmaz szintén definidhato ugy, hogy a kis (vagy kozepes)
ivet épp elhagyd trajektoriat addig kovetjik, mig el6szor vissza nem tér. Vegylk észre,
hogy elég nagy sugararanynd az ilyen palyak csak véges sokszor pattannak a majdnem
egyenes iveken, kivéve, ha az érintovel eég kis szoget zarnak be. Ez a b<1 eset
kilonleges tulajdonsaga. Hacsak az érintével bezart y sz6g nem tul kicsi, az ilyen
palyadk C' értelemben tetszélegesen kozel vannak egy tok-trajektorishoz. Mivel az
egyenletes hiperbolicitas nyitott tulgjdonsag, a tok dinamikai viselkedése jellemzé a
fézistér azon részére, ahol y nem tdl kicsi (pontosabban y>yy, ¢, ahol yy ¢ tart a nulléhoz,
ha c tart a végtelenhez, minden b<1-re).

Ahhoz, hogy véges c-nél ergodikus viselkedést lassunk, meg kell vizsgalnunk,
mi torténik a kis (y) szogu palyakkal. Ezek a trgjektoriak legaldbb néhany Utkdzés
ergjéig a fa kozelében maradnak, ezért ,surrané-pdyéknak” fogom oket hivni.
Szimulécidk alapjan, elég nagy sugararany mellett ezek a palydk véges idon belll
elhagyjék a kisszogi, surrand tartomanyt. Tudjuk, hogy a y egy iven valo tdbbszori
reflexio soran allandd marad. Ezért a vizsgdat targya az ivvatas kbzben torténd
véaltozas képezi. Alapvetden kétféle ivvaltast kell megeérteni, nagyobb ivrél kisebb ivre,
illetve kisebb ivrél nagyobb ivre térténé pattanés.

Vizsgdjuk meg kozelebbrol a
nagyobb ivr6l a kisebb ivre torténo
mozgast:

Jeloljuk a nagy ivvel torténé utolso
Utkdzés helyének szogtavolsagat az ivek
taldlkozas pontjatél p-va (ahol 0<p<2y),
és a palya érintovel bezart szogét w-vel.
Az ivvdtas utani megfelelé koordinatak
rendre B’ és y’. Irjunk fel egy-egy sinus-
tételt az O,AB haromszog két szbgére: a
nl2—y és a nl2—(f—y) szogekre, ill. az
O,BC hédromszég #/2—y’ €s nl2—(f"—y")
szbgeire.

16. Abra Az iwaltas vazata

16



igy kapjuk akovetkezs egyenletrendszert:

R-r+a__ cody) a__ cody’)
R cos(f - y) r o cos(f' -y

Kihaszndlva, hogy #/2—(f—y) és nl2—(f"—y’) kiegészitd szbgek, ezért sinusuk
megegyezik, tovabba dsszevonva és rendezve:

LRcos(x//)+ (1— LR) cos(8 -y )= cosly)

2

A cos(x) = 1—% helyettesités, és néhany egyszeriisit 1épés utan a kdvetkez6
egyenletet kapjuk:

y'? =(TR— j-ﬁ-(Zl//—ﬂ)+

Amennyiben a sugéraradny nagy, azaz c—oo, Rir mellett az 1 elhanyagolhat6, igy
akovetkezo egyenletet kapjuk, ami y -nek y-t6l val 6 fliggése:

v =y - )+

Mivel 0<f<2y, a z&rGjelben Iévé mennyiseg pozitiv, ezért a nagyobb ivrél a
kisebbre valtasna v <y ’. Amennyiben anagy iven térténé utolso pattanas nem éppen az
ivek érintkezési pontjandl torténik (5+0), a nbvekmény a sugérarannyal aranyos, tehét v
jelentés mértékben megno.

A kis ivrél a nagyra tortén6 mozgast hasonld gondolatmenet aapjan
kozelithetjik meg. Az elsd |épéseket atugorva és kicsit masképp rendezve, v’ -re ezt
kapjuk:

ve_yr (1-2). 5. (o0
v =y (1 Rjﬂ(Zl// )

Amennyiben a c elég nagy, az r/R elhanyagolhato, igy kapjuk a kis ivrol a
nagyra vatés soran torténé szogvaltozést:

v =y’ - B2y - p)

Mivel 0<f<2y, a zardjelben 1évé mennyiség pozitiv, azaz a nagyobb ivrél a
kisebbre torténé valtasna w> w’’. Ha 0, akkor ez mindenképp csokkenést jelent.

Tehé& a nagy—kicsi valtdsnal atrgjektoria és az Uitkdzési pontban hlzott érintd
altal bezart sz6g nagy valdsziniséggel a sugararanytdl fuggdé mértékben nd, mig
kis—nagy vatésnd ez a sz6g a sugarardnytdl flggetlendl valdszinileg csokken.
VegyUk viszont észre, hogy ez a csokkenés a sugararanytdl fliggetlen, mig a ndvekmény
mértéke a sugarardnnyal arényosan egyre nagyobb. Osszességében — a két effektus
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versenyét tekintve — a novekedés mindenképp lekordzi a csokkenést. Az dtalam
vizsgalt tokhoz kozeli tartomanyban, ahol ¢ elég nagy, ez viszonylag gyorsan torténik.

A szamolasokat szimulécids eredmeények isigazoljak (pl. 18. dora).

10— -

| s v P3 hagy by P4 kis iy Pl Ragyr v B2

17. abra A kilénbdzo' szinek mind ugyanannak a trajektérianak egy-egy ,, periodusat” abrézoljak. A
palya érintével bezart szoge kezdetben 1° volt (a geometria b=0,56; c=10). A vizszintes tengelyen a
kerUleti paraméter lathato, ami az iveken mért tavolsag, azaz ivhossz, és nem kodzvetleniil a g szog.

Az &bran is latszik, hogy egy tipikus surrané-pdlya szége a kis ivrél nagy ivre
torténd vatas soran csbkken, és ezzel egyiitt kevesebbet is fog pattanni az adott nagy
iven. Mgd nagy ivrol kis ivre vatasnd a szdg no, de ezért tobbszor fog a kis ivvel
Utkdzni. Ezutan a palya Ujabb nagy ivre tér a, ami Ujabb szogndvekedéssel jar. A két
atmenet hatasanak kilonbsége el6szor akkor tiinik szembe, mikor el6szor ér a kiindulas
helyének kozelébe. Ezt a killonbséget jOl érzékeltetik a kapott szogek a 18. abra P4P1
szakaszéan, ahol az elsb és a negyedik dthaladas |ényegesen eltér6 szogekkel torténik.

Az aldbbi abran pedig a fazisportré lathatd, ugyanannd a geometridndl, mint
amit a 18. dbra elkészitésenél haszndtam, illetve a hozza tartozO geometria vézlata.
Lathatd, hogy a bilidrd még viszonylag tavol van a tok hataresettol, viszont a fazisteret
mar a trgjektoria bejarja (az €l6z6 abra palygat folytattam 30 millid iteracios |épéssel,
ez |&that6 aldbb).

180°

135"

o0’

45"

10
20

| s | P4 Pl | s

18. abra Féazisportré és a geometria vdzlata b=0,56; c=10
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V. 3. Egyszerii szigetsors

A Kkettoperiodusi pdlya megsziinése, és a P4P1 iv félkorné nagyobbra
novekedése utani tartomanyt tovabb vizsgdlva, tobb hasonlosigot vettem észre a
szigetek viselkedésében, a két paraméter fliggvényében. Belathato, hogy a szigetek egy-
egy periodikus padya koéril jonnek létre. Viszont az nem egyértelmi, hogy mely
periodikus palyak korll alakulnak ki és masok kordl miért nem.

A (b,c) tér tobb (6sszesen korll-belll 9 ezer) pontjdban 10 millié pontbdl dlé
fazisképeket készitettem, ugyanazokkal a kezdeti feltételekkel, mintegy feltérképezve a
teljes paraméterteret. Az ataldnos geometridkhoz tartozo6 fézisportré bonyolult, szamos
szigetet és akar tobb kaotikus tengert is tartalmaz. Ha viszont a P4P1 iv félkorné
nagyobb, a fézisportré mindig csak egy kaotikus tengerb6l és a benne [évé kevés
szigetbol al. A (b,c) paramétertér ezen tartomanya praktikusnak bizonyult a szigetek
kial akul asahoz sziikséges kortilmények megfigyel ésére.

Egy-egy sziget méret- és alakbeli valtozasat vizsgdltam b, és c fliggvényében.
Adott b mellett c-t ndvelve, dtaldban a sziget mérete nott is meg csokkent is. Hasonl6 a
viselkedés adott ¢ mellett b-t valtoztatva. Fontos megjegyezni, hogy tdébb kilénb6z6
tipusi palyanak lehet egyez6 periodusa, ezért a korllottuk kialakuld szigetek
klonbozoképp fejlodhetnek. Feljegyeztem, hogy az egyes szigetek milyen paraméter-
parokna jelennek meg, vagy tinnek el. Ezek az adatok grafikonon megjelenitve
|&thatok aldbb, a nagyobb szigetekre.

6p megjelenése  —+— 6p megszunése
16 2x4 megjelenése —v— 2x4 megszunése N
| —+—2p megszunése —<— 10p megjelenése '\.\
10p megszunése —+— 2x6 megjelenése ,
144 —v—2x6 megszunése
12 4
™
N\
10 4 -
N
N
o .
8 - \\\\
v,
6
4 -
24

19. dbra A nagyobb szigetek megjelenése és eltiinése b és ¢ fliggvényében

A méretbeli ingadozas és a megjelenédeltiinés jelenségeinek megértését a mar
korabban emlitett stabilitas-szamold algoritmus segitette el6. Méréseket végeztem a
szigetek koOzepét add periodikus pdlya stabilitésdra vonatkozéan mind b, mind c
flggvényében. Egy konkrét sziget stabilitdsi tulgjdonsagait mutatja be a 21. abra,
melyen a+2 értékek a stabil ésinstabil jelleget valasztjak kilon. A gorbének azért nincs
folytatasa, mert az adott tipusi palya az abrazolt tartomanyon kivil nem |étezik.
Tapasztalataim azt mutatjak, hogy a sziget kialakulasdhoz nem elég, hogy |é&tezzen egy
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periodikus pdlya, hanem annak stabilitdsa is szilkséges. Amennyiben a z&r6do
trajektoriainstabil, nem alakul ki korll6tte sziget.

m 4 periédusi palya

stabilitas
L |

sugararany

T T T T T T T T T T
6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0

20. dbra A 4 periodust sziget kozepét ado periodikus palya stabilitasanak valtozasa és a trajektoria
vazlata

Az dborén léthatd, hogy a sziget kdzepét add periodikus palya stabilitésdt még a
sziget megsziinése utan is lehet ellendrizni. Tehét a palya még mindig létezik, viszont
instabilitasa miatt mér nem taldlhaté korilotte integralhatd tartomany. A sziget ilyen
jellegli megsziinése/szll etése tehat a periodikus pdlya stabilitésara vezethet6 vissza.

A szigetek tobbféleképpen sziinhetnek meg, illetve sziilethetnek. A fazisképen
nemcsak egyszertien megjelenhetnek/eltiinhetnek, hanem dssze is olvadhatnak tébb
szigetbol, és szétszakadhatnak mas szigetekké. Ahhoz, hogy tisztédbban lathassunk, a
sziget periddusanak tobbszordse alatt zarédd pdyak stabilitasat volt érdemes nyomon
kovetni. A méréseket tehat azzal egészitettem ki, hogy Osszeolvadas elotti szigetek
kozepének, illetve az dsszeolvadt sziget kozepének stabilitésdt egyszerre vizsgaltam. Ez
praktikusan azt jelenti, hogy numerikusan, vagy a vézlat segitségével minden mérésnél
meg kell keresni ezeket a pdlydkat, mert a szétszakadt szigetek nem tartalmazzék az
Osszeolvadt sziget kozepét, illetve az 6sszeolvadt szigeteknek nem jellegzetes pontja a
szétszakadas uténi szigetek kdzéppontja. Egy tipikus szétszakadast mutat be a 22. abra,
ahol nem a sziget belsé szerkezetét dbrazoltam, hanem a koril 6tte [évo kaotikus tengert.

c=7,50 c=7,526 c=7,558
21. dbra A szétszakadast elvékonyodas elézi meg
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A szétszakadt szigetek kozepét add palya periddusa az
Osszeolvadt sziget periddusanak tobbszordse (a 22. dbra esetében
duplgja). Ez a sziget viszont ma& a paya geometria
ellehetetlentlése miatt sziinkk meg. A 23. dbran a sziget
kozepéhez tartozd trajektoria megvaltozasdt szemléltetem a
sugararény novelésével. A nagy ivek egyenesedni kezdenek, mig
a kisebb ivek sugara né. Jol latszik, hogy a palya el6bb-utobb
eléri az egyik szingularitast, és azon &haladva mar masképpen
fog visszaversdni. Igy legaldbbis nem ugyanannyi pattanés utén
fog visszatérni a kiindulé pozicidba. A sziget ilyen megsziinését
geometriai megsziinésnek nevezem, mert a sziget kozepét ado
periodikus palya, még akkor is ha stabil lenne, geometriai

22. &bra A periodikus
, . , , . palya megvaltozasa c
okokbdl sziinik meg, ezéltal a szigetet is etiintetve. novelésére

A szétszakadas folyamata a kovetkezé: A sugararany
novelésével a periodikus palya egy kis perturbacidja is stabilla
valik, viszont a ¢ nbvelésere masként reagal, mint az eredeti
paya. A 23. dbran szereplé padlya pddaul a 24. dbra payganak
Kis perturbacioja, ami viszont ¢ novelésére csak a stabilitasat
vesziti e, geometriga lényegében valtozatlan marad. Tehédt a
szigeten belll a koézéppont tobb pontra esik szét, amelyek a
sugararany novelésével tavolodni kezdenek az eredeti
kozépponttdl, ami ezzel parhuzamosan elvesziti a stabilitasat (a
sziget ilyen jellegii vizsgdlatardl a 26. dora szamol be). Ahhoz,

i i 4 i 4 4 23. &bra A péalya
azonban hogy a sziget teljesen szétszakadjon ez még nem elég. trietlon ¢ novel bedre

A belsd szerkezet vatozasanak vizsgaata vilagitott ra, hogy a szigeten belll
fokozatos atalakulés megy végbe (25. abra). Az eredeti kdzéppont instabilla valdsa még
nem szunteti meg a régi, koncentrikus belsé szerkezetet, csak a kézéppont kornyezete
alakul &. A szétszakadas az eredeti struktlra megsziinése utan kovetkezik be.

g PN, & i Tt s

24, dbra A sziget elvékonyodasa a régi szerkezet fokozatos eltiznését jelenti
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A sziget stabilitési viszonyai az alébbi dbran lathatoak. Lathatd, hogy az (j stabil
kozéppontok és az eredeti kozéppont stabilitésa ellentétes iranyban valtozik, amint a
tavol odas elkezdodik.

3,04 m  szimpla periédusu palya
1 dupla periédust pélya (az eredeti kozéppontban)
2,5+ dupla peri6dust palya (a tavolodé kézéppontban)

2,0 =

1,5+ n
1,0 -
0,5+

0,0 .

stabilitds

-0,5 ]
R . - Y S—_TfTfTYTfTYftB!oaeeeer
-1,5 L]

-2,0 ] il

25 ; . ; . ; . ; . ;

sugararany

25. dbra A sziget periodikus palyainak stabilitasa a sugérarany fiiggvényében, adott b mellett

A szigetek méretének vatozasadban van egy nehezen interpretahatd jelenség.
Bizonyos (b,c) paraméter-paroknal az adott sziget mérete, a kozeli geometriakhoz
képest drasztikusan csokken. A jelenség dtaldnos, szamos szigetnél megfigyel heto.
Tapasztalataim alapjan mindig a sziget kozepének s=-1 stabilitasi értékénédl torténik.
Mégsem nyilvanval6, hogy miért zsugorodik le hirtelen. (Nem kizart, hogy a forgatasi
szam irracionalitdsval Osszefliggésbe hozhat6 a jelenség. A kérdést nem vizsgédtam
kdzelebbrol.)
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V. 4. Tovabbi érdekes jelensegek

A Kkovetkezd néhany jelenséget nem vizsgaltam kozelebbrol, ezért csak
ismeretterjeszt6 jelleggel kozlom oket. A szimulacios program alkalmas ilyen iranyd
tovabbi kutatédsok elvégzésére, magyarazatok keresésére.

Az dtalam vizsgdlt tartomanyban viszonylag kevés sziget van, st gyakran
elo6fordul, hogy egyfaita szigetcsoport l|étezik adott geometriana. A szigetek
megsziinése és mas szigetek keletkezése néha & sem fed. A paramétertér ezekben a
pozitiv mértéki részeiben ergodikus viselkedés feltétel ezhet6.

A Kkettéperiodusi sziget dtaldban tobb szigetre bomlik, amelyek mind egy
periodikus pélya korll alakulnak ki. Azaz a ketté peridédust stabil pélya nagyobb
periodusu stabil palyava alakul &. A geometria alapja (altalaban trapéz), minél jobban
hasonlit a négyzetre, azaz b minél kdzelebb van 1-hez, annd nagyobb ez a periédus, és
anndl érzékenyebb c valtoztatasara.

El6fordulhat, hogy egy-egy sziget olyan nagyra no,
hogy egyes részei &lépik a szingularitasokat. A sziget
belsd szerkezete ilyenkor étalakul. Azok a trajektoriak,
amelyek atlépik a sarkokat, Ataldban kaotikus savot
alkotnak (lasd 26. dbra, ahol a z6ld vonal pontjai az egyik
sarokba torténé pattanast jel6lik). Mindazondtal minél
kisebb mértékben 16g tul a szingularitésokon, annd
kevesebb, és keskenyebb ilyen savot tartamaz a sziget.
Bér ritka az ilyen szembetiind jelenség, minden olyan
szigetben megfigyeltem, ami elég nagy, hogy ilyen 26.abraA sziget kevert belss
pélyékat is tartalmazzon. szerkezetii is lehet

Bizonyos geometridknal a fézistérnek |étezik egy olyan tartomanya, amibdl
inditva a trgjektoria nagyon hosszu ideig tartézkodik, mintha nehezen tudna kitorni
bel6le. Ha viszont a tartomanyon kivllrél inditjuk a pdlyét, abba csak ritkan tor be.

AL YA y EE A PR A A P e e ;
27. bra Csapda-jelenség: a trajektoria lényegesen siribben pattan a fazistér egy bizonyos
tartomanyaban, mint annak barmely mas, ekkora teriiletén (az abra 5* 10° pontbdl all)

bt
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V. Osszefoglalas

TDK munkamban a kevert fazistér tulajdonsagait kutattam konvex biliardokban.
Ehhez egy olyan modellt hoztam létre, amely a téméban publikat cikkek néhany
eredményét osszefogja. Ez a kétparaméteres csalad a Benettin-Strelcyn-féle kor-stadion
amenet dtalanositésa. Ezzel egy folytonosan transzformdhaté geometriat kapunk,
amiben a dinamika a két paramétertél fluggoen integralhatd, kevert, vagy teljesen
ergodikus lehet. Az dtaanosités egy jelenségekben gazdag, jOl vizsgdhatd, (j
tartomanyt is feltart. Dolgozatomban ennek a tartomanynak a tanulmanyozésaval
foglalkozom.

El6szor is egy jOl haszndhatd, praktikus szimuléacids eszkozt fejlesztettem a
vizsgdlatokhoz, ami a publikalt jelenségeket nagy pontossaggal visszaadta. A vizsgalat
célja, hogy a kevert fazistér vatozasanak torvenyszertiségeirol teljesebb képet kapjak.
Szimulaciéim tobb Ujszerti jelenségre hivjak fel a figyelmet, de ezek kozll az
ergodicitas kialakulasanak korllményeire koncentraltam

Numerikus eredményeim és heurisztikus érvelésem aapjan Ggy vélem,
ergodikus viselkedés tapasztalhaté a hataresethez kozeli pozitiv mértéki tartomanyban.
Amennyiben a visszapattanads szoge nem tdl kicsi, a dinamika itt elég kozel van a tok
hatareset dinamikgahoz, ami ergodikus. Viszont a kis szogben (itkdzo, a fal kozelében
maradd palyak szoge érvelésem szerint véges idon belll felndvekszik és kitor a hatéar
kozelébol. Tehét a folytonos &menet soran nem sziksegszerii, hogy csak hataresetben
l&ssunk ergodicitast. Ez egy lényeges kilonbség a Benettin-Strelcyn esethez képest,
ahol ez csak hataresetben tapasztal hato.

Fontos |épéseket tettem a kaotikus tengerben kialakul 6 szigetek kialakulésanak
megértése felé. A szigetek periodikus palydk kornyezetében alakulnak ki, és —
vizsgdlataim szerint — ehhez a periodikus palyanak stabilnak is kell lennie. Ezen palyak
természetesen az aszta geometriganak vdtoztatdsaval eldeformdddnak, ami a
stabilitasuk megvétozasaval is jar. Nagyobb deforméacio esetén pedig a periodikus
paya is torzulhat, elveszitheti periodicitdsdt. Amennyiben a pdlya stabil, korilétte
sziget alakul ki. Ha azonban instabilla valik, a sziget is megsziinik. Tovabba a sziget
megsziinését a periodikus palya megsziinése is okozhatja. Azonban a periodikus
trajektoria & is aakulhat, periodusanak tébbszorézodésével. Ha ez a padya stabil, az
eredeti sziget az U periddusnak megfelel6 szigetekre szakadhat szét.

Végul néhany tovabbi jelenség bemutatasaval igyekeztem érzékeltetni, hogy a
bilidrdcsalad tartogat még megval aszolatlan kérdéseket.
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V1. Kitekintés — tervek

Terveim kozt szerepel a vizsgdat folytatédsa és néhdny magyarazat komolyabb
megfogalmazasa. Ezért a szimulacios kornyezet fejlesztése még mindig folyamatban
van. Kisérleti jelleggel mé&r Ljapunov-exponenst is szamol. Amennyiben elkészil, ez az
eredmeényeket és magyarazatokat kézzelfoghatobba teheti.

Az Hénon-Wisdom éltal elemzett kiolto-pdlydk szerepe a szimulécidim aapjan
nem igazolt. A kiolto-palydknak megfelelé kezdeti feltételbol inditva elsé ranézésre
tényleg folytonos gorbét kaptam, viszont ranagyitva apro szigeteket lattam egyméshoz
nagyon kozel. Hogy egy-egy ergodikus komponenst ilyen sziget-rendszer hatérol nem
csak az dtaluk emlitett esetekben tapasztaltam, hanem a szigetek szélén is gyakran
lathatunk ilyeneket. A program lehetdséget nyUjt ennek tisztézasarais.

Potencialt latok a kevert fézistér tovabbi vizsgdatdra és az eredményeim
altalanositasara mas geometridkban is. A napjainkban éénken kutatott az un. gomba-
biliard, ahol az integrdlhaté és az ergodikus viselkedést mesterkélten keverik a szerzok.
Ett6l eltéréen az eddigi kilonbozo, természetes geometriakban elért eredmények
Osszekapcsol asat tartom fontosnak. Esetleg a biliard szimmetridinak hatasat vizsgalnam,
kevesebb szimmetridval rendelkez6 geometria folytonos éttranszformalasaval nagyobb
szimmetrgja rendszerré.
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