Félévi idobeosztas [hazi feladat beadasi hataridokkel]
Figyelem! Az idébeosztas az év soran valtozhat, pld a HF beadasi hataridGket az oktatok esetleg médosithatjak!
Valoszinlségszamitds matematikusoknak és fizikusoknak, 2026 6sz

Az el6adasok ideje hétfé 12.15-14.00, a gyakorlatok ideje kedd 12.15-14.00. Ettdl kivételt képez harom hét: szeptember
28-4n, oktéber 26-an és november 30-dn (hétféi napok) gyakorlatokat tartunk, mig szeptember 29-én, oktéber 27-én és
december 1-én (keddi napok) el6addsokat. A tovédbbi részleteket (pl. termek) a targy honlapjan fogjuk meghirdetni.

ElGadas Matgyak Fizgyak

-vel kez- H 12-14, R108 K 12-14, H406 K 12-14, E503
d6do hét Balint Péter Rath Balazs Salanki Mikl6s
Szept. 7 El Gyl Gyl
Szept. 14 E2 Oktatasi sziinet [1. HF] Oktatasi sziinet [1. HF]
Szept. 21 E3 Gy2 Gy2
Szept. 28 Gy3 E4 2. HF) E4 12.HF)

Okt. 5 ES Gy4 [3. HF] Gy4 [3. HF]
Okt. 12 E6 GyS5 [4. HF] GyS5 4. HF]
Okt. 19 E7 Gyo [5. HF] Gyo6 [5. HF]
Okt. 26 Gy7 E8 E8

Nov. 2 E9 Gy8 [6. HF] Gy8 [6. HF]
Nov. 9 E10 Gy9 (7. HF] Gy?9 (7. HF]
Nov. 16 Ell Gy10 (8. HF] Gy10 (8. HF)
Nov. 23 El2 Gyl1p9.HF] Gyl1 9. HF]
Nov. 30 Gyl2 E13 110. HF] E13 [10. HF]

Dec. 7 El4 Gy13 [11. HF] Gy13 (1. HF]

El6adas naplé

oz

09.07 Bevezetd példdk. Eseménytér, mértékelmélet, egyszeri allitdsok. Szita formula.

Ajanlott irodalom

Az elsddleges forrds, amit az el6dasok beosztdsa is viszonylag pontosan kdvet, a Baldzs Marton — Téth Bélint jegyzet.
Mas konyvjavaslatokkal egyiitt a kurzus honlapjan megtaldlhaté:
http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2026.htmll


http://www.math.bme.hu/~pet/valszam/Vsz2026.html

HF feladatsor témak

Ez csak koriilbeliili irdnymutatd. Az el6adas menetétdl fiiggben a témdk esetleg vandorolhatnak, régebbi témak mindig
visszatérhetnek, a f6 csapasiranytol eltéré érdekességek folbukkanhatnak.

1.
2.

Y x =N

10.

1.
12.

Alapvet6 kombinatorika, szita-formula, eseménytér, egyenld valoszintiségli események

Feltételes val., Bayes tétel, (feltételes) fliggetlenség

Diszkrét valvéltozok 1. Binomidlis, geometriai, negativ binom, hipergeom.

Diszkrét valvaltozok 2. Varhato érték és szoras, Poisson eloszlas

Poisson folyamat, eloszlasfiiggvény, stirliségfiiggvény, esetleg egyenletes eloszlas

(ZH1 itt)

Egyenletes eo, normadlis eloszlds, binomidlis és Poisson eloszlds normélis approximdciéja, deMoivre-Laplace
Exponencidlis eloszlds, Poisson folyamat megint, Cauchy és lognormadlis eloszlas, eloszldstranszformacidk
Diszkrét és folytonos egyiittes eloszldsok, tobbdimenzids eloszldstranszformaciok

Tobbdimenzids eloszlastranszformdaciok, fliggetlenség és konvolucid, feltételes eloszlasok, feltételes varhat6 érték
Osszegek varhat6 értéke, szordsa, kovariancidk, korreldciok, indikdtorok 6sszege

(ZH2 valésziniileg itt)

Tobbdimenzids normalis és korrelacidi (ez taldn dtcsiszhat az utolsé gyakra)

Utols6 gyakorlaton meglatjuk, lehet csak gyakorlds, vagy kitekintés mas témadkra, iz1és szerint.

Hazi feladatok
Val6szinliségszamitds matematikusoknak és fizikusoknak, 2026 6sz

Minden feladatsoron megjeloljiik a beadando hdzi feladatokat, ezek 2 (**), 3 (**®) vagy 4 (****) pontot érnek, Osszesen
10 pont értékben. Természetesen gyakorlasképpen javasoljuk a tobbi feladat beadas nélkiili megoldasat is. Egyes heteken
szerepelnek bonuszfeladatok, ezek darabonként 3 pontot érnek. Fiiggetleniil a tobbi feladattdl, ezek az adott héten minden
esetben beadhatdk, és mindig kijavitjuk 6ket. A hazi feladatok beaddsi hatdrideje az els6 oldalon szerepel.

Részpontszamokat adunk, de vdlaszokat csak indokldssal fogadunk el. Az igazi csoportmunka hasznos, de ebben az
esetben mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajat szavaival (képleteivel). A passziv mdsolds viszont haszontalan: ta-
pasztalatunk szerint az igy szerzett hizi feladat pontszamok tobbszordsen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amikor kidertil,
hogy a mdsolt hazi feladat nem hozta meg a kivant fejlédést.

1. HF:

1.1 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kiilonboz8) szot lehet kirakni a MISSISSIPPI betiiibdl (mindegyik bettit
pontosan egyszer felhaszndlva)? Hat az ABRAKADABRA sz6 betiib6l? Mi annak a valészindsége, hogy
ha felirjuk a bettiket egy-egy kartyara, akkor j6l megkeverve a paklit, a két sz6 egymadst kdvetve értelmesen
kiolvashaté lesz (abrakadabramississippi vagy forditva)?

1.2 a) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban négy lany és harom fid?

b) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban négy ldny és hirom fid, ha a 1dnyok egymads mellett iilnek, és a fiuk
is egymas mellett iilnek?

¢) Es ha csak a fitik kell, hogy egymds mellett iiljenek?
d) Héanyféleképpen iilhetnek le, ha azonos nemiiek nem iilhetnek egymas mellé?

1.3 Egy tanciskoldba 12 holgy és 13 uriember jar. Ha 6 holgyet és 6 driembert kell kivalasztanunk és parba
rendezniink, hanyféle elrendezés lehetséges?



1.4 Egy tarsasag 8 nébdl és 7 férfibol all. Beldliik kell egy 4 ndbdl és 3 férfibdl all6 bizottsdgot alakitanunk.
Hanyféle kiilonbozd bizottsag lehetséges, ha
a) van két férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsdgban dolgozni,
b) van két nd, akik nem hajlanddk egy bizottsdgban dolgozni,
¢) van egy nd és egy férfi, akik nem hajlandéak egy bizottsdgban dolgozni?
1.5 Egy arverésen 4 miigytjtd vasarolt dsszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassét. Ha egy tudésité csak
annyit jegyez fel, hogy melyik gy{ijté hany Dalit, van Goghot, és Picassét vasarolt, akkor hanyféle kiilonb6zé
feljegyzés sziilethet?

1.6 a) Tekintsiik a kovetkezd kombinatorikus azonossagot:

ik;(Z) =n-2" L,

k=1

Adjunk egy részletes kombinatorikai érvelést a fenti egyenl6ség igaz voltara olymdédon, hogy n emberbdl
kivalasztunk egy tetszSleges 1étszamu bizottsagot és annak elnokét, illetve az elnokot és hozza a bizott-
sagot.
b) Ellendrizziik a
n
Z k2 (Z) =n(n+41) 272
k=1
azonossagot n = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjunk részletes kombinatorikai érvelést az azonossdgra: n
emberbdl vilasszunk egy tetszbleges méretd bizottsdgot, annak elnokét és titkarat (ez a kettd lehet egy
személy is), illetve
— valasszunk egy elnokat, aki egyben a titkdr is lesz, majd a bizottsdg tobbi tagjat,
— valasszunk egy elnokat, egy tdle kiillonbozd titkart, majd a bizottsdg tobbi tagjat.
¢) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

Sk <Z> =n2(n+3)-2"73
k=1

1.7 Egy 100000 lakosu varosban harom ujsag jelenik meg: I, II, s III. A véaroslakok kovetkez6 ardnya olvassa az
egyes Ujsdgokat:

1:26% [és1I: 6% IésIIésIII:2%
II: 18% I és III: 9%
II: 22% IT és III: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az I és II tjsagokat (koziiliik 2000 a IIT djsdgot is).)

a) Hatdrozzuk meg, hdnyan nem olvassak a fenti djsdgok egyikét sem.

b) Hényan olvasnak pontosan egy djsdgot?

¢) Hényan olvasnak legalabb kettd Gjsagot?

d) Ha I és III reggeli djsagok és II egy esti Ujsdg, akkor hanyan olvasnak legaldbb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti tjsagot?

e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli tjsagot plusz egy esti djsdgot?

1.8 a) Legyen A és B két esemény. Bizonyitsuk be, hogy
ha P{A} > 0.8és P{B} > 0.6, akkor P{AN B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A1, Ao, ..., A, eseményekre fenndll a kovetkezd egyenlGtlenség:

P{AinA;n---NA} >P{A} +P{A} + -+ P{4,} — (n—1).

1.9 a) n golydt helyeziink véletlen médon £ urndba. Mi a valésziniisége, hogy pontosan egy urna marad iires?



1.10

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

Bonusz:

1.20

1.21

b) n befektetési egységet osztunk szét k részvény kozott. Befektetési stratégidknak nevezziik a befektetési
egységek lehetséges kiosztdsait, vagyis amikor minden részvényre megadjuk, hogy abba hiny egységet
fektetiink be. Ha minden befektetési stratégia azonos valdsziniiségili, mi az esélye annak, hogy pontosan
egy olyan részvény lesz, amelybe egyetlen egységet sem fektetiink be?

Egy régi vagasu szinhdzban a fogasra akasztjak az érkezd urak a kalapjaikat. Kifelé menet minden dr vélet-
lenszeriien levesz egy kalapot a fogasrol, és tdvozik. Mi annak a valdsziniisége, hogy senki nem megy haza a
sajat kalapjaban? Hogyan viselkedig ez a val6sziniiség aszimptotikusan amint n — oo?

*** Egy sakktdbla 64 mezsjére véletlenszertien, egyenletes valdszintiséggel elhelyeziink nyolc bastyat; egy
mezore csak egy bastya keriilhet. Mennyi a valdszintisége, hogy egyik bdstya sem iiti a masikat (azaz semelyik
sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tobb bastyat)?

a) Hatszor feldobunk egy szabalyos dobokockat. Mi a valészintisége, hogy az 1, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike el6fordul?

b) Tizszer feldobunk egy szabélyos dobdkockat. Mi a valdszintisége, hogy az 1, 2, ..., 6 eredmények mind-
egyike (legaldbb egyszer) el6fordul?

*®**® Andras, Béla és Csaba ultiznak: ebben a jatékban a 32 lapos magyar kartyabol 10 lapot osztanak mindha-
rom jatékosnak, a fennmaradé két lap a talonba keriil. Minden leosztast egyforman valdszintinek feltételezve,
mi az esélye, hogy Andrashoz a nyolc figura egyikébdl sem keriil mind a négy szin? (Azaz: Andrdsnak nincs
se négy hetese, se négy nyolcasa... se négy dsza)?

Egy kozosségben 20 csaldd van: 5 csalddban egy gyerek van, 7 csalddban kett6, 4 csaladban harom, 3 csalad-
ban négy, 1 csalddban 6t.

a) Ha egy csalddot véletlenszertien kivalasztunk, mi a valdszintisége, hogy abban a csalddban i gyerek van,
1=1,2,3,4,5?7

b) Ha egy gyereket véletlenszertien kivalasztunk, mi a valésziniisége, hogy 6 egy ¢ gyerekes csaladbdl jott,
1=1,2,3,4,5?

Egy erd6ben 18 6z lakik, koziiliik 5 meg van jelolve. Ha véletlenszerlien 4-et befognak, mi a valésziniisége,
hogy a befogottak koziil pontosan 2 megjelolt lesz?

v 2oz

Szamoljuk ki a poker kiilonboz6 értékelhet6 konfigurdcidinak valdszintiségeit. Azaz 52 lapos francia kartya-
bl (&, >, 0, M :2,3,4,5,6,7,8,9,10, J, D, K, A) véletlenszeriien kivalasztunk 6t6t. Mi annak a val6szind-
sége, hogy egy parunk, két parunk, drilliink, sorunk, flush-iink, fullunk, pékeriink, szinsorunk, royal flush-tink
van?

A bridzsben az 52 lapos fracia kartydbol minden jétékos 13—13 lapot kap. Mi a valdsziniisége annak, hogy
Eszaknak és Délnek egyiittesen k db dsza van (k = 0,1, 2, 3, 4)?

Egy kisvarosban pontosan négy TV-szereld dolgozik. Egy napon négyen hivnak szerel6t. Mi a valészintisége,
hogy pontosan ¢ szerel kap hivasti = 1, 2, 3, 4?

Egy kisvdrosban n TV-szerel6 dolgozik. Egy napon k helyre hivnak szerel6t. Mi a valdsziniisége, hogy
pontosan ¢ szereld kap hivast: =1, 2, ..., n?

Jelolje f,, azt a szdmot, ahdny n hosszu fej-iras sorozat van gy, hogy nincs benniik egymads utdni két fej.
Jelolje P, ennek az eseménynek a valdszintiségét szabalyos érmedobds esetén.

a) Mutassuk meg, hogy n > 2-re f,, = f,—1 + fn—2, ahol fo = 1, f; = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irdssal?)

b) Hatirozzuk meg P,,-t f, segitségével, és ezek alapjan szamoljuk ki P értékét.

¢) Mutassuk meg, hogy lim,,_,, P,, = 0 és hatarozzuk meg a lim,,_, % hatarértéket.

Egy urnaban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék golyé. Otot visszatevés nélkiil hiizva mi a valdsziniisége, hogy
mindharom szin{ goly6t hiztunk?

Anna, Bori és Cili egyforma erejti pingpongjatékosok. A kovetkezé mddon jatszanak: Anna és Bori mérik
el6szor 0ssze az erejitket. Ezutdn a vesztes kidll, és a varakozé Cili 4ll be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az el6z6 nyertessel... Minden egyes meccs utdn a vesztes dtadja a helyét a varakozénak. Ezt mindaddig
folytatjak, amig nem nyer valamelyikiik kétszer egymds utdn, & lesz a kormérk6zés gySztese. Irjuk le a
kormérkdzés eseményterét. Az n paros csata utan véget érd sorozatok valdszintisége legyen 27", (Miért?) Mi
a valészintisége annak, hogy Anna, ill. Bori, ill. Cili nyeri a kormérk&zést?



1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

*** Anna, Bori, Cili és Déri egy szabalyos érmét dobalnak, felvaltva egymads utdn, Anna kezd, majd Bori dob,
aztan Cili, utdna Déri, majd megint Anna, és igy tovabb. Ezt mindaddig folytatjdk, mig valaki el6szor fejet
dob és ezzel megnyeri a jatékot.

a) Irjuk le az eseményteret!

b) Irjuk le az aldbbi eseményeket az eseménytéren: A = { Anna nyer },C' = { Cili nyer }, (A|JC)° !

¢) Szamolja ki aP(A) és a P(C) val6szintiségeket!
A l6versenyen 7 16 indul. Jelolje C' azt az eseményt, hogy Csillag az elsé harom hely valamelyikén ér be,

R pedig azt, hogy Raré a 2. helyen végez. Mennyi C'|J R val6szintisége? Hény elemi eseményt tartalmaz
CUR?

Kiosztunk egy pakli j6I megkevert francia kartyat. Mi a valdszintisége, hogy

a) apikk dsz a 14. kiosztott lap?

b) az elsd kiosztott sz a 14.-ként kiosztott lap?

¢) az els6 négy lap kiilonb6z6 szinli?

d) az els6 négy lap kiilonboz6 figurdji?
Van két kockank, amelyeket azonos médon szineztiink ki: két lapot pirosra, kettét zoldre, egyet pedig sargara,
a maradék fehér. Ha feldobjuk 6ket egyszerre, mi a valdszinfisége, hogy ugyanolyan szinfire esnek? Mi a

valdszinfisége annak, hogy az els6 két feldobdsra kiillonboz6 szinfiek lesznek, majd harmadszorra ugyanolya-
nok?

Andrés, Béla és Csaba két dobokockdval (egy piros és egy sarga dobdkockaval) jatszanak. Ha a piros kockén
nagyobb szdm 4ll, mint a sargan, Andras nyer, ha a sdrga kockdn nagyobb szdm 4ll, mint a piroson, Béla nyer,
ha a két kockdn azonos szdm 4ll, Csaba nyer. 10-szer dobnak (minden alkalommal a két kockdval egyszerre).
Mi a valészintisége, hogy mindhdrman nyernek legaldbb egyszer?

6 férfit és 6 nét véletlenszertien két azonos 1€tszamu csoportba osztunk. Mi a valdszinfisége, hogy a két
csoportban 3-3 nd, illetve férfi lesz?

Van 10 mentolos és 10 citromos cukorkank, ezt a 20 cukrot véletlenszertien elosztjuk Anna és Bea kozott. Ha
mindkét 1any 10 cukrot kap, mi a valdszintisége, hogy

a) mind a 10 mentolos cukrot Anna kapja?

b) mindkét ldny pontosan 5 mentolos és pontosan 5 citromos cukrot kap?
Egy szekrényben n par cip6 van. Véletlenszer(ien kivalasztunk 2r cip6t (2r < n). Mi a valdsziniisége annak,
hogy a kivélasztott cipSk kozott

a) nincsen teljes par,

b) pontosan egy teljes par van,

¢) pontosan két teljes par van?

A rulettkeréken 37 mezd van, ezek koziil 18 fekete, 18 piros és 1 zold. Tekintsiink 13 rulettporgetést, mi a
valészintisége, hogy ennek sordn mind a harom szin (piros, fekete, z61d) legaldbb egyszer el6fordul?



