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Tudnivalok

!

y» masod renddek:

e Parcialis derivaltak jelolései két valtozos fliggvények esetében: els6 rendiek f1,
1 1 1 1

zxy Jry T Jyzr Jyy*

e Gradiens vektora az f : R® — R fiiggvénynek, egy n dimmenziés vektor, melynek koordinatéii az
f parcialis derivaltjati. Példaul: f 3-dimenzios, akkor grad(f) = VI = (f’ fi,f;). Geometriai je-
lentése: implicit fiiggvény esetén gradiens vektor az érint6 sik normalisa; explicit fliggvény esetén a

legmeredekebb irdnyba mutat, a hosszéval jelezve a meredekséget.
e Iranymenti derivalt: e egységvektor iranydban az f fliggvény iranymenti derivaltja: f, = Vf -e.

e Erintssik egyenlete: z = f(x,y) (explicit) fiiggvény esetén P = (z0,y0,20) pontban: f.(xo,y0)(z —
x0) + fy(2o,y0) = 2z — 20; a 0 = f(x,y,2) (implicit) fliggvény esetén P = (x¢,yo,20) pontban:
V f (20,0, 20) - (x — o,y — Yo, 2 — 20)" = 0.

e FEgy nyilt intervallumn ott lehet a tobbvaltozos fliggvénynek szélsGértéke, ahol az Gsszes parcialis
derivalt 0. (Vf =07)

1 1

o f(x,y) fiiggvénybol képezziik a kovetkezs szimmetrikus méatrixot: | [ ar 'f}’} |, és annak deter-

ye  Jyy
minansit, amit jeloljiink D-vel. Tébbvaltozds fliggvénynek szélsGértéke van egy nyilt tartomanyon,

ha D > 0; nyeregpontja, ha D < 0. D = 0 esetén nem eldonthetd.

o A széls6érték minimum, ha f// > 0; és maximum, ha f/ <O0.

o f:R" =R z=(x1,20,...,70)" = (fi(z), fi(2),..., fm(z))T vektor-vektor fiiggvény derivaltja a

i P 0
@ @ . @
kovetkezs matrix, ugynevezett Jacobi-métrix: Dy ,(z) = : ; . Specialisan
9 m 2] m 2] m
Fe@ e . P

egy vektor-skalar fliggvény esetén a Jacobi matrix a gradiens vektor lesz.

e Lagrange multiplikitor modszer feltételes szélsGértek feladatok kiszamitaséara, ha f(x) fliggvénynek
keressiik a szélsGértékét, a kovetkezs feltételek mellett: gi(xz) = 0,...,g,(x) = 0, akkor képezziik a
kivetkezs segédfiiggvényt: F(z, A1,..., \n) = f(z) +Xgi(z) +-- -+ )\ngn( ). Keressiik meg azokat a
pontokat, ahol F'(z, A1, ..., A2) Osszes parcialis derivéltja elttinik, mert ott lehet fliggvénynek feltételes
szélsGértéke.

1. Az el6adason léttuk hogy az f(z,y) = fliggvénynek nincs hatarértéke a (0,0)-ban. Lassuk be

2+y
ezt g(x) = W fliggvényre is.

2. Szamoljuk ki a kovetkezs hatarértékeket, ha tudjuk:

a) lm( =02 SmE Y b) limgy)s00)(@? +y?) arctan(2) ) () L2
e¥ sin(z . . r— T —
d) 1im (g )= (0,0) Sonle) e) limg )= (1,1) cos({/|zy| — 1) £) lim (g, y)=(0,0);0y 7%39{12\/@
Vi—i
Megoldas
a) o b) 0 c) —1 d) 1 e) 1 f) 2

3. Hazarozzuk meg a kovetkezé feliiletek szintvonalait!

a) fz,y)=19—a?—y b) f(z,y) =22 +¢? ¢) flz,y) =2y’

d) 22—¢y2=1 e) 922 +y2+22=9 f) 22—22—9y2=0
Megoldas
a) (0,0) kdéppontt korok b) (0,0) kdéépponti kordk c) (0,0) fokuszpontu hiperbola

d) x tengellyel parhuzamos egyenesek e) (0,0) kozéppontu elipszisek f) (0,0) kéépponta korok

4. Adjuk meg a fiiggvény értelmezési tartoméanyat és a szintvonalait!
a) flz,y)=Vy—= b) flz,y) =v9—a?—y? c) f(z,y) =In(a?+y?)
Megoldas
a) Dy ={(z,y) : y >z}, szintvonalak: egy meredekségi egyenesek;
b) Dj = R?, szintvonalak: (0,0) kdzépponti korok;
¢) Dy =R?\(0,0), szintvonalak: (0,0) kdzéppontt korok.
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13.

. Hol folytonosak az alabbi fiiggvények?

a) f(z,y) =sin(z +y) b) f(z,y) =In(z? +y?) ¢) f(z,y)=In(3)
Megoldas
a) R b) R\ (0,0) ¢) {(z,y): >0,y >0tU{(x,y): =<0,y <0}

Mik az alabbi fiiggvények parcialis derivaltjai?

a) flzy)=22—2ay+y’—z+1 b) fla,y) =er v ¢) f(x,y) = arcsin(2)

d) f(z,y) =log,(z) = 13 e) flz,y) =22 +1?2 £) f(w,y) = e In(y)
Megoldas

a) folv,y)=2x—2y—1, f,(z,y) = -2z + 2y b) filz,y) = e TV (2), fi(w,y) = —e" TV 12y

c) f’(x,y):im /(xay):ﬁ d) ;(ﬂf,y):myﬂ(%y):yl%ﬁ?y)

) falz,y) = Va2 +y22a, fy(e,y) = Va2 +y2y 1) filz,y) = eV In(y)y, fi(z,y) = eV In(y)z + e

Szamitsuk ki f/ -t!

a) f(z,y) =ba! — o’y +22% + 3y b) f(z,y) = sin(z + 2y) ¢) fla,y) = e+
Megoldas
_ 2 _ - _ 32242
a) fi, =3z b) fi, = —2sin(z + 2y) c) [y, =12xe’® T2

Hatarozzuk meg a kévetkezd fliggvények mésodrendd parciélis derivaltjait!
a) flz,y) =wsin(y) +e¢ b)) f(z,y) =2"+5y+sin(z) +7”  c¢) f(z,y) =zn(zy)

d) f(o,y)=eVeos(22)  e) fla,y) = In(x +y) £) f(z,y) = 2% + cos(y) +ysin(z)
Megoldas

a) fox =0, fu, = cos(y), fy, = —xsin(y) +e¥  b)fi, =2 —sin(z) +7e*, fi}, =0, f;, =0

) fi = 2 f1, = %, W= g d) fi, = —4e Hcos(2x), fr, = 46 2ysm(2:17) vy =
4e=% cos(2x)

€ ) ;/x = ﬁ? ;Iy = ﬁ’ :L//Iy = ﬁ f) T 2y _ySIH( )a ;/y = 2(E+COS(£L'),

1, = —cos(y)

. Hatérozzuk meg lancszaballyal az alabbi fliggvény t szerinti derivaltjat!

f(x,y,2) = In(z* 4+ y* + 2%), ahol 2 = cos(t),y = sin(t), z = 4Vt

sin(t) + cos(t) + %)

s OF
Megoldas 5; = 7

#(,
x2+y2 422

Hatarozzuk meg a fiiggvény iranymenti derivaltjait a Py pontban g irdnyaban!

a) flz,y) =2 —y> Po(2,1), a= (4,3) b) f(z,y) =2y +e*7Y, Po(1,1), a= (12,-5)
Megoldas
b) Vf(z,y)=(+evz—e) Vf(1,1)=(2,0), fy =(2,0) (1% %)T = f§

Adjuk meg azokat az irdnyokat, amelyben a fiiggvény az adott pontban leggyorsabban névekszik, ill.
csokken.

a) f(x,y) =a? _y3a P(lal) b) f(:my) =T +y+Ty, P(070)
Megoldas

a) V£(1,1) = (322 -3y?)(1,1) = (3, —3), normalva:
(\f7 —\/5) a "legmeredekebb", (—\/5, V/2) a "leglankasabb".

b) Vf(0,0)=(1+y,1+4x)(0,0) =(1,1), normalva:
(v/2,v/2) a "legmeredekebb", (—v/2, —v/2) a "leglankasabb".

Irjuk fel az érintGsikot a Py pontban.

a) z=a2+19y% Py(1,1,2) b) z=+4—22—y2, F(0,0,2) c) z=zy+z+y, Po(l,—1,-1)
Megoldas

a) VA(1,1)=(2,2),2(z—1)+2(y—1)=2—2 b) V£(0,0) = (0,0), 0=z — 2

C) Vf(l,—l) (> ) (y+1):Z+1

Adjuk meg a gradienst a megadott ponton és azt a szintvonalat, mely atmegy a ponton.
a) f(xvy):y_'r7 P0(271) b) f(:c,y):y—xQ,Po(—l,O) C) f(:c,y):em Y 717P0(172)
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Megoldas
a) gradiens: Vf(2,1) = (-1
b) gradiens: Vf(—1,0) = ( ) szintvonal: y = —1 + 22, egyenes
c¢) gradiens: Vf(1,2) = (4e

, 1), szintvonal: y = 1 4 z, egyenes

e), szintvonal: 4 = 22 + y% — 1, kér

Hatarozzuk meg a megadott fiiggvény 6sszes lokalis minimumat, maximumat és a nyeregpontokat.

a) f(z,y) = 22% + 3zy + 4y? — 5z + 2y b) f(x,y) =622 — 22% + 3y* + 62y
c) flz,y) =2 +y*+ 327 - 3y* — 8 d) f(2,y) = prpo
Megoldas

a) fp=4x+3y—5=0, f;, =3z + 8y + 2 = 0 egyeneletrendszer megoldasa: = = 2, y = —1;

1 1"
| { i g,”,y} (2,-1)] =| E g} | =4-8—3-3 =23 szélsGértéke van, még hozza minimuma.
yx vy

b) f. =12z — 622 + 6y =0, f’ = 6y + 6x = 0 egyeneletrendszer megoldasai: t =0, y=0¢éx =1,y = —1.

1 // " 1
| [ e } (0,0)] = | [12 6] | = 36 minimumhely. | [ ar ”,”,y} (1,-1)| =| [g g} | = —36 nyeregpont.

yx lel le vy

Keressiik meg az f(z,y) = 2% + y? fiiggvény abszolit maximuméat és minimuméat az z = 0, y = 0 és
az y + 2z = 2 egyenesek altal hatarolt haromszogben.

Megoldas A nyilttartomanyon: f;(z,y) = 2z és f,(v,y) = 2y parciélis derivaltaknak O-knak kell
lennie: (z,y) = (0,0). A hatarok Vizsgélata:

2 = 0 egyenesen a fliggvény: f(x,y)|z=0 = y flz,y)ico =2y = y=0;(0,0)

y = 0 egyenesen a fiiggvény: f(z,y)|y=0 = 22, f(x, y)|y 0=2x = =0 (0,0)

y = 2 — 2z egyenesen a fiiggvény: f(z,y)|y—2-2, = 2% + (2 — 22)? = 42® — 8z + 4, f(x,y)l,—o =
8z—8 = z=1;(1,0)

Osszehasonlitand() pontok: (0,0), (1,0), ezenkivﬁl még a (0,2), mert ott érintkezik még két hatar
gorbe. f(0,0) =0, f(1,0) =2, f(0,2) = 4. Tehat minimuma van (0, 0)-ban és maximuma, (0, 2)-ben.

Keressiik meg az f(z,y) = xy és a g(z,y) = 222 + 32 fliggvények maximumat és minimumét az
2% + 9% =4, y > 0 félkoron.
Megoldas A nyilttartoméanyon: f,(z,y) =y és f; (z,y) = z parcialis derivaltaknak 0-knak kell lennie:
(z,y) = (0,0). Hasonléan g, (z,y) = 4z és g, (v,y) = 4y, az (x,y) = (0,0)-ban lehet szélsGérték. A
hatarok vizsgalata:
x = 0 egyenesen a fliggvények: f(z,y)|.=0 = 0; (z,y) = (0,y)
9(x,y)e=0 = ¥°, f(2,9)|se0 = 2y = y = 0; (0,0)
z? —|; y? = 4 félegyenesen a fiiggvények: f(z,y)| 244220 = zV4 — 22, f@ )2y oy = VA—2% +
S r =4V (VA VD), (V2
9(@,y) |2 1y2—0 = 2 + 4, f(z,9)] w2 yye—g = 20 = x=0; (0,2); (Lagrange multiplikator modszerrel
is lehet.)
Osszehasonlitandé pontok f fiiggyvénynel: (0,v), (—v/2,v2) és (v/2,v2). f(0,y) =0, f(—v2,V2) =
-2, f(v/2,4/2) = 2. Tehat minimuma van (— \[ 2,1/2)-ban és maximuma (v/2, v/2)-ben.
Osszehasonlitando pontok g fiiggyvenynél: (0 0) és (0,2), ezenkiviil még az érintkezési pontoknal:
(=2,0), (2,0). f(0,0) =0, f(0,2) =4, f(—2,0) =8, f(2 0) = 8. Tehat minimuma van (0, 0)-ban és
maximuma (—2,0) és (2,0)-ban.

Mekkorék a méretei az 2> -+ 2z = 1 ellipszisbe irhat6 legnagyobb keriiletii téglalapnak, ha a koordiné-
tatengelyekkel pérhuzamosak az oldalai? Mekkora lesz ennek a téglalapnak a teriilete?

Megoldas Mivel a téglalap oldalai parhuzamosak a tengelyekkel, ha meg van adva egy csics (zo, yo) az
ellipszisen, akkor a téglalap meghatarozott: a keriilete pedig K = 4x¢+4yo. Tehat az f(z,y) = dz+4y

fiiggvényt kell maximalzalnunk, a g(x,y) = z—z + g—j — 1 = 0 feltétel mellett.
F(z,y,\) = 4x—|—4y+)\(ﬁ—z+ %—j —1) lesz a segédfiiggvény, parcialis derivaltjai: F.(z,y,\) = 4+ A(2%),
Fy(w,y,A) = 4+ A(3Y) és F/’\(x Y, A) = Z—z + ‘z—j —1. A kovetkezs egyeneletrendszert kell megoldanunk:

2’2\x =42y = —4 és ag 4 = = 1. Az els6 két egyenletbsl: x = 2“ ésy = — 22 behelyettesitve a
2 2
harmadikba: 1= ? %2 - /\2 + ibz = fa +4b gy A= \/ma - ‘/a42+b72 ésy = — \/a42+b72
242 2b2

lesz a téglalap egy pontja. Az oldal hossza1: 2z = N és 2y = T

Hatarozzuk meg a kovektezs fliggvények szélsGértékeit az adott halmazon:
a) f(z,y) =22 +32y+4y> —bo+2y, T={z >0, y> -2, y < —Ia}
b) flz,y)=23+y> - 92y +27, T ={(z,y) : 0<x <4, 0<y<4}
¢) flo,y) =2+ 3 +ao+y, T={(r,y):0<2<1,0<y<1-xa}
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Megoldas a) f;(z,y) = 4z + 3y — 5, f; = 3z + 8y + 2 mindkét parcidlis derivalt elttinik a (—2,1)
pontban.

A hatarok vizsgalata: © = 0: f(2,y)|a=0 = 4y* + 2y, f(z,y)|hmo =8y +2 = y=F;(0,—1)

y=—2: f(z,y)|y=—2 = 202 — 62+ 16 — 5x — 4 = 22% — 11z + 12, f(@,y)ly—o =42 — 11 = =1L
(%7_)
y = —3x: f(a, y)|y__,x—2x — 32?4 2? —bx —x = 327 — 6z, f(x,y)]mg =32 -6 = x=3;
(33_%)

Osszehasonlitandé pontok: (—2,1) a hatarokon: (0,—7%), (3, -2), (3,—3), ezenkiviil a metsze81 pon-
tok (0,0), (0,-2), (4,-2). f(-2,1) = 18, f(0,—7) = = =2 f(3,-3) = —4,5,
£(0,0) =0, f(0,—-2) =12 f(4,—2) = 0. Tehat minimuma v: -ban es maximuma (— 2,1)—
ben.

b) A nyilt tartoméanyon: f, = 3z* — 9y, f,(x,y) = 3y* — 9z elttnnek: (0,0), (3,3). A hatéarok
vizsgalata fog kévetkezni:
xz =0, f(xay)|w=0 = y3 +27, f(%@/)ﬂ:o = 3y27 (070)
y =0, f(2,9)ly=0 = 2° + 27, f(z,y)[,—o = 327, (0,0)
y=4, f(z,y)|y=1 = 2° — 36z + 91, f(z, Yly—o = = 322 — 36, (2V/3,4)
z =4, f(z,y)ly=1 = y> — 36y + 91, f(z,y)|'—o = 3y* — 36, (4,2V/3)
£(0,0) =27, £(3,3) =0, f(2v/3,4) = —48V3+81 —2,13, f(4,2/3) = —48V/3 + 81, gorbék metszép-
spontjai: f(0,4) =81, f(4,0) =81, f(4,4) =11.
Tehat minimuma van (2v/3,4) és (4,2v/3)-ben és maximuma (0, 4) és (4,0)-ban.

¢) A nyilt tartomanyon fl=32%+1, fo(x, y) = 3y% + 1 nem ttnik el. A hatarok vizsgalata:
x =0, f(z,y)]a= o—y £y, f@y)lm = 3y% +1
y=0, f(@.y)ly=0 = 2° + 2, f(,y)[}—0 = 32" +1
y=1-z f(z,y)ly=1—2 = x3+(1 x) +r+(1—2) =2 —23+322 -3z +1+zx+1—2 =322 -30+2,
f(I y)|y 1 x*6$737 (572)
f(3,3) = 2, gorbék metszépspontjai: f(0,0) =0, f(1,0) =2, f(0,1) = 2.
Tehat minimuma van (0,0)-ban és maximuma (0, 1) és (1,0)-ban.

Oldjuk meg a kovetkezs szélsGérték feladatokat!

a) Mennyi a minimuma x + y-nak, ha zy = 167

b) Mennyi a maximuma zy-nak, ha = +y = 167
Megoldas a) Lagrange multiplikator modszerrel segedfuggveny F(z,y,\)
Fi=1+Xy, Fj=1+Xdzés F{=ay—16. 2=, y=F,16=35, A==
A minimum ezek koziil a (—4, —4)
b) Lagrange multiplikitor segédfiiggvénye: F(z,y,\) =2y + ANz +y —16), Fy =y + A, F, =z + A
ésFl=x+y—16. c=—X\ y=—A, 16 = —2X, A = —8. (8,8) pontban van a maximuma.

=z +y+ AMzy — 16),
(—4

% (4 4) 774)

Hatarozzuk meg az f) és f! (esetleg f/)) parcialis derivaltakat.

a) f(x,y) =3zy, z =sin(u+v), y = cos(u + v) b) f(x,y,2) =ayz, = In(u+v), y = u® + 3v, 2 = 2uw

c) flz,y) =arcsin(zy), z = we", y = 2u — 3wv d) f(z,y) =In(xy), x = tan(uwv), y = Vu
Megoldas

@ COos(u v
8) flley) = Vf- (2,27 = (3y.3q) [g] — (3cos(u + v), 3sin(u + v) - [ (u+ )} -

—sin(u + v)
3cos?(u+v) — SSin2(u +v), fl(z,y) =V f- [%g] (3y,3x) - (a—ﬁ, %) = (3cos(u+v),3sin(u +v)) -
(cos(u + v), —sin(u + v)T) = 3cos?(u +v) — ?f)svin2 (u+v)

oz 1
u u+v .
b) fl(z,y,2) =Vf- || = (yz,2z,2y) - | 2u | = (2uPv 4 3uv?, 2uvIn(u 4 v), (u® + 3v) In(u +v)) -
5= 2v
1
utv _ 2u®v+3un? 4 1 2 3v)1
2u | = 2 4 4Py In(u +v) 4 20(u® + 3v) In(u + v)),
2v
Oz 1
v u+v
fi(z,y,2) = Vf- g—g = (yz,zz,zy) - | 3 | = (2udv + 3uww?, 2uvIn(u + v), (u? + 3v) In(u + v)) -
gz 2u
1
u+v E
3 | = W + 6uvIn(u + v) + 2u(u? + 3v) In(u + v)
2u
ox uv
/ — ou| — 2z 2y L |vwe _ uv 2we™” du—6wv
C) fu(xvy) =V/f |:§Z:| - (\/1—12312’ \/1—12y2) |: 2 :| vwe \/1—(we“”(2u—3wv))2+\/1—(we“”(2u—3w’u))2 ’



ﬂ@w—Vf[
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2z 2y |uwe? w
(\/17I2y2’ \/17&72312) |: = uwe

2we"” + 6uw—9w3v
3w \/1—(we””(2u—3wv))2 \/1—(we““(2u—3wv))2 ’
f/ (13 ) = Vf g% — ( 2z 2y ) et _ 2we2uv —3wwe™? + —3w(4u—6wv)
w9 N e TR = e Ul V1= (we (2u—3wv))2

\/1—(we““ (2u—3ww))?

= 3D || = (b ) || =
y 2\1/5 tan(uv)’ \/u 2\1/5
[ekd [ekd —u
R =vr- |G| = @20 (5] = @ [T =
ov

Yy xy

O Lo = V5 [B] = 5[]

S .
sin(uv) cos(uv) + 2u?

1 1. @R
tan(uv)’\/ﬁ) |: 0 :|



