szamitas és alkalmazasai

Feladatok és megoldasuk

Integra

Pintér Jozsef gyakorlatvezet6



Elmélet ismetlése

Az elmélet megtaldlhaté Sdndor Csaba Tanar Ur honlapjan, melyeket ide is belinkelek:

* Hatarozatlan integralok:
https://math.bme.hu/%7Ecsandor/Al/Eloadas/Hatarozatlan integral.pdf

e Hatarozott integralok:
https://math.bme.hu/%7Ecsandor/Al/Eloadas/Hatarozott integral.pdf

* Improprius integralok:

https://math.bme.hu/%7Ecsandor/Al/Eloadas/Improprius integral es numerikus integralas.pdf
* Képletgyljtemény:

https://math.bme.hu/%7Ecsakany/b1/kepletgyujtemeny.pdf

* Feladatgylijtemény (ilyenek lesznek vizsgan!):
https://math.bme.hu/%7Ecsandor/A1/2023241/Integralszamitas%20gyakorlofeladatsor.pdf

* Feladatgy(lijtemény megoldasai (csak végeredmények):
https://math.bme.hu/%7Ecsandor/A1/2023241/Integralszamitasi%20gyakorlo%20feladatsor%20m
egoldasok.pdf

* Integral kalkulator: https://www.integral-calculator.com/



https://math.bme.hu/~csandor/A1/Eloadas/Hatarozatlan_integral.pdf
https://math.bme.hu/~csandor/A1/Eloadas/Hatarozott_integral.pdf
https://math.bme.hu/~csandor/A1/Eloadas/Improprius_integral_es_numerikus_integralas.pdf
https://math.bme.hu/~csakany/b1/kepletgyujtemeny.pdf
https://math.bme.hu/~csandor/A1/2023241/Integralszamitas gyakorlofeladatsor.pdf
https://math.bme.hu/~csandor/A1/2023241/Integralszamitasi gyakorlo feladatsor megoldasok.pdf
https://www.integral-calculator.com/

1. Feladatsor

. 4 |
1. feladat: Hatarozza meg az | mdx integralt!
2. feladat: Hatarozza meg az f \/_dx integralt t = 3/x helyettesitéssel!

3. feladat: Forgassa meg az f(x) = x -sinx ,0 < x < m fliggvényt az x-
tengely korul, és szamolja ki az igy kapott forgastest térfogatat!



1. Feladatsor

. 5x—3 . .
1. feladat: Hatarozza meg az f@dx integralt!

Megoldas:

Vegyuk észre, hogy a nevezdben a gyok alatti kifejezés masodfoku, mig a
szamlaloban talalhato kifejezés els6foku. Azaz ez az integral

il 1 :
+ C alakra, ahol a u = —=-del! (Hiszen a
u+1 2

nevezOben a gyokjel megfeleltethetd — - hatvanynak, és a masodfoku
polinom derivaltja els6foku!)

visszavezethet6 [ f' - f# =




1. Feladatsor

. 5x—3 : .
1. feladat: Hatarozza meg az f\/#dx integralt!

Megoldas:

p+1
Tehdtaz [ f'- f* = ];+1 + C képletet akarjuk alkalmazni!

Ha f = 1 + 4x?, akkor f' = 8x, azaz &t kell alakitanunk a szdmlalét, hogy
8x szerepeljen benne:

5x—3 -3
‘fV1+4x dx = -iIV1+4x dxu+‘fV1+4x2dx

(Szétszedjuk két tagra az 6sszeg mentén, és az els6 tagot bdvitjuk g—dal, hogy a szamlalé 8x legyen.)



1. Feladatsor

. 5x—3 . .
1. feladat: Hatarozza meg az f@dx integralt!

Megoldas:

1
2)2
Elsé tag: fmd = §(1+41x )2 + C az el6bb emlitett képlet alapjan.

Masodik tag: fm
integral, lasd képletgydjtemény).

1

2

dx=—3] dx = —3

\/1+(2x)2

arsh(2x)

+ C (elemi

5x—3 dx = & (1+4x%)2 3 arsh(2x)

e | e ; . 6




1. Feladatsor

. 1 . . s
2. feladat Hatarozza meg az f 1+'°§/§dx integralt t = 3/x helyettesitéssel!

Megoldas:

V4 V 4 d
Ha t = 3/x, akkor x = t3, és |gyd—3: = 3t - dx = 3t*dt, azaz a kapott
integral helyettesités utan:
J 3t* "
1+t

Vegyuk észre, hogy ez egy olyan racionalis tortfiggvény (polinom osztva
polinommal), hol a szamlalé nagyobb fokd, mint a nevezdé. Tanultuk, hogy

ebben az esetben polinomosztassal at kell alakitani ugy, hogy a szamlalo
legyen a kisebbfoku!




1. Feladatsor

2. feladat Hatdrozza meg az [ -

\/_dx integralt t = 3/x helyettesitéssel!

3t
[22 4

Polinomosztast alkalmazunk, tehat szeretnénk felirni 3t2-et a kovetkezd
alakban:

Megoldas:

3t2 = ( )(at + b) +



1. Feladatsor

1

2. feladat Hatarozza meg az f dx integralt t = 3/x helyettesitéssel!

1+3/x
Megoldas:
3t? = ( )(3t + b) +
—(3t? + 31)
0— 3t
Az , hiszen igy kapunk 3t*-et. Ekkor (t + 1) - 3t = 3t? + 3t, azaz

marad még nekltink —3t-nk, amit el kell tlintetnink kovetkez6 |épésben!
Ehhez ugy kell megvalasztani a b-t, hogy —3t-nk legyen kovetkez6 lépésben!



1. Feladatsor

. 1 . , "y
2. feladat Hatarozza meg az f 1+s;/§dx integralt t = 3/x helyettesitéssel!
Megoldas:

3t? = ( )(3t — 3) +

—(3t? + 31)
0— 3¢
—(-3t—3)
0+3

gy a , amit igy 6sszeszorozva (t + 1) - —3 = —3t — 3-at, kapunk,

amibdl megmarad egy 3-as. Ezt a 3-ast mar nem tudjuk eltlintetni, ez lesz a
maradék! Azaz



1. Feladatsor

= /x helyettesitéssel!

\/_
Megoldas:

Tehat 3t% = (t + 1) - (3t — 3) + 3, azaz az integralunk:
f 3t? (t+1DBt—-3)+3

1+t t+1

(t + 1)(3t — 3) 3 3
= dt+f—dt=J3t—3dt+f—dt=
t+1 t+1 t+1

32 33/%°
——3t+3In(t+1)+C = VX

> > —33Yx+3In|x+1|+C




1. Feladatsor

3. feladat: Forgassa meg az f(x) = Vx - sinx,0 < x < m flggvényt az x-
tengely korul, és szamolja ki az igy kapott forgastest térfogatat!

Megoldas:
A feladat megoldasahoz alkalmazzuk a forgastest térfogatara tanult

formulat! V = nf: f%(x)dx

n [ LI 4 (] L] /7 V4 (] V4 V4 L]
AzazV =m fo x sin x dx, melyet parcialis integralassal kell kiszamitani!

T T
V= nJ x-sinxdx = [—X-cosx]Z—f —cosxdx =
0 0
= [—x - cos x]§+ [sinx]"



1. Feladatsor

3. feladat: Forgassa meg az f(x) = Vx - sinx,0 < x < m flggvényt az x-
tengely korul, és szamolja ki az igy kapott forgastest térfogatat!

Megoldas:
A feladat megoldasahoz alkalmazzuk a forgastest térfogatara tanult
formulat! V = nfb f2(x)dx
' a
n n e 7/ ] [] /7 V4 . V4 7 [
AzazV =1 fo x sin x dx, melyet parcialis integralassal kell kiszamitani!

T

T
V=7Tj x-sinxdx=n([—x-cosx]ﬂ—j
0 °Jo

— TL’([—X - COS X]g+ [Sin X]g)

— COS X dx) =



1. Feladatsor

3. feladat: Forgassa meg az f(x) = Vx - sinx,0 < x < m flggvényt az x-
tengely korul, és szamolja ki az igy kapott forgastest térfogatat!

Megoldas:
V = n([—x - cos x]70T+ |sin x]g) =n(—m-cosm—0-cos0+ sinm — sin0)
=n(r—04+0—-0) =x°




2. Feladatsor

1. feladat: Hatarozza meg az x22 — lr;x 1 < x < 2 gorbe ivhosszat!
2. feladat: Hatarozza meg az fl 3\/_+1n(x) dx és [
integralokat, amennyiben azok konvergensek!

3. feladat: Tekintsik az alabbi paraméteres gorbét: x(t) = cos(t) és
y(t) = sin(t),ahol 0 <t < g Forgassuk meg a gorbét az x-tengely kordil,
és szamitsuk ki az igy kapott test felszinét!

dx improprius

1
1v1-x2



2. Feladatsor

2]
1. feladat: Hatarozza meg azx2 —

nx . ’ ’
" , 1 < x < 2 gorbe ivhosszat!

Megoldas:

A megoldashoz alkalmazzuk az ivhosszra tanult képletlinket:

b 2 ‘
S=L\/1+(f’(x))2dx=f1 V1+(x—%> dx

2
Hiszen ha f(x) = % — lnTx, akkor f'(x) = x — ﬁ.




2. Feladatsor

, 2 ] . , .
1. feladat: Hatarozza meg az% — %, 1 < x < 2 gbrbe ivhosszat!

2 1 2 2 1 2
S jl + <x 4x) dx —[1 + <x 4x) dx
—fz 1+21 1d—j2 2+1 1d—
-, 27162 T ) T T2 T 162 ™ T
B 1 x 4x X = 1

X +—
4x
Mivel a fliggvény pozitivaz 1 < x < 2 tartomanyon,
igy elhagyhatjuk az abszolutértéket!
(Ha negativ lenne, be kellene szorozni —1-gyel!)

Megoldas:

2 1
dxzj x +—dx
1 4x




2. Feladatsor

2]
1. feladat: Hatarozza meg azx2 —

nx . ’ ’
" , 1 < x < 2 gorbe ivhosszat!

Megoldas:
_fz +1d _'x2+ln4x2_
S = 1x A x—_z 2 1_
22 1In(4-2) 1?2 In(4-1
=+ ( )——— ( )=1.6733

2 4 2 4




2. Feladatsor

2. feladat: Hatarozza meg az f dx improprius

) 3\/_+1n(x) dx és [
integralokat, amennyiben azok konvergensek!

1
1v1—x2

Megoldas:

Tekintsuk el6szor az elsé integralt!

Ahhoz, hogy meg tudjuk mondani, hogy egy improprius integral
konvergens-e, nem feltétlenul kell kiszamitanunk a primitiv figgvényt,
hiszen tanultunk konvergencia-kritériumokat! (Lasd. Sandor Csaba Tanar
Ur Improprius Integral jegyzete.)



2. Feladatsor

dx és f dx improprius integralokat,

2. feladat: Hatdrozza meg azf \/;—xz

3
VX +ln(x)
amennyiben azok konvergensek!

Megoldas:
Tekintsuk el8sz6r az elsé integralt!

Mivel a nevezd lassabban n6, mint a 2x fuggvény, igy azt sejtiik, hogy divergens az

integral (jegyzetben p-kritérium az ip integraljainak konvergenciaja)!

: 1 1 ~
Valéban, ha f(x) T és g(x) = — , akkor f(x) = g(x) kell6en nagy x —re,
igy mlvelf dx = 00, a minorans kritérium értelmében f1 %an(x) dx = oo

Célszer( lehet roviden indokolni a becslést:

x = 1esetén: 3x < x ésIn(x) < x, azaz /x + In(x) < 2x, igy !

1
3x+In(x) — 2x




2. Feladatsor

dx improprius

, 1
2. feladat: Hatarozza meg az [, T

) 3\/_+1n(x) dx és [
integralokat, amennyiben azok konvergensek!

Megoldas:
Tekintsik most a masodik integralt!
Az integralando fliggvénynek szakadasi helyeazx = —1ésx = 1s, igy az
integralt a1 kovetkez6képpen kell fell'rnunk
1 j b
dx = lim [arcsin(x)] =
Jl\/l—xz b—>1 \/1_x2 ab:l

1
= lim arcsin(b) — hm arcsm (a) = arcsin(1) — arcsin(—1) = 3.1415 ...

b—1 -1

Mivel az arcsin folytonos 1-ben és -1-ben, igy szimplan beirhatjuk a szamoldgépbe. Ha olyan primitiv fliggvény jon ki,
ami nem folytonos az adott pontokban, akkor rendesen meg kell hatarozni a hatarértéket is!



2. Feladatsor

3. feladat: Tekintsiik az aldbbi paraméteres gorbét: x(t) = cos(t) és y(t) = sin(t), ahol
0 <t < m. Forgassuk meg a gorbét az x-tengely korul, és szamitsuk ki az igy kapott test
felszinét!

Megoldas:

Alkalmazzuk? parameéteres gorbével megadott forgastest felszinére tanult formulankat!

2 T

F=2m f y(t) - y(t)? + x(t)2dt = 2m J sin(t) -/ (— cos(t))? + (sin(t))2dt
ts 0

Hiszen x(t) = —sin(t) és y(t) = cos(t) (a potty a t szerinti derivalast jelenti).

T T
F = an sin(t) '\/COSZ t +sin“tdt = 2m J sin(t) dt = [— cos(t)]g=
’ = 2mw(— cos(m) + Cos(O))0= 4

Valéban, amit kiszamoltunk,
az az 1 egység sugaru kor felszine!



