Matematika Al

|. Minta ZH és megoldasok

Pintér Jozsef (gyakorlatvezetd)



1. Feladatsor (elsé fele — komplex szamok)

1. feladat: Hatarozzuk meg az alabbi komplex szam algebrai alakjat!
1728

(3+v3)°

* 2. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok

halmazan!
7 + 64z% =0



1. feladat

* Hatarozzuk meg az alabbi komplex szam algebrai alakjat!

1728 _,
(3++3i)
e 1. lépés: irjuk at trigonometrikus alakra a hatvanyozandé szamot! t 30°
1.1.|épés:r=\/32+v§2=W=x/ﬁ %
1.2. lépés: tgp = ? = Q= % V.%T — Rajz alapjan ¢ = %. / .

1.3. 1épés: 3 +V3i = V12 (Cos% + isin %)




1. feladat

* Hatarozzuk meg az alabbi komplex szam algebrai alakjat!
1728
5 =7
(3 +V3i)

e 2. |épés: Hatvanyozzuk a nevezbt!

5
5 T T 5 5T 57
(3 + \/§i) = (\/ 12 (COSE + ising)> = 122 <cos? + isin?>

5 V3 1
= 122 <_7+Ei> = —432 +72Vv12i




1. feladat

* Hatarozzuk meg az alabbi komplex szam algebrai alakjat!
1728
5 =7
(3 +V3i)

* 3. |épés: BOvitslink a nevezd konjugaltjaval!

1728 —432 = 72V120
—432 + 72V12i —432 —72v12i

—3 —V3i




2. feladat

* Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!
7%+ 64z% =0

* 0. lépés: Nézziik meg, hogy megoldasa-e a 0 az egyenletnek?
Ez egy hatodfoku egyenlet, azaz 6 megoldast szeretnénk.
Vegyuk észre, hogy a 0 az kétszeres gyoke az egyenletnek, igy

Z1,2 — 0,

azaz mar csak négy megoldast kell megtalalnunk.



2. feladat

* Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!

z% +64z%2 =0
* 1.1épés: Ha z # 0, akkor leoszthatunk z2-tel, igy a kdvetkez6t kapjuk:
z*4+64=0
e 2.lépés: Oldjuk meg ezt az egyenletet!
z* = —64
z=1-64 t 180°

2.1. Irjuk at trigonometrikus alakra a gyokjel alatti kifejezést (rajzoljunk)!
r =64, =m, azaz —64 = 64(cosm + i sinm) n\




2. feladat

» 2.lépés: Oldjuk meg ezt az egyenletet!
z = \/—64

2.1. Irjuk at trigonometrikus alakra a gyokjel alatti kifejezést (rajzoljunk)!
r = 64,9 = m, azaz —64 = 64(cosm + i sinm)
2.2. Vonjunk gyokot a tanult formulaval (sugarbdl gyokvonas, szoget osztjuk)!

Z3 = Zﬁ(cos%+ isin%) =2+ 20

Z, = 22 (cos (Tc+1~2n) + sin (n+:2n))
zs = 22 (cos (ni'zn) + sin (n+i'2n)) —2 — 2i
zg = 2\/2 (cos (n+i'2ﬂ) + sin (ni'zn)) =2-2i

—2 + 2i




1. Feladatsor (masodik fele — térgeometria)

* 3. feladat: Hatarozzuk mega P(3,—1,2) pontésS: 2x 4+ 3y +z =8
sik tavolsagat!

* 4. feladat: Tekintsiik a P(2,3,4) pontot és S : 2x — y + 2z = 15 sikot.
Hatarozzuk meg azon §; és S, sikokat, melyek parhuzamosak az S
sikkal, és a tavolsaguk a P ponttol 6!



3. feladat

* Hatarozzuk meg a P(3,—1, 2) pont
és S : 2x + 3y + z = 8 sik tavolsagat!

* Megoldasi terv:

* A tavolsag kiszamitasahoz szlikségiink lesz a
P pont S-re valé mer6leges vetlletére.

* Ezt ugy fogjuk kiszamitani, hogy
meghatarozzuk azt az e egyenest, ami

merdlegesen metszi az S sikot, és atmegy a
P ponton!

* Az M metszéspont (egyenes és sik)
meghatarozasa utan a tavolsagot kbnnyen

kiszamithatjuk |MP| vektor hosszaval.




3. feladat

* Hatarozzuk meg a P(3,—1, 2) pont
és S : 2x + 3y + z = 8 sik tavolsagat!

* Az e egyenes tartalmazza a P pontot, és
iranyvektora a sik normalvektora, azaz:
Phb=P=(3,-12)ésv=n=(2,31).

Igy a tanult formula alapjan az egyenes egyenlete
e:x=3+2t,y=-1+3t,z=2+t.




3. feladat

Hatarozzuk meg a P(3, —1, 2) pont
és S : 2x + 3y + z = 8 sik tavolsagat!

Hatarozzuk meg a metszéspontot!
S:2x+3y+z=28
e:x=3+2t,y=—-1+3t,z=2+t.
Irjuk be az e egyenletek valtozéit S-be!
M:2(3+2t)+3(—-1+3t)+(2+t)=8
6+4t—3+9t§|—2+t=8

14t =3 - t=—
14

Helyettesitsink visszg e-be! .
M=(3+2,-1+=,2+2)
14 14 14




3. feladat

* Hatarozzuk meg a P(3, —1, 2) pont
és S : 2x + 3y + z = 8 sik tavolsagat!

e Szamoljuk ki a tavolsagot!
6 9 3
M=(3+2,-1+=,2+—)

— 6 9 3
|MP| - ‘ (14’ 14’ 14)‘ -

=@ (@) () =

= 0.8017




4. feladat

» Tekintsuk a P(2,3,4) pontotés S : 2x —y + 2z =
15 sikot. Hatarozzuk meg azon §; és S, sikokat,

melyek parhuzamosak az S sikkal, és a tavolsaguk
a P ponttadl 6!

* Megoldasi terv:

* Tudjuk hogy az S, S, sikok normalvektorai megegyeznek

S normalvektoraval, igy a normalvektor meg tudjuk
hatarozni.

* Kell még egy-egy pont az S4, S, sikokrdl hogy fel tudjuk
irni az egyenletet.

 AQq,Q, pontokat meghatarozhatjuk, ha eltoljuk a P
pontot az n normalvektorral 6 tavolsagra.

SN

Q4 N

Vv



4. feladat

» Tekintsuk a P(2,3,4) pontotés S : 2x —y + 2z =
15 sikot. Hatarozzuk meg azon §; és S, sikokat,
melyek parhuzamosak az S sikkal, és a tavolsaguk
a P ponttadl 6!

* 51,5, normélvektoran; =n, =n = (2,—1,2),
igy a normalvektorokat kiolvastuk S egyenletébdl.

* El kell tolnunk P-t n iranyban 6 tavolsagra!
Nézziik meg n hosszat!
In| =22 + (=1)2 + 22 =3
Azaz, ha eltoljuk 2n-nel a P pontot, pozitiv és
negativ iranyba is, megkapjuk Q¢, Q, pontokat.

SN

Q4 /

Vv



4. feladat

* Tekintsuk a P(2,3,4) pontotés S : 2x —y + 2z =
15 sikot. Hatarozzuk meg azon S; és S, sikokat,
melyek parhuzamosak az S sikkal, és a tavolsaguk
a P ponttdl 6!

n=(,-1,2)

* A rajz alapjan:
Qi =P—2n=(-25,0)
Q, =P+ 2n=(6,1,8)

* gy a sikok egyenletei:
S1:2(x+2)—(y—5)+2z=0,azaz
Si1:2x —y+2z=-9
S, :2x—6)—(y—1)+2(z—8) =0, azaz
S, 12X —y+ 2z =27

Q4

SN

Vv



2. Feladatsor (két tanulsagos feladat)

1. feladat: Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok

halmazan!
LIS
Z 2z 2 81—

e 2. feladat: Hatarozzuk meg az A(1,2,3), B(2,2,2), C(1,3,4) és D(2,2,5)
pontok altal meghatarozott tetraéder térfogatat!



1. feladat

* Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!

2+\/E +1 \/§'—0
Z 2Z 4 8l—

* 1. |épés: Ez egy masodfoku egyenlet, alkalmazhatjuk ra a
megoldoképletet:

Y RE V3. V2 / 1 3.,
—b+Vb?—4ac . _7i\/5—1+7l _ —— 15t

° 7. . = —
1,2 2a 2 2

 Lathatjuk, hogy a gyok alatt egy komplex kifejezés maradt, igy meg
kell hataroznunk annak az értékeit!




1. feladat

V2 \/ 1,3,
e A

Z12 = >

» 2. |épés: Hatarozzuk meg a gyok alatti kifejezés értékeét!
* 2.1. 1épés: Irjuk at trigonometrikus alakra! | 120°

\/4 4 3

/ , 2TC 5T
estgp = —V3,igy ¢ = —vagy ¢ = —,

77 2 /7 V4 V 4 (X} .
melybdl @ = Zlesz a megoldas. (Készitsliink rajzot!)
Y=




1. feladat

V2 \/ 1,3,
e A

212 =
: 2
» 2. |épés: Hatarozzuk meg a gyok alatti kifejezés értékeét!
e 2.2. |lépés: Vonjunk gyokdt a tanult formulaval!

V3 2T . 2T
\/——-l-—l = [COS— lsm?

T . . m™ 1 3.
1. =COS-+lSln—=—+—l
3 3 2
41T . 4T 1 3.
2. =coSs—+isin—=————1
3 3 2 2

Vegyuk észre, hogy a két gyok egymasnak -1-szerese, ami pont megfelel
a +-nak a képletben, igy elegend6 az egyikkel szamolni csak!



1. feladat

2. 1%
Z12 = >

* 3. |épés: Szamoljuk ki a gyokoket!

V2, (1,43
_ ‘7+(5+7l) 12 3
AT T Tat
V2 (1,43
‘7‘(?7‘) -1-V2 V3,
¢ Z2 —_ —_ — —1




2. feladat

e Hatdrozzuk meg az A(1,2,3), B(2,2,2), C(1,3,4) és i
D(2,2,5) pontok &ltal meghatarozott tetraéder -
térfogatat!

* Megoldasi terv:

e Tanultuk, hogy vegyesszorzattal meghatarozhato a
tetraéder térfogata.

* Azonban figyeljink ra, hogy nem lehet kapasbdl az A, B,
C és D helyvektorokra raereszteni a képletet!

« Alkalmazzuk a képletet péld4ul az AB, AC és AD
vektorokra!




2. feladat

* Hatarozzuk meg az A(1,2,3), B(2,2,2), C(1,3,4) és .
D(2,2,5) pontok altal meghatarozott tetraéder '
térfogatat!

+ AB = (1,0,—-1)
+ AC = (0,1,1)
« AD = (1,0,2)




2. feladat

* Hatarozzuk meg az A(1,2,3), B(2,2,2), C(1,3,4) és -
D(2,2,5) pontok altal meghatarozott tetraéder 3
térfogatat!

« AB = (1,0,—1), AC = (0,1,1),AD = (1,0,2)

AB AC AD

6

« AB X AC = (1,-1,1)
» (AB x AC) AD =3

oT:l
2

e T =




