Matematika Al

Il. Minta ZH és megoldasok

Pintér Jozsef (gyakorlatvezetd)



1. Feladatsor (els6 fele — sorozatok hatarertéeke)

e 1. feladat: Hatdrozzuk meg az € = 10~° szdmhoz tartozé
N, kliszbbindexet az
2n° + 1

4n® —1

An

sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csékkend!

Jn*+nn(n)

14 u 2 2 14 I4 14
* 2. feladat: Hatarozzuk meg a lim ( Z ) =? hatarerteket!
n—-oo \2n<—1




1. Feladat

Hatarozzuk meg az € = 10~° szdmhoz tartozd N, kiiszébindexet az a,, =
sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csokkend!

2n2+1
4n?-1

Definicié:
lima, =A,haVe>0: AN, ENT :Vn> N, : |la, —A| <€

n—>00

1. |épés: Hatarozzuk meg A-t!

A=1iman=1im<

4n? — 1

n—->00 n—>00

2n% + 1) B



1. Feladat

Hatarozzuk meg az € = 10~° szdmhoz tartozd N, kiiszébindexet az a,, =
sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csokkend!

2n2+1
4n?-1

Definicié:
lima, =A,haVe>0: AN, ENT :Vn> N, : |la, —A| <€

n—>00

1. |épés: Hatarozzuk meg A-t!

| - (2n%+1 |
A= lim aq,, = lim = lim

n—>00 n—0o




1. Feladat

Hatarozzuk meg az € = 10™> szdmhoz tartozé N, kiiszébindexet az a,, = e
sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csokkend!

Definicid:
lima, =A4,have>0: AN, ENT :vn >N, :|a, —A| <€

n—>00

2. lépés: Oldjuk meg az egyenlotlenséget!

3

— <107°
8n? — 2‘ 8n? — 2

4n? -1 2

An* +2 —4n* +1|
8ns — 2 B

2n® + 1 1‘




1. Feladat

2

Hatarozzuk meg az € = 10™° szdmhoz tartozé N, kiiszébindexet az a,, = izzj
sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csokkend!
Definicio:
lima, =A4,haVe>0: AN, ENT :vn >N, :|a, —A| <€
n—o>00
2. lépés: Oldjuk meg az egyenlotlenséget!

2n?+1 1| |[4n®+2-4n?+1 3 3 < 10-5

4n?2 -1 2| 8n2 — 2 - [8n2—-2| 8n2-2

300000 < 8n% — 2
193.64 <n = N, = 194



1. Feladat

Hatarozzuk meg az € = 10~° szdmhoz tartozd N, kiiszébindexet az a,, =
sorozat esetén! Lassuk be, hogy a sorozat monoton csokkend!

2n2+1
4n?-1

A sorozat monoton csékkend, havn € N*:a,, = a, 4.

Irjuk fel a definiciéban szereplé egyenlétlenséget (fontos: elegendd, hogy n > 1-re
igaz legyen):
an +1 Z(Tl + 1)2 4+ 1 (n =1 esetén dtszorozhatunk
>

egyenl6tlenség iranyanak valtoztatasa nélkul,

4-7’12 -1 4-(71 + 1)2 — 1 niszen ekkor minden tag pozitiv)

2n?+1)4n*+8n+4—-1)=>2n*+4n+2+1)(4n* - 1)
8n*+16n°+10n?+8n+3>8n*+16n3>+10n? —4n -3
12n = —6

n > _1 n = 1-re monoton igaz
— 2 —) az egyenl6tlenség, azaz a sorozat
monoton csdkken




2. feladat

Jn*+nIn(n)

, : 2n? Ny
Hatarozzuk meg a lim (an 1) =7 hatarértéket!
Nn—->00 -

g NYRTRIND.pz gy Ve In®)
AI_I)EIO (2n2—1) o rlll_{rolo ( 2n?-1 ) o
= lim (1 +— )Jn4+"'1“(") _

- n—oo 2n2-1 o

Tétel: Ha lim a,, = 0 és lim b,, = o, akkor (1 + a,,)?» = e,

n—>00 n—>00

aholc = lim (a,, - b,) .

n—>00

Koénnyen lathato, hogy a példaban teljestilnek a feltételek igy alkalmazhatjuk a téetelt!



2. feladat

Hatarozzuk meg a

. 2n?
lim -
n—-oo \2n<-—1

Jnt+nIn(n)

Jn*+nIn(n)

=7 hatarértéket!

TynInn)
. 2n? . (2n?2-1)+1 ynt+n .
Al—rgo (2n2—1) N rltl—{lc}o ( 2n?—1 ) B
_ 1 Jnt+nIn(n) . 1
N Al—r}olo (1 t 2n2—1) —¢ TE
_ <\/n4+n-ln(n)>_1_ \/1+ 4
€= n1—r>rolo 2n? —1 B nl_)II.}o



1. Feladatsor (masodik fele — derivalas és alkalmazasa)

* 3. feladat: Hatarozzuk meg az arccos(x?) gorbe azon érint8jét, amely
. 3
merblegesazy = — ZxX+ 2 egyenesre!

4, feladat: Szamoljuk ki a kovetkezd derivaltakat!
a) f(x) — tg(x).Sin(x)) f,(X) — ?

x3+1In(x)

b, f(x) = cos(x)*™W), f'(x) =2




3. feladat

Hatarozzuk meg az f(x) = arccos(x?) gorbe azon érintgjét, amely
merdleges azy = — —x + 2 egyenesre!

Tudjuk, hogy az egyenes meredeksége —3 ami azt jelenti, hogy az
érintd meredeksege kell, hogy legyen.

Az érintd meredekseget megadja a fliggvény derivaltja, igy a
megoldando egyenlet: _ 4
X

f(X)_\/l—x4_§




3. feladat

Hatdrozzuk meg az f(x) = arccos(x?) gorbe azon érint6jét, amely

merdleges azy = —%x + 2 egyenesre!
—2X 4
f(x) = =— = —6x =41 —x* = 36x2% =16 — 16x*
v1—x% 3

4x* 4+ 9x* —4=0

Masodfoku megoldoképlettel megoldva megkapjuk, hogy a két valos megoldas
x; = —0.6166 és x, = 0.6166.

Figyelem! A lépés eqgy négyzetre emelés, ami behozhat hamis
gyokoket, igy kotelezé ellenbrizni a megolddsokat!

Ellenérzés: f'(x,) = %, f'(x,) = —%, igy csak az x;lesz megoldas!



3. feladat

* Hatdrozzuk megaz f(x) = arccos(xz) gorbe azon érint6jét, amely merdleges

azy = —Zx + 2 egyenesre!

Tudjuk, hogy az x, = —0.6166 pontban lesz
merdleges az érint6 az egyenesre,

igy a képlet alapjan:

e:y = f"(x0)(x —x9) + f(x0)
y =2 (x +0.6166) + 1.18079

y =%+ 2.00292

arccos(x?)

05 1



4. feladat

Szamoljuk ki a kovetkezd6 derivaltakat!
__ 5%-sin(x) p _ 9

d, f(x) — x3+ln(x)' f (x) B

b, f(x) = cos(x)s"™), f'(x) =7

A példakat megoldjuk az altalunk hasznalt jelbléssel is, de mellé odateszem a
https://www.derivative-calculator.net/ oldal dltal haszndltat is, hogy azzal is
tudjunk feladatokat gyakorolni!



https://www.derivative-calculator.net/

4. feladat

5%.sin(x)
x3+In(x)’

a, f(x) = fllx) =7

d . . .
A P csak annyit jelent, hogy az x valtozo

szerint derivadljuk a fliggvényt! Ennek
akkor lenne jelentésége, ha tobb valtozo
is lenne, pl.: x és y is.

(Matematika A2 anyagdban olyan is lesz.)

Calculate the Derivative of ...

|7 (5*x*sin(x))/(x*3+In(x)) |
el + ] -] x|+~ ] V]v]n]l(]))

This will be calculated:

d

5% sin(x)

dz

|

z3 + In(x)

|




4. feladat

5%.sin(x)
x3+1In(x)’

a, f(x) =

fl(x)=7? Tu/ajdonképpen:d% [fliggvény] = (fliggvény)’

a mi jelélésiinkkel.

FIRST DERIVATIVE:

@) =f'(z) =

_ Apply the quotient rule:
[u(z) ] u'(z) - o(z) — u(z) - v'(z)
Click at any deriy L () v(z)? hat was applied.

. B

a [ 5% sin(z) ]

In(z) + z°

4z [5” sin(2)] - (In(z) +2*) — 5% sin(z) - 4 [In(z) + 2]
(In(z) + 2°)°




4. feladat

X .sin(x) ., _ (5%-sin(x))"-(In(x)+x3)-5% sin(x)-(ln(x)+x3)’
d, f(x) — f (X) — (ln(x)+x3)2

x3+1n(x)

E/oszor csak alkalmaztuk a tértek derivalasara vonatkozo szabadlyunkat!

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

FIRST DERIVATIVE:
@) =f ’(w)
| Apply the quotient rule:
u(z) 1’ _ u'(z) - v(z) — u(z) - '(z)
Click at any deriy [@] B

v(z) hat was applied.

| n(z) + =3

3 l 5% sin(a;) ]

_ 2 57sin(2)] - (In(2) +2*) — 5% sin(z) - 4 [In(z) + ]
(In(z) + 3)°




Kovetkezb léepésben alkalmaztunk két szabadlyt,
4 fe | 3 d at eloszor is a szorzat derivdltjara tanult képletet a bal oldalon,
) és az 0sszeq felbontdsdt a jobb oldalon!

.« (5%-sin(x))" - (In(x) + x*) — 5% sin(x) - (In(x) + x%)"
fx) = (In(x) + x3)2 B

((5%)" - sin(x) + 5% - (sin(x))")(In(x) + x3) — 5* sin(x) ((Inx)" + (x3)’)

(In(x) + x3)?2

The steps of calculation are displayed.

. . . d )
Click at any derivative dz [ : ] in ordel Differentiation is linear. We can differentiate

summands separately and pull out constant
Apply the product rule: r . factors:

[u(z) - v(z)] = v'(z) - v(z) + u(z) - V'(z) __S}. la-u(z) +b-v(z)]' =a-v'(z)+b-9(x)

c%:[f’z sin(z)] - (In(z) + :E3) — 5% sin(z) - iz [In(z) + 333]
(In(z) + z*)°
(di['ir] sin(z) + 5% - [sm(a:)]) (In(z) + 2*) — 5% sin(z) ( [In(z)] + L [1,3])
(n(a) + z3>‘~’




4 . fe | a d at Véqiil kiszamoltuk az elemi derivdltakat! Ezeket is meg tudja mondani a program!
(5% - sin(x))" - (In(x) + x%) — 5% sin(x) - (In(x) + x3)"
(In(x) + x3)2 B

((5%)" - sin(x) + 5% - (sin(x))")(In(x) + x3) — 5% sin(x) ((Inx)" + (x3)) _
(In(x) + x3)?2 -

f'(x) =

(In(5) - 5% sin(x) + 5* cos(x))(In(x) + x3) — 5* sin(x) (% + 3x2)
(In(x) + x3)2

Apply the exponential function rule for an arbitrary : .
base: l] . (ln(a:) -+ 1:3) — 5% sin(x) g [ln(a:) - 233]

" dz
[_a F=- (In(z) + :1:3)2

(%[51] . sin(z) + 57 - d%[sin(a:)]) (In(z) + 2*) — 5" sin(z) (%[hl(l’)] G c% [mg])

(In(x) + :133)2

(111(5).51’ Sin(q;) + 5T COS(aj)) (111(112) X 1133) _BZ Sin(:lt) (% T 3$Q)

T (In(z) + z3)?




4. feladat

5%.sin(x) , _ (In(5)-5% sin(x)+5* cos(x))(In(x)+x3)—5% sin(x)(§+3x2)
x3+In(x)’ fx) = (In(x)+x3)2

a, f(x) =

ZH-ra tanuljuk meg az 6sszes szabdlyt, 6sszeg derivdldsa, szorzat derivdldsa, tortek derivalasa,
osszetett fliggvények derivadldsa, és tanuljuk meg az 6sszes elemi derivaltat is!

A programot csak azért mutattam meg, hogy kénnyen le tudjatok ellenérizni magatokat, illetve a
megolddsok lépéseit! Nem kell zhn olyan részletesen végigirni, ahogy én (vagy a program) végigirjuk.
Akdr kapdsbdl irhatjatok is a megoldast eqgy ilyen egyszert feladatnadl!



4. feladat

b, f(x) — Cos(x)sin(x) _ eln(cos(x))-sin(x)

F'(x) = cos(x)Sm™) (In(cos(x)) - sin(x))’ = cos(x)Sn*) (Fl(x) .~ sin(x) sin(x) +
In(cos(x)) cos(x))

Vagy alkalmazzdtok az oran tanult képletet a feladatra! llyen révid megoldas is béven teljes pontot ér!



2. Feladatsor (két hasznos feladat)

1. feladat: Hatdrozzuk meg a lim (n? — Vn* + 2n2) hatarértéket!

n—-00

n? +vVn* — 2n?
: — 1 2 __ .
Jim (n —/n* +20%) = lim ((n Vnt +2n2) (n WL_Z,QZ))

2

| n* — n* + 2n? _ 2n? _
— llln = llm = llm =1
oo \n2 +yn* —2n2) oo \n2 +ynt—2n2) now 2 | =




2. Feladatsor (két hasznos feladat)

2. feladat: Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy folytonos legyen

a fuggvény!

(1 1
_ ,hax >0

f(x) < x eX—1

,hax =0
\ a

Ahhoz, hogy folytonos legyen a fuggveny meg kell hogy egyezzen a
helyettesitési értéke a hatarértékével az x = 0 pontban, azaz

fO) = a=1m(f() = lime s (3~ 77)

Tehat lenyegében csak ki kell szamolnunk a fenti fliggvény hatarértéeket a O-
ban!




2. Feladatsor (két hasznos feladat)

14
00)

_1 1 1 _l ex_l — X ;Ehm ex_l >n_
TS0 \x T e —1) T xo0\ x(e — 1) )i -0 \(e¥ — 1) + xe¥ ) vu

. e* 1
= lim = —
x—-0\eX + e* + xe* 2

. . 1 .
lgy a fuggvény az a = E paraméterre lesz folytonos!



